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Изучается асимптотика по расстоянию для собственной функции оператора
Шредингера в полуплоскости с сингулярным δ-потенциалом с носителем, сосре-
доточенным на двух лучах. Оператор такого типа встречается в задачах рассе-
яния трех одномерных квантовых частиц с точечным парным взаимодействи-
ем при некоторых дополнительных ограничениях, а также в задачах дифрак-
ции волн в клиновидных и конусовидных областях. С помощью представления
Конторовича–Лебедева задача построения собственной функции оператора сво-
дится к изучению системы однородных функционально-разностных уравнений
с характеристическим (спектральным) параметром. Изучены свойства решений
такой системы однородных функционально-разностных уравнений второго по-
рядка с потенциалом из специального класса. В зависимости от значений харак-
теристического параметра в уравнениях описаны их нетривиальные решения,
собственные функции уравнения. Исследование этих решений основано на све-
дении системы к интегральным уравнениям с самосопряженным ограниченным
оператором, который является вполне непрерывным возмущением матричного
оператора Мёлера. Предложены достаточные условия существования дискрет-
ного спектра правее существенного для возмущенного оператора Мёлера. Изу-
чены условия конечности дискретного спектра. Эти результаты применяются
в рассматриваемой задаче в полуплоскости. С помощью перехода от представ-
ления Конторовича–Лебедева к интегральному представлению Зоммерфельда
построена асимптотика по расстоянию собственной функции рассматриваемого
оператора Шредингера.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Основными целями работы являются исследование задачи о построении собствен-
ной функции и ее асимптотики для оператора Шредингера специального типа и изу-
чение связи этой канонической задачи с некоторыми спектральными свойствами
системы функционально-разностных (ФР) уравнений с мероморфным матричным
потенциалом. Важным вспомогательным обстоятельством является недавно обна-
руженная возможность изучения спектральных свойств систем ФР уравнений по-
средством редукции к интегральным уравнениям с так называемым возмущенным
оператором Мёлера. Кроме того, наше исследование мотивировано многочисленны-
ми приложениями, некоторые из которых обсуждаются ниже.

Отметим интерес к операторам Шредингера с сингулярным δ-потенциалом, име-
ющим носитель на поверхностях в пространстве Rd (см. [1]–[3] и ссылки в этих
работах), который проявился в эффективной возможности качественного исследо-
вания спектров соответствующих самосопряженных операторов. Используются об-
щие подходы спектральной теории [4], [5], причем традиционно соответствующие
самосопряженные операторы задаются с помощью полуограниченных полуторали-
нейных замыкаемых форм. Однако если поверхность носителя потенциала такова,
что допускается неполное разделение переменных (например, круговой конус или
клин), то задача о собственных функциях и собственных числах может быть сведе-
на к изучению спектральных свойств ФР уравнений [6]–[8]. Замечательным обсто-
ятельством является то, что в этом случае удается не только качественно описать
спектр, но и получить эффективные интегральные представления для собственных
функций, описать асимптотики собственных функций на больших расстояниях.

В работе [6] изучаются собственные функции и их асимптотическое поведение
на больших расстояниях для оператора Лапласа с сингулярным потенциалом, но-
ситель которого находится на конической поверхности в трехмерном пространстве.
В рамках неполного разделения переменных получено интегральное представление
типа Конторовича–Лебедева для собственных функций в терминах решения вспо-
могательного ФР уравнения с мероморфным потенциалом. Решения ФР уравнения
изучаются путем сведения его к интегральному уравнению с ограниченным само-
сопряженным интегральным оператором. Этот интегральный оператор является
возмущением скалярного оператора Мёлера.

В статье [7] мы изучили собственные функции, которые описывают собственные
колебания акустических волн в угловых областях с “полупрозрачными” граничными
условиями. Для некоторых значений спектрального параметра в краевой задаче мы
исследовали существенный и дискретный спектры уравнения и описали свойства
соответствующих решений. Исследование основано на сведении ФР уравнений к
интегральным уравнениям типа Мёлера с симметричным ядром.

В отличие от работ [6], [7], где изучаются скалярные ФР уравнения, в настоящей
работе для построения собственных функций исследуется система двух ФР уравне-
ний с мероморфным потенциалом, а класс рассматриваемых матричных потенциа-
лов мотивирован различными приложениями. Одно из таких приложений подробно
обсуждается в настоящей работе. Стоит отметить, что обобщение нашего подхода
на системы ФР уравнений произвольного размера не вызывает затруднений.

Изучение свойств решений ФР уравнений проводилось в последние десятилетия
в различных направлениях и было связано с развитием для этого новых подходов
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и методов, а также с многочисленными приложениями. Среди наиболее интересных
и многообещающих отметим метод монодромизации [9], [10], который был приме-
нен, например, для описания геометрии спектра ФР уравнения Харпера. Интерес
представляют и квазиклассические конструкции, связанные с разностными урав-
нениями (см. [11] и ссылки в этой работе). Среди многочисленных приложений
упомянем задачи рассеяния волн (акустических, электромагнитных) в клиновид-
ных или конусовидных областях [12]–[18]. В связи с этими работами отметим ис-
пользование разнообразных интегральных представлений (Конторовича–Лебедева,
Зоммерфельда–Малюжинца, Меллина, Фурье), которое приводит к различным ФР
уравнениям с мероморфными коэффициентами. Волны на поверхности воды в при-
брежном клине изучаются в работах [19], [20] посредством сведения к функциональ-
ным уравнениям типа Малюжинца [9]. Как эффективное средство исследования,
ФР уравнения известны и в квантовой теории, в частности при изучении процессов
распада частиц, многочастичного квантового рассеяния и т. п. [21]–[24].

Раздел 2 посвящен обсуждению основного примера, связанного с самосопряжен-
ным оператором Шредингера As с сингулярным потенциалом и приводящего к изу-
чению системы ФР уравнений. Результаты разделов 3–6 используются для постро-
ения собственных функций оператора As и изучения их поведения на больших рас-
стояниях. Для этого, в частности, используются интегральные представления для
решений в виде интегралов Конторовича–Лебедева и Зоммерфельда. Полезно от-
метить, что оператор As можно связать с квантово-механической задачей рассеяния
трех нейтральных частиц с парным взаимодействием в виде δ-функции, движущих-
ся по прямой, при некоторых дополнительных ограничениях на характер их взаи-
модействия. Похожий оператор возникает и в задаче дифракции волн на системе
полупрозрачных экранов в акустике или электродинамике.

Мы рассматриваем постановку задачи о спектре и собственных функциях (в том
числе, обобщенных) системы двух ФР уравнений, описываем рассматриваемый класс
потенциалов. Здесь же произведена редукция системы к интегральным уравнениям
на отрезке. Матричный интегральный оператор K ограничен и самосопряжен, но
не вполне непрерывен. Этот оператор представим в виде суммы так называемого
матричного оператора Мёлера M и его компактного возмущения V. Тем самым
изучение спектральных свойств системы двух ФР уравнений сводится к описанию
спектральных свойств матричного интегрального оператора.

В приложении А исследуется простейший матричный аналог M скалярного само-
сопряженного оператора Мёлера M , обсуждаются его спектр и собственные функ-
ции, вычисляются резольвента и разложение единицы. Изучены свойства ядра ре-
зольвенты и получены необходимые для дальнейшего оценки. (Результаты явля-
ются прямым следствием классических формул Мёлера 1881 года.) Эти вспомо-
гательные результаты и используются далее для изучения систем ФР уравнений
с характеристическим параметром.

В разделе 4 показано, что существенный спектр возмущенного оператора Мёле-
ра K совпадает с отрезком [0, 1]. Оператор K положителен, поэтому дискретная
компонента спектра может быть расположена правее единицы. Выписаны доста-
точные условия существования дискретной компоненты спектра оператора в тер-
минах потенциала. С помощью принципа Бирмана–Швингера предложен признак
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Рис. 1. Область и носитель потенциала в R2
+.

конечности дискретного спектра, который аналогичен признаку, полученному в ра-
боте [25] для возмущения оператора Карлемана операторами Ханкеля.

Результаты, касающиеся спектра оператора K, применяются для описания спек-
тральных свойств ФР уравнений. Введено понятие множества характеристических
чисел системы уравнений и существенного характеристического множества. Полу-
чены оценки, описывающие поведение мероморфных решений (“собственных функ-
ций”) на бесконечности вдоль мнимой оси.

Работа завершается построением эффективных формул для асимптотики соб-
ственных функций. Для этого использованы интегральное представление Зоммер-
фельда и традиционные асимптотические методы типа метода перевала и его “рав-
номерный” вариант.

2. ЗАДАЧА ПОСТРОЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ
ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА С СИНГУЛЯРНЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ

2.1. Формулировка. Мы определим самосопряженный оператор Шрединге-
ра As, который рассматривается в качестве примера, его полуторалинейной формой
as в L2(R2

+), которая полуограничена, плотно определена и замыкаема1). Рассмот-
рим разбиение полуплоскости Ω = R2

+ (x = (X, Y ) ∈ Ω) на три части Ωj , j = 1, 2, 3,
лучами l1 и l2 (см. рис. 1). Введем полярные координаты X = r cos ϕ, Y = r sin ϕ и

Ω1 = {(r, ϕ) : r > 0, 0 < ϕ < Φ1},
Ω2 = {(r, ϕ) : r > 0, Φ1 < ϕ < Φ2},
Ω3 = {(r, ϕ) : r > 0, Φ2 < ϕ < π},

где 0 < Φ1 < Φ2 < π. Соответствующая квадратичная форма имеет вид

as[U,U ] =
∫

Ω

∇U · ∇U dx− γ1

∫
l1

|U |2 ds− γ2

∫
l2

|U |2 ds,

где γ1 > 0, γ2 > 0 – параметры Робэна, Dom[as] = H1(Ω), Ω = Ω1 ∪ l1 ∪ Ω2 ∪ l2 ∪ Ω3.
1) Напомним, что, как указано в разделе 1, этот оператор можно связать при определенных

условиях с задачей квантового рассеяния трех одномерных частиц с точечным парным взаимодей-
ствием.
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Оператор As, порожденный формой as, самосопряжен и полуограничен. Он
реализуется как лапласиан с сингулярным δ-потенциалом, имеющим носитель на
l = l1∪ l2, т. е. As = −△−γδl(x) [1]. В дальнейшем мы используем его классическую
реализацию в терминах уравнения и краевых условий. Мы изучаем уравнение

AsU = EU,

где спектральный параметр E считается отрицательным, E < 0. Известно, что су-
щественный спектр σe(As) оператора As совпадает с [−γ2/4,∞), где γ = max{γ1, γ2}
(мы считаем далее, что γ1 > γ2). Имеется также дискретная часть спектра σd(As).
Наша цель – предложить интегральные представления для собственных функций
дискретного спектра σd(As) оператора As и проиллюстрировать использование ре-
зультатов разделов 3– 6, в частности найти значения σd(As), убедиться, что дис-
кретный спектр не пуст при определенных условиях. Эти условия мы сформули-
руем в терминах потенциала ФР уравнений, которые связаны с рассматриваемым
примером.

2.2. Классическая постановка и основные результаты. Мы ищем класси-
ческое решение u = uj в Ωj , j = 1, 2, 3, удовлетворяющее уравнениям (E < 0)

−△u1(r, ϕ)− Eu1(r, ϕ) = 0, (r, ϕ) ∈ Ω1,

−△u2(r, ϕ)− Eu2(r, ϕ) = 0, (r, ϕ) ∈ Ω2,

−△u3(r, ϕ)− Eu3(r, ϕ) = 0, (r, ϕ) ∈ Ω3,

(1)

и краевым условиям
∂u

∂n

∣∣∣∣
Y =0

= 0, (2)

∂u1

∂n

∣∣∣∣
l1

− ∂u2

∂n

∣∣∣∣
l1

= γ1u1|l1 , u1|l1 = u2|l1 ,

∂u2

∂n

∣∣∣∣
l2

− ∂u3

∂n

∣∣∣∣
l2

= γ2u2|l1 , u2|l2 = u3|l2 ,
(3)

где единичная нормаль n направлена против часовой стрелки. С другой стороны,
условие u ∈ H1(Ω) подразумевает, что

u(r, ϕ) = C + O(rδ∗), δ∗ > 0, r → 0, (4)

равномерно по ϕ. Мы предполагаем, что нетривиальные решения задачи (собствен-
ные функции) (1)–(4) экспоненциально убывают при r →∞, а следующий интеграл
ограничен: ∫

Ω

|u(r, ϕ)|2e2drr dr dϕ < ∞ (5)

для некоторого положительного d. Отметим, что такие решения, удовлетворяю-
щие (1)–(4), существуют для некоторых E < −γ2/4, однако если E > −γ2/4, со-
ответствующие нетривиальные решения (т. е. на непрерывном спектре) нарушают
условие (5).

Основные новые результаты, которые подробно обсуждаются в настоящей ста-
тье, состоят в следующем. Во-первых, мы изучаем достаточные условия суще-
ствования дискретной компоненты спектра оператора As, исследование которого
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посредством интегралов Конторовича–Лебедева сведено к описанию характеристи-
ческих значений Λ = Λm соответствующих ФР уравнений вида h(ν +1)−h(ν− 1)−
2iΛW∗(ν)h(ν) = 0, связанных с задачей (W∗(ν) – мероморфный матричный потен-
циал, определенный в п. 2.3 явно в терминах отношений синусов и косинусов). С ФР
уравнением ассоциировано интегральное уравнение r(x) = Λ(Kr)(x) с оператором
(который мы называем возмущенным оператором Мёлера)

(Kr)(x) =
1
π

∫ 1

0

dy

x + y

√
w(x)a

√
w(y)r(y),

w(x) = W(it)|
t= 1

π ln(1/x+
√

1/x2−1)
> 0, t > 0, a – постоянная диагональная матрица.

Достаточные условия существования дискретного спектра µm = Λ−1
m этого опера-

тора (тем самым и спектра Em = −[γ1/2Λm]2 оператора As) описываются следующей
теоремой.

Теорема 2.1. Пусть V – самосопряженный компактный оператор в простран-
стве H = L2((0, 1); C2) и для некоторого n справедливо неравенство

1
π

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

√
w(x)a

√
w(y)− a

y + x
un(y)un(x) > εn, (6)

тогда возмущенный оператор Мёлера K = M+V имеет нетривиальный дискрет-
ный спектр справа от σe(K) = [0, 1] (в неравенстве можно взять εn = 1/n).

В этой теореме un(x) – сингулярная последовательность Вейля, которая строится
явно по невозмущенному оператору M = K − V и отвечает концу существенного
спектра µ = 1 этого оператора. Более простое достаточное условие задается нера-
венством (21).

Во-вторых, на основе принципа Бирмана–Швингера получено условие конечности
дискретной компоненты спектра в терминах потенциала в системе ФР уравнений.
А именно, справедлива

Теорема 2.2. Пусть α > 3/2, оператор V > 0, V ∈ S2 , принадлежит клас-
су Гильберта–Шмидта, кроме того, оператор QαVQα ∈ S∞ компактен. Тогда
полное число N(1) собственных значений оператора K = M + V, больших µ = 1,
конечно и удовлетворяет оценке

N(1) 6 (∥V∥2 + Gα∥QαVQα∥)2, (7)

Gα – постоянная, Q := QI, [Qf ](t) := ⟨ln t⟩f(t), ⟨ln t⟩ = ln(2/t), f ∈ L2(0, 1).
Если дополнительно выполнены достаточные условия (6) или (23) (или (21)),

то дискретный спектр оператора K правее µ = 1 не пуст.

Наконец, вычислена асимптотика поведения собственной функции, показано ее
экспоненциальное убывание.

Лемма 2.1. Собственная функция um экспоненциально убывает при r → ∞
(в соответствии с (44), (45) вне сингулярных наравлений в Ω1), в противном слу-
чае в окрестности сингулярных направлений асимптотика имеет вид (46) (в Ω1)
и зависит от интеграла типа Френеля. Похожая структура асимптотики спра-
ведлива в области Ω2,3 .
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Тем самым также установлено существование так называемых сингулярных на-
правлений, в окрестности которых изменяется характер экспоненциального убыва-
ния собственной функции.

2.3. Интегралы Конторовича–Лебедева и сведение к ФР уравнениям.
Мы ищем классическое решение уравнений (1) при 0 < ϕ < π в форме интегралов

u1(r, ϕ) =
1
iπ

∫ i∞

−i∞
sin(πν)Kν(κr)

cos(νϕ)
cos(Φ1ν)

H1(ν) dν, ϕ ∈ [0, Φ1],

u2(r, ϕ) =
1
iπ

∫ i∞

−i∞
sin(πν)Kν(κr)

(
cos(ν[Φ2 − ϕ])
cos(ν[Φ2 − Φ1])

H(ν) +

+
sin(ν[Φ1 − ϕ])
sin(ν[Φ1 − Φ2])

h̃(ν)
)

dν, ϕ ∈ [Φ1, Φ2],

u3(r, ϕ) =
1
iπ

∫ i∞

−i∞
sin(πν)Kν(κr)

cos(ν[π − ϕ])
cos(ν[π − Φ2])

H3(ν) dν, ϕ ∈ [Φ2, π],

(8)

где κ =
√
−E. Представление Конторовича–Лебедева (8) разделяет переменные r

и ϕ, ν – переменная разделения. Если интегралы равномерно и быстро сходятся, то
уравнения выполнены, так как можно проверить, что

(κr)2
{

d2

d(κr)2
+

1
κr

d

dκr
−

(
1 +

ν2

(κr)2

)}
Kν(κr)uν(ϕ) +

(
d2

dϕ2
+ ν2

)
uν(ϕ)Kν(κr) = 0,

где uν(ϕ) = cos(νϕ) или uν(ϕ) = sin(νϕ). Мы выбрали подынтегральные выражения
в (8) так, что условия Неймана (2) выполнены. Обратимся к краевым условиям (3).
Сначала мы действуем формально так, чтобы сформулировать достаточные условия
для неизвестных H1(ν), H(ν), h̃(ν) и H3(ν), т. е. описать подходящий класс функций.
Условия непрерывности u на l1,2 в (3) приводят к равенствам

H1(ν) = H(ν),
1

cos(ν[Φ2 − Φ1])
H(ν) + h̃(ν) = H3(ν),

(9)

так что только две функции являются независимыми, например H(ν) и H3(ν), тогда
как остальные через них выражаются (9). Из условий типа Робэна (3) имеем

1
κr

(
∂u1

∂ϕ
− ∂u2

∂ϕ

)∣∣∣∣
ϕ=Φ1

− γ1u1|ϕ=Φ1 =

=
1
iπ

∫ i∞

−i∞
dν sin(πν)

{
Kν(κr)

κr

[
H(ν)

−ν sin(ν[Φ2 − Φ1])
cos(ν[Φ2 − Φ1])

+ h̃(ν)
−ν

sin(ν[Φ2 − Φ1])
−

−H(ν)ν tg(Φ1ν)
]
− γ1

κ
H1(ν)Kν(κr)

}
= 0.

Воспользуемся тождеством

Kν(z)
z

=
Kν+1(z)−Kν−1(z)

2ν
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и найдем

1
iπ

∫ i∞

−i∞
dν (− sin(πν))

{
Kν+1(κr)−Kν−1(κr)

2

[
H(ν)

(
sin(ν[Φ2 − Φ1])
cos(ν[Φ2 − Φ1])

+ tg(Φ1ν)
)

+

+ h̃(ν)
1

sin(ν[Φ2 − Φ1])

]
+

2γ1

κ
H(ν)

Kν(κr)
2

}
=

=
1

2iπ

∫ i∞+1

−i∞+1

dν sin(πν)Kν(κr)h1(ν − 1)−

− 1
2iπ

∫ i∞−1

−i∞−1

dν sin(πν)Kν(κr)h1(ν + 1)−

− 2γ1

κ

1
2iπ

∫ i∞

−i∞
dν sin(πν)H(ν)Kν(κr) = 0,

где мы заменили переменные интегрирования ν ± 1 → ν и ввели

h1(ν) := H(ν)(tg(ν[Φ2 − Φ1]) + tg(Φ1ν)) +
h̃(ν)

sin(ν[Φ2 − Φ1])
,

где h̃(ν) выражается через H(ν) и H3(ν) посредством (9). Деформируем контуры
интегрирования на мнимую ось в первых двух интегралах выше, придем к равенству

1
2iπ

∫ i∞

−i∞
dν sin(πν)Kν(κr)

[
h1(ν − 1)− h1(ν + 1)− 2γ1

κ
H(ν)

]
= 0.

В результате заключаем, что если выполнено уравнение

h1(ν + 1)− h1(ν − 1) +
2γ1

κ
H(ν) = 0,

то справедливо условие Робэна на l1 в (3). Аналогично, из краевого условия на l2,
учитывая сказанное выше, приходим к системе уравнений

h1(ν + 1)− h1(ν − 1) +
2γ1

κ
H(ν) = 0,

h2(ν + 1)− h2(ν − 1) +
2γ2

κ
H3(ν) = 0,

(10)

где

h2(ν) := H3(ν)(tg(ν[π − Φ2])− ctg(ν[Φ2 − Φ1])) +
H(ν)

sin(ν[Φ2 − Φ1])
.

Запишем систему (10) в терминах неизвестного 2-вектора h(ν) = (h1(ν), h2(ν))T.
Мы приходим к уравнению вида (11), которое изучается в разделе 3,

h(ν + 1)− h(ν − 1)− 2iΛaW(ν)h(ν) = 0, (11)
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где введены обозначения Λ = γ1/(2κ) и H(ν) = (H(ν), H3(ν))T,

T(ν) =

=

tg(ν[Φ2 − Φ1]) + tg(Φ1ν)− sec(ν[Φ2 − Φ1])
sin(ν[Φ2 − Φ1])

1
sin(ν[Φ2 − Φ1])

1
sin(ν[Φ2 − Φ1])

tg(ν[π − Φ2])− ctg(ν[Φ2 − Φ1])

 ,

a =
(

1 0
0 a

)
,

a := γ2/γ1 < 1, и

W(ν) = 2iT−1(ν) =
2i

D(ν)
×

×

tg(ν[π − Φ2])− ctg(ν[Φ2 − Φ1])
−1

sin(ν[Φ2 − Φ1])
−1

sin(ν[Φ2 − Φ1])

(
tg(ν[Φ2 − Φ1]) + tg(Φ1ν)− sec(ν[Φ2 − Φ1])

sin(ν[Φ2 − Φ1])

)
 ,

где

D(ν) := detT(ν) = (tg(ν[Φ2 − Φ1]) +

+ tg(Φ1ν))(tg(ν[π − Φ2])− ctg(ν[Φ2 − Φ1]))−
2 tg(ν[π − Φ2])

sin(2ν[Φ2 − Φ1])
.

Мы говорим, что вектор h(ν) принадлежит классу M мероморфных векторов,
если его компоненты hj(ν), j = 1, 2, удовлетворяют условиям

• hj(ν) = hj(−ν);
• hj голоморфна в Π1+δ \ {±1}, Π1+δ = {ν ∈ C : |Re ν| < 1 + δ} для некоторого

δ > 0;
• |hj(ν)| < const | exp(iν[π/2 + δ0])|, ν → i∞, ν ∈ Π1+δ при δ0 ∈ (0, π/2).

Далее мы полагаем, что h(ν) принадлежит классу M, а потенциал из W удовлетво-
ряет оценке W(ν) = I+O(e±iq∗ν) (у нас q∗ = 2min{Φ2−Φ1, Φ1, π−Φ2} > 0). Явное
описание класса потенциалов W мы обсудим в разделе 3.

Решения из класса M обеспечат равномерную сходимость интегралов в (8) ввиду
асимптотики

Kν(z) ∼ const
ν−1/2 cos(ν[π/2 + | arg(z)|])

sin(πν)

при ν → i∞ и Re(ν) = 0, | arg z| 6 π/2, |z| фиксирован. Мы приходим к следующему
утверждению.

Предложение 2.1. Пусть h(·) принадлежит классу M и доставляет нетри-
виальное решение уравнения (11) для некоторого Λ. Тогда интегралы Конторови-
ча–Лебедева в (8) задают классическое решение задачи (1)–(3) для соответству-
ющего E = −γ2

1/4Λ2 .

Отметим, что условие (4) можно проверить, используя представления Конторови-
ча–Лебедева (см. 5.2.2 в [18]). Однако проверка оценки (5) более сложная и следует
из асимптотики, которую мы получим для собственной функции ниже.
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3. ФР УРАВНЕНИЯ С ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИМ ПАРАМЕТРОМ
И РЕДУКЦИЯ К ИНТЕГРАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ

Изучим системы двух связанных ФР уравнений (11) для неизвестного вектора
h(ν) = (h1(ν), h2(ν))T ∈M, Λ – характеристический (вообще говоря, комплексный)
параметр2), W(·) – потенциал, матрица с мероморфными коэффициентами.

Оказывается, что при определенных условиях на потенциал W уравнение име-
ет нетривиальные решения из указанного класса, причем эти решения существуют
лишь для некоторых вещественных значений Λ, образующих дискретное множе-
ство Cd, конечное или бесконечное. По определению мы называем этот дискретный
набор множеством характеристических значений Λm, m = 1, 2, . . . , уравнения (11).
Соответствующие решения изM мы называем собственными вектор-функциями hm

уравнения. В дальнейшем мы определим также множество существенных значе-
ний Ce характеристического параметра Λ. Однако основное внимание будет уделено
множеству характеристических значений Cd. Описание множества характеристиче-
ских значений Cd и существенного характеристического множества Ce для уравне-
ния (11), а также соответствующих решений мы называем описанием спектральных
свойств уравнения (11). Оказывается, эти множества естественным и каноническим
образом связаны со спектром некоторого самосопряженного интегрального опера-
тора K.

Рассматривается класс W меромофных потенциалов W(·) таких, что

• W(ν) = −W(−ν) нечетный;
• W(ν) = I + o(1) при ν → ±i∞ вдоль мнимой оси;
• W(ν) ∼ Cν−1 при ν → 0, где C – некоторая постоянная матрица;
• W(it) > 0 при t > 0.

Для дальнейшего существенно, что потенциал W положителен на положительной
части мнимой оси. В приложениях справедлива более сильная оценка W(ν) = I +
O(e−b|ν|) при ν → i∞ (или W(ν) = I+O(1/ν)) вдоль мнимой оси, b > 0. Следующая
лемма используется для получения интегральных уравнений (см. доказательство
в [7]) из ФР уравнений.

Лемма 3.1. Пусть q(ν) голоморфна для ν ∈ Πδ при δ > 0 и |q(ν)| 6 cqe
−κ∗|ν| ,

|ν| → ∞, κ∗ > 0 в этой полосе функция q нечетна, q(ν) = −q(−ν), и мероморфна.
Тогда четное решение s(·) уравнений

s(ν ± 1)− s(−ν ± 1) = ±2iq(ν),

которое регулярно (голоморфно) в полосе ν ∈ Π1+δ \ {±1} (ν = 0 простой полюс
функции q) и экспоненциально убывает, если |ν| → ∞ в ней, задается выражением

s(ν) = −1
2

∫ i∞

−i∞
dτ q(τ)

sin πτ

cos πτ + cos πν
, ν ∈ Π1+δ,

при этом s(ν) продолжается как мероморфная функция посредством ФР уравне-
ний.

2) Имея в виду приложения, удобно выделить постоянную матрицу a перед матричным потен-
циалом.
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Применим лемму 3.1 к уравнению (11), принимая во внимание свойства W и h,
получим

h(ν) = −Λ
2

∫ i∞

−i∞
dτ

sin πτ

cos πτ + cos πν
aW(τ)h(τ), ν ∈ Π1+δ. (12)

Воспользуемся четностью подынтегрального выражения в (12), сводя интегрирова-
ние на полуось [0, i∞), затем введем новый неизвестный вектор

q(ν) =
√

W(ν)h(ν), W(ν) > 0, ν ∈ [0, i∞), (13)

и получим искомое уравнение

q(ν) = −Λ
∫ i∞

0

dτ
sin πτ

cos πτ + cos πν

√
W(ν)a

√
W(τ)q(τ), (14)

где ν ∈ [0, i∞).
Процедура восстановления неизвестного мероморфного вектора h(ν) из классаM

по его значению на полуоси [0, i∞) следующая. Пусть имеется интегрируемое (и,
значит, непрерывное) решение q(ν) интегрального уравнения (14) на [0, i∞) для
некоторого Λ, которое экспоненциально убывает на бесконечности. Воспользуем-
ся нечетностью и определим q(ν) на всей мнимой оси. Определив h(ν) на мнимой
оси согласно (14), продолжим его в полосу Πδ для некоторого δ > 0. Интегральное
представление (12) позволяет вычислить значения h(ν) в полосе Π1+δ регулярности.
Действительно, вычислив h(ν) в некоторой окрестности мнимой оси, мы убеждаем-
ся, что интеграл в правой части (12) задает голоморфную функцию в полосе Π1+δ,
так как знаменатель не имеет нулей в этой полосе, а интеграл сходится экспоненци-
ально и равномерно по ν. (Действительно, сдвигаем контур iR в полосе Πδ так, что
h(ν) в левой части (12) голоморфен в полосе Π1+δ.) Вектор h(ν) продолжается как
мероморфная функция на всю плоскость C посредством ФР уравнения (11).

Лемма 3.2. Пусть q – интегрируемое на [0, i∞) решение интегрального урав-
нения (14) для некоторого Λ, которое экспоненциально убывает на бесконечности.
Тогда существует соответствующее нетривиальное решение h(·) ∈ M ФР урав-
нения (11).

Лемма 3.2 показывает, что необходимо изучать нетривиальные решения инте-
грального уравнения (14) для некоторого характеристического значения парамет-
ра Λ. Для этого удобно преобразовать уравнение к некоторой его форме с интегриро-
ванием по конечному отрезку. Введем новую переменную интегрирования и новую
неизвестную функцию:

x =
1

cos(πν)
, y =

1
cos(πτ)

, x ∈ [0, 1],

r(x) = q(it)|
t= 1

π ln
(

1
x +

√
1

x2−1
), t > 0.

Мы приходим к уравнению
r(x) = Λ(Kr)(x), (15)
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где K – интегральный оператор в L2([0, 1]; C2),

(Kr)(x) =
1
π

∫ 1

0

dy

x + y

√
w(x)a

√
w(y)r(y),

w(x) = W(it)|
t= 1

π ln
(

1
x +

√
1

x2−1
), t > 0.

Вместе с характеристическим параметром Λ мы введем спектральный параметр µ =
Λ−1 и уравнение

(Kr)(x) = µr(x), (16)

в L2([0, 1]; C2).
Теперь естественно изучить свойства оператора K с симметричным ядром, кото-

рый может быть представлен в виде√
w(x)a

√
w(y) = a + o(1), (x, y) → (0, 0),

где в приложениях вместо o(1) справедлива более сильная оценка вида O(xb + yb),
где (x, y) → (0, 0), b > 0, т. е. матрица имеет элементы, убывающие как O(xb + yb)
при (x, y) → (0, 0). Заметим также, что w(x) ведет как O(1/

√
1− x) при x → 1. Это

позволяет утверждать, что верна

Лемма 3.3. Оператор K : L2([0, 1]; C2) → L2([0, 1]; C2) в (16) ограничен и само-
сопряжен.

Мы назовем оператор K возмущением ограниченного самосопряженного матрич-
ного оператора M, где M – так называемый оператор Мёлера3), определенный
в L2([0, 1]; C2) выражением

(Mr)(x) =
1
π

∫ 1

0

dy

x + y
ar(y).

Действительно, оператор K представим в виде

K = M + V (17)

в соответствии с представлением ядра√
w(x)a

√
w(y)

x + y
=

a
x + y

+
v(x, y)
x + y

,

где v(x, y) :=
√

w(x)a
√

w(y) − a = o(1) (в нашем приложении O(xb + yb)) при
(x, y) → (0, 0), b > 0. Интегральный оператор V в (17) определен выражением

(Vr)(x) =
1
π

∫ 1

0

dy

x + y
v(x, y)r(y)

в L2([0, 1]; C2). В дальнейшем предполагается, что этот оператор V принадлежит
классу Гильберта–Шмидта S2, что обеспечено свойствами функции v(x, y), в част-
ности если v(x, y) =

√
w(x)a

√
w(y)− a = O(xb + yb) при x, y → 0.

3) Здесь мы следуем терминологии, предложенной Д.Р. Яфаевым.



ОПЕРАТОР ШРЕДИНГЕРА В ПОЛУПЛОСКОСТИ С УСЛОВИЕМ НЕЙМАНА 299

В приложении А мы изучаем спектральные свойства невозмущенного оператора
Мёлера M и явно диагонализуем его. Содержание приложения фактически следует
из известных формул Мёлера 1881 года [26]. Скалярный оператор M ,

(Mu)(x) =
1
π

∫ 1

0

dy

x + y
u(y),

имеет простой абсолютно непрерывный спектр σa(M) = [0, 1], и собственные функ-
ции непрерывного спектра найдены явно (см. [27], а также [28]):

Pp(x) :=

√
p th(πp)

x
Pip−1/2(1/x),

Pip−1/2(·) – функция Лежандра.
Оператор K является компактным возмущением оператора Мёлера, что позволя-

ет исследовать его спектральные свойства, которые нам необходимы для изучения
ФР уравнений, традиционными методами.

4. СПЕКТР ВОЗМУЩЕННОГО ОПЕРАТОРА
МЁЛЕРА K = M + V, ДИСКРЕТНАЯ КОМПОНЕНТА

СПЕКТРА ОПЕРАТОРА K И ЕЕ КОНЕЧНОСТЬ

Напомним, что предполагается, что возмущение V принадлежит классу Гиль-
берта–Шмидта S2 и σe(M) = [0, 1]. Воспользуемся теоремой Вейля о сохранении
существенного спектра при компактных возмущениях, в результате приходим к сле-
дующему утверждению.

Лемма 4.1. Существенный спектр σe(K) совпадает с отрезком [0, 1], если воз-
мущение V компактно.

Из свойств ядра следует, что оператор K положительный. Следовательно, он
может иметь дискретную компоненту спектра лишь правее σe(K). Существование
дискретной компоненты K представляет особый интерес, так как каждая точка µ∗
этой компоненты соответствует существованию нетривиального решения из задан-
ного класса для ФР уравнения (11) для соответствующего Λ∗ = 1/µ∗. В этом разде-
ле мы рассмотрим некоторые достаточные условия, сформулированные в терминах
возмущения V и, возможно, также с помощью спектральных характеристик опера-
тора M. Эти достаточные условия обеспечивают то, что дискретная часть спектра
σd(K) не пуста.

4.1. Простое достаточное условие для σd(K) ̸= ∅. Найдем такое u, что
(u,u)H = 1 (H = L2([0.1], C2)) и

(Ku,u)H > 1. (18)

Неравенство (18) означает, что дискретная компонента спектра не пуста. Идея его
проверки проста – мы предложим простой двумерный нормированный вектор, для
которого при определенных условиях на потенциал верно неравенство (18). Выбор
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такого вектора напрямую связан со специальным видом ядра интегрального опера-
тора K. Возьмем нормированный вектор u = C(aw)−1/2u0, где C = ∥(aw)−1/2u0∥−1

и u0 ∈ C2 – постоянный вектор. Напомним, что w > 0. Замечая, что√
w(x)a

√
w(y) = (

√
aw(x))∗

√
aw(y),

мы найдем, таким образом,

(Ku,u) =
1
π

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy
⟨u0,u0⟩C2

x + y
> 1,

где u0 ∈ C2 – постоянный вектор с комплексными координатами, u0 = (r1 + ig1,

r2 + ig2)T, так что предыдущее неравенство записывается в виде

2 ln 2
π

(r2
1 + g2

1 + r2
2 + g2

2) > 1. (19)

Условие нормировки приобретает форму равенства

(u,u)H = ((aw)−1u0,u0)H =

=
∫ 1

0

dx ⟨(aw)−1(x)u0,u0⟩ = ⟨Bu0,u0⟩C2 = 1,

где элементы bik положительной симметричной матрицы B > 0 таковы:

bik :=
∫ 1

0

dx {(aw)−1(x)}ik.

Наконец, это условие запишется в виде

b11(r2
1 + g2

1) + 2b12(r1r2 + g1g2) + b22(r2
2 + g2

2) = 1. (20)

Естественно искать такой вектор (r1, g1, r2, g2)T ∈ R4, который доставляет абсо-
лютный максимум левой части (19) при условии (20). Это классическая задача на
условный экстремум, которая решается с использованием множителей Лагранжа,
в нашем случае одного множителя L, и введением функции Лагранжа

L(r1, g1, r2, g2) = (r2
1 +g2

1 +r2
2 +g2

2)−L[b11(r2
1 +g2

1)+2b12(r1r2 +g1g2)+b22(r2
2 +g2

2)−1].

Принимая во внимание необходимое условие экстремума для L (т. е. ∇L = 0), кото-
рое принимает вид системы линейных уравнений

LBr = r, LBg = g,

находим с необходимостью, что r = (r1, r2)T и g = (g1, g2)T должны совпадать с соб-
ственным вектором симметричной матрицы B > 0 в R2, L−1 =: ω – спектральный
параметр. Каждому из двух положительных собственных значений ω = ωmin(B)
или ω = ωmax(B) отвечает собственный вектор. Рассмотрим минимальное собствен-
ное число ω = ωmin и соответствующий собственный вектор e. Чтобы получить
наибольшее значение в левой части (19), мы возьмем r = e и g = e, затем подставим
в условие (20). Таким образом, из условия нормировки (20) имеем 2⟨Be, e⟩ = 1 или

ωmin(B)(r2
1 + g2

1 + r2
2 + g2

2) = 1.
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В результате достаточное условие (19) принимает вид

2 ln 2
π

> ωmin(B). (21)

Условие (21) определяется матрицей B, так что на самом деле управляется по-
тенциалом W. Аналог этого условия в “скалярном” случае одного уравнения был
использован в работе [7], где оно было численно проверено для конкретного потен-
циала в рассматриваемой задаче. Далее мы воспользуемся условием (21) на приме-
ре мероморфного потенциала, зависящего от параметров рассматриваемой задачи,
и также проверим его численно.

4.2. Альтернативное достаточное условие для σd(K) ̸= ∅. Как и в п. 4.1,
мы начнем с условия (18) и подставим нормированную последовательность un, пред-
полагая, что для некоторого n и u = un это условие выполнено. Это будет означать,
что дискретная компонента не пуста. Для построения такой последовательности
рассмотрим сингулярную последовательность (Вейля) un ∈ H, n = 1, 2, . . . , соот-
ветствующую точке µ = 1 существенного спектра оператора Мёлера M, например
∥un∥ = 1, un – ортогональная последовательность, т. е. un ⇀ 0 (слабо), такая что
∥Mun − un∥ → 0 при n →∞. Очевидно, мы получим

([M + V]un,un) = ∥un∥2 + ([M + V − I]un,un) = 1 + ([M + V − I]un,un)

и из (18) заключаем, что неравенство

([M + V − I]un,un) > 0, (22)

справедливое для некоторого n, является достаточным условием непустоты дискрет-
ного спектра при µ > 1. Важно, что, имея разложение единицы Et для оператора
Мёлера M, можно построить сингулярную последовательность явно.

Рассмотрим числовую последовательность εn > 0 (εk > εk+1), εn → 0 (например,
εn = 1/n) и

δn = (1− εn, 1− εn+1), |δn| = εn − εn+1.

Выберем ортонормированную последовательность un так, что un ∈ E(δn)H, заме-
тив, что dimE(δn)H = ∞, где E(δ) = Eb−0 −Ea+0, δ = (a, b). Используя спектраль-
ную теорему, находим

([M− I]un,un) =
∫ ∞

−∞
(t− 1) d(Etun,un) =

∫
δn

(t− 1) d(Etun,un),

так как Etun = EtE(δn)h/∥E(δn)h∥ = 0 при h ∈ H и δn ∩ (−∞, t) = ∅, напомним
также, что σ(M) = [0, 1]. Имеем

([V + M− I]un,un) >
1
π

∫ 1

0

dxun(x)
∫ 1

0

dy
v(x, y)
y + x

un(y)− εn(E(δn)un,un),

замечая, что 1− t 6 εn при t ∈ [1− εn, 1− εn+1] и

−
∫

δn

(t− 1) d(Etun,un) 6 εn(E(δn)un,un) = εn(un,un) = εn.
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С учетом (22) мы приходим к теореме 2.1 из п. 2.2.
Введем

Qn(x, y) = v(x, y)un(y)− εnπ(x + y)un(x).

Условие (6) может быть записано в эквивалентном виде

1
π

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy
⟨Qn(x, y),un(x)⟩C2

y + x
> 0 (23)

для некоторого n = 1, 2, . . . , un – последовательность Вейля, отвечающая µ = 1,
∥un∥ = 1, εn → 0 при n → ∞. Условия (22), (21) или (19) являются достаточны-
ми для существования дискретной компоненты спектра справа от [0, 1]. Заметим,
что эти условия зависят от потенциала

√
w(x)a

√
w(y) − a возмущения, а также

от сингулярной последовательности un, в то время как она может быть эффектив-
но построена и ввиду того, что спектральная мера оператора Мёлера M известна.
После некоторых вычислений мы находим последовательность

un = zn/∥zn∥,

которая ортономирована, причем zn = E(δn)h, h = (h1, h2)T ∈ H и

zn(x) = (z1
n(x), z2

n(x))T,

где

z1
n(x) =

1
π

∫ pn

pn+1

dpPp(x)(h1)∗(p), (24)

z2
n(x) =

1
π

∫ pn/a

pn+1/a

dpPp(x)(h2)∗(p), (25)

причем

pn =
1
π

ln
(

1
[1− εn]

+

√
1

[1− εn]2
− 1

)
= O(

√
εn)

и h∗(·) – модифицированное преобразование Мёлера–Фока для h(·) (см. приложе-
ние А).

Заметим, что достаточные условия определяются потенциалом w, который за-
висит от параметров задачи. В нашем примере ниже это a = γ2/γ1, Φ1, Φ2. Есте-
ственно ожидать, это проверено численно, что существует область значений этих
параметров такая, что дискретный спектр оператора K действительно существу-
ет. В похожей “скалярной” задаче [7] мы также проверили аналогичное достатoчное
условие численно для некоторой области изменения параметров.

4.3. Принцип Бирмана–Швингера и конечность дискретного спектра.
Обсудим теперь вопрос о том, когда дискретный спектр конечен. Подход, использу-
емый в этом разделе, вполне аналогичен подходу, предложенному для возмущений
оператора Карлемана операторами Ханкеля в работе [25], и основан на примене-
нии принципа Бирмана–Швингера. В нашем случае этот принцип принимает вид
следующей теоремы.
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Теорема 4.1. Пусть M0 – ограниченный самосопряженный оператор такой,
что M0 6 1. Пусть V0 > 0 и V0 ∈ S∞ (т.е. компактен). Тогда полное чис-
ло собственных (т.е. с учетом кратности) значений оператора K0 = M0 + V0 ,
которые больше µ (µ > 1), равно полному числу собственных чисел оператора
B(µ) = V

1/2
0 [µ−M0]−1V

1/2
0 .

Используя представление для резольвенты (50), имеем

B(µ) = µ−1(V + V1/2AµV1/2). (26)

Введем оператор
Q = QI, [Qf ](t) = ⟨ln t⟩f(t),

где ⟨ln t⟩ = ln(2/t), f ∈ L2(0, 1). Естественно определить Qβ = QβI, β ∈ R.
Согласно (50) оператор A1 является интегральным оператором с ядром a(x, y; 1),

допускающим оценку (51) c µ = 1. Справедлива

Лемма 4.2. Пусть α > 3/2, тогда

lim
µ→1

∥Q−α(Aµ −A1)Q−α∥2 = 0 (27)

в операторной норме Гильберта–Шмидта.

Для доказательства надо проверить, что

lim
µ→1

∫ 1

0

∫ 1

0

⟨ln t⟩−2α∥a(x, t, µ)− a(x, t, 1)∥2C2→C2⟨ln x⟩−2α dx dt = 0.

Согласно теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла достаточно
убедиться в существовании суммируемой мажоранты подынтегрального выражения.
Согласно оценке (51) мажоранта имеет вид

C⟨ln t⟩−2α ⟨ln t⟩2⟨log x⟩2

tx
⟨ln x⟩−2α

и, очевидно, принадлежит L1((0, 1)× (0, 1)) при 2α > 3. Из леммы 4.2 следует

Лемма 4.3. Пусть α > 3/2, самосопряженный оператор V > 0, V ∈ S2 , при-
надлежит классу Гильберта–Шмидта, кроме того, оператор QαVQα ∈ S∞ ком-
пактен. Тогда оператор B(µ) (26) имеет предел

B(1) = V + V1/2A1V1/2 (28)

по норме Гильберта–Шмидта ∥ · ∥2 при µ → 1.

Доказательство получается из цепочки равенств

∥B(µ)−B(1)∥22 = ∥V1/2QαQ−α(Aµ −A1)Q−αQαV1/2∥22 =

= ∥QαVQαQ−α(Aµ −A1)Q−α∥22,

где ∥A∥22 = ⟨A, A⟩S2 , ⟨A, B⟩S2 := Tr(B∗A) = Tr(AB∗), и леммы 4.2.
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Пусть N(µ) – полное количество собственных чисел оператора K = M + V, на-
ходящихся правее µ, µ > 1. Из принципа Бирмана–Швингера мы получаем, что
N(µ) 6 ∥B(µ)∥22, тогда лемма 4.3 приводит к оценке

N(1) 6 ∥B(1)∥22.

Далее, используя (28), находим

∥B(1)∥2 6 (∥V∥2 + ∥QαVQα∥∥Q−αA1Q−α∥).

Воспользуемся свойствами ядра a(x, t, 1), введем

G2
α :=

∫ 1

0

∫ 1

0

⟨ln t⟩−2α∥a(x, t, 1)∥2C2→C2⟨ln x⟩−2α dx dt.

Это приводит к оценке

N(1) 6 (∥V∥2 + Gα∥QαVQα∥)2 (29)

и к теореме 2.2, сформулированной в п. 2.2.
Заметим, что если вместо условия α > 3/2 в теореме 2.2 взять α 6 3/2, то спектр

правее µ = 1 бесконечен.

5. СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ФР УРАВНЕНИЯ (11)

Мы применим результаты, полученные выше для возмущенного оператора Мёле-
ра M+V, к системе ФР уравнений. Предположим теперь, что одно из достаточных
условий (23) или (21) (см. также (6)) выполнено и µm = Λ−1

m ∈ σd(M+V) – собствен-
ное число, отвечающее собственной функции rm(x). Тогда соответствующее реше-
ние hm(ν) = W−1/2(ν) rm(x)|x=1/ cos(πν) (см. (13)) удовлетворяет уравнению (12)
для Λ = Λm. Более того, как было описано выше, решение hm продолжается как
мероморфная функция, является решением уравнения (11) и допускает оценку∫ i∞

0

| sin πτ | ∥
√

W(τ)hm(τ)∥2C2 |dτ | < ∞. (30)

Здесь мы также покажем, что вместе с оценкой (30) решение hm удовлетворяет
вдоль мнимой оси более точной оценке

hm(ν) = O(eiν[π−τm]), ν → i∞, (31)

где τm ∈ (0, π/2) однозначно находится из уравнения sin τm = Λm. Асимптотическая
оценка (31) используется далее для получения асимптотики собственной функции
оператора As.

Воспользуемся преобразованием Фурье вдоль мнимой оси

χ(ζ) =
∫

iR
eiζνh(ν) dν, h(ν) = −v.p.

2π

∫
iR

e−iζνχ(ζ) dζ

и учтем уравнение (11). Для преобразования Фурье H(·) от h(·) получаем

[sin ζI− Λa]H(ζ) + Λ
∫

iR
eiζν [aW(ν) + a]h(ν) dν = 0,
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затем, напоминая, что Λ = Λm ∈ (0, 1), введем τm ∈ (0, π/2), sin τm := Λm и придем
к равенству

H(ζ) = − sin τm[sin ζI− sin τma]−1

∫
iR

eiζν [aW(ν) + a]h(ν) dν. (32)

Представление (32) позволяет определить полосу на комплексной плоскости ζ, где
H(ζ) – голоморфная функция. Нам известно, что h(ν) допускает оценку |h(ν)| 6
Ce−π|ν|/2 на мнимой оси при ν → ±i∞, означающую, что функция H(ζ) голоморфна
в полосе Π(−π/2, π/2) := {ζ ∈ C : −π/2 < Re(ζ) < π/2}. Наша цель состоит в том,
чтобы показать, что она голоморфна в некоторой более широкой полосе, а имен-
но в Π(−π + τm, π − τm), где τm ∈ (0, π/2) определено выше. Отметим, что H(ζ)
четно, так как h(ν) четно. В результате достаточно указать полосу регулярности
интеграла в правой части (32) только для Re(ζ) > 0. Рассмотрим правую часть пред-
ставления (32). Очевидно, что матрица [sin ζI − sin τma]−1 имеет простые полюсы
в ζ = π−τm для первой строки и в ζ = π−tm для второй строки, где sin tm = a sin τm

и tm ∈ (0, π/2), tm 6 τm. Заметим, что эти полюсы являются ближайшими к мни-
мой оси для этого множителя в правой части представления (32). Теперь обратимся
к интегралу в правой части (32). Оказывается, что он голоморфен в более широкой
полосе, чем Π(−[π−τm], π−τm). Для проверки этого воспользуемся представлением
(Re(ζ) > 0) для ∫

iR
eiζν [aW(ν) + a]h(ν) dν =

=
∫

iR
eiζν [aW(ν) + ia tg(bν)]h(ν) dν +

+
∫

iR
eiζν [−ia tg(bν) + a sign(iν)]h(ν) dν +

+
∫

iR
eiζν [−a sign(iν) + a]h(ν) dν.

В последнем слагаемом интегрирование идет вдоль iR+, так как [−a sign(iν)+a] = 0
на отрицательной части мнимой оси, поэтому интеграл голоморфен при Re(ζ) > 0.
Считая, что верна асимптотика W(ν) = I + O(e±iq∗ν) (в нашем примере ниже q∗ =
2 min{Φ2−Φ1, Φ1, π−Φ2} > 0) при ν → ±i∞ вдоль мнимой оси, находим, что первый
интеграл регулярен в полосе Π(−π + τm − q∗, π − τm + q∗); мы полагаем, что b > q∗.
Если взять b > 0 достаточно большим, находим, что второй интеграл голоморфен
в Π(−[2b + π − τm], 2b + π − τm). Мы видим, что H(·) – голоморфная функция
в Π(−π + τm, π − τm), тогда, используя обратное преобразование Фурье, получаем,
что справедлива следующая лемма.

Лемма 5.1. Вектор H(·) голоморфен в полосе Π(−π + τm, π − τm), тогда h(ν)
имеет асимптотику

h(ν) = O(eiν[π−τm]), ν → i∞,

в окрестности мнимой оси, если W(ν) = I + O(eiq∗ν), q∗ > 0.

Заметим, что лемма 5.1 справедлива и при ослаблении ограничений на поведение
потенциала на бесконечности, например если W(ν) = I + O(1/ν). Также верна
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оценка ∥H(ζ)∥ < Ce−α0|ζ|, α0 > 1 и Im(ζ) → ∞, так как функция h голоморфна
в полосе Π(−1− δ, 1 + δ).

Опишем теперь характеристическое множество Cd ∪ Ce значений Λ для уравне-
ния (11), т. е. таких значений Λ, для которых уравнение имеет нетривиальное ре-
шение из соответствующего класса. Множество характеристических значений Cd

не пусто и конечно тогда и только тогда, когда это верно для σd(K). Утверждения
из предыдущих разделов описывают достаточные условия для этого4). По опреде-
лению Λm = 1/µm принадлежит множеству Cd характеристических значений урав-
нения (11), если µm = (sin τm)−1 ∈ σd(K). Очевидно, что Cd ⊂ [0, 1]. Аналогично
Λ ∈ Ce = [1,∞), т. е. по определению принадлежит существенному характеристиче-
скому множеству, если µ = Λ−1 ∈ σe(K) = [0, 1], где M+V – возмущение оператора
Мёлера, связанное с уравнением (11) с потенциалом W ∈ W. В этом случае име-
ем |H(ν)| < const |eiνπ/2)|, ν → i∞, ν ∈ Π1+δ. Используя результаты предыдущих
разделов, приходим к следующему утверждению.

Предложение 5.1. Множество Cd , образованное характеристическими значе-
ниями уравнения (11), не является пустым, если потенциал w(x) = W|x=1/ cos πν

(и потенциал v(x, y) :=
√

w(x)a
√

w(y)− a) удовлетворяет достаточным услови-
ям (21) или (23), (6). В условиях теоремы 2.2 это множество конечно. Для со-
ответствующих решений верны оценки (31), и решения принадлежат классу M.

5.1. Разрешимость ФР уравнения для характеристических значений
и собственные числа оператора As. Воспользуемся достаточным условием су-
ществования характеристических чисел уравнения (11), полученным выше, и убе-
димся в его справедливости для некоторой области параметров. Условие (21) зада-
ется матрицей B, так что на самом деле потенциалом W. Аналог данного условия
в “скалярном” случае использовался в работе [7], где оно было численно проверено
для некоторой области параметров задачи.

Таблица 1. Значения F (Φ1) = 2 ln 2/π − ωmin(B[Φ1]). Дискретный спектр
существует при F (Φ1) > 0 в соответствии с условием (21). Например, a :=
γ2/γ1 = 0.5, Φ2 = 2π/3 ≈ 2.094 (см. рис. 1).

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Φ1 1.885 1.676 1.466 1.257 1.047 0.8378 0.5236 0.3142 0.1047

F (Φ1) 0.0506 0.0299 0.0125 −0.0008 −0.0092 −0.012 −0.0043 0.0092 0.029

Аналогичная проверка достаточного условия (21) для потенциала W(ν) пред-
ставлена в табл. 1. Показаны результаты вычислений величины F (Φ1) = 2 ln 2/π −
ωmin(B[Φ1]) в зависимости от значения Φ1, причем положительным значениям от-
вечает случай, когда дискретная компонента σd(K) не пуста. Параметр Φ2 = 2π/3
фиксирован и a = 0.5. Очевидно, что имеется область значений Φ1, для которых
условие (21) не выполнено, т. е. F (Φ1) < 0. Таким образом, существует набор значе-
ний Λm, m = 1, 2, . . . , Nl (в нашем случае конечный в соответствии с теоремой 2.2,

4) Решения (11), которые отвечают Λ = µ−1 и µ ∈ σe(M + V ), т. е. существенному спектру,
также могут быть описаны.
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Рис. 2. Контур интегрирования γ0 = γ+
0 ∪ γ−0 и особенности.

примененной к потенциалу W(ν)), и определены собственные числа Em операто-
ра As,

Em = −
[

γ1

2Λm

]2

.

Мы переходим к изучению асимптотики собственной функции оператора As, от-
вечающей собственному числу Em.

6. АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННОЙ ФУНКЦИИ

6.1. Интегральные представления Зоммерфельда для собственных
функций оператора As. Для проверки того, что представление (8) является соб-
ственной функцией, изучим его поведение при r →∞. Вычислив асимптотику, мы
покажем, что имеется экспоненциальное убывание. Однако прямая замена функции
Макдональда ее асимптотикой под интегралом Kν(κr) ∼

√
π
2

e−κr

κr приводит к рас-
ходимости интеграла, так что такой прямой путь не приводит к результату. Вместо
этого мы воспользуемся интегральным представлением Зоммерфельда

Kν(κr) =
1

2iπ

∫
γ0

dζ eκr cos ζ sin νζ

sin πν
,

где контур интегрирования показан на рис. 2, и подставим его в интеграл, затем
поменяем порядок интегрирования. Мы получаем в Ω1, Ω2, Ω3

u1m(r, ϕ) =
1

2iπ

∫
γ0

dζ eκmr cos ζF1(ζ, ϕ),

u2m(r, ϕ) =
1

2iπ

∫
γ0

dζ eκmr cos ζF2(ζ, ϕ),

u3m(r, ϕ) =
1

2iπ

∫
γ0

dζ eκmr cos ζF3(ζ, ϕ),

(33)
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углы имеют значения Φ1, Φ2 − Φ1, π − Φ2 соответственно и

F1(ζ, ϕ) =
1
2i

∫ i∞

−i∞
sin(ζν)

cos(νϕ)
cos(Φ1ν)

H1m(ν) dν,

F2(ζ, ϕ) =
1
2i

∫ i∞

−i∞
sin(ζν)

(
cos(ν[Φ2 − ϕ])
cos(ν[Φ2 − Φ1])

Hm(ν) dν +

+
sin(ν[Φ1 − ϕ])
sin(ν[Φ1 − Φ2])

h̃m(ν)
)

dν,

F3(ζ, ϕ) =
1
2i

∫ i∞

−i∞
sin(ζν)

cos(ν[π − ϕ])
cos(ν[π − Φ2])

H3m(ν) dν.

(34)

Мы будем опускать индекс m в обозначениях, если это не ведет к неопределенности.
Мы изучаем асимптотическое поведение интегралов Зоммерфельда (33), считая,

что подынтегральные выражения в (34) известны посредством решения ФР уравне-
ний (11). Идея такого исследования традиционна. В рамках метода перевала контур
интегрирования γ0 в (33) следует продеформировать в контуры наибыстрейшего
спуска γ±π

0 = {ζ : Re(ζ) = ±π}. В процессе такой деформации могут быть пере-
сечены особенности подынтегрального выражения (полюсы), которые дают вклад
в асимптотику вместе с точками перевала ζ = ±π. Вследствие этого необходимо
изучить поведение функций F1, F2, F3 на комплексной плоскости ζ, в частности
найти особенности, которые захватываются в процессе деформации контура.

6.2. Аналитические свойства F1(ζ, ϕ), F2(ζ, ϕ), F3(ζ, ϕ). Удобно преобразо-
вать интегральные представления (34), начиная с F1(ζ, ϕ),

F1(ζ, ϕ) =
1
2i

∫ i∞

−i∞

1
2

(
sin(ν[ζ + ϕ])

cos(Φ1ν)
+

sin(ν[ζ − ϕ])
cos(Φ1ν)

)
H1(ν) dν =

= f1(ζ + ϕ) + f1(ζ − ϕ),
(35)

где

f1(ζ) =
1
4i

∫ i∞

−i∞

sin(νζ)
cos(Φ1ν)

H1(ν) dν =
1
4i

∫ i∞

−i∞

eiνζ

i cos(Φ1ν)
H1(ν) dν (36)

и функция f1(z) нечетна, f1(z) = −f1(−z). Таким же образом мы находим

F3(ζ, ϕ) =
1
2i

∫ i∞

−i∞

1
2

(
sin(ν[ζ + (π − ϕ)])

cos(ν[π − Φ2])
+

sin(ν[ζ − (π − ϕ)])
cos(ν[π − Φ2])

)
H3(ν) dν =

= f3(ζ + [π − ϕ]) + f3(ζ − [π − ϕ]), (37)

где

f3(ζ) =
1
4i

∫ i∞

−i∞

sin(νζ)
cos(ν[π − Φ2])

H3(ν) dν =
1
4i

∫ i∞

−i∞

eiνζ

i cos(ν[π − Φ2])
H3(ν) dν (38)

и функция f3(z) нечетна, f3(z) = −f3(−z). Мы также имеем

F2(ζ, ϕ) =
1
2i

∫ i∞

−i∞
dν sin(νζ)(cos(νϕ)Q1(ν) + sin(νϕ)iQ2(ν)) =

=
1
2i

∫ i∞

−i∞
dν sin(νζ)eiνϕ(Q1(ν) + Q2(ν)), (39)
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где

Q1(ν) =
cos(νΦ2)

cos(ν[Φ2 − Φ1])
H(ν) +

sin(νΦ1)
sin(ν[Φ1 − Φ2])

h̃(ν),

Q2(ν) =
1
i

(
sin(νΦ2)

cos(ν[Φ2 − Φ1])
H(ν)− cos(νΦ1)

sin(ν[Φ1 − Φ2])
h̃(ν)

)
.

Из выражения (39) получаем

F2(ζ, ϕ) = f2(ζ + ϕ)− f2(−ζ + ϕ),

где

f2(ζ) =
1
4i

∫ i∞

−i∞
eiνζ 1

i
(Q1(ν) + Q2(ν)) dν. (40)

Из представлений (35)–(40) очевидно, что функции f1, f2, f3 являются преобразова-
ниями Фурье вдоль мнимой оси некоторых мероморфных функций на комплексной
плоскости ν и мероморфны. В результате асимптотики H1, H, H3, h̃ при ν → i∞
связаны с положением особенностей (полюсов) функций f1, f2, f3. Как отмечалось
выше, полюсы f1, f2, f3 могут дать вклад в асимптотику. Из (33) имеем

u1(r, ϕ) =
1

2iπ

∫
γ0

dζ eκr cos ζ(f1(ζ + ϕ)− f1(−ζ + ϕ)), ϕ ∈ [0, Φ1],

u2(r, ϕ) =
1

2iπ

∫
γ0

dζ eκr cos ζ(f2(ζ + ϕ)− f2(−ζ + ϕ)), ϕ ∈ [Φ1, Φ2], (41)

u3(r, ϕ) =
1

2iπ

∫
γ0

dζ eκr cos ζ(f3(ζ + [π − ϕ])− f3(−ζ + [π − ϕ])), ϕ ∈ [Φ2, π].

Для описания особенностей функций f1, f2 и f3 в (36), (38), (40) мы сначала найдем
соответствующие полосы на комплексной плоскости, где эти мероморфные функции
голоморфны. Начнем с вычисления старших членов асимптотик H1, H, H3, h̃ при
ν → i∞. Это можно сделать с помощью асимптотик h1, h2, которые являются ре-
шениями уравнения (11), вспоминая, что эти решения напрямую задают H1, H, H3,
h̃ явными линейными соотношениями (9). Из этих формул находим асимптотики
при ν → i∞:

Hm(ν) = O(eiν[π−τm]),

H1m(ν) = O(eiν[π−τm]),

H3m(ν) = O(eiν[π−τm]),

h̃m(ν) = O(eiν[π−τm])

в полосе Π(−δ, δ) для некоторого δ > 0. Примем во внимание, что мероморфные
функции f1, f2 и f3 связаны с H1, H, H3, h̃ преобразованием типа Фурье (36), (38),
(40), тогда из леммы 5.1 мы видим, что справедлива

Лемма 6.1. Мероморфные функции f1 , f2 и f3 голоморфны в полосах Π(−[π −
τm+Φ1], π−τm+Φ1), Π(−[π−τm+Φ1], π−τm+Φ2), Π(−[π−τm+π−Φ2], π−τm+π−Φ2)
соответственно на комплексной плоскости ζ .
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Заметим, что f2 имеет представление в полосе Π(−[π − τm] + Φ1, [π − τm] + Φ2):

f2(ζ) =
1
4i

∫ i∞

−i∞

1
i

(
H(ν)eiν[ζ−Φ2]

cos(ν[Φ2 − Φ1])
+

ih̃(ν)eiν[ζ−Φ1]

sin(ν[Φ1 − Φ2])

)
dν.

Из леммы 6.1 заключаем, что f1(ζ) имеет полюсы в точках ζ = ±[π − τm + Φ1],
f3(ζ) – в ζ = ±[π − τm + π − Φ2], которые являются ближайшими к мнимой оси
особенностями, тогда как f2(ζ) имеет такие полюсы в точках ζ = −[π − τm] + Φ1

и ζ = [π−τm]+Φ2. Напомним, что в полосах между этими полюсами, параллельных
мнимой оси, функции f1, f2, f3 регулярны (голоморфны). Остальные полюсы также
вещественны.

Дальнейшие конструкции и вывод функциональных уравнений Малюжинца в на-
шей задаче вполне аналогичны предложенным в работе [7]. В частности, уравнения
Малюжинца, которые приведены в приложении Б, позволяют продолжить транс-
форманты f1, f2, f3 из полос голоморфности в комплексную плоскость и убедиться
в вещественности их полюсов.

6.3. Полюсы трансформант Зоммерфельда f1, f2, f3 и асимптотика ин-
тегралов. Для вычисления асимптотики интегралов Зоммерфельда в (41) в соот-
ветствии с известной процедурой мы деформируем контур интегрирования γ0 на
рис. 2 в контуры наибыстрейшего спуска γ±π

0 = {ζ : Re(ζ) = ±π}, которые проходят
через точки ±π соответственно. В процессе деформации захватываются полюсы
подынтегральных выражений в (41). Положение полюсов зависит от угла наблюде-
ния ϕ, однако они расположены вне замкнутой полосы Π(−π/2, π/2). Это означает,
что захваченные полюсы порождают экспоненциально малые члены в асимптотике
при r →∞. Это обстоятельство справедливо, поскольку eκr cos ζ под интегралом (41)
убывает, если π/2 < |Re(ζ)| < 3π/2, и все захваченные полюсы в этой полосе порож-
дают убывающие экспоненты. Дополнительный быстро убывающий вклад (порядка
O(e−κr/

√
r)) доставляют седловые точки в ζ = ±π (см. [29]). Однако для некоторых

углов наблюдения ϕ отдельные полюсы ζp(ϕ) трансформант могут быть расположе-
ны в узкой окрестности седловых точек и пересекают их при изменении ϕ. Это озна-
чает, что асимптотическая оценка интеграла должна быть модифицирована. В этом
случае асимптотика выражается посредством интеграла типа Френеля. Направле-
ния ϕ, для которых такое слияние точки перевала и полюса происходит, называются
сингулярными. В этих направлениях асимптотический режим убывания переклю-
чается с одного на другой. Рассмотрим теперь соответствующие вычисления более
подробно.

Рассмотрим u1 в (41) (0 6 ϕ 6 Φ1) и перепишем как

u1(r, ϕ) =
1

2iπ

∫
γ0

dζ eκr cos ζ2f1(ζ + ϕ).

В окрестности полюса в −ϕ + [π − τm + Φ1] трансформанта f1 представима в виде

f1(ζ + ϕ) =
A+

1

ζ + ϕ− [π − τm + Φ1]
+ · · · .
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Этот полюс пересекает седловую точку π и захватывается, если ϕ изменяется в сег-
менте [0, Φ1] и τm < Φ1. Значит, по теореме о вычетах появляется вклад, если

π

2
< −ϕ + [π − τm + Φ1] 6 π − C

(κr)1/2+ϵ
, C > 0, κr →∞.

Имеем (ϕ + τm − Φ1 > C/(κr)1/2+ϵ)

u1(r, ϕ) = 2A+
1 e−κr cos(ϕ+τm−Φ1) + u∗1(r, ϕ) + · · · , (42)

где вклад от седловых точек ±π имеет вид

u∗1(r, ϕ) = 2[f1(−π + ϕ)− f1(π + ϕ)]
e−κr

√
2πκr

(
1 + O

(
1
κr

))
.

Заметим, что этот полюс не близок к π, т. е. ϕ вне области

|ϕ + τm − Φ1| 6 O

(
1

(κr)1/2+ϵ

)
, (43)

описывающей окрестность сингулярного направления ϕ = Φ1−τm, для малого ϵ > 0
и при τm ∈ (0, Φ1). Однако если π/2 > τm > Φ1, соответствующий полюс не пере-
секает седловую точку π и не существует сингулярного направления, связанного
с этим полюсом. Многоточие в (42) означает возможный вклад других полюсов, ко-
торые могут быть захвачены в процессе деформации γ0 в перевальные контуры γ±π

0 .
Очевидно, что реальный набор захваченных полюсов зависит также от Φ1, Φ2. Та-
ким же образом трансформанта f1 представима как

f1(ζ + ϕ) =
A−1

ζ + ϕ + [π − τm + Φ1]
+ · · ·

в окрестности полюса ζ = −ϕ− [π−τm +Φ1]. Этот полюс дает вклад в асимптотику,
если

−π

2
> −ϕ− [π − τm + Φ1] > −π +

C

(κr)1/2+ϵ
, C > 0, κr →∞,

или ϕ − τm + Φ1 6 −C/(κr)1/2+ϵ. Это неравенство справедливо при τm > Φ1 и для
некоторых ϕ ∈ (0, Φ1). Имеем

u1(r, ϕ) = 2H(ϕ + τm − Φ1)A+
1 e−κr cos(ϕ+τm−Φ1) +

+ 2[f1(−π + ϕ)− f1(π + ϕ)]
e−κr

√
2πκr

(
1 + O

(
1
κr

))
+ · · · (44)

при τm < Φ1 и |ϕ + τm − Φ1| > O(1/(κr)1/2+ϵ).
При τm > Φ1 получим

u1(r, ϕ) = 2H(−[ϕ− τm + Φ1])A−1 e−κr cos(ϕ−τm+Φ1) +

+ 2[f1(−π + ϕ)− f1(π + ϕ)]
e−κr

√
2πκr

(
1 + O

(
1
κr

))
+ · · · (45)
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для |ϕ−τm +Φ1| > O(1/(κr)1/2+ϵ), H(·) – функция Хевисайда. Многоточие в асимп-
тотиках (44), (45) отвечает вкладу других возможно захватываемых полюсов, кото-
рый убывает быстрее по сравнению с явно вычисленными слагаемыми. Асимптоти-
ки (44), (45) неравномерны по ϕ. Если неравенства |ϕ + τm − Φ1| > O(1/(κr)1/2+ϵ)
для (44) или |ϕ− τm + Φ1| > O(1/(κr)1/2+ϵ) для (45) нарушаются, асимптотические
выражения необходимо модифицировать с помощью интегралов типа Френеля, как
было отмечено выше.

6.4. Асимптотика вблизи сингулярных направлений. Для определенно-
сти положим τm < Φ1 и рассмотрим окрестность сингулярных направлений ϕ =
Φ1−τm, т. е. область (43). В этом случае полюс f1 в ζ = ζm(ϕ) := −ϕ+[π−τm+Φ1] мо-
жет пересечь седловую точку π, когда ϕ меняется в [0, Φ1] (см. также раздел 4.2 ра-
боты [7] для похожей ситуации). Рассмотрим круг Bπ([κr]−1/2+ϵ) с центром в ζ = π

и малым радиусом порядка O([κr]−1/2+ϵ). Полюс ζm(ϕ) находится в этом круге, мы
имеем представление (|ϕ + τm −Φ1| 6 O(1/(κr)1/2+ϵ), считая −ϕ + π− τm + Φ1 > π)

u1(r, ϕ) =
1
iπ

∫
Bπ([κr]−1/2+ϵ)∩γπ

0

dζ f1(ζ + ϕ)(ζ − ζm(ϕ))
eκr cos ζ

ζ − ζm(ϕ)
−

− 2f1(−π + ϕ)
e−κr

√
2πκr

(
1 + O

(
1
κr

))
+ δu1(r, ϕ),

где

δu1(r, ϕ) =
1
iπ

∫
γπ
0 \Bπ([κr]−1/2+ϵ)

dζ eκr cos ζf1(ζ + ϕ),

δu1(r, ϕ) – остаток, который легко оценивается. Обратимся к оценке интеграла
по асимптотически малой части контура γπ

0 , лежащей в круге Bπ([κr]−1/2+ϵ) ∩ γπ
0 .

Функция D(ζ, ϕ) := f1(ζ + ϕ)(ζ − ζm(ϕ)) регулярна в этом круге. В этом круге мы
воспользуемся приближением cos ζ = −1+[ζ−π]2/2+· · · и введем новую переменную
t = i(ζ − π), получим

1
iπ

∫
Bπ([κr]−1/2+ϵ)∩γπ

0

dζ D(ζ, ϕ)
eκr cos ζ

ζ − ζm(ϕ)
=

= −D(π, ϕ)e−κr

iπ

∫ ∞

−∞
dt

e−κrt2/2

t− i[ζm(ϕ)− π]
(1 + O([κr]−1/2+ϵ)),

где мы вынесли D(ζ, ϕ) из-под интеграла, полагая ζ = π и заменяя пределы инте-
грирования на ±∞, что дает экспоненциально малую относительную погрешность.
В последнем интеграле полюс в i[ζm(ϕ)−π] обходится контуром снизу. В частности,
если Im(i[ζm(ϕ) − π]) 6 0, контур интегрирования обходит полюс, проходя по ду-
ге малого радиуса снизу. Полученный интеграл выражается в терминах интеграла
типа Френеля в соответствии с § 6.3.1 в [29],

Ψ(z; s) :=
∫ ∞

−∞
dt

e−zt2

t− s
= πie−zs2

[1−F(−is
√

z )],

где

F(ζ) =
2√
π

∫ ζ

0

e−t2 dt.



ОПЕРАТОР ШРЕДИНГЕРА В ПОЛУПЛОСКОСТИ С УСЛОВИЕМ НЕЙМАНА 313

В результате в окрестности сингулярного направления, т. е. если |ϕ + τm − Φ1| 6
O(1/(κr)1/2+ϵ), находим

u1(r, ϕ) = −D(π, ϕ)
e−κr

iπ
Ψ

(
κr

2
; i[Φ1 − ϕ− τm]

)
−

− 2f1(−π + ϕ)
e−κr

√
2πκr

(
1 + O

(
1
κr

))
+ δu1(r, ϕ), (46)

где δu1(r, ϕ) – вклад других, возможно, захваченных полюсов. В окрестности син-
гулярного направления интеграл типа Френеля Ψ в (46) играет роль переходной
функции, которая переключает асимптотические режимы экспоненциального убы-
вания собственной функции в области Ω1. Стоит отметить, что асимптотика в об-
ластях Ω3 и Ω2 исследуется похожим образом. В этом случае мы рассматриваем
полюсы ζ = ±[π − τm + Φ1], ζ = ±[π − τm + π −Φ2] и вычисляем асимптотику в Ω2,
тогда как в области Ω3 мы рассматриваем “главный” полюс в ζ = ±[π− τm +π−Φ2].
Соответствующие вычисления очень похожи на вычисления, описанные выше для
области Ω1. Мы приходим к лемме 2.1.

На рис. 1 символически показаны сингулярные направления. В области Ω1 угол ϕ

изменяется в [0, Φ1]. Количество сингулярных направлений определяется парамет-
рами Φ1, Φ2, а также γ1, γ2 посредством τm. Каждый полюс, если ϕ меняется
и проходит через седловую точку, порождает соответствующее сингулярное направ-
ление. Если ϕ мало и мы рассматриваем Ω1, асимптотика определяется вкладом
седловых точек ±π (см. (44)), где H(ϕ + τm − Φ1) = 0, так что u1m ∼ e−κr/

√
κr.

С ростом ϕ полюс в ζ = ζm(ϕ) приближается к точке перевала π справа и, ес-
ли |ϕ + τm − Φ1| 6 O(1/(κr)1/2+ϵ), т. е. в окрестности сингулярного направления
(показано в Ω1, рис. 1), асимптотика описывается выражением (46) с интегралом
типа Френеля. Полюс проходит через точку перевала π с увеличением ϕ и захва-
тывается контуром, что приводит к асимптотике (44), где H(ϕ + τm − Φ1) = 1,
ϕ + τm − Φ1 > C/(κr)1/2+ϵ. Захваченный полюс ζ = ζm(ϕ) порождает вклад в ви-
де убывающей экспоненты 2A+

1 e−κr cos(ϕ+τm−Φ1), тогда как вклад от точек перевала
имеет порядок O(e−κr/

√
κr). Лемма 2.1 означает, что решения um квадратично

интегрируемы и удовлетворяют оценке (5). Используя интегральное представление
Зоммерфельда, можно также показать, что um(r, ϕ) = Cm +O(rδ∗) при r → 0, δ∗ > 0
и, значит, um ∈ H1(ω), что завершает построение собственной функции в нашем
примере.

ПРИЛОЖЕНИЕ А
Диагонализация матричного оператора Мёлера M.

Cпектральные свойства скалярного оператора Мёлера

Результаты приложения основаны на известных формулах, связанных с класси-
ческим преобразованием Мёлера–Фока, в основе которого лежат формулы Мёлера
1881 года [27].

В соответствии с определением матричный оператор Мёлера M имеет вид

M =
(

M 0
0 aM

)
,
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где M – “скалярный” оператор Мёлера5),

(Mρ)(x) =
1
π

∫ 1

0

dy ρ(y)
x + y

,

который ограничен и самосопряжен в L2([0, 1]), 0 < a < 1. Очевидно, что спектраль-
ные свойства оператора M определяются свойствами его “скалярных” компонент,
M = M ⊕ (aM). Оператор M мы называем скалярным оператором Мёлера и его
свойства обсуждаются в работе [28].

Оператор M и его резольвента. Имея информацию о скалярном операторе
Мёлера M , обратимся к его матричному аналогу M. Начнем с выражения (56) (см.
ниже), имеем

a

π

∫ 1

0

Pq(y)
x + y

dy =
aPq(x)
ch(πq)

,

и свяжем параметр p в (57) и q в последнем уравнении формулой

ch(πq) = a ch(πp), a =
γ2

γ1
6 1. (47)

Трансцендентное уравнение (47) допускает решение

q(p) :=
1
π

arch(a ch(πp)),

ветвь которого определяется следующим образом. Рассмотрим набор разрезов b∗ +
im, m = 0,±1,±2, . . . , где b∗ = [−a∗/π, a∗/π] (a∗ = arch(a−1)) на комплексной плос-
кости p. Определим голоморфную функцию q(p), задаваемую в (47), которая отоб-
ражает область вне этой периодической системы разрезов на комплексную плоскость
переменной q с периодической системой разрезов вдоль b∗ + im, m = 0,±1,±2, . . . ,
где b∗ = [−ia∗/π, ia∗/π] (a∗ = arccos(a)). Отображение q(·) обладает следующими
свойствами:

• q(p) = −q(−p);
• q(p + im) = q(p) + im;
• q(p) = p + 1

π ln a + O(p−1), p →∞.
Теперь мы находим

Pp(x) =
(
Pp(x)
Pq(p)(x)

)
(48)

– (обобщенную) собственную функцию оператора M, которая соответствует µ(p) =
1/ ch(πp), так что

MPp(x) = µ(p)Pp(x). (49)

Когда параметр p пробегает все неотрицательные значения, спектральный параметр
µ(p) = 1/ ch(πp) принимает все значения на отрезке [0, 1]. Существенный (абсо-
лютно непрерывный) спектр σe(M) = [0, 1] оператора M имеет кратность 2, так

5) В работе [27] был изучен в других терминах похожий оператор. Оператор M рассматривался
в связи с интегральным уравнением Диксона в монографии [30].
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как оператор представляется ортогональной суммой M ⊕ (aM). Собственный век-
тор (48), очевидно, представим ортогональной суммой векторов вида (0,Pq(p)(x))T

и (Pp(x), 0)T.
Формула для резольвенты оператора M напрямую следует из результатов [28],

u(x) = [M− µI]−1f(x) = − 1
µ
{I + Aµ}f(x), (50)

где

Aµf(x) =
1
π

∫ 1

0

a(x, y; µ)f(y) dy,

a(x, y; µ) =
(

aµ(x, y) 0
0 aµ/a(x, y)

)
,

aµ/a(x, y) = π

∫ ∞

0

Pq(x)Pq(y)
a−1µ ch(πq)− 1

dq.

Используя оценку из [28], имеем

∥a(x, y, µ)∥C2→C2 6 C
| ln(2/x) ln(2/y)|

√
xy

(51)

равномерно по µ, считая, что µ ∈ B1, т. е. в окрестности конца спектра µ = 1.
Разложение единицы Et принимает вид

Etg(x) = 0, t 6 0,

Etg(x) = g(x) +
1
π

∫ 1

0

e(x, y; t)g(y) dy, t ∈ (0, 1],

Etg(x) = g(x), t > 1,

(52)

где

e(x, y; t) =
(

e(x, y; t) 0
0 ea(x, y; t)

)
, (53)

ea(x, y; µ) = e(x, y; µ/a) при µ/a ∈ (0, 1] и ea(x, y; µ) = 0 при µ/a > 1. Ядро e(x, y; µ)
имеет вид

e(x, y; µ) = −
∫ 1

0

dτ

τ

H(τ − µ)√
1− τ2

Pp(τ)(x)Pp(τ)(y), µ ∈ (0, 1),

p(τ) =
1
π

ln
(

1
τ

+

√
1
τ2
− 1

)
, p(τ) > 0, p(τ) →∞ при τ → 0 + .

(54)

Имея необходимую информацию о невозмущенном операторе M, применяем тра-
диционные методы для описания его возмущения компактным самосопряженным
оператором V. В нашем случае относительно гладкое возмущение V является ин-
тегральным оператором.

С помощью этих результатов, а также некоторых дополнительных соображений
несложно диагонализовать скалярный оператор Мёлера M . Известно, что M име-
ет простой абсолютно непрерывный спектр σa(M) = [0, 1] и собственные функции
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непрерывного спектра найдены явно (см. [28]):

Pp(x) :=

√
p th(πp)

x
Pip−1/2

(
1
x

)
с асимптотикой (см. [31], 8.772(1))

Pp(x) =

√
p th(πp)

x

(
Γ(−ip)

Γ(−ip + 1/2)

[
x

2

]1/2−ip

+

+
Γ(ip)

Γ(ip + 1/2)

[
x

2

]1/2+ip)(
1√
π

+ O(x2)
)

,

x → 0+, p > 0, и Pp(x) = O(1) при p → ∞, 1 > x > 0. Функции Pp(x) вещественны
при p > 0, в частности P0(x) > 0. Мы используем следующее утверждение [28].

Теорема А.1. Модифицированное преобразование Мёлера–Фока, определяемое
формулами

F (x) =
∫ ∞

0

Pp(x)F ∗(p) dp, (55)

F ∗(p) =
∫ 1

0

Pp(x)F (x) dx, (56)

является унитарным, U : L2(0,∞) → L2(0, 1). Преобразование Мёлера–Фока диаго-
нализует оператор Мёлера M ,

1
π

∫ 1

0

Pp(y)
x + y

dy =
Pp(x)
ch(πp)

. (57)

ПРИЛОЖЕНИЕ Б
Функциональные уравнения Малюжинца для f1, f2 и f3

Интегральные представления решений (41) задачи на собственные функции удо-
влетворяют уравнению −△u = Eu в Ω, и их можно подставить в краевые условия.
На этом пути мы получим функциональные уравнения, называемые уравнениями
Малюжинца для трансформант Зоммерфельда f1, f2 и f3. Они, в частности, поз-
волят продолжить функции f1, f2 и f3 из полос регулярности, описанных в лем-
ме 6.1, на всю комплексную плоскость. Кроме того, оказывается, что все полюсы
расположены на вещественной оси. Из условия Неймана на лучах ϕ = 0 и ϕ = π

с необходимостью получаем

f1(ζ) = −f1(−ζ), f3(ζ) = −f3(−ζ), (58)

что уже было установлено выше. Условие непрерывности на l1 дает (см. детали
вычислений в похожей ситуации в [7])

f1(ζ + Φ1)− f1(−ζ + Φ1) = f2(ζ + Φ1)− f2(−ζ + Φ1). (59)
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Обратимся ко второму условию на l1,

1
κr

(
∂u1

∂ϕ
− ∂u2

∂ϕ

)∣∣∣∣
ϕ=Φ1

− γ1

κ
u1(r, Φ1) =

=
1

2iπ

∫
γ0

dζ
eκr cos ζ

κr
(f ′1(ζ + Φ1)− f ′1(−ζ + Φ1)− [f ′1(ζ + Φ1)− f ′1(−ζ + Φ1)]−

− γ1

κ
[f1(ζ + Φ1)− f1(−ζ + Φ1)]) = 0.

Интегрируем по частям, получаем

1
2iπ

∫
γ0

dζ eκr cos ζ(sin ζ(f1(ζ + Φ1) + f1(−ζ + Φ1)− [f1(ζ + Φ1) + f1(−ζ + Φ1)])−

− 2Λ[f1(ζ + Φ1)− f1(−ζ + Φ1)]) = 0.

Согласно теореме об обращении интеграла Зоммерфельда (см. [17], раздел 3.4), ис-
пользуя уравнение (59), имеем

(sin ζ − sin τm)f1(ζ + Φ1)− (− sin ζ − sin τm)f1(−ζ + Φ1) =

= (sin ζ + sin τm)f2(ζ + Φ1)− (− sin ζ + sin τm)f2(−ζ + Φ1). (60)

Аналогично из граничного условия на l2 находим

f2(ζ + Φ2)− f2(−ζ + Φ2) = f3(ζ + π − Φ2)− f3(−ζ + π − Φ2) (61)

и

(sin ζ − a sin τm)f2(ζ + Φ2)− (− sin ζ − a sin τm)f2(−ζ + Φ2) =

= (sin ζ + a sin τm)f3(ζ + π − Φ2)− (− sin ζ + a sin τm)f3(−ζ + π − Φ2). (62)

Напомним, что a = γ2/γ1, a sin τm =: sin tm. Функциональные уравнения Малюжин-
ца (58)–(62) позволяют продолжить трансформанты на всю комплексную плоскость
как мероморфные функции. Они также позволяют утверждать, что все полюсы на-
ходятся на вещественной оси. Это следствие того, что сдвиги в аргументах в урав-
нениях направлены вдоль вещественной оси, тогда как ближайшие к мнимой оси
полюсы f1, f3 вещественны и расположены симметрично в точках ζ = ±[π−τm+Φ1],
ζ = ±[π−τm +π−Φ2] соoтветственно. Это же верно и для f2(z) по отношению к ли-
нии 1

2 (Φ1+Φ2)+iR для полюсов в ζ = −[π−τm]+Φ1 и ζ = [π−τm]+Φ2. Заметим, что
трансформанты f1, f2, f3 ограничены в ±i∞ + Re(ζ) для фиксированного6) Re(ζ).
Теперь задача для f1, f2, f3, удовлетворяющих уравнениям Малюжинца (58)–(62),
состоит в нахождении Λm = sin τm и нетривиальных решений, регулярных в поло-
сах из леммы 6.1 и ограниченных на бесконечности. В правильной интерпретации
эта задача равносильна спектральной задаче для ФР уравнений (11). Имея соот-
ветствующие нетривиальные решения, можно восстановить собственные функции
посредством интегралов Зоммерфельда (41). Однако мы уже убедились в суще-
ствовании Λ = sin τm и соответствующих H1m, Hm, H3m, h̃m, определяющих транс-
форманты f1, f2, f3 в (36), (38), (40), которые являются мероморфными функциями
с вещественными полюсами.

6) Ограниченность обеспечивает надлежащее поведение u при r → 0.
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Конфликт интересов. Автор заявляет, что у него нет конфликта интересов.
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