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Ââåäåíèå

Ïðåäëàãàåìîå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ó÷åáíî-
ãî êîìïëåêñà, êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â âûñøåì îáðàçîâàíèè
äëÿ íàïðàâëåíèÿ "Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà". Ïîñîáèå
ñîäåðæèò òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ î äâóõ ìîäóëÿõ äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè: òåîðèÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé è íà÷àëà òîïîëîãèè, è ïî ñî-
äåðæàíèþ ñîîòâåòñòâóåò ó÷åáíîé äèñöèïëèíå "Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû
ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè", ÷èòàåìîãî äëÿ óêàçàííîãî íàïðàâëåíèÿ ïîäãî-
òîâêè. Â ìåòîäè÷åñêîì ïîñîáèè èçëîæåíû âñå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ,
íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåìûõ â ïîñîáèè çàäà÷.

Ïîñîáèå ñîäåðæèò áîëåå òðåõñîò îðèãèíàëüíûõ çàäà÷ ïî òåìå êóðñà.
Ïîñîáèå ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü â ñî÷åòàíèè ñ ó÷åáíèêîì, ðåêîìåí-
äîâàííûì â ðàáî÷åé ïðîãðàììå ó÷åáíîé äèñöèïëèíû.

Ðàçðàáîòêà ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ îñíîâàíà íà îïûòå ïðåïîäàâàíèÿ äèñ-
öèïëèíû "Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè" ñòóäåíòàì íà-
ïðàâëåíèÿ ïîäãîòîâêè "Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà" Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
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1 Ñïåêòð àëãåáðû

Êîëüöî. Ìíîæåñòâî K ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè, óìíîæåíèåì è ñëîæåíè-
åì, íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì êîëüöîì, åñëè ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùèì àêñèîìàì.
1. Îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ K� àáåëåâà ãðóïïà, ò.å. äëÿ âñåõ a, b, c ∈ K

1.1. (a+ b) + c = a+ (b+ c);
1.2. a+ b = b+ a;
1.3. ∃0 : a+ 0 = a;
1.4. ∃(−a) : a+ (−a) = 0.

2. Óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî è èìååò åäèíè÷íûé ýëåìåíò
2.1. (ab)c = a(bc);
2.2. ∃1 : 1a = a.

3. Îïåðàöèè äèñòðèáóòèâíû
3.1. (a+ b)c = ac+ bc;
3.2. a(b+ c) = ab+ ac.

Êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè ab = ba äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ
êîëüöà. Êîëüöî, â êîòîðîì 0 6= 1 è âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì,
íàçûâàåòñÿ òåëîì. Êîììóòàòèâíîå òåëî íàçûâàåòñÿ ïîëåì.
Ìîäóëü.ÌíîæåñòâîM íàçûâàåòñÿK-ìîäóëåì, åñëè íà íåì îïðåäåëåíû
îïåðàöèè� ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû êîëüöà K, îáëàäàþùèå
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. Îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ M ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé;
2. Âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

2.1. k(a+ b) = ka+ kb;
2.2. (k + s)a = ka+ sa;

3. Êîëüöî äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå M
3.1. k(sa) = (ks)a;
3.2. 1a = a,
äëÿ ýëåìåíòîâ 1, k, s ∈ K, a, b ∈ L.

Ìîäóëü íàä ïîëåì íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Àëãåáðà.ÌíîæåñòâîA íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé K-àëãåáðîé, åñëè A ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîâðåìåííî óíèòàðíûì êîëüöîì è ìîäóëåì íàä óíèòàðíûì êîëü-
öîì K, ïðè÷åì

k(ab) = (ka)b = a(kb)

äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a, b èç A è âñåõ k ∈ K. Â äàííîì ïîñîáèè ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîììóòàòèâíûå (ïî óìíîæåíèþ) àëãåáðû.
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Çàìåíà êîëåö. Âñÿêèé ãîìîìîðôèçì K-àëãåáð ϕ : A → B ïîçâîëÿåò
êàæäûé B-ìîäóëü R ðàññìàòðèâàòü êàê A-ìîäóëü, ïîëàãàÿ äåéñòâèå a ·
r = ϕ(a)r, a ∈ A, r ∈ R. Ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ çàìåíîé êîëåö.
Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé. Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëü-
öî. S � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ K-ìîäóëÿ M . K-ìîäóëü < S >
ñîñòîèò èç ôîðìàëüíûõ êîíå÷íûõ ñóìì ýëåìåíòîâ èç S ñ êîýôôèöè-
åíòàìè èç êîëüöà, îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ è äåéñòâèÿ êîëüöà îïðåäåëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì äâà K-ìîäóëÿ E1, E2 è ìíîæåñòâî
S ⊂< E1 × E2 > ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ âèäà

(a+ b, c)− (a, c)− (b, c),

(a, b+ c)− (a, b)− (a, c),

(ka, b)− k(a, b),

(a, kb)− k(a, b).

Ôàêòîð ìîäóëü < E1 × E2 > / < S > íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì ìîäóëåé íàä êîëüöîì K è îáîçíà÷àåòñÿ E1 ⊗K E2. Â ñëó÷àå
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìîäóëåé íàä K-àëãåáðîé A ñëåäóåò ðàç-
ëè÷àòü èõ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê A- è êàê K-ìîäóëåé.
Ñïåêòð àëãåáðû. K-òî÷êîé K-àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ K-ãîìîìîðôèçì
h : A→ K, ò.å. îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
1. h ÿâëÿåòñÿ K-ëèíåéíûì:

1.1. h(ka) = kh(a);
1.2. h(a+ b) = h(a) + h(b).

2. h ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
2.1. h(ab) = h(a)h(b);
2.2. h(1A) = 1K .

Ìíîæåñòâî âñåõ K-òî÷åê àëãåáðû íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì è îáîçíà÷àåò-
ñÿ SpecKA èëè, åñëè ÿñíî íàä êàêèì êîëüöîì âñå ðàññìàòðèâàåòñÿ, òî
ïðîñòî |A|.
Ôóíêöèè íà ñïåêòðå. Êàæäûé ýëåìåíò àëãåáðû a ∈ A ïîðîæäàåò
ôóíêöèþ fa íà ñïåêòðå ïî ïðàâèëó fa(h) = h(a). Òàêèì îáðàçîì, âîç-
íèêàåò îòîáðàæåíèå τ àëãåáðû A â K-àëãåáðó K |A| âñåõ ôóíêöèé íà
ñïåêòðå. K-àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé åñëè⋂

h∈|A|

Kerh = {0}.

5



Òåîðåìà. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà èçîìîðôíà àëãåáðå ôóíêöèé íà ñâîåì
ñïåêòðå, ïîðîæäàåìûõ ýëåìåíòàìè àëãåáðû.

Íàïîìíèì, ÷òî ðå÷ü èäåò î êîììóòàòèâíîé àëãåáðå ñ åäèíèöåé. Ñïåêòð
ãåîìåòðè÷åñêîé àëãåáðû ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîãîîáðàçèåì ýòîé àëãåá-
ðû. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ àëãåáðó K-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà íåêîòî-
ðîì ìíîæåñòâå. Êàæäàÿ òî÷êà x ýòîãî ìíîæåñòâà ïîðîæäàåò ãîìîìîð-
ôèçì àëãåáðû hx(f) = f(x), êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü ãîìîìîðôèçìîì
ïîäñòàíîâêè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíû ôóíêöèè,
îòîáðàæàåòñÿ â ñïåêòð. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ θ.

1.1. Êîëüöî K ÿâëÿåòñÿ K-àëãåáðîé. Âû÷èñëèòå K-ñïåêòð K. ßâëÿåòñÿ
ëè òàêàÿ àëãåáðà ãåîìåòðè÷åñêîé?

1.2. Êîëüöî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ÿâëÿåòñÿ R-àëãåáðîé. Âû÷èñëèòå ýòîé
ñïåêòð SpecRC. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà àëãåáðà ãåîìåòðè÷åñêîé?

1.3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ àëãåáðà ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå M ÿâëÿåòñÿ
ãåîìåòðè÷åñêîé. Âåðíî ëè, ÷òî îòîáðàæåíèå θ áèåêòèâíî, ò.å. ÿâëÿ-
åòñÿ ëè M ìíîãîîáðàçèåì ýòîé àëãåáðû?

1.4. ßâëÿåòñÿ ëè ãåîìåòðè÷åñêîé R-àëãåáðà âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
èìåþùèõ êîíå÷íûé ïðåäåë? Äîêàæèòå, ÷òî â ñïåêòðå ýòîé àëãåáðû
ñóùåñòâóåò òî÷êà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ãîìîìîðôèçìîì ïîäñòàíîâêè.

1.5. Îïèøèòå ñïåêòð R-àëãåáðû áåñêîíå÷íûõ ôèíèòíûõ (ëèøü ñ êîíå÷-
íûì ÷èñëîì îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷ëåíîâ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë (a0, a1, . . . ).

1.6. Ïóñòü R-àëãåáðû F1, F2, F3 êàê âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû
R2 = {(x, y)}, à óìíîæåíèå â íèõ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:
F1 : (x1, y1)(x2, y2) = (x1x2, y1y2),

F2 : (x1, y1)(x2, y2) = (x1x2 + y1y2, x1y2 + x2y1),

F3 : (x1, y1)(x2, y2) = (x1x2, x1y2 + x2y1).

Âû÷èñëèòå ñïåêòðû óêàçàííûõ àëãåáð, îïèøèòå îòîáðàæåíèå τ .
Èçîìîðôíû ëè ýòè àëãåáðû?

1.7. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå τ ÿâëÿåòñÿK-ãîìîìîðôèçìîìK-àëãåáð
è åãî èíúåêòèâíîñòü ðàâíîñèëüíà ãåîìåòðè÷íîñòè àëãåáðû. Ýòî äî-
êàçûâàåò òåîðåìó, ñôîðìóëèðîâàííóþ âî ââîäíîé ÷àñòè.
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1.8. Âåðíî ëè ÷òî àëãåáðà τ(τ(A)) èçîìîðôíà τ(A)?

1.9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî I(A) =
⋂

h∈|A|
Kerh ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì

àëãåáðû A è

(a) ôàêòîð àëãåáðà A/I(A) ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé;

(b) A/I(A) ∼= τ(A).

1.10. Îïèøèòå ìíîãîîáðàçèå R-àëãåáðû R[x1, . . . , xn] ìíîãî÷ëåíîâ îò n
ïåðåìåííûõ. Îïèøèòå ÿâíî âñå R-òî÷êè.

1.11. Îïèøèòå âñå R-òî÷êè R-àëãåáðû C∞(U) ãëàäêèõ ôóíêöèé íà îò-
êðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ Rn. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå θ : U →
|C∞(U)| ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

1.12. Ïóñòü àëãåáðà A ñîñòîèò èç âñåõ ãëàäêèõ ôóíêöèé ïåðèîäà 1 íà
ïðÿìîé R. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå θ : R→ |A| ÿâëÿåòñÿ ñþðú-
åêöèåé. ßâëÿåòñÿ ëè îíî èíúåêòèâíûì?

1.13. Ãëàäêèì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (W,C∞(W )), ãäåW ⊂ Rn�
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è C∞(W ) = C∞(Rn) ↓W � àëãåáðà ñóæåíèé
ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâî W . Îïèøèòå ÿâíî òàêèå àëãåáðû
äëÿ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ W . Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðû â
ïðèìåðàõ f),g),h) ïîïàðíî íåèçîìîðôíû.

(a) êîîðäèíàòíûé êðåñò íà ïëîñêîñòè (ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xy =
0);

(b) ãðàôèê ôóíêöèè y =
√
|x|;

(c) òðåóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè;

(d) òðåóãîëüíèê íà ïëîñêîñòüþ âìåñòå ñ âíóòðåííåé îáëàñòüþ;

(e) êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå;

(f) òåòðàýäð â ïðîñòðàíñòâå;

(g) ïëîñêèé ïîëíûé ãðàô ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè;

(h) ìíîæåñòâî íà ñôåðå, ñîñòîÿùåå èç ýêâàòîðà è òðåõ äóã (÷à-
ñòåé ìåðèäèàíîâ), ñîåäèíÿþùèõ åãî ñ ïîëþñîì, óãëû ìåæäó
êîòîðûìè ðàâíû.
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(i) çàìûêàíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y = sin 1
x
.

1.14. Îïèøèòå ñòðîåíèå âñåõ äâóìåðíûõ R-àëãåáð.

1.15. Ñèìâîëîì F2 îáîçíà÷àåòñÿ ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ {0, 1} ñ çàêîíàìè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ 1 + 1 = 0; 0 + 0 = 0; 0 + 1 = 1 + 0 = 1;
0 · 0 = 0; 0 · 1 = 1 · 0 = 0; 1 · 1 = 1. Îïèøèòå âñå äâóìåðíûå (íàä F2)
êîììóòàòèâíûå F2-àëãåáðû è èõ ñïåêòðû.

1.16. Êîììóòàòèâíàÿ óíèòàðíàÿ F2-àëãåáðà íàçûâàåòñÿ áóëåâîé åñëè äëÿ
âñå åå ýëåìåíòû èäåìïîòåíòíû a2 = a. Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íàÿ áó-
ëåâà àëãåáðà èçîìîðôíà àëãåáðå P (X) âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòî-
ðîãî ìíîæåñòâà X ñ îïåðàöèÿìè ïåðåñå÷åíèÿ (óìíîæåíèå)A ∩ B è
ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè (ñëîæåíèå) A∆B = (A ∪ B) \ (A ∩ B).
Åäèíèöåé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ X, íóëåì� ∅.

1.17. Äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàòèâíàÿ óíèòàðíàÿ F2-àëãåáðà ãåîìåòðè÷íà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà áóëåâà.

1.18. Îïèøèòå F2-òî÷êè áåñêîíå÷íîé áóëåâîé àëãåáðû (òåîðåìà Ñòîóíà).

1.19. Îïèøèòå ñïåêòð F2-àëãåáðû âñåõ F2-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà íåêîòî-
ðîì ìíîæåñòâå.

1.20. Îïèøèòå ñïåêòð âñåõ R-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå,
íà ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå, íà êîíòèíóóìå.

1.21. Îïèøèòå ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð Ck(R) k-ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé (k > 0).

1.22. Ïðèâåäèòå ïðèìåð àëãåáðû ñ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì θ, ó êî-
òîðîé åñòü ïîäàëãåáðà ñ íåèíúåêòèâíûì θ.

1.23. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ
ñèìâîëîì R>0. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðû C∞(R) è C∞(R>0) èçîìîðô-
íû.

1.24. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðû C∞(R) è àëãåáðà C∞(R) ↓R>0 ãëàäêèõ ôóíê-
öèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñóæåíèÿìè ãëàäêèõ ôóíêöèé èç C∞(R) íà R>0,
íå èçîìîðôíû.

1.25. Äîêàæèòå, ÷òî C∞(R) � C∞(R) ↓R>0
.
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1.26. Ïóñòü U ⊂ Rn îòêðûòîå ìíîæåñòâî, Ū � åãî çàìûêàíèå. Äîêàæèòå,
÷òî C∞(Rn) ↓U∼= C∞(Ū).

1.27. ßñíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ èçîìîðôíûõ àëãåáð �îäèíàêîâû�. Ïðèâå-
äèòå ïðèìåð íåèçîìîðôíûõ àëãåáð, ñ �îäèíàêîâûìè� ìíîãîîáðàçè-
ÿìè.

1.28. Îïèøèòå âñå (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà)

(a) òðåõìåðíûå íåãåîìåòðè÷åñêèå R-àëãåáðû;
(b) n-ìåðíûå ãåîìåòðè÷åñêèå R-àëãåáðû.

1.29. Îïèøèòå ñïåêòðû àëãåáð ìíîãî÷ëåíîâ R[x2], R[|x|].

1.30. Îïèøèòå ñïåêòð àëãåáðû ôóíêöèé íà ïðÿìîé âèäà

f(x) =
n∑
k=0

ak(x)|x|k,

ãäå ai ∈ C∞(R).

1.31. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé N ⊂ R è ôóíêóöèþ

fN(x) =

{
x, x ∈ N
−x, x ∈ N c

Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà N îïðåäåëåíà àëãåáðà AN =< R[x], fN >=
{p+ qfN |p, q ∈ R[x]}.

(a) Äëÿ êàêèõ ìíîæåñòâ N1, N2 âåðíî AN1
∼= AN2?

(b) Äëÿ êàêèõ ìíîæåñòâ N àëãåáðû AN ãåîìåòðè÷íû?

1.32. Îïèøèòå ñïåêòð àëãåáðû R[x, y]/R[x2 − y3].

1.33. Îïèøèòå ñïåêòð àëãåáðû C∞(R)⊗R C∞(R).

1.34. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì R-àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ
R-òî÷êîé.

1.35. Íå ëþáîé êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì C-àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ C-òî÷êîé.
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Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ

1.1. Ðàññìîòðèì óíèòàðíûé K-ãîìîìîðôèçì h : K → K. Ïî ëèíåéíîñòè
h(a) = h(a · 1) = ah(1) = a, ò.å. ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì
è îí åäèíñòâåííûé. Òåì ñàìûì ñïåêòð |K| ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè è
∩h∈|K|Kerh = 0, ò.å. àëãåáðà K ãåîìåòðè÷åñêàÿ.

1.2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé R-ãîìîìîðôèçì h àëãåáðû C.

−1 = h(−1) = h(i2) = (h(i))2.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî R-ñïåêòð ïóñò. Ôîðìàëüíî
∩h∈|K|Kerh = C 6= 0, ò.å. àëãåáðà íå ãåîìåòðè÷åñêàÿ.

1.3. Àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé, åñëè⋂
h∈|A|

Kerh = {0}

Çàìåòèì, ÷òî ãîìîìîðôèçìû ïîäñòàíîâêè ëåæàò â |A|, ïîýòîìó⋂
h∈|A|

Kerh ⊂
⋂
m∈M

Kerhm

Îäíàêî, åñëè ôóíêöèÿ ëåæèò â ÿäðå êàæäîãî hm, îíà ðàâíà 0 â êàæäîé
òî÷êå m ∈ M , òî åñòü ýòî � íóëåâàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ýòî 0
àëãåáðû. Òî åñòü, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 0, çíà÷èò, è ëåâàÿ òîæå.

Îñòàëîñü ïîíÿòü âñåãäà ëè θ � áèåêöèÿ. Îòâåò � íåò. Ïðèìåð: ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèè f íà M , òàêèå, ÷òî f(m1) = f(m2) äëÿ íåêîòîðûõ
m1,m2 ∈M . Òîãäà ýòî àëãåáðà è hm1 = hm2 , òî åñòü θ íå èíúåêòèâíî.

1.4. Ïóñòü A � àëãåáðà âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èìåþùèõ êîíå÷íûé
ïðåäåë. Òîãäà ñîïîñòàâëåíèå êàæäîìó åå ýëåìåíòó n-ãî ÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì àëãåáðû â R è ïîýòîìó ëåæèò â ñïåêòðå. Åñëè ýëåìåíò
àëãåáðû çàíóëÿåòñÿ ïðè âñåõ òàêèõ ãîìîìîðôèçìàõ ïîäñòàíîâêè, òî îí
ñàì ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå h, êîòîðîå êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ A ñîïî-
ñòàâëÿåò ïðåäåë ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë. Ýòî îòîá-
ðàæåíèå ëåæèò â ñïåêòðå. Ïðè ýòîì îíî íå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
ïîäñòàíîâêè. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = (ai),
ai = 1

i
, òîãäà h(a) = 0, íî î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ãîìîìîðôèçì ïîäñòàíîâ-

êè îò a íå ðàâåí íóëþ.
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1.5. Íàçîâåì ýòó àëãåáðóA. Çàìåòèì, ÷òî âñå ãîìîìîðôèçìû ïîäñòàíîâîê
hn = ((a0, a1, . . .) 7→ an) ëåæàò â |A|. Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ ãîìîìîðôèç-
ìîâ òàì íåò. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî àëãåáðà ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè
âèäà en = (0, 0, . . . , 0, 1n, 0, . . .) (åäèíèöà ñòîèò íà n-ì ìåñòå, îñòàëüíûå �
íóëè). Ïóñòü òåïåðü h ∈ |A|. Çàìåòèì, ÷òî

enem =

{
0, n 6= m

en, n = m

Ïîýòîìó h(en) 6= 0 äëÿ íå áîëåå îäíîãî n, çíà÷èò, òàê êàê h 6= 0, äëÿ ðîâíî
îäíîãî. Òîãäà h(en) = h(en)2 = 1, ïîýòîìó h(a) = h(ena) = h(anen) =
anh(en) = an, òî åñòü ýòî hn.

1.6. Äëÿ F3 ñì. ïðèìåð 3.6., [1], ñòð. 38.

1.7. Íàéäåì êðèòåðèé èíúåêòèâíîñòè ãîìîìîðôèçìà τ : A→ K |A|. Çàìå-
òèì, ÷òî τ(a) = 0 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà τ(a)(h) = fa(h) =
h(a) äëÿ ëþáîãî h ∈ |A|. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a ∈ ∩h∈|A|Kerh. Ðàâåíñòâî
íóëþ ïîñëåäåíîãî ìîäóëÿ ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîñèëüíî ãåîìåòðè÷íîñòè.

1.8. Â ñèëó çàäà÷è 1.9. àëãåáðà τ(A) ãåîìåòðè÷íà, è, â ñèëó 1.7., �
τ : τ(A)→ τ(τ(A)) èíúåêòèâíî, îíî æå è ñþðúåêòèâíî.

1.9. Ïóñòü x, y ∈ I(a), a ∈ A. Òîãäà äëÿ êàæäîãî h ∈ SpecA x, y ∈ Kerh,
à çíà÷èò, x− y ∈ Kerh è ax ∈ Kerh. Ïîýòîìó

x− y, ax ∈
⋂

h∈SpecA

Kerh = I(A),

à çíà÷èò, I(A) � èäåàë.
Ïóñòü ρ : A → A/I(A) � ãîìîìîðôèçì ðåäóêöèè. Ðàññìîòðèì g ∈

|A/I(A)|. Òîãäà g ◦ ρ ∈ |A|. Åñëè x ∈ Ker (g ◦ ρ), òî g(ρ(x)) = 0, òî
åñòü ρ(x) ∈ Ker g. À åñëè åñòü y ∈ Ker g, òî, òàê êàê ρ � ñþðúåêöèÿ, òî
ñóùåñòâóåò x ∈ A, òàêîé, ÷òî ρ(x) = y è g(ρ(x)) = g(y) = 0, òî åñòü
x ∈ Ker (g ◦ ρ). Ïîýòîìó ρ(Ker (g ◦ ρ)) = Ker g. Êðîìå òîãî, åñëè h ∈ |A|,
òî I(A) ⊆ Kerh, ñëåäîâàòåëüíî, h ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç A/I(A). Çíà÷èò,

I(A/I(A)) =
⋂

g∈|A/I(A)|

Ker g =
⋂

g∈|A/I(A)|

ρ(Ker (g ◦ ρ)) =
⋂
h∈|A|

ρ(Kerh).

Åñëè x ∈
⋂
h∈|A| ρ(Kerh) è x = ρ(y), òî y ∈ I(A), ïîòîìó ÷òî èíà÷å

íàøåëñÿ áû òàêîé h ∈ |A|, ÷òî y /∈ Kerh, íî òîãäà ëþáîé ýëåìåíò èç
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ρ−1(x) = y + I(A) íå ëåæèò â Kerh, òàê êàê I(A) ⊆ Kerh, òî åñòü x /∈
ρ−1Kerh, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Èòàê,

I(A/I(A)) =
⋂
h∈|A|

ρ(Kerh) ⊆ ρ(I(A)) = 0,

òî åñòü A/I(A) � ãåîìåòðè÷åñêàÿ.
τ � ãîìîìîðôèçì K-àëãåáð, òàê êàê

fa+b(h) = h(a+ b) = h(a) + h(b) = fa(h) + fb(h),

fab(h) = h(ab) = h(a)h(b) = fa(h)fb(h),

fλa(h) = h(λa) = λh(a) = λfa(h),

f1(h) = h(1) = 1.

Åãî ÿäðî

Ker τ = {a ∈ A| ∀h ∈ |A| 0 = fa(h) = h(a)} = {a ∈ A| ∀h ∈ |A| a ∈ Kerh}

=
⋂
h∈|A|

Kerh = I(A).

Ïîýòîìó ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå

A/I(A) ∼= τ(A).

1.10. Ìíîãîîáðàçèåì ÿâëÿåòñÿ Rn, ñì. ïðèìåð 3.14., [1], ñòð. 42.

1.11. Èíúåêòèâíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè èç U çà-
äàþò ðàçëè÷íûå ãîìîìîðôèçìû ïîäñòàíîâêè àëãåáðû ãëàäêèõ ôóíêöèé,
ò.å. âñåãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàþùàÿ ðàçëè÷íûå çíà-
÷åíèÿ â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Äîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì p : Cinfty(U)→ R, p ∈ |C∞(U)|.

Âûáåðåì ãëàäêóþ ôóíêöèþ f ∈ C∞(U) íà U , ó êîòîðîé âñå ïîâåðõíî-
ñòè óðîâíÿ êîìïàêòíû. Â ÷àñòíîñòè, L = f−1(p(f)) � êîìïàêò. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî òî÷êå p íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà U . Òîãäà
äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ U ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ fa ∈ C∞(U), ÷òî
fa(a) 6= p(fa).

Ìíîæåñòâà

Ua = {x ∈ U |fa(x) 6= p(fa)}, a ∈ L,
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îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå L. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè, ìû ìîæåì âû-
áðàòü èç ýòîãî ïîêðûòèÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå (Ua1 , . . . , Uan). Ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ

g = (f − p(f))2 +
n∑
i−1

(fai − p(fai))2.

Ýòà ôóíêöèÿ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà âñåì U , ò.å. îáðàòèìà è g−1 ∈
C∞(U). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, p � ãîìîìîðôèçì àëãåáð, ò.å.

p(g) = (p(f)− p(f))2 +
n∑
i−1

(p(fai)− p(fai))2 = 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñ îáðàòèìîñòüþ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñþðú-
åêòèâíîñòè.

1.12. Ïóñòü h ∈ |A|, äîêàæåì, ÷òî h ∈ Im θ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðèî-
äè÷åñêèå ôóíêöèè êàê ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè.

Òàê êàê h óíèòàðíî è R-ëèíåéíî, òî Imh = R, çíà÷èò, M = Kerh �
ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà A.

Äîêàæåì, ÷òî íà íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ S1 âñå ôóíêöèè èç M îáðà-
ùàþòñÿ â 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà äëÿ êàæäîé x ∈ S1 ìîæíî
âûáðàòü fx ∈ A, òàê ÷òî fx(x) 6= 0, òàêæå ìîæíî âûáðàòü îêðåñòíîñòü
Ux òî÷êè x, íà êîòîðîé fx íå îáðàùàåòñÿ â 0. Ýòè îêðåñòíîñòè îáðàçó-
þò îòêðûòîå ïîêðûòèå S1, âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Ux1 , . . . , Uxn .
Òîãäà ôóíêöèÿ

f = f 2
x1

+ · · ·+ f 2
xn ∈M

ñòðîãî áîëüøå 0 íà êàæäîì Uxi , òî åñòü íà âñåé îêðóæíîñòè, òîãäà f
� îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà A è íå ìîæåò ëåæàòü â èäåàëå. Ïóñòü y0

� ëþáàÿ èç òî÷åê íà ïðÿìîé, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êå x0 íà îêðóæíîñòè.
Òîãäà ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç A, îáðàùàþùèõñÿ â 0 íà y0,� ýòî èäåàë, ñî-
äåðæàùèé M, à çíà÷èò, ðàâíûé åìó, òàê êàê M �ìàêñèìàëüíûé. Çíà÷èò,
f − f(y0) ∈M è h(f − f(y0)) = 0 äëÿ ëþáîãî f ∈ A. Òîãäà

h(f) = h(f−f(y0)+f(y0)) = h(f−f(y0))+h(f(y0)) = 0+f(y0) = θ(y0)(f).

Òàêèì îáðàçîì, θ ñþðúåêòèâíî, íî â êà÷åñòâå òî÷êè y0 ïîäõîäèò ëþáàÿ
òî÷êà ïðÿìîé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ x0, çíà÷èò, θ íå èíúåêòèâíî.

1.14. Ïóñòü A� äâóìåðíàÿ R- àëãåáðà. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç áàçèñíûõ
âåêòîðîâ âîçüìåì 1A, à âòîðîé îáîçíà÷èì iA. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
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îïóñêàòü èíäåêñ A. Ïóñòü i2 = α1 + 2βi. Òîãäà (i − β)2 = (α + β2)1.
Ðàññìîòðèì ñóùåñòâóþùèå âàðèàíòû:

1) α + β2 > 0

Òîãäà

(
i√
α+β2

− β√
α+β2

)2

= 1.

Ìû ìîæåì âçÿòü âìåñòî i �

(
i√
α+β2

− β√
α+β2

)
, òàê êàê ñ 1 îíè òàêæå

îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ. Ïîëó÷èòñÿ, ÷òî i2 = 1,
ãäå i 6= ±1, è ýòà àëãåáðà èçîìîðôíà àëãåáðå äâîéíûõ ÷èñåë (êîìïëåêñ-
íûå ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà).

Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå â ýòîé àëãåáðå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâèëàì:

(x+ iy) + (x′ + iy′) = (x+ x′) + (y + y′)i

(x+ iy)(x′ + iy′) = (xx′ + yy′) + (yx′ + xy′)i

×èñëà âèäà x + i0 îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ âåùåñòâåííûìè. Àêñèîìû àë-
ãåáðû âûïîëíåíû.

2) α + β2 = 0
Òîãäà ìû ìîæåì çÿòü âìåñòî i � (i− β), òàê êàê ñ 1 îíè òàêæå îáðà-

çóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïàðó âåêòîðîâ. Ïîëó÷èòñÿ, ÷òî i2 = 0, è ýòà
àëãåáðà èçîìîðôíà àëãåáðå äóàëüíûõ ÷èñåë (êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïàðà-
áîëè÷åñêîãî òèïà).

Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå â ýòîé àëãåáðå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâèëàì:

(x+ iy) + (x′ + iy′) = (x+ x′) + (y + y′)i

(x+ iy)(x′ + iy′) = (xx′) + (yx′ + xy′)i

×èñëà âèäà x + i0 îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ âåùåñòâåííûìè. Àêñèîìû àë-
ãåáðû âûïîëíåíû.

3) α + β2 < 0

Òîãäà

(
i√
|α+β2|

− β√
|α+β2|

)2

= −1.

Ìû ìîæåì âçÿòü âìåñòî i �

(
i√
|α+β2|

− β√
|α+β2|

)
, òàê êàê ñ 1 îíè òàê-

æå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîëó÷èòñÿ, ÷òî i2 = −1, è ýòà àëãåáðà èçîìîðô-
íà àëãåáðå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ýòà àëãåáðà õîðîøî èçâåñòíà è ÿâëÿåòñÿ
òàêæå àëãåáðîé íàä R.
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1.15. Âûáåðåì áàçèñ â äâóìåðíîé àëãåáðå òàê: 1, x, ãäå 1 � ýòî åäè-
íèöà, êîòîðàÿ åñòü â òåõ àëãåáðàõ, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì. Òîãäà,
÷òîáû çàäàòü óìíîæåíèå, äîñòàòî÷íî çàäàòü, ÷åìó ðàâíî x · x. Òî åñòü,
âñå äâóìåðíûå àëãåáðû íàä F2 èìåþò âèä F2[x]/(x2 + a1x + a0). Êàæ-
äàÿ òàêàÿ àëãåáðà ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ 0, 1, x è x + 1. Çàìåòèì, ÷òî
(x + 1)2 = x2 + 1 = a1(x) + a0 + 1 = a1(x + 1) + a0 + 1 + a1, ïîýòîìó
çàìåíîé y := x+ 1 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî àëãåáðû F2[x]/(x2 + 1) è F2[x]/(x2)
èçîìîðôíû, à âñå îñòàëüíûå � íå èçîìîðôíû. Òî åñòü ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
åñòü òðè äâóìåðíûå íåèçîìîðôíûå àëãåáðû íàä F2.

Ïóñòü h ëåæèò â ñïåêòðå òàêîé àëãåáðû A. Òîãäà h(1) = 1. Îñòàëîñü
çàäàòü h(x). Ðàññìîòðèì âñå òðè ñëó÷àÿ.
F2[x]/(x2). Òîãäà 0 = h(0) = h(x2) = h(x)2 = 0, ïîýòîìó h(x) = 0 è

ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå ëåæèò â ñïåêòðå.
F2[x]/(x2 + x). Òîãäà h(x) = 0 ïîäõîäèò è h(x) = 1 òîæå ïîäõîäèò,

ïîýòîìó ó òàêîé àëãåáðû ñïåêòð ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ.
F2[x]/(x2 + x + 1). Òîãäà 0 = h(0) = h(x)2 + h(x) + 1 = 2h(x) + 1 = 1,

÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ñïåêòð òàêîé àëãåáðû ïóñò.

1.17. Ïóñòü A� ãåîìåòðè÷íà è a ∈ A. Çàìåòèì, ÷òî ñàìî F2 ÿâëÿåòñÿ
áóëåâîé àëãåáðîé, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî h ∈ |A|

h(a2 − 1) = h(a)2 − h(a) = 0,

çíà÷èò,

a2 − a ∈
⋂
h∈|A|

Kerh,

òî åñòü a2 − a = 0.
Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî A� áóëåâà è

a ∈
⋂
h∈|A|

Kerh \ {0}.

Òàê êàê a(a−1) = 0 è a 6= 0, òî a−1 íå ìîæåò áûòü îáðàòèìûì ýëåìåíòîì,
çíà÷èò, èäåàë, êîòîðûé îí ïîðîæäàåò, íå ñîâïàäàåò ñî âñåì êîëüöîì è
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå M.

Âñå ýëåìåíòû ïîëÿ A/M � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 = x, çíà÷èò, ýòî ïîëå
ñîñòîèò òîëüêî èç äâóõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü ýòî ïîëå F2. Òîãäà ïðîåêöèÿ
h : A→ A/M � ýòî ýëåìåíò |A|. Ïðè÷åì

h(a) = h(a− 1 + 1) = h(a− 1) + 1 = 1 6= 0.
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Ïðîòèâîðå÷èå.

1.18. Òåîðåìà Ñòîóíà: ëþáàÿ áóëåâà àëãåáðà èçîìîðôíà áóëåâîé àë-
ãåáðå âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî âïîëíå
íåñâÿçíîãî õàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

1.19. Òàê êàê ëþáàÿ F2-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, èäåìïî-
òåíòîì, òî ýòà àëãåáðà ôóíêöèé áóëåâà è åå ñïåêòð îïèñûâàåòñÿ òåîðåìîé
Ñòîóíà (çàäà÷à 1.18): ëþáàÿ áóëåâà àëãåáðà èçîìîðôíà áóëåâîé àëãåá-
ðå âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî âïîëíå
íåñâÿçíîãî õàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

1.23. Ïðåäúÿâèì ïàðó âçàèìíî îáðàòíûõ ãîìîìîðôèçìîâ àëãåáð. Â îäíó
ñòîðîíó: îòïðàâèì f(x) ∈ C∞(R) â f(ln t) ∈ C∞(R>0). Îáðàòíî: îòïðàâèì
g(t) ∈ C∞(R>0) â g(ex) ∈ C∞(R). Òî, ÷òî ýòî ãîìîìîðôèçìû, î÷åâèäíî,
êàê è òî, ÷òî îíè âçàèìíî îáðàòíû.

1.27. Ïîñìîòðèì íà Q è íà Q[x]/(x3 − 8) = A êàê íà àëãåáðû íàä Q.
Q � A, òàê êàê Q � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, à â A åñòü äåëèòåëè íóëÿ:
(x − 2) · (x2 + 2x + 4) = 0. Ïðè ýòîì â SpecQ âñåãî îäíà òî÷êà, ïîòîìó
÷òî åñëè f : Q→ Q, òî

f(q) = f(q · 1) = q · f(1) = q · 1 = q.

Íî è â SpecA òîæå òîëüêî îäíà òî÷êà, ïîòîìó ÷òî ãîìîìîðôèçìû èç A
â Q � ýòî òàêèå ãîìîìîðôèçìû f èç Q[x] â Q, ÷òî f(x)3 = 8, à â Q ýòî
óðàâíåíèå èìååò òîëüêî ðåøåíèå f(x) = 2.

1.32. ×òîáû çàäàòü îòîáðàæåíèå èç R[a, b]/(a3−b3) â R, íàäî âûáðàòü äâà
÷èñëà a, b, òàêèõ, ÷òî a3 = b3. Åñëè ýòè ÷èñëà íå ðàâíû íóëþ, òî a = ( b

a
)2,

b = ( b
a
)3. Åñëè õîòÿ áû îäíî ðàâíî íóëþ, òî ðàâíû íóëþ îáà. Òàêèì

îáðàçîì, êàæäûé ýëåìåíò g ìíîæåñòâà |R[x2, x3]| îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ
÷èñëîì t òàê, ÷òî g(x2) = t2, g(x3) = t3. Çíà÷èò ýëåìåíòû ñïåêòðà áîëåå-
ìåíåå åñòåñòâåííî ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì R. Äàëüøå ìû óâèäèì, ÷òî
ýòî ñîïîñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

1.35. Ïðèâåäåì êîíòð-ïðèìåð. Âîçüìåì â êà÷åñòâå C - àëãåáðû C. Ìîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî âñå àêñèîìû àëãåáðû äëÿ C âåðíû. Â êà÷åñòâå ãîìîìîð-
ôèçìà âîçüìåì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Ýòî èçîìîðôèçì C íà ñåáÿ, íî
ïðè ýòîì z1z2 = z1 ·z2 6= z1z2 � ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîñòè, è êîìïëåêñ-
íîå ñîïðÿæåíèå C-òî÷êîé íå ÿâëÿåòñÿ.
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2 Òîïîëîãèÿ íà ñïåêòðå àëãåáðû

Òîïîëîãèÿ. Ñîâîêóïíîñòü Ω ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M , çàìêíóòàÿ îò-
íîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ, ïåðåñå-
÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ñâîèõ ýëåìåíòîâ è ñîäåðæàùàÿ
â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ïóñòîå ìíîæåñòâî è ñàìî ìíîæåñòâî M , íàçûâà-
åòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé èëè ïðîñòî òîïîëîãèåé. Ýëåìåíòû òî-
ïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû Ω íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè. Îò-
êðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êó x ∈M , íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
òî÷êè x. Äîïîëíåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì ìíî-
æåñòâîì. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ëþáûå äâå ðàçëè÷-
íûå òî÷êè îáëàäàþò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè, íàçûâàåòñÿ õà-
óñäîðôîâûì.
Èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæå-
ñòâî A ⊂M . Ñîâîêóïíîñòü ïåðåñå÷åíèé ìíîæåñòâà A ñî âñåìè îòêðûòû-
ìè â M ìíîæåñòâàìè ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé. Ãîâîðÿò, ÷òî îíà èíäóöèðî-
âàíà íà A.
Áàçà òîïîëîãèè. Ïðîèçâîëüíîå ïîêðûòèå Σ ìíîæåñòâà M îáëàäàþ-
ùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî êàê îáúåäèíåíèå íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ èç Σ, ïîðîæäàåò òî-
ïîëîãèþ íàM è íàçûâàåòñÿ áàçîé ýòîé òîïîëîãèè. Îòêðûòûìè â íåé ÿâ-
ëÿþòñÿ ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îáúåäèíåíèå êàêîé-ëèáî ñîâî-
êóïíîñòè ýëåìåíòîâ èç áàçû. Íàïðèìåð, ñîâîêóïíîñòü îòêðûòûõ åâêëè-
äîâûõ øàðîâ â Rn ÿâëÿåòñÿ áàçîé ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèè. Ïðîèçâîëü-
íîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ ïðåäáàçîé íåêîòîðîé òîïîëîãèè
íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî åñëè ñîñòàâèòü ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ êî-
íå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ, òî ýòî ñòàíåò áàçîé íåêîòîðîé
òîïîëîãèè.
Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå. Ðàññìîòðèì äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâà M,N . Íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ M ×N
ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîêðûòèå ìíîæåñòâàìè âèäà U ×V , ãäå U, V îòêðû-
òûå ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâåííî â M è N . Ýòî áàçà òîïîëîãèè, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ.
Ãîìåîìîðôèçì. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå îäíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà â äðóãîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå íàçûâà-
åòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè ïîëíûé ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
â îäíîì ïðîñòðàíñòâå îòêðûò â äðóãîì. Íàïðèìåð, ïîñòîÿííîå îòîáðà-
æåíèå íåïðåðûâíî äëÿ ëþáûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Áèåêòèâíîå
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îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíîå â îáå ñòîðîíû íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.
Ïðîñòðàíñòâà, ìåæäó êîòîðûìè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì íàçûâàþòñÿ
ãîìåîìîðôíûìè.
Òîïîëîãè÷åñêîå êîëüöî. Åñëè íà êîëüöå K çàäàíà íåêîòîðàÿ òîïîëî-
ãèÿ è êîëüöåâûå îïåðàöèè, ðàñìàòðèâàåìûå êàê îòîáðàæåíèÿ èç òîïîëî-
ãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ K×K â K, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, òî êîëüöî
íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì.
Òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå M çàäàíà
íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü K-çíà÷íûõ ôóíêöèé, ãäå K� òîïîëîãè÷åñêîå
êîëüöî. Òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî íà ìíîæåñòâå M ïîðîæäàåòñÿ ïðåäáàçîé
ñîñòîÿùåé èç ïîëíûõ ïðîîáðàçîâ âñåâîçìîæíûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îò-
íîñèòåëüíî êàæäîé èç çàäàííûõ ôóíêöèé (èíà÷å òàêàÿ òîïîëîãèÿ íàçû-
âàåòñÿ èíèöèàëüíîé). Ëþáàÿ êîììóòàòèâíàÿ óíèòàðíàÿ àëãåáðà çàäàåò
àëãåáðó ôóíêöèé íà ñâîåì ñïåêòðå, ñëåäîâàòåëüíî íà ñïåêòðå àëãåáðû
íàä òîïîëîãè÷åñêèì êîëüöîì çàäàíà òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî. Ñïåêòð ãåî-
ìåòðè÷åñêîé àëãåáðû ñ òîïîëîãèåé Çàðèññêîãî ìû áóäåì íàçûâàòü ìíî-
ãîîáðàçèåì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè
íà ñïåêòðå äëÿ êîëåö áåç òîïîëîãèè. Îäíàêî, ñîãëàñíî ïðèíöèïó �íàáëþ-
äàåìîñòè� âûáîð òîïîëîãèè íà êîëüöå äîëæåí îòðàæàòü ôàêò �áëèçîñòè�
ïîêàçàíèé ïðèáîðîâ äëÿ �áëèçêèõ� ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Â èíòåðåñíûõ äëÿ
ïðèëîæåíèé ñèòóàöèÿõ íàä êîëüöîì R ñî ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé �àë-
ãåáðàè÷åñêèå� è �ãåîìåòðè÷åñêèå� îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò.
Äâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü F1 è F2 äâå ãåîìåòðè÷åñêèå àë-
ãåáðû è ϕ : F1 → F2 � ãîìîìîðôèçì àëãåáð (âñå ãîìîìîðôèçìû ó íàñ
óíèòàðíû). Òîãäà îïðåäåëåíî äâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèé

|ϕ| : |F2| → |F1|,

êîòîðîå ïåðåâîäèò òî÷êó x ∈ F2 â òî÷êó x ◦ϕ ∈ F1. Îòîáðàæåíèå îäíîãî
ñïåêòðà â äðóãîé íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì
ê íåêîòîðîìó ãîìîìîðôèçìó àëãåáð. Â ñèëó îòîæäåñòâëåíèÿ ãåîìåòðè-
÷åñêîé àëãåáðû ñ àëãåáðîé ôóíêöèé íà ñâîåì ñïåêòðå, êàæäîå ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå ψ ìíîãîîáðàçèé ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì àëãåáð ψ∗ ïîñðåä-
ñòâîì êîìïîçèöèè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ è ôóíêöèè ψ∗(f) = f ◦ ψ. Èìåííî
ê ýòîìó ãîìîìîðôèçìó îíî è äâîéñòâåííî.

2.1. Ìîæåò ëè ãåîìåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà áûòü èçîìîðôíîé àëãåáðå âñåõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ñâîåì ñïåêòðå â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî?
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2.2. Òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèÿ K-àëãåáðû õàóñäîðôîâà åñëè òîïîëîãè÷å-
ñêîå êîëüöî õàóñäîðôîâî.

2.3. Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ àëãåáðà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà òîïîëîãè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M . Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå θ : M → |A|
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

2.4. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî íà ñïåêòðå àëãåáðû ìíîãî-
÷ëåíîâ R[x1, . . . , xn] ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé.

2.5. Äîêàæèòå, ÷òî |C∞(U)| ãîìåîìîðôíî U , ãäå U ⊂ Rn îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî.

2.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà àëãåáð ϕ äâîéñòâåííîå
îòîáðàæåíèå |ϕ| ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, ò.å. ëþáîå ãëàäêîå îòîáðà-
æåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

2.7. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì àëãåáð èíúåêòèâåí, åñëè äâîéñòâåííîå
îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî.

2.8. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ãîìîìîðôèçì àëãåáð èíúåêòèâåí, òî äâîéñòâåí-
íîå îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî?

2.9. Ïóñòü A ãåîìåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà, òîãäà |idA| = id|A|.

2.10. Åñëè ϕ1 : F1 → F2, ϕ2 : F2 → F3 � ãîìîìîðôèçìû ãåîìåòðè÷åñêèõ
àëãåáð, òî

|ϕ2 ◦ ϕ1| = |ϕ2| ◦ |ϕ1|.

2.11. Åñëè ϕ èçîìîðôèçì ãåîìåòðè÷åñêèõ àëãåáð, òî |ϕ| ÿâëÿåòñÿ ãîìåî-
ìîðôèçìîì èõ ìíîãîîáðàçèé. Òàêèì îáðàçîì, �äèôôåîìîðôíûå�
ìíîãîîáðàçèÿ ãîìåîìîðôíû.

2.12. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèÿ íåêîòîðûõ àëãåáð ãîìåîìîðôíû,
òî îíè äèôôåîìîðôíû?

2.13. Äëÿ ñëåäóþùèõ R-àëãåáð îïèøèòå èçîìîðôíûå èì ãëàäêèå ìíîæå-
ñòâà (ñì. çàä. 1.13).

(a) A = {f ∈ C∞(R)|f(x+ 1) = f(x),∀x ∈ R};
(b) A = {f ∈ C∞(R2)|f(x, y) = f(x, y + 1),∀(x, y) ∈ R2};
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(c) A = {f ∈ C∞(R2)|f(x + 1, y) = f(x, y) = f(x, y + 1),∀(x, y) ∈
R2};

(d) A = C∞(R3)/(x2 + y2 + z2)C∞(R3)

(e) A = {f ∈ C∞(R3\{0})|f(x, y, z) = f(λx, λy, λz),∀λ > 0};
(f) A = {f ∈ C∞(R3\{0})|f(x, y, z) = f(λx, λy, λz),∀λ 6= 0}.
(g) A = {f ∈ C∞(R2)|f(x+1, y) = f(x, y) = f(x,−y),∀(x, y) ∈ R2};
(h) A = {f ∈ C∞(R2)|f(x, y) = f(x,−y),∀(x, y) ∈ R2};
(i) A = {f ∈ C∞(R2)|f(x+ 1,−y) = f(x, y),∀(x, y) ∈ R2};
(j) A = {f ∈ C∞(R2)|f(x + 1,−y) = f(x, y) = f(x, y + 1),∀(x, y) ∈
R2};

(k) A = {f ∈ C∞(R2)|f(x+1,−y) = f(x, y) = f(−x, y+1),∀(x, y) ∈
R2}.

2.14. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ãëàäêîãî ìíîæåñòâà (W,C∞(W )) ãî-
ìåîìîðôíî ìíîæåñòâó W ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé ñòàíäàðò-
íîé òîïîëîãèåé Rn.

2.15. Äîêàæèòå, ÷òî ñîâîêóïíîñòü îäíîâðåìåííî îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ â ìíîãîîáðàçèè áóëåâîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëî-
ãèè Çàðèññêîãî è ÷òî èç ëþáîãî ïîêðûòèÿ ìíîãîîáðàçèÿ îòêðûòû-
ìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå (ýòî ñâîé-
ñòâî íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíîñòüþ).

2.16. Êàêîâà òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî íà ìíîãîîáðàçèè àëãåáðû âñåõ âåùå-
ñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé?

2.17. Îïèøèòå ìíîãîîáðàçèå àëãåáðû âñåõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé êëàñ-
ñà C∞ íà Rn.

2.18. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ãåîìåòðè÷åñêèõ K-àëãåáð ϕ : A → B.
Äâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå |ϕ| îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì |ϕ|∗ : K |A| →
K |B| àëãåáð âñåõ K-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèÿõ àëãåáð A
è B. Äîêàæèòå, ÷òî

|ϕ|∗(τ(A)) ⊂ τ(B);

τ ◦ ϕ = |ϕ|∗ ◦ τ ;
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2.19. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ : |B| → |A| ñïåêòðîâ àëãåáð ãëàäêîå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ∗(τ(A)) ⊂ τ(B).

2.20. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ R-àëãåáðû, ó êîòîðîãî íåò ñ÷åò-
íîé (ïî ìîùíîñòè) áàçû.

2.21. Èçîìîðôíû ëè àëãåáðû C∞(R2) è C∞(R)⊗R C∞(R)?

2.22. Ïóñòü F1 àëãåáðà èç çàäà÷è 2.14.à) è F2 � àëãåáðà 2.14.è). Ðàññìîò-
ðèì ãîìîìîðôèçìû

α, β, : F2 → F1, ξ : F1 → F2

α(f)(r) = f(r, 0), β(f)(r) = f(2r, b), ξ(f)(r1, r2) = f(r1),

ãäå r, ri ∈ R, b 6= 0. Îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêè ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ
ñïåêòðîâ, äâîéñòâåííûå ê ýòèì ãîìîìîðôèçìàì.

2.23. Ïóñòü F àëãåáðà èç çàäà÷è 2.14.â) è λ � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì

ϕ : F → C∞(R), ϕ(g)(r) = g(r, λr)

èíúåêòèâåí. Òî åñòü, àëãåáðà ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ èçîìîðôíà
ïîäàëãåáðå ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà.

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ

2.1. Îòâåò: ìîæåò. Êîëüöî K ðàññìàòðèâàåìîå êàê K-àëãåáðà èìååò
îäíîòî÷å÷íûé ñïåêòð ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé Çàðèññêîãî. Ýòà àëãåáðà
ãåîìåòðè÷åñêàÿ (ñì. çàäà÷ó 1.1). Ïðîñòðàíñòâî âñåõ K-çíà÷íûõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé íà îäíîòî÷å÷íîì ìíîæåñòâå åñòü ñàìî êîëüöî K.

2.2. Ïóñòü h1, h2 : A→ K � ðàçëè÷íûå òî÷êè ñïåêòðà àëãåáðû A, ò.å.
ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîé, ÷òî h1(a) 6= h2(a) ∈ K. Åñëè êîëüöî õàóñäîðôî-
âî, òî ó ýòèõ òî÷åê ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè Ui. Òîãäà
ìîæåñòâà f−1

a (Ui) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Çäåñü fa : |A| → K, fa(h) = h(a), �
ôóíêöèè íà ñïåêòðå, çàäàþùèå òîïîëîãèþ Çàðèññêîãî.

2.3. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîîáðàç ýëåìåíòà ïðåäáàçû îòêðûò.
Ýëåìåíò ïðåäáàçû |A| � ýòî ïðîîáðàç îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U êîëüöà
ïðè τ(f) äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ A, à åãî ïðîîáðàç ïðè θ � ýòî òî æå ñàìîå,
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÷òî ïðîîáðàç U ïðè (τ(f))◦θ, çíà÷èò, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî (τ(f))◦θ
íåïðåðûâíà.

Íî
(τ(f) ◦ θ)(x) = τ(f)(θ(x)) = θ(x)(f) = f(x),

à îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî ïî óñëîâèþ.

2.4. Ïóñòü P ∈ R[x1, . . . xn] = A. Òîãäà f−1
P (U), ãäå U ∈ OpenR, � ýòî

ìíîæåñòâî
{h : A→ R| h(P ) ∈ U} ⊆ |A|.

Áèåêöèÿ |A| è Rn îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

ϕ : |A| → Rn, (h : A→ R) 7→ (h(x1), . . . , h(xn))

1) ϕ íåïðåðûâíî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîîáðàç ýëåìåí-
òà áàçû òîïîëîãèè íà Rn îòêðûò (ïîòîìó ÷òî ïðîîáðàç îáúåäèíåíèÿ �
ýòî îáúåäèíåíèå ïðîîáðàçîâ). Ïóñòü V = (a1, b1) × . . . × (an, bn) ⊆ Rn.
Òîãäà

ϕ−1(V ) = {h : A→ R| ∀i ∈ {1, . . . , n} : h(xi) ∈ (ai, bi)} =
n⋂
i=1

{h : A→ R| h(xi) ∈ (ai, bi)} =
n⋂
i=1

f−1
xi

(Ri−1 × (ai, bi)× Rn−i) ∈ Open |A|

2) ϕ−1 íåïðåðûâíî. Ýòî áóäåì ïðîâåðÿòü òîëüêî íà ïðåäáàçå (ïîòîìó ÷òî
ïðîîáðàç ïåðåñå÷åíèÿ � ýòî ïåðåñå÷åíèå ïðîîáðàçîâ). Ïóñòü P ∈ A, U ∈
OpenR. Òîãäà

(ϕ−1)−1(f−1
P (U)) = ϕ({h : A→ R| h(P ) ∈ U}) =

ϕ({h : A→ R| P (h(x1), . . . , h(xn)) ∈ U}) =

{(y1, . . . yn) ∈ Rn| P (y1, . . . , yn) ∈ U}) = P−1(U)

À ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî îòêðûòî, òàê êàê ìíîãî÷ëåí � ýòî íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ.

Çíà÷èò, ϕ � ãîìåîìîðôèçì, òî åñòü òîïîëîãèÿ íà |A| òàêàÿ æå, êàê è
â Rn.

2.5. Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå

θ : U → |A| = |C∞(U)|

22

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.
Îíî íåïðåðûâíî ïî çàäà÷å 2.3.
Äîêàæåì, ÷òî îíî èíúåêòèâíî. Ïóñòü x1, x2 ∈ U , ïî ëåììå Óðûñîíà

íàéäåòñÿ f ∈ |A|, òàêàÿ, ÷òî

θ(x1)(f) = f(x1) 6= f(x2) = θ(x2)(f)

Äîêàæåì, ÷òî îíî ñþðúåêòèâíî. Ïóñòü h ∈ |A|. Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé
1.12 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íà íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ U âñå ôóíêöèè
èç Kerh îáðàùàþòñÿ â 0. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ïóñòü g̃(x) ∈ A �
ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê +∞, êîãäà x ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè
èëè ê ãðàíèöå U . Òîãäà

g = g̃ − h(g̃) ∈ Kerh.

Ìíîæåñòâî K = {x ∈ U |f(x) ≤ 0 îãðàíè÷åíî, çàìêíóòî â U è îòäåëåíî
îò ãðàíèöû U , òî åñòü çàìêíóòî â Rn, à çíà÷èò, êîìïàêòíî. Òàê æå, êàê
è â çàäà÷å 1.12, âûáåðåì Ux è fx äëÿ êàæäîãî x ∈ K è âûáåðåì ñðåäè
íèõ êîíå÷íîå ÷èñëî òàê, ÷òî íà òî÷êàõ èç K

f = f 2
x1

+ · · ·+ f 2
xn > 0.

Òîãäà

g + f
maxK |g|+ 1

minK |f |
> 0

óæå íà âñåì U , òî åñòü îáðàòèìà, íî ïðè ýòîì ýòà ôóíêöèÿ ëåæèò â Kerh.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Íàêîíåö, äîêàæåì, ÷òî îáðàç îòêðûòîãî øàðà B, ëåæàùåãî â U , îò-
êðûò. Ïóñòü f ∈ A � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ðàâíà 0 çà ïðåäåëàìè øàðà è
áîëüøå 0 âíóòðè. Òîãäà

h ∈ θ(U)⇔ h(f) 6= 0⇔ h ∈ (τ(f))−1(R \ 0),

à τ(f))−1(R\0) îòêðûòî êàê ïðîîáðàç îòêðûòîãî ïðè íåïðåðûâíîì îòîá-
ðàæåíèè.

2.6. Ñì. 3.17, [1], ñòð. 44.

2.7. Ïóñòü ãîìîìîðôèçì φ : A → B íå èíúåêòèâåí. Òîãäà åñòü ýëå-
ìåíò a ∈ A, òàêîé, ÷òî φ(a) = 0. Äâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå îïðåäå-
ëÿëîñü òîëüêî äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ àëãåáð, ïîýòîìó àëãåáðà A ãåîìåò-
ðè÷íà. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò x ∈ |A|, òàêîé, ÷òî x(a) 6= 0. Ðàññìîòðèì
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ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò |φ|(y) îáðàçà |φ|. Äëÿ íåãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
(|φ|(y))(a) = y(φ(a)) = y(0) = 0. Ïîýòîìó x íå ëåæèò â îáðàçå |φ|, ïðîòè-
âîðå÷èå.

2.8. Ðàññìîòðèì A = R è B = C êàê R�àëãåáðû. Âëîæåíèå h : A ↪→ B
ÿâëÿòåñÿ èíúåêòèâíûì. Ó àëãåáðû A â ñïåêòðå åñòü îòîáðàæåíèå Id.
Ïîêàæåì, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íèêàêîãî ýëåìåíòà ñïåêòðà B ïðè
äâîéñòâåííîì îòîáðàæåíèè h∗. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü h∗(g) =
Id, ãäå g : B → R, òî åñòü g ◦h = Id. (g ◦h)(1) = 1, ïîýòîìó g ïåðåâîäèò 1
â 1. Ïîñìîòðèì, êóäà g ïåðåâîäèò i. Çàìåòèì, ÷òî −1 = g(−1) = g(i2) =
g(i)2 ≥ 0, ïðîòèâîðå÷èå.

2.9. idA : A → A, |idA| : |A| → |A|, òàê ÷òî h 7→ h ◦ idA, ãäå h ∈ |A|.
Çàìåòèì, ÷òî èç àññîöèàòèâíîñòè êîìïîçèöèè äëÿ ∀a ∈ A,∀h ∈ |A| âåðíî
ñëåäóþùåå:

|idA|(h(a)) = h ◦ idA(a) = h(a) = id|A|(h(a)).

Òîãäà |idA| = id|A|.

2.10. ϕ2 ◦ ϕ1 : F1 → F3, |ϕ1| : |F2| → |F1|, |ϕ2| : |F3| → |F2|, |ϕ1| ◦ |ϕ2| :
|F3| → |F1|. Äëÿ ∀h ∈ |F3|, |ϕ2|(h) = h ◦ ϕ2.

(|ϕ1| ◦ |ϕ2|)(h) = |ϕ1| ◦ (h ◦ ϕ2) = (h ◦ ϕ2) ◦ ϕ1 = h ◦ (ϕ2 ◦ ϕ1) ïî
àññîöèàòèâíîñòè êîìïîçèöèè, à èìåííî òàê è îïðåäåëÿåòñÿ äâîéñòâåííîå
îòîáðàæåíèå. Çíà÷èò,

|ϕ2 ◦ ϕ1| = |ϕ1| ◦ |ϕ2|

2.11. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè ϕ : A → B � ãîìîìîðôèçì ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ àëãåáð, òî |ϕ| : |B| → |A| � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Â
ñàìîì äåëå, ïóñòü a ∈ A, U ∈ OpenK (îïÿòü ïðîâåðÿåì íåïðåðûâíîñòü
òîëüêî íà ïðåäáàçå, ïðåäáàçîé ýòî ÿâëÿåòñÿ, òàê êàê àëãåáðû ãåîìåòðè-
÷åñêèå). Òîãäà

|ϕ|−1(f−1
a (U)) = |ϕ|−1({x : A→ K| x(a) ∈ U}) =

= {y : B → K| y ◦ ϕ(a) ∈ U} = fϕ(a)(U) ∈ Open |B|.
Ïóñòü òåïåðü ϕ � èçîìîðôèçì, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì
àëãåáð ψ : B → A, ÷òî ϕ ◦ ψ = idB è ψ ◦ ϕ = idA. Èç òîãî, ÷òî ìû òîëüêî
÷òî âûÿñíèëè, ñëåäóåò, ÷òî |ϕ| è |ψ| � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Íî
åñëè x ∈ |A|, y ∈ |B|, òî

(|ϕ| ◦ |ψ|)(x) = (x ◦ ψ) ◦ ϕ = x ◦ (ψ ◦ ϕ) = x
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è
(|ψ| ◦ |ϕ|)(y) = (y ◦ ϕ) ◦ ψ = y ◦ (ϕ ◦ ψ) = y.

Ïîýòîìó |ϕ| è |ψ| âçàèìíî îáðàòíû, à çíà÷èò, |ϕ| � èçîìîðôèçì.
2.12. Ðàññìîòðèì àëãåáðû R[x] è R[x2, x3] = R[u, v]/(u3 − v2). Ýòè

àëãåáðû íå èçîìîðôíû, òàê êàê âòîðàÿ àëãåáðà íå ïîðîæäàåòñÿ îäíèì
ýëåìåíòîì. Ãîìîìîðôèçì àëãåáð èç R[x] â R îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ îáðà-
çîì x, ïîýòîìó |R[x]| ñîâïàäàåò ñ R êàê ìíîæåñòâî. Èç íåïðåðûâíîñòè
îòîáðàæåíèÿ x : |R[x]| → R ñëåäóåò, ÷òî òîïîëîãèÿ íà |R[x]| íå ñëàáåå
ñòàíäàðòíîé. Íî âñå ìíîãî÷ëåíû íåïðåðûâíû êàê îòîáðàæåíèÿ èç R ñî
ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé â ñåáÿ, ïîýòîìó òîïîëîãèÿ íà |R[x]| ñîâïàäàåò
ñî ñòàíäàðòíîé. Â ñëó÷àå R[x2, x3] ìû ïîñ÷èòàëè ñïåêòð êàê ìíîæåñòâî
â çàäà÷å 32 ïåðâîé ãëàâû è ïîëó÷èëîñü R. Ìû îïÿòü âèäèì, ÷òî ñòàí-
äàðòíîé òîïîëîãèè R íà |R[x2, x3]| äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå ýëå-
ìåíòû R[x2, x3] äåéñòâîâàëè íåïðåðûâíî èç |R[x2, x3]| â R. Çàìåòèì, ÷òî
îòîáðàæåíèå x3 îñóùåñòâëÿåò ãîìåîìîðôèçì R ñî ñòàíäàðòíîé òîïîëî-
ãèåé â ñåáÿ. Ïîýòîìó äëÿ íåïðåðûâíîñòè x3 íåîáõîäèìî, ÷òîáû òîïîëîãèÿ
íà |R[x2, x3]| áûëà íå ñëàáåå ñòàíäàðòíîé. Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãèÿ íà
|R[x2, x3]| ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé. Òî åñòü |R[x]| è |R[x2, x3]| ãîìåî-
ìîðôíû, íî íå äèôôåîìîðôíû.

2.18. Çàìåòèì, ÷òî èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò ïåðâîå, ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî åãî. Ïóñòü a ∈ A è h ∈ |B|. Òîãäà

(τ ◦ φ(a))(h) = h(φ(a)) = |φ|(h)(a) = τ(a)(|φ|(h)) = |φ|∗(τ(a))(h) =

= (|φ|∗ ◦ τ(a))(h).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2.19. Òî, ÷òî äâîéñòâåííîñòü ψ ê íåêîòîðîìó ãîìîìîðôèçìó îçíà÷à-
åò, ÷òî ψ∗(τ(A)) ⊂ τ(B), ìû äîêàçàëè â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Îñòàëîñü
äîêàçàòü îáðàòíîå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå φ = τ−1 ◦ ψ∗ ◦ τ . Òîãäà ýòî
ãîìîìîðôèçì, òàê êàê ýòî êîìïîçèöèÿ ãîìîìîðôèçìîâ. Êðîìå òîãî, åñëè
h ∈ |B| è a ∈ A,

|φ|(h)(a) = h(φ(a)) = h(τ−1◦ψ∗◦τ(a)) = ψ∗◦τ(a)(h) = τ(a)(ψ(h)) = ψ(h)(a)

Òî åñòü, ψ = |φ|, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ψ � ãëàäêîå.

2.20. Ðàññìîòðèì àëãåáðó âñåõ ôóíêöèé (íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâ-
íûõ) íà îòðåçêå [0, 1], îáîçíà÷èì åå A. Òîãäà âñå ãîìîìîðôèçìû ïîäñòà-
íîâêè ëåæàò â A. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ fx, êîòîðàÿ â òî÷êå x ðàâíà 1,
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à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ðàâíà íóëþ. Òàêàÿ ôóíêöèÿ ëåæèò â àëãåáðå, à
çíà÷èò, äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî. Ðàññìîòðèì
f−1((0, 2)). Ýòî îòêðûòîå ìíîæåñòâî ñïåêòðà A, êîòîðîå ñîäåðæèò hx, íî
íå ñîäåðæèò íèêàêèå äðóãèå ãîìîìîðôèçìû ïîäñòàíîâêè. Çíà÷èò, â áàçå
òîïîëîãèè äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1] åñòü ýëåìåíò, êîòîðûé ñîäåðæèò hx è íå
ñîäåðæèò íèêàêèå äðóãèå ãîìîìîðôèçìû ïîäñòàíîâêè. Òàêèå ýëåìåíòû
äëÿ ðàçíûõ x îáÿçàíû áûòü ðàçëè÷íûìè, ïîýòîìó èõ õîòÿ áû êîíòèíóóì.

2.23. Ñì. 6.5, [1], ñòð. 92.
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3 Ëîêàëèçàöèÿ

Ëîêàëèçàöèÿ êîëåö è ìîäóëåé. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ
åäèíèöåé è S � ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïîäìíîæåñòâî â A, ò.å. S çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, ñîäåðæèò 1 è íå ñîäåðæèò 0. Íà ìíîæåñòâå
A× S ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

(a1, s1) ∼ (a2, s2)⇔ ∃s ∈ S : s(a1s2 − a2s1) = 0.

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà (a, s) � ôîðìàëüíàÿ äðîáü, îáîçíà÷àåò-
ñÿ a

s
, ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ � S−1A. Ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíî-

æåíèÿ äðîáåé ìíîæåñòâî S−1A ñòàíîâèòüñÿ êîëüöîì è íàçûâàåòñÿ ëîêà-
ëèçàöèåé êîëüöà ïî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìå. Îòîáðàæåíèå

i : A→ S−1A, i(a) =
a

1

íàçâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ãîìîìîðôèçìîì.
Ïóñòü òåïåðü P � A-ìîäóëü. Äåéñòâóÿ ïî îïèñàííîé ñõåìå ïîëó÷àåì

ìíîæåñòâî êëàññîâ S−1P , â êîòîðîì ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû
êîëüöà S−1A çàäàþòñÿ ïî ïðàâèëàì

p1

s1

+
p2

s2

=
p1s2 + p2s1

s1s2

,
a1

s1

· p2

s2

=
a1p2

s1s2

,

ïðåâðàùàÿ åãî â S−1-ìîäóëü
Ãîìîìîðôèçì îãðàíè÷åíèÿ. Ïóñòü A � ãåîìåòðè÷åñêàÿ K-àëãåáðà,
F = τ(A)� åå ãåîìåòðèçàöèÿ, ò.å. àëãåáðà ôóíêöèé íà ñïåêòðå, è W ⊂
|F |� íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ñïåêòðà. Îãðàíè÷åíèåì F|W àëãåáðû F íà
W íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : W → K, òàêèõ, ÷òî ó ëþáîé
òî÷êè a ∈ W ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü (â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè) U ⊂
W è ýëåìåíò f̃ ∈ F , òàêèå ÷òî f |U = f̃ |U . Òàêàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ
ëîêàëèçàöèåé.

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ F îïðåäåëåíî åå îãðàíè÷åíèå íà ïîäìíî-
æåñòâî ñïåêòðà f |W , ïðèíàäëåæàùåå àëãåáðå F|W . Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì îãðàíè÷åíèÿ

ρW : F → F|W , f 7→ f |W .

Ïîëíîòà. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà F íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ãîìîìîð-
ôèçì îãðàíè÷åíèÿ ρ|F | : F → F||F | ñþðúåêòèâåí. Ïîëíîòà îçíà÷àåò, ÷òî
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ëþáàÿ ôóíêöèÿ íà ñïåêòðå, ëîêàëüíî ñîâïàäàþùàÿ ñ ýëåìåíòàìè àëãåá-
ðû, ñàìà ïðèíàäëåæèò àëãåáðå.
Ãëàäêàÿ îáîëî÷êà. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ R-àëãåáðà F íàçûâàåòñÿ C∞-çàì-
êíóòîé, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà åå ýëåìåíòîâ f1, . . . , fk ∈ F
è ëþáîé ôóíêöèè g ∈ C∞(Rk) íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò f ∈ F , ÷òî
f(a) = g(f1(a), . . . , fk(a)) äëÿ âñåõ a ∈ |F|. Ïàðà (F̃ , i), ãäå F̃ � C∞-
çàìêíóòàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ R-àëãåáðà è i : F → F̃ � ãîìîìîðôèçì, íàçû-
âàåòñÿ ãëàäêîé îáîëî÷êîé ãåîìåòðè÷åñêîé R-àëãåáðû F , åñëè äëÿ ëþáîãî
ãîìîìîðôèçìà α : F → F ′ â ãåîìåòðè÷åñêóþ C∞-çàìêíóòóþ R-àëãåáðó
F ′ íàéäåòñÿ ãîìîìîðôèçì α̃ : F̃ → F ′, ÷òî α = α̃ ◦ i.
Ãëàäêàÿ àëãåáðà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Rn+ = {(x1, . . . , xn)|x1 > 0}. Ïîë-
íàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ R-àëãåáðà F íàçûâàåòñÿ n-ìåðíîé ãëàäêîé (ñ êðàåì)
àëãåáðîé èëè ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, åñëè íàéäåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åò-
íîå ïîêðûòèå {Uk} ïðîñòðàíñòâà |F| îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè, òàêîå,
÷òî âñå àëãåáðû F|Uk èçîìîðôíû àëãåáðå C∞(Rn) (ëèáî C∞(Rn+)). Ìíî-
ãîîáðàçèÿ ãëàäêèõ àëãåáð íàçûâàþòñÿ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Åñëè òî÷êà ñïåêòðà M ãëàäêîé àëãåáðû ñ êðàåì ñîîòâåòñòâóåò êðàå-
âîé òî÷êå C∞(Rn+), òî îíà íàçûâàåòñÿ êðàåâîé òî÷êîé. Âñå êðàåâûå òî÷êè
ãëàäêîé àëãåáðû íàçûâàþòñÿ êðàåì ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ è îáîçíà÷à-
åòñÿ ∂M .
Ïîäìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü N ⊂ |F| ïîäìíîæåñòâî ñïåêòðà ãëàäêîé R-
àëãåáðû. Åñëè àëãåáðà FN = F|N ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé R-àëãåáðîé, òî ìíî-
æåñòâî N íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ |F|. Åñëè
ãîìîìîðôèçì îãðàíè÷åíèÿ ρN ñþðúåêòèâåí, òî ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå
íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì.
Êîîðäèíàòû. Ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì àëãåáð ϕ : C∞(Rn) → F|U èç
îïðåäåëåíèÿ ãëàäêîé àëãåáðû. Ýòîò èçîìîðôèçì îïðåäåëÿåò äâîéñòâåí-
íûé ãîìåîìîðôèçì åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ åñòåñòâåííîé ñèñòåìîé
êîîðäèíàò (x1, . . . , xn) è îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U íà ãëàäêîì ìíîãîîá-
ðàçèè. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ òî÷êà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ïðåîáðåòàåò
êîîðäèíàòû. Òàêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé ñèñòåìîé
êîîðäèíàò, à ïàðà (U, |ϕ|) � êàðòîé íà ìíîãîîáðàçèè.

3.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A ⊂ B ⊂ |F|, òî (F|B)|A = F|A.

3.2. Äîêàæèòå, ÷òî C∞(R)|R>0
= C∞(R>0) (ñð. 1.24).

3.3. Ïóñòü F = C∞(U), ãäå U ⊂ Rn� íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî.
Åñëè V ⊂ U îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, òî F|V = C∞(V ).
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3.4. Ïóñòü i : F1 → F2 � èçîìîðôèçì äâóõ ãåîìåòðè÷åñêèõ àëãåáð,
A2 ⊂ |F2|, A1 = |i|(A2). Òîãäà îòîáðàæåíèå

F1|A1
→ F2|A2

, f 7→ f ◦ |i||A2

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

3.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäàëãåáðà F àëãåáðû C∞(Rn), ñîñòîÿùàÿ èç ôóíê-
öèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïî ìîäóëþ ìåíüøå íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà,
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

3.6. Àëãåáðà C∞(U), ãäå U ⊂ Rn, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

3.7. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ àëãåáð ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè:

(a) R[x];

(b) àëãåáðà âñåõ îãðàíè÷åííûõ C∞-ôóíêöèé íà ïðÿìîé;

(c) àëãåáðà âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ (ñ ïåðèîäîì 1) C∞-ôóíêöèé íà
ïðÿìîé.

3.8. Ïóñòü A ⊂ |F|. Òîãäà îòîáðàæåíèå

µ : A→ |F|A| , a 7→ (f → f(a)),

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà |F|A|.

3.9. Ïóñòü F = C∞(U), ãäå U ⊂ Rn îòêðûòî, è A ⊂ U = |F| òàêæå
îòêðûòî. Òîãäà îòîáðàæåíèå µ èç çàäà÷è 3.8 ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâ-
íûì.

3.10. Ïóñòü F = R[x] è A = R>0. Òîãäà îòîáðàæåíèå µ èç çàäà÷è 3.8 íå
ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì.

3.11. Ïóñòü àëãåáðà F ÿâëÿåòñÿ C∞-çàìêíóòîé è

A = {a ∈ |F|
∣∣α < f(a) < β, α, β ∈ R, f ∈ F}.

Òîãäà îòîáðàæåíèå µ èç çàäà÷è 3.8 ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì.

3.12. Ãëàäêàÿ îáîëî÷êà ëþáîé ãåîìåòðè÷åñêîé R-àëãåáðû åäèíñòâåííàÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.
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3.13. Íàéäèòå ãëàäêóþ îáîëî÷êó àëãåáð

(a) R[x1, . . . , xn];

(b) àëãåáðû ôóíêöèé íà ïðÿìîé âèäà

f(x) =
n∑
k=0

ak(x)|x|k, x ∈ R, ai ∈ C∞(R).

3.14. Àëãåáðû C∞(Rn) è C∞(Rn+) íå èçîìîðôíû.

3.15. Ïóñòü i : F1 → F2 � èçîìîðôèçì ãåîìåòðè÷åñêèõ R-àëãåáð è àë-
ãåáðà F1 ÿâëÿåòñÿ C∞-çàìêíóòîé, òîãäà è àëãåáðà F2 òàêæå C∞-
çàìêíóòà.

3.16. Ïóñòü F C∞-àëãåáðà, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

F̄ = {g(a1, . . . , an)|n ∈ N, ai ∈ F , g ∈ C∞(Rn)} .

Äîêàæèòå, ÷òî

(a) F̄ � C∞-çàìêíóòàÿ àëãåáðà;

(b) F̄ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé àëãåáðîé;

(c) F̄ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé C∞-çàìêíóòîé àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé
F .

3.17. Ïóñòü ϕ : P → Q � ãîìîìîðôèçì A-ìîäóëåé. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå S−1(ϕ) : S−1P → S−1Q

S−1(
p

s
) =

ϕ(p)

s

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì S−1A-ìîäóëåé.

3.18. Åñëè â A íåò äåëèòåëåé íóëÿ è S = A \ {0}, òî S−1A åñòü ïîëåé
÷àñòíûõ êîëüöà.

3.19. Ïóñòü A = Z, S � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé ÷èñëà
10. Òîãäà S−1A � ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. äåñÿòè÷íàÿ
çàïèñü êîòîðûõ êîíå÷íà.
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3.20. Ïóñòü A = C∞(Rn), x ∈ Rn è S = A \ µx, òîãäà ëîêàëèçàöèåé ÿâëÿ-
åòñÿ êîëüöî ðîñòêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé â òî÷êå x.

3.21. Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, A = C∞(Rn) è

S = {f ∈ A|f(x) 6= 0∀x ∈ U}.

Òîãäà S−1A ∼= C∞(U), à êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì i : C∞(Rn)→
C∞(U) ñîâïàäàåò ñ ãîìîìîðôèçìîì îãðàíè÷åíèÿ ρU .

3.22. Ãëàäêèå àëãåáðû è ãëàäêèå àëãåáðû ñ êðàåì ÿâëÿþòñÿ C∞-çàìêíó-
òûìè.

3.23. Äîêàæèòå, ÷òî âñå àëãåáðû çàäà÷è 2.13. ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.

3.24. Åñëè êðàé ∂M ìíîãîîáðàçèÿ n-ìåðíîé ãëàäêîé àëãåáðû íå ïóñò, òî
F|∂M ÿâëÿåòñÿ n− 1-ìåðíîé ãëàäêîé àëãåáðîé è ó íåå íåò êðàåâûõ
òî÷åê.

3.25. Äîêàæèòå, ÷òî êðàé ãëàäêîé àëãåáðû

F = {f ∈ C∞(Π)|f(x1, x2) = f(x1 + 1,−x2),∀(x1, x2) ∈ Π},

ãäå Π = {(x1, x2) ∈ R2| − 1 6 x2 6 1}, ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ
îêðóæíîñòüþ.

3.26. Ïóñòü N ⊂ |F| � çàìêíóòîå ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Òîãäà

(a) N çàìêíóòî êàê ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
|F|;

(b) N = |F|.

3.27. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà C∞(R2)|S1 èçîìîðôíà àëãåáðå çàäà÷è 2.12(a).

3.28. Ïóñòü N ⊂ |F| � çàìêíóòîå ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå è AN ⊂ F
ìíîæåñòâî

AN = {f ∈ F|∀a ∈ N, f(a) = 0}.

Äîêàæèòå, ÷òî FN = F/AN .

3.29. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ Rn
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(a) ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C∞(U), ó êîòîðîé âñå ëèíèè
óðîâíÿ f−1(λ),∀λ ∈ R, êîìïàêòíû;

(b) ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C∞(U), ÷òî f |U > 0 è f |UC =
0.

3.30. (Ðÿä Òåéëîðà â ôîðìå Àäàìàðà) Âñÿêàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f ∈
C∞(Rn) â çâåçä÷àòîé îêðåñòíîñòè U ⊂ Rn òî÷êè z ïðåäñòàâèìà
â âèäå

f(x) =
n∑
|τ |=0

1

τ !
(x− z)τ

∂|τ |f

∂xτ
(z) +

∑
|σ|=n+1

(x− z)σgσ(x),

ãäå gσ ∈ C∞(U).

3.31. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f(x) ∈ C∞(R) è f(0) = 0, òî f(x)/x ∈ C∞(R).

3.32. Ïóñòü f ∈ C∞(Rn) è f(z) = f(y) = 0, z 6= y, òîãäà f ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê ñóììó ïðîèçâåäåíèé ãëàäêèõ ôóíêöèé âèäà gihi, ãäå
gi(z) = 0, hi(y) = 0.

3.33. Äîêàæèòå, ÷òî C∞(Rn) � C∞(Rn+).

3.34. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ R-àëãåáðà, èçîìîðôíàÿ îäíîé èç àëãåáð C∞(Rn)
èëè C∞(Rn+), ÿâëÿåòñÿ C∞-çàìêíóòîé.

3.35. Äîêàæèòå çàäà÷ó 6.8. äëÿ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ãëàäêîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ.

3.36. C∞(Rk)⊗R C∞(Rm) ∼= C∞(Rk+m).

3.37. Äîêàæèòå, ÷òî ãëàäêàÿ îáîëî÷êà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãëàäêèõ
àëãåáð ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé àëãåáðîé.

3.38. Äîêàæèòå, ÷òî ñïåêòð ãëàäêîé îáîëî÷êè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ãëàäêèõ àëãåáð

F1 ⊗R F2

ãîìåîìîðôåí òîïîëîãè÷åñêîìó ïðîèçâåäåíèþ èõ ãëàäêèõ ìíîãîîá-
ðàçèé

|F1| × |F2|.
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3.39. Äîêàæèòå. ÷òî ñïåêòð àëãåáðû èç çàäà÷è 2.12(i) íå ãîìåîìîðôåí
öèëèíäðó (ïðîèçâåäåíèþ ïðÿìîé è îêðóæíîñòè).

3.40. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâå êàðòû ïåðåñåêàþòñÿ, òî ñóæåíèå êàæäîé
èõ äâóõ êàðò íà ïåðåñå÷åíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ êàðòîé. Ïåðåõîä èç
îäíîé âîçíèêøåé ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â äðóãóþ ÿâëÿåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì.

3.41. Ïóñò M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, N ⊂ M � ãëàäêîå ïîäìíîãîîá-
ðàçèå â M . Äîêàæèòå, ÷òî âëîæåíèå i : N ↪→ M ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
îòîáðàæåíèåì.

3.42. Êàæäîìó âåùåñòâåííîìó ÷èñëó ϕ, ïîíèìàåìîìó êàê ðàäèàííàÿ ìå-
ðà óãëà, ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà îêðóæíîñòè S1. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå

i : S1 → C, ϕmod2π 7→ eiϕ

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì.

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ.

3.1. Ïóñòü f ∈ (F|B)|A. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ A íàéäåòñÿ U , îòêðûòîå â |F|, òàêîå, ÷òî f |U∩A ñîâïàäàåò ñ g|U∩A,
ãäå g ∈ F|B. Ïîñëåäíåå â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé y ∈ B
íàéäåòñÿ V , îòêðûòîå â |F|, è h ∈ F òàêèå, ÷òî g|V ∩B = h|V ∩B. Âîçüìåì
y = x. Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü âåðíî, ÷òî f |U∩V ∩A = h|U∩V ∩A, ïðè ýòîì x ∈
U∩V . Òî åñòü f ëîêàëüíî ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèÿìè èç F . Îáðàòíî, ïóñòü f
ëîêàëüíî ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèÿìè èç F . Âñå ôóíêöèè èç F èìåþò îáðàçû
â F|B ïðè ãîìîìîðôèçìå ñóæåíèÿ. Ïîýòîìó f ëîêàëüíî ñîâïàäàåò è ñ
ôóíêöèÿìè èç F|B.

3.3. Ïóñòü åñòü ôóíêöèÿ íà V , êîòîðàÿ ëîêàëüíî ñîâïàäàåò ñ ôóíêöè-
ÿìè èç C∞(U). Íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíà ñêîëüêî óãîäíî ðàç äèô-
ôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ. Ýòî ëîêàëüíîå ñâîéñòâî, ïðîâåðèì åãî â
êàêîé-òî òî÷êå. Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò
ñ ôóíêöèåé èç C∞(U), à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé.

Îáðàòíî, ïóñòü åñòü ôóíêöèÿ f èç C∞(V ). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó x ∈ V . Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ìàëåíüêèé øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì
â x, êîòîðûé öåëèêîì ëåæèò â V , è ãëàäêóþ ôóíêöèþ g, êîòîðàÿ ðàâíà
åäèíèöå íà øàðå âäâîå ìåíüøåãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â x è ðàâíà íóëþ âíå
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øàðà ñ öåíòðîì x ðàäèóñà 3
2
r. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå f ·g, ïðîäîëæåííîå íó-

ëåì íà âñå U , ëåæèò, î÷åâèäíî, â C∞(U). Ïîýòîìó f ëîêàëüíî ñîâïàäàåò
ñ ôóíêöèÿìè èç C∞(U).

3.5. Ïî âñåé âèäèìîñòè, èìååòñÿ ââèäó àëãåáðà ôóíêöèé, êîòîðûÿ ïî
ìîäóëþ ìåíüøå íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà, à íå íåêîòîðàÿ àëãåáðà, äëÿ êî-
òîðîé ýòî âåðíî (èíà÷å ìîæíî âçÿòü àëãåáðó êîíñòàíò, è äëÿ íåå ýòî íå
âåðíî). Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî îíà íå ïîëíà. Âî-ïåðâûõ, ïîíÿòíî, ÷òî åå
ñïåêòð ñîâïàäàåò ñ Rn (äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ
C∞(Rn)). Òåïåðü äàâàéòå ïðîñòî ïðèâåäåì ïðèìåð ôóíêöèè, îòîðàÿ ëå-
æèò â îãðàíè÷åíèè, íî íå ëåæèò â àëãåáðå. Ôóíêöèÿ F = exp(x2

1+. . .+x2
n)

ïîäîéäåò. Î÷åâèäíî, ÷òî îíà ñòàíîâèòñ áîëüøå ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà. Òå-
ïåðü ïóñòü U � îãðàíè÷åííîå è îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ φ ∈ C∞ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, ðàâíàÿ 1 íà U . Òîãäà φf ëåæèò â
àëãåáðå è ñîâïàäàåò ñ f íà U . Çíà÷èò, àëãåáðà � íå ïîëíàÿ.

3.7. à) ïîëíà, b) íå ïîëíà, c) ïîëíà.

3.8. Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì, ÷òî µ íåïðåðûâíà. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,
÷òî ïðîîáðàç ýëåìåíòà ïðåäáàçû îòêðûò, ýëåìåíòû ïðåäáàçû � ýòî ïðî-
îáðàçû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ïðè îòîáðàæåíèÿõ âèäà τ(f̃), ãäå f̃ ∈ F|A.
Òî åñòü, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî f̃ ∈ F|A îòîáðàæåíèå
τ(f̃) ◦ µ íåïðåðûâíî. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî ó ëþáîé òî÷êè èç A åñòü
îêðåñòíîñòü U , òàêàÿ, ÷òî (τ(f̃)◦µ)|U íåïðåðûâíî. Â êà÷åñòâå U âîçüìåì
òàêóþ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé f̃ ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé τ(f) ∈ τ(F), òîãäà
äëÿ x ∈ U

(τ(f̃) ◦ µ)(x) = τ(f̃)(µ(x)) = µ(x)(f̃) = f̃(x) = τ(f)(x).

Òî åñòü
(τ(f̃) ◦ µ)|U = τ(f)|U,

à τ(f) íåïðåðûâíà.
Âî-âòîðûõ, äîêàæåì, ÷òî µ èíúåêòèâíà. Äîïóñòèì, ÷òî

µ(a) = µ(b)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî f ∈ F

a(f) = τ(f)(a) = f |A(a) = µ(a)(f |A) = µ(b)(f |A) = f |A(b) = τ(f)(a) = b(f).

Òî åñòü a = b.
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Íàêîíåö, äîêàæåì, ÷òî îáðàç îòêðûòîãî îòêðûò. Òàê êàê µ èíúåê-
òèâíî, òî âçÿòèå îáðàçà "óâàæàåò"îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ,
ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçûâàòü äëÿ ýëåìåíòîâ ïðåäáàçû, òî åñòü ýëå-
ìåíòîâ âèäà (τ(f))−1(U) ∩ A, ãäå f ∈ F, à U îòêðûòî â K. Çàìåòèì,
÷òî

τ(f)|A(x) = f |A(x) = µ(x)(f |A) = τ(f |A)(µ(x)) = (τ(f |A) ◦ µ)(x).

Çíà÷èò,

µ((τ(f))−1(U) ∩ A) = µ((τ(f)|A)−1(U)) = µ((τ(f)|A) ◦ µ)−1(U)) =

= µ(µ−1(τ(f |A)−1(U))) = (f |A)−1(U) ∩ Imµ.

Òàê êàê f |A íåïðåðûâíî, òî (f |A)−1(U) îòêðûòî â |F|A|, ïîýòîìó ìíîæå-
ñòâî (f |A)−1(U) ∩ Imµ îòêðûòî â Imµ.

3.10. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ρA â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì. Èíúåêòèâíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè äâà ìíîãî÷ëåíà
ñîâïàäàþò íà áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå, ÷òî îíè ðàâíû. Äîêàæåì ñþðúåê-
òèâíîñòü. Ïóñòü f ∈ R[x]|R>0 , äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà p ∈ R[x] îáîçíà-
÷èì

Ap := {r ∈ R>0 | ∃ε > 0 f |(r−ε,r+ε) = p|(r−ε,r+ε)}.

Ýòè ìíîæåñòâà ïî îïðåäåëåíèþ îòêðûòû, îíè ïîêðûâàþò âñå R>0, òàê
êàê f ∈ R[x]|R>0 , è íå ïåðåñåêàþòñÿ, òàê êàê äâà ðàçíûõ ìíîãî÷ëåíà íå
ìîãóò ñîâïàäàòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè. Òàê êàê R>0 ñâÿçíî, òî îäíî èç
ýòèõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñî âñåì R>0. Òî åñòü f ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì
ìíîãî÷ëåíîì è ëåæèò â ImρA.

Òàêèì îáðàçîì ýëåìåíòû R[x]|R>0 ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ ìíîãî÷ëå-
íàìè. Ýëåìåíòû èç Imµ âû÷èñëÿþò çíà÷åíèÿ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ â òî÷êàõ
èç R>0. Íî â |R[x]|R>0| åñòü åùå ýëåìåíòû, êîòîðûå âû÷èñëÿþò çíà÷åíèÿ
ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ â òî÷êàõ èç R≤0, ïîýòîìó µ íå ñþðúåêòèâíî.

3.12. Ñì. ïðåäëîæåíèå 3.34, [1], ñòð. 53.

3.13. i) C∞(Rn);
ii) Èñïîëüçóÿ ôóíêöèè ±x+ |x|, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãëàäêàÿ îáîëî÷-

êà ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ÷üè ñóæåíèÿ íà ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëü-
íûé ëó÷è ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.

3.14. Ñì. ïðåäëîæåíèå 9.15, [1], ñòð. 139.
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3.15. Çàìåòèì, ÷òî äâîéñòâåííûé ãîìîìîðôèçì |i| ê èçîìîðôèçìó
i : F1 → F2 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó êîððåêòíî ñêàçàòü, ÷òî
óñëîâèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà f1, . . . , fk ∈ F1 è g ∈ C∞(Rk) íàéäåò-
ñÿ ýëåìåíò f ∈ F1, òàêîé, ÷òî f(a) = g(f1(a), . . . , fk(a)) äëÿ ëþáîãî
a ∈ |F1| ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà i(f1), . . . , i(fk) ∈ F2

è g ∈ C∞(Rk) íàéäåòñÿ i(f) ∈ F2, òàêîé, ÷òî

i(f(|i|−1a)) = g(i(f1(|i|−1a)), . . . i(fk(|i|−1a))).

Ïîñêîëüêó i, |i| � èçîìîðôèçìû, âòîðîå óñëîâèå ïðîñòî ÿâëÿåòñÿ óñëîâè-
åì C∞-çàìêíóòîñòè F2.

3.20. Íàì íóæíî ñîïîñòàâèòü êàæäîìó ýëåìåíòó f
g
∈ S−1A ïàðó

(U, f), ãäå U� îêðåñòíîñòü x0 è f ∈ C∞(U), g(x0) 6= 0, ïîýòîìó ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U , ÷òî 0 /∈ g(U). Íî òîãäà f(x)/g(x) áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìî â ëþáîé òî÷êå x0 ∈ U , òàê êàê f, g ∈ C∞(Rn), è ó x0

ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü (U , íàïðèìåð), â êîòîðîé g(x) 6= 0. Ïðî-
âåðèì, ÷òî åñëè f1

g1
= f2

g2
, òî (U1, f1(x)/g1(x)) ∼ (U2, f2(x)/g2(x)). Â ñàìîì

äåëå, ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåíñòâà äðîáåé ñóùåñòâóåò òàêàÿ h ∈ S, ÷òî

h(x)(f1(x)g2(x)− g1(x)f2(x)) = 0

Íî h(x) 6= 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè x0, ïîýòîìó f1(x)g2(x) −
g1(x)f2(x) = 0 â V , íî â W = V ∩ U1 ∩ U2 ⊆ U1 ∩ U2 ôóíêöèè g1 è g2 íå
çàíóëÿþòñÿ, ïîýòîìó â W

f1(x)

g1(x)
=
f2(x)

g2(x)
,

à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî (U1, f1(x)/g1(x)) ∼ (U2, f2(x)/g2(x)).
Äîêàæåì ñþðüåêòèâíîñòü. Ïóñòü (U, f) � ïðåäñòàâèòåëü êàêîãî-òî

ðîñòêà ôóíêöèé â òî÷êå x0. Èç íîðìàëüíîñòè Rn ñëåäóåò, ÷òî â U åñòü
îêðåñòíîñòè V1 è V2 òî÷êè x0, òàêèå, ÷òî

V1 ⊆ ClV1 ⊆ V2 ⊆ ClV2 ⊆ U

Âîçüìåì ãëàäêóþ ôóíêöèþ Óðûñîíà h, òàêóþ, ÷òî h(ClV1) = {1} è
h(Rn \ V2) = {0}. Òîãäà hf îïðåäåëåíà íà âñåì Rn (ïîòîìó ÷òî, êîãäà
ìû ïîäîøëè ê ãðàíèöå U , îíà óæå äàâíî çàíóëèëàñü) è (U, f) ∼ (V1, hf)
òàê êàê hf |V1 = f |V1 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ðîñòêà, ïðåäñòàâëåí-
íîãî (U, f), ìû íàøëè hf

1
∈ S−1A , êîòîðûé â íåãî ïåðåõîäèò.
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Èíúåêòèâíîñòü. Ïóñòü (U1, f1(x)/g1(x)) ∼ (U2, f2(x)/g2(x)). Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî f1(x)g2(x)− g1(x)f2(x) = 0 â íåêîòîðîì W ⊆ U1 ∩U2. Âûáåðåì â
W òàêóþ îêðåñòíîñòü V òî÷êè x0, ÷òî ClV ⊆ W . Îïðåäåëèì h ∈ C∞(Rn)
êàê ãëàäêóþ ôóíêöèþ Óðûñîíà, òàêóþ, ÷òî h|V = 1 è h|Rn\W = 0. Òîãäà
h(x0) = 1, òàê êàê x0 ∈ V è h(x)(f1(x)g2(x)− g1(x)f2(x)) = 0 íà âñåì Rn,
òî åñòü f1

g1
= f2

g2
.

3.27. Îáîçíà÷èì çà h ãëàäêóþ ôóíêöèþ, ðàâíóþ íóëþ íà îòðåçêå [0; 1
2
]

è åäèíèöå â åäèíèöå. Åå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ãëàäêîé ôóíêöèè h0, ðàâíîé
íóëþ íà îòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ è e−

1
x íà ïîëîæèòåëüíûõ ñî ñäâèãîì íà

1
2
è óìíîæåíèåì íà êàêîå-òî ÷èñëî.
Îòïðàâèìñÿ èç A = {f : f(x + 1) = f(x)} â B = C∞(R2)|S1 . Ïóñòü ó

íàñ åñòü ôóíêöèÿ èç f â A. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g, òàêóþ, ÷òî

g(r cosφ, r sinφ) = f(
φ

2π
)h(r), g(0, 0) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ f âûðàæåíèå ñïðàâà íå çàâèñèò îò òîãî,
êàêîå èìåííî ÷èñëî ìû âûáðàëè â êà÷åñòâå àðãóìåíòà φ: îò ïðèáàâëåíèÿ
2π íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ h âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ g ðàâ-
íà íóëþ â îêðåñòíîñòè íóëÿ U . Âíå U ó ëþáîé òî÷êè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îêðåñòíîñòü, ÷òî ïåðåõîä îò x, y ê r, φ ãëàäêèé. Òàêèì îáðàçîì, g ïîëó-
÷àåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé. Òåïåðü ñîïîñòàâèì ôóíêöèè f ôóíêöèþ g|S1

èç B. Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøååñÿ îòîáðàæåíèå çà χ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî χ
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð.

Îáðàòíî îòïðàâèòüñÿ ëåã÷å: ñîïîñòàâëÿåì g èç B ôóíêöèþ f èç A,
òàêóþ, ÷òî f(t) = g(cos 2πt, sin 2πt). Îáîçíà÷èì ýòîò ãîìîìîðôèçì çà τ .
Î÷åâèäíî, ÷òî τ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð.

Ïîñ÷èòàåì, ÷åìó ðàâíî χ(τ(g)). Ïèøåì:
χ(τ(g))(r cosφ, r sinφ) = τ(g)( φ

2π
)h(r) = g(cosφ, sinφ)h(r).

Íàñ èíòåðåñóþò ñóæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé íà S1, òî åñòü r = 1. Ïîëó÷à-
åòñÿ χ(τ(g))(cosφ, sinφ) = g(cosφ, sinφ)h(1) = g(cosφ, sinφ). Îíè ðàâíû.

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì τ(χ(f)). Ñ÷èòàåì çíà÷åíèå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå t:
τ(χ(f))(t) = χ(f)(cos 2πt, sin 2πt) = f(t)h(1) = f(t).

Çíà÷èò, τ è χ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè ãîìîìîðôèçìàìè àëãåáð.
Òî åñòü A è B èçîìîðôíû.

3.28. N � ãëàäêîå, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå ρ : F → FN � ñþðúåêöèÿ. Íî
FN ãåîìåòðè÷åñêàÿ, è ïîýòîìó

f |N = 0⇔ ∀a ∈ N : f(a) = 0⇔ f ∈ AN
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Òî åñòü, Ker ρ = AN , è ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå F/AN = FN .
3.29. Ñì. ëåììû 4.16, [1], ñòð. 66.

3.30. Ñì. ñëåäñòâèå 2.9, [1], ñòð.32.

3.31. Äåéñòâèòåëüíî, f(x) =
∫ 1

0
d
dt
f(tx)dt =

∫ 1

0
xf ′(tx)dt = x

∫ 1

0
f ′(tx)dt.

Çíà÷èò, f(x)
x

=
∫ 1

0
f ′(tx)dt.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ g(x, t) àâòî-
ìàòè÷åñêè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðàâèëà Ëåéáíèöà: g(x, t) è åå ïðîèç-
âîäíàÿ g′x íåïðåðûâíû íà ëþáîì ïðÿìîóãîëüíèêå. Ïîýòîìó

d

dx
(

∫ 1

0

g(x, t)dt) =

∫ 1

0

g′x(x, t)dt.

Îòñþäà ïî èíäóêöèè ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî åñëè g(x, t) ãëàäêàÿ, òî è h(x) =∫ 1

0
g(x, t)dt ãëàäêàÿ.

Ïðèìåíèì ýòîò ðåçóëüòàò ê g(x, t) = f ′(tx) è ïîëó÷èì, ÷òî f(x)
x

ãëàä-
êàÿ.

3.32. Ñì. ëåììó 2.11, [1], ñòð. 33.

3.36. Ñì. ëåììà 4.29, [1], ñòð. 74.

3.38. Ñì. ïðåäëîæåíèå 4.28, [1], ñòð. 72.

3.41. Ïî óñëîâèþ |F| = M� ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, N� ãëàäêîå ïîä-
ìíîãîîáðàçèå, òî åñòü FN = F|N ãëàäêàÿ R-àëãåáðà. Àâòîìàòè÷åñêè ìû
ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì îãðàíè÷åíèÿ ρN : F → FN = F|N .

Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî i : N ↪→ M ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæå-
íèåì, òî åñòü îíî ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ê íåêîòîðîìó ãîìîìîðôèçìó
àëãåáð F è FN , ρN ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì êàíäèäàòîì, |ρN | : N → M . È i
ïîäõîäèò: i(x)(f) = x ◦ ρN(f), ãäå x ∈ N, f ∈ F .

3.42. Ìîæíî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Âî-ïåðâûõ,
íàì íóæíû àëãåáðû:

a) äëÿ C íàì íóæíû òîëüêî òå ôóíêöèè, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà-
÷åíèÿ â R, è îíè äîëæíû áûòü ãëàäêèìè ïî äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé
÷àñòè ÷èñëà èç C. Ýòó àëãåáðó îáîçíà÷èì F .

b) äëÿ S1 íàì íóæíû ãëàäêèå ôóíêöèè, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷å-
íèÿ â R. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòà ñîâîêóïíîñòü áóäåò àëãåáðîé ãëàäêèõ
ôóíêöèé ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ 2π. Îáîçíà÷èì åå FS1 .

Òåïåðü âîçüìåì àíàëîã ρN :

38

ρ : F → FS1 , ρ(f)(ϕ) = f(ei(ϕmod 2π)). Â òàêîì ñëó÷àå i ÿâëÿåòñÿ äâîé-
ñòâåííûì ê ρ, òàê êàê ϕ(f) 7→ ϕ ◦ ρ(f). À çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
îòîáðàæåíèåì.
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4 Ìîäóëè

Ìîäóëü HomK(P,Q). Ðàññìîòðèì äâà K-ìîäóëÿ P,Q. Îòîáðàæåíèå f :
P → Q íàçûâàåòñÿ K-ãîìîìîðôèçìîì, åñëè

f(p+ p′) = f(p) + f(p′),

f(kp) = kf(p), ∀p, p′ ∈ P, k ∈ K.
ßñíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ ãîìîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Â ñëó-
÷àå, êîãäà K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì K-ãîìîìîðôèçì åñòü ëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå âåêîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ìíîæåñòâî K-ãîìîìîðôèçìîâ îáîçíà÷àåòñÿ
HomK(P,Q). Åñëè f ∈ HomK(P,Q) è k ∈ K ìîæíî îïðåäåëèòü äåéñòâèå
ýëåìåíòà íà f ïî ïðàâèëó

(kf)(p) = k(f(p)),

è ñóììó ãîìîìîðôèçìîâ

(f + f ′)(p) = f(p) + f(p′).

Ýòî îïðåäåëåíèå çàäàåò ñòðóêòóðó K-ìîäóëÿ íà HomK(P,Q). Êîëüöî K
ñàìî ÿâëÿåòñÿ K-ìîäóëåì è ìîæíî ãîâîðèòü î K-ìîäóëå HomK(K,P ).
Äâîéñòâåííûì ìîäóëåì ê ìîäóëþ P íàçûâàåòñÿ ìîäóëü P ∗ = HomK(P,K).
Ãîìîìîðôèçì f ∈ HomK(P,Q) íàçûâàåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, åñëè îí ñþðú-
åêòèâåí è èçîìîðôèçìîì, åñëè îí ïðè ýòîì èíúåêòèâåí. Ýëåìåíòû ìî-
äóëÿ HomK(P, P ) íàçûâàþòñÿ ýíäîìîðôèçìàìè

EndKP = HomK(P, P ).

Ïîäìíîæåñòâî P ′ ⊂ P íàçûâàåòñÿ ïîäìîäóëåì, åñëè îíî çàìêíóòî îòíî-
ñèòåëüíî ñëîæåíèÿ P ′ + P ′ ⊂ P ′ è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
êîëüöà KP ′ ⊂ P ′. Â ýòîì ñëó÷àå ôàêòîð ïðîñòðàíñòâî P/P ′ òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ K-ìîäóëåì.
Ïðàâîå óìíîæåíèå. ÍàK-ìîäóëå HomK(P,Q) ïîìèìî îïèñàííîãî äåé-
ñòâèÿ êîëüöà K, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ëåâûì óìíîæåíèåì, ìîæíî ââåñòè
ñòðóêòóðó ïðàâîãî óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû k ∈ K, à èìåííî

(k+f)(p) = f(kp).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî HomK(P,Q) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðà-

âûé ìîäóëü, îí îáîçíà÷àåòñÿ Hom+
K(P,Q), èëè êàê áèìîäóëü Hom

(+)
K (P,Q),

åñëè ðàññìàòðèâàòü ñðàçó îáå ìîäóëüíûå ñòðóêòóðû.
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Ñóììà ìîäóëåé. Ïóñòü äàíû äâà ìîäóëÿ P è Q. Íà äåêàðòîâîì ïðîèç-
âåäåíèè P×Q ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó K-ìîäóëÿ ïî ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ

(p, q) + (p′, q′) = (p+ p′, q + q′),

k(p, q) = (kp, kq).

Ýòîò ìîäóëü îáîçíà÷àåòñÿ P ⊕Q è íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ìîäóëåé.
Ñâîáîäíûé ìîäóëü. Ìîäóëü P íàä êîëüöîì K íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì,
åñëè îí ëèáî ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, ëèáî îáëàäàåò áàçèñîì, ò.å. íåïóñòîé ñè-
ñòåìîé S ýëåìåíòîâ e1, . . . , ei, . . . , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé
è ïîðîæäàåò P ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè. Ìîäóëü

Kn = K ⊕ · · · ⊕K

ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ íàáîð ýëåìåí-
òîâ, ïîðîæäàþùèé åãî ñâîèìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè, íàçûâàåòñÿ
ïîðîæäàþùèì.
Ïðîåêòèâíûé ìîäóëü. K-ìîäóëü P íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîé ìîäóëü P ′, ÷òî P ⊕ P ′ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì.
Òåíçîðíàÿ àëãåáðà. ÐàññìîòðèìA-ìîäóëü P . Ïðÿìàÿ ñóììà ïðîñòðàíñòâ,
ñ îïåðàöèåé òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ

T (P ) = T 0(P )⊕ T 1(P )⊕ T 2(P )⊕ · · · = A⊕ P ⊕ (P ⊗A P )⊕ . . .

íàçûâàåòñÿòåíçîðíîé àëãåáðîé. Ïðîôàêòîðèçóåì òåíçîðíóþ àëãåáðó T (P )
ïî åå äâóñòîðîííåìó èäåàëó P−, ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòàìè âèäà a⊗ b−
b⊗ a, a, b ∈ P . Ïîëó÷àþùååñÿ ïðîñòðàíñòâî S(P ) = T (P )/P− íàçûâàåòñÿ
ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðîé. Åñëè òåíçîðíóþ àëãåáðó ïðîôàêòîðèçîâàòü
ïî èäåàëó P+, ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòàìè âèäà a⊗ b + b⊗ a, a, b ∈ P , òî
âîçíèêíåò âíåøíÿÿ àëãåáðà

∧
(P ).

Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäó-
ëåé Pi è èõ ãîìîìîðôèçìîâ

· · · πk−2→ Pk−1
πk−1→ Pk

πk→ Pk+1
πk+1→ . . .

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüòî÷íà â k-ì ÷ëåíå, åñëè Imπk−1 = Kerπk+1.

4.1. Äîêàæèòå èçîìîðôèçì K-ìîäóëåé

(a) HomK(K,P ) ∼= P ;
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(b) W ⊗K V ∗ ∼= HomK(V,W ).

4.2. Äîêàæèòå, ÷òî SpecK(S(V ∗)) ∼= V .

4.3. Äîêàæèòå èçîìîðôèçì

(a) R-ìîäóëåé R[x] ∼= S(R∗)
(b) K[x1, . . . xn] ∼= S(V ), ãäå K � ïîëå è n = dimV .

4.4. Ðàññìîòðèì èäåàë àëãåáðû ôóíêöèé âèäà µz = {f ∈ A|f(z) = 0}.
Äîêàæèòå èçîìîðôèçì R-ìîäóëåé

(a) C∞(Rn)/µz ∼= R;
(b) C∞(Rn)/µ2

z
∼= Rn+1;

(c) C∞(Rn)/µz1µz2
∼= R2, ãäå z1 6= z2.

4.5. Ïóñòü V � R-âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Çàäàéòå íà V ñòðóêòóðó
R[x]-ìîäóëÿ.

4.6. Ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G â k-âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâà-
åòñÿ ãîìîìîðôèçì ãðóïïû

ϕ : G→ EndkV.

Ïîêàæèòå, ÷òî çàäàòü ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû îçíà÷àåò çàäàòü ñòðóê-
òóðó k[G]-ìîäóëÿ íà V . Çäåñü k[G] � êîëüöî ôèíèòíûõ ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ ãðóïïû ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ k.

4.7. Ðóññìîòðèì K-àëãåáðó A, ϕ : K → A, k 7→ k1A, âëîæåíèå êîíñòàíò
è P � A-ìîäóëü. Äîêàæèòå, äåéñòâèå

kp = ϕ(k)p

çàäàåò íà B ñòðóêòóðó K-ìîäóëÿ.

4.8. Äîêàæèòå, ÷òî EndKP ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé óíèòàðíîé K-àë-
ãåáðîé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ýíäîìîðôèçìîâ.

4.9. Ïóñòü P,Q � K-ìîäóëè, f ∈ HomK(P,Q). Äîêàæèòå, ÷òî
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(a) ÿäðî Kerf = {p ∈ P |f(p) = 0} è îáðàç imf = {q ∈ Q|∃p ∈ P :
q = f(p)};

(b) P/Kerf ∼= imf .

4.10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà p1, . . . , pn ýëåìåíòîâ K-
ìîäóëÿ P ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì f : Kn → P ,
êîòîðûé íà çàäàííîì íàáîðå e1, . . . , en îáðàçóþùèõ ñâîáîäíîãî ìî-
äóëÿ Kn çàäàí ïî ïðàâèëó f(ei) = pi.

4.11. Ëþáîé K-ìîäóëü P ñ n îáðàçóþùèìè ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì ñâîáîä-
íîãî ìîäóëÿ Kn.

4.12. Äîêàæèòå îñíîâíûå ñâîéñòâà òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé K-ìîäóëåé

(a) P ⊗K (Q⊗K R) ∼= (P ⊗K Q)⊗K R,
(b) K ⊗K Q ∼= Q⊗K K ∼= Q,

(c) P ⊗K (Q⊕R) ∼= (P ⊗K Q)⊕ (P ⊗K R),

(d) (P ⊕Q)⊗K R ∼= (P ⊗K R)⊕ (Q⊗K R),

(e) HomK(P ⊗K Q,R) ∼= HomK(P,HomK(Q,R)).

4.13. Äîêàæèòå, ÷òî K-ìîäóëü P ïðîåêòèâíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà

(a) äëÿ ëþáûõ K-ìîäóëåé M,M ′ è ïðîèçâîëüíûõ ãîìîìîðôèçìà
f ∈ HomK(P,M ′) è ýïèìîðôèçìà h : M → M ′ ñóùåñòâóåò
ãîìîìîðôèçì f ′ ∈ HomK(P,M), òàêîé ÷òî h ◦ f ′ = f ;

(b) äëÿ ëþáûõ K-ìîäóëåé M,M ′ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→M ′ i→ P
π→M → 0

ðàñùåïëÿåòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì j : M → P òàêîé
÷òî π ◦ j = idM ;

(c) èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0→ R→ S → T → 0

ñëåäóåò òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0→ HomK(P,R)→ HomK(P, S)→ HomK(P, T )→ 0.
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4.14. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ñâîáîäíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì, íî
îáðàòíîå íå âåðíî.

4.15. Äîêàæèòå, ÷òî µx ⊂ C∞(R) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì C∞(R)-ìîäóëåì.
Âåðíî ëè ýòî äëÿ ñëó÷àÿ Rn?

4.16. Äîêàæèòå, ÷òî µx ⊂ C∞(S1) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì C∞(S1)-ìîäóëåì.

4.17. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêòîð çàìåíû êîëåö ñîõðàíÿåò ïðîåêòèâíîñòü.

4.18. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâ-
íûì ìîäóëåì.

4.19. Ìîäóëü HomA(P,Q) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè P è Q ïðîåêòèâ-
íû. Îí êîíå÷íî ïîðîæäåí, åñëè P è Q êîíå÷íî ïîðîæäåíû.

4.20. Ïðîåêòèâíûé ìîäóëü êîíå÷íîãî òèïà èçîìîðôåí ïðÿìîìó ñëàãàå-
ìîìó íåêîòîðîãî ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ êîíå÷íîãî òèïà.

4.21. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîåêòèâíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì íåêî-
òîðãî ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè îí åãî ïðÿìûì ñëàãàåìûì.

4.22. Íàä ïîëåì âñå ìîäóëè ñâîáîäíû, è, çíà÷èò, ïðîåêòèâíû.

4.23. Íàä Z âñå ìîäóëè ñâîáîäíû.

4.24. Ðàññìîòðèì Z êàê ìîäóëü íàä Z ⊕ Z ñ óìíîæåíèåì (a, b) · x = ax.
Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ìîäóëü ïðîåêòèâåí, íî íå ñâîáîäåí.

4.25. Îïèøèòå ïðîåêòèâíûå ìîäóëè íàä êîëüöàìè âû÷åòîâ Z/mZ è íàä
êîëüöîì ìàòðèö.

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ.

4.1. (a) HomK(K,P ) ≡ P . Ýòî î÷åâèäíî, f 7→ f(1) � èçîìîðôèçì.
(b) P⊗KV ∗ ≡ Hom(V, P ). Ïî îïðåäåëåíèþ P⊗KV ∗ � ýòî ïðîñòðàíñòâî

< P × V ∗ >, ïðîôàêòîðèçîâàííîå ïî ïîäïðîñòðàíñòâó S, ïîðîæäåííîìó
âåêòîðàìè âèäà (a+b, x)−(a, x)−(b, x); (ka, x)−k(a, x); (a, x+y)−(a, x)−
(a, y); (a, kx)−k(a, x). Ðàññìîòðèì i :< P ×V ∗ >→ Hom(V, P ), òàêîå, ÷òî

i((x, f)) = (v 7→ f(v)x)
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Çàìåòèì, ÷òî ýòî ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé, ïðè÷åì S ⊂ Ker i. Åñëè ìû
äîêàæåì, ÷òî Ker i ⊂ S, òî çàäà÷à áóäåò ñëåäîâàòü èç òåîðåìû î ãîìî-
ìîðôèçìå. Ïóñòü

0 = i(k1(x1, f1) + . . . kn(xn, fn)) = (v 7→
n∑
i=1

kifi(v)xi)

Òî åñòü, äëÿ ëþáîãî v
n∑
i=1

kifi(v)xi = 0

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè ïî n, ÷òî òîãäà ýòîò âåêòîð ëåæèò â S. Áàçà n = 1
î÷åâèäíà. Ïåðåõîä: n 7→ n+ 1. Âîçüìåì v0 ∈ V è íàïèøåì:

kn+1fn+1(v0)xn+1 = −
n∑
i=1

kifi(v0)xi

Òî åñòü,

0 = fn+1(v0)(
n+1∑
i=1

kifi(v)xi) =
n∑
i=1

ki(fn+1(v0)fi(v)− fi(v0)fn+1(v))xi,

ïðîîáðàç êîòîðîãî òîãäà ëåæèò â S ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Çàìå-
òèì, ÷òî ìû ìîæåì âçÿòü ëþáîé èíäåêñ i âìåñòî n + 1 è ëþáîå v0. Òî
åñòü ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

fi(v0)(k1(x1, f1) + . . . kn+1(xn+1, fn+1))

ëåæèò â S äëÿ âñåõ i è v0. Åñëè êîëüöî K � õîðîøåå (åâêëèäîâî èëè òåëî,
íàïðèìåð), òî çàäà÷à ñëåäóåò.

4.4. a) C∞(M) = R⊕ µz, f = f(z) + (f − f(z)).
b) Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ êàðòó U , ñîäåðæàùóþ òî÷êó z, è äîêà-

æåì óòâåðæäåíèå äëÿ C∞(U). Íà ñëó÷àé âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ ðåçóëüòàò
ïðîäîëæàåòñÿ ñòàíäàðòíûìè àðãóìåíòàìè.

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ U çàäàäèì îòîáðàæåíèå C∞(U)→ Rn+1

f 7→ (f(z),
∂f

∂x1

(z), . . . ,
∂f

∂xn
(z)).
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Ñþðúåêòèâíîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ î÷åâèäíà. Ïî ëåììå Àäàìàðà ÿäðî
ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñîñòîèò ðîâíî èç ôóíêöèé, â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ
èìåþùèå âèä

f(x) =
n∑

i,j=1

(xi − zi)(xj − zj)gij(x),

êîòîðûå, î÷åâèäíî, ëåæàò â µ2
z.

c) Ðàññìîòðèì äâå íå ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè U1, U2 òî÷åê z1, z2

è ðàçáèåíèå åäèíèöû h1 + h2 = 1, h1,2 = 0 íà U1,2 è h1,2 = 1 íà U2,1. Ðàñ-
ñìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : C∞(U) → R2, f 7→ (f(z1), f(z2)). Ñþðúåêòèâ-
íîñòü ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçáèåíèÿ åäèíèöû: ϕ(ah1+bh2) = (a, b).
Ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç ÿäðà f(z1) = f(z2) = 0 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé f = fh1+fh2,
ãäå fhi ∈ µz1µz2 .

4.5. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A : V → V . Òîãäà
ïóñòü (a0 +a1x+ . . .+anx

n)v = a0v+a1Av+ . . .+anA
nv, ãäå v ∈ V . Òàêèì

îáðàçîì, ìû çàäàëè óìíîæåíèå âåêòîðîâ èç V íà ìíîãî÷ëåíû èç R[x].

4.6. Ãîìîìîðôèçì ϕ : G → EndkV ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà
k[G] → EndkV î÷åâèäíûì îáðàçîì:

∑
aigi 7→

∑
aiϕ(gi). Îáðàòíî, ãîìî-

ìîðôèçì k[G] → EndkV ìîæíî ñóçèòü íà G. Ïîýòîìó çàäàòü ïðåäñòàâ-
ëåíèå ãðóïïû G � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî çàäàòü ãîìîìîðôèçì ψ : k[G] →
EndkV . Ïîíÿòíî, ÷òî çàäàòü òàêîé ãîìîìîðôèçì � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî
çàäàòü ñòðóêòóðó k[G]�ìîäóëÿ íà V . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè åñòü ãîìîìîð-
ôèçì ψ, òî ñòðóêòóðà k[G]�ìîäóëÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü
a ∈ k[G], b ∈ V , òîãäà ab = ψ(a)(b). Îáðàòíî âåðíî òî æå ñàìîå: åñëè
ìû çíàåì, êàê óñòðîåíî óìíîæåíèå íà ýëåìåíò èç k[G], òî óìíîæåíèå
íà ýòîò ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì èç EndkV . Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì k[G] → EndkV , êîòîðûé êàæäîìó ýëåìåíòó ñî-
ïîñòàâëÿåò óìíîæåíèå íà íåãî.

4.7. Ïðîâåðèì ïî îïðåäåëåíèþ. Âî-ïåðâûõ, P ïî ñëîæåíèþ êàê áûë
àáåëåâîé ãðóïïîé, òàê è îñòàëñÿ. Âî-âòîðûõ,

k(a+ b) = φ(k)(a+ b) = φ(k)(a) + φ(k)(b) = ka+ kb

(k + s)a = φ(k + s)a = (φ(k) + φ(s))a = φ(k)a+ φ(s)a = ka+ sa.

Â-òðåòüèõ,

k(sa) = φ(k)(φ(s)a) = (φ(k)φ(s))a = (ks)a

1a = φ(1)a = 1Aa = a.
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4.10. Ïóñòü

x ∈ Kn, x =
n∑
i=1

xiei

Òîãäà ïî ëèíåéíîñòè f(x) íåîáõîäèìî ðàâåí
n∑
i=1

xipi, à òàêîå îòîáðàæåíèå

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, òàê êàê

f(
n∑
i=1

xiei +
n∑
i=1

yiei) = f(
n∑
i=1

(xi + yi)ei) =
n∑
i=1

(xi + yi)pi =

=
n∑
i=1

xipi +
n∑
i=1

yipi = f(
n∑
i=1

xiei) + f(
n∑
i=1

yiei)

è

f(λ
n∑
i=1

xiei) = f(f(
n∑
i=1

λxiei)) =
n∑
i=1

λxipi = λ
n∑
i=1

xipi = λf(
n∑
i=1

xiei)

4.11. Åñëè e1, . . . , en îáðàçóþùèå K-ìîäóëÿ P , òî çàäàí ãîìîìîðôèçì
ϕ : Kn → P , (k1, . . . , kn) 7→ k1e1 + · · · + knen. Òîãäà P = Imϕ è P =
Kn/Kerϕ.

4.13. Äîêàæåì, ÷òî èç (à) ñëåäóåò (ñ). Ïóñòü ó íàñ åñòü òî÷íàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü.

0 −−−→ R
i−−−→ S

π−−−→ T −−−→ 0.

Äîêàæåì òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −−−→ Hom(P,R)
i∗−−−→ Hom(P, S)

π∗−−−→ Hom(P, T ) −−−→ 0.

Âî-ïåðâûõ, i∗ èíúåêòèâíî, äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü i∗(f) = i∗(g) òî åñòü
i(f(x)) = i(g(x)) äëÿ ëþáîãî x ∈ P , òîãäà, òàê êàê i èíúåêòèâíî, f(x) =
g(x), òî åñòü f = g.

Âî-âòîðûõ, Kerπ∗ = Imi∗. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f ∈ Hom(P, S), òîãäà
f ∈ Kerπ∗ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî π ◦f = 0, ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî Im f ⊆
Ker π = Im i, â ñèëó èíúåêòèâíîñòè i ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî f = i ◦ g
äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ Hom(P,R), à ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî f ∈ Imi∗.

Íàêîíåö, äîêàæåì, ÷òî π∗ ñþðúåêòèâíî. Ïóñòü f ∈ Hom(P, T ), òàê
êàê π ñþðúåêòèâíî, òî èç (à) ñëåäóåò, ÷òî f = π ◦ g äëÿ íåêîòîðîãî
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g ∈ Hom(P, S), à ýòî êàê ðàç òî, ÷òî íàì íóæíî. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî èç
(c) ñëåäóåò (b). Ïóñòü äàíà òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −−−→ M ′ i−−−→ M
π−−−→ P −−−→ 0.

Òîãäà òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −−−→ Hom(P,M ′)
i∗−−−→ Hom(P,M)

π∗−−−→ Hom(P, P ) −−−→ 0.

Òîãäà îòîáðàæåíèå π∗ ñþðúåêòèâíî, çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà
j ∈ Hom(P,M) âûïîëíåíî π∗(j) = id, òî åñòü π ◦ j = id.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî èç (b) ñëåäóåò, ÷òî P ïðîåêòèâíûé. Ïóñòü KP �
ñâîáîäíûé ìîäóëü, îáðàçóþùèå êîòîðîãî çàèíäåêñèðîâàíû ýëåìåíòàìè
P , è ïóñòü π : KP → P � ãîìîìîðôèçì, êîòîðûé îòïðàâëÿåò îáðàçóþ-
ùóþ â åå èíäåêñ, òàêîé ãîìîìîðôèçì áóäåò ñþðúåêòèâåí. Ðàññìîòðèì
êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −−−→ Ker π
i−−−→ KP π−−−→ P −−−→ 0.

Èç (b) ñëåäóåò, ÷òî π ◦ j = id äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ Hom(P,KP ). Òîãäà
ëþáîé ýëåìåíòKP ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå i(x)+i(y), äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
z ∈ KP , òîãäà

z = (z − j(π(z))) + j(π(z)),

ãäå j(π(z)) ∈ Imj, à z − j(π(z)) ∈ Im i = Kerπ, òàê êàê

π(z − j(π(z))) = π(z)− π(z) = 0.

Ïðè÷åì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî, òàê êàê åñëè

i(x1) + i(y1) = i(x2) + i(y2),

òî

y1 = π(j(y1)) = π(i(x1) + i(y1)) = π(i(x2) + i(y2)) = π(j(y2)) = ytc,

à çíà÷èò, i(x1) = i(x2) è x1 = x2. Çíà÷èò, K
P ' Im i ⊕ Im j ' Ker π ⊕ P .

Òî åñòü P ïðîåêòèâíûé.
Íàêîíåö äîêàæåì, ÷òî èç ïðîåêòèâíîñòè P ñëåäóåò (à). Äëÿ íà÷àëà

ðàçáåðåì ñëó÷àé, êîãäà P = KS � ñâîáîäíûé, ñ áàçèñîì {xs}s∈S. Òàê êàê
h ñþðúåêòèâíî, ìû ìîæåò äëÿ êàæäîãî s ∈ S âûáðàòü ys ∈ M , òàêîé,
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÷òî h(ys) = f(xs). Ïîñòðîèì f ′ òàê, ÷òîáû f(xs) = ys äëÿ êàæäîãî s ∈ S,
òîãäà f ñîâïàäàåò ñ h ◦ f ′ íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ, à çíà÷èò, è íà âñåõ
îñòàëüíûõ.

Òåïåðü ïóñòü P⊕Q = KS, ïóñòü i : P → KS � âëîæåíèå è π : KS → P
� ïðîåêöèÿ. Ïî ðàíåå äîêàçàííîìó íàéäåòñÿ f̃ : KS → M , òàêîå, ÷òî
h ◦ f̃ = f ◦ π. Òîãäà ìîæíî âçÿòü f ′ = f̃ ◦ i. Äåéñòâèòåëüíî,

h ◦ f ′ = h ◦ f̃ ◦ i = f ◦ π ◦ i = f.

4.14. Î÷åâèäíî, ÷òî ñâîáîäíûé ìîäóëü ïðîåêòèâåí. Ïðèâåäåì ïðè-
ìåð ïðîåêòèâíîãî íå ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ. Â êà÷åñòâå êîëüöà K âîçüìåì
êîëüöî R⊕R. Òîãäà R � ìîäóëü íàä ýòèì êîëüöîì, ãäå äåéñòâèå K îïðå-
äåëÿåòñÿ òàê:

(a, b)x = ax.

Ýòî íå ñâîáîäíûé ìîäóëü, ïîòîìó ÷òî ëþáîé ýëåìåíò íå ëèíåéíî íåçà-
âèñèì ñ íóëåì:

(0, b)x = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âçÿòü åãî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñ ìîäóëåì R, íà
êîòîðîì äåéñòâèå K îïðåäåëåíî êàê

(a, b)y = by,

ìû ïîëó÷èì ñâîáîäíûé ìîäóëü, ïîðîæäåííûé îäíèì ýëåìåíòîì (1, 1) (òî
åñòü ýòî K1).

4.16. Îòîæäåñòâèì C∞(S1) ñ ãëàäêèìè 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿ-
ìè íà R. Äîêàæåì, ÷òî åñëè f ëåæèò â µx, òî f ctg x

2
ëåæèò â C∞(S1).

Ïðîáëåìû ìîãóò âîçíèêíóòü òîëüêî â òî÷êàõ âèäà 2πk. Äîñòàòî÷íî ïî-
íÿòü ãëàäêîñòü â íóëå. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f ctg x

2
= f

x
x

tg x
2
. Ïî çàäà÷å

31 ïðåäûäóùåé ãëàâû, îáà ìíîæèòåëÿ � ãëàäêèå â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Òå-
ïåðü äîêàæåì, ÷òî µx⊕µx èçîìîðôíî C∞⊕C∞. Äåéñòâèòåëüíî, îòïðàâèì
(f1, f2) â (f1 ctg x

2
+ f2,−f1 + f2 ctg x

2
). Ìû ïîïàëè â C∞ ⊕ C∞. Îòîáðà-

æåíèå çàäàåòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè f1, f2, ïîýòîìó îíî ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì C∞(S1)-ìîäóëåé. Òåïåðü íàäî äîêàçàòü áèåêòèâíîñòü,
òî åñòü ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé f1 ctg x

2
+ f2 = h1, −f1 + f2 ctg x

2
= h2.

Âî âñåõ òî÷êàõ êðîìå íóëÿ îíà ðåøàåòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ

f1 = h2 sin2 x

2
+ h1 sin

x

2
cos

x

2

f2 = h2 sin
x

2
cos

x

2
+ h1 sin2 x

2
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Çíà÷èò, âî âñåõ òî÷êàõ ôóíêöèè f1, f2, äîëæíû áûòü òàêèìè. Îáðàòíî:
åñëè ïîäñòàâèòü f1 = h2 sin2 x

2
+h1 sin x

2
cos x

2
, f2 = h2 sin x

2
cos x

2
+h1 sin2 x

2
,

òî ðàâåíñòâà f1 ctg x
2

+ f2 = h1, −f1 + f2 ctg x
2

= h2 áóäóò âûïîëíåíû âî
âñåõ òî÷êàõ, êðîìå íóëÿ, à, çíà÷èò, è â íóëå òîæå.

4.17. Ñì. ïðåäëîæåíèå 11.53, [1], ñòð. 270.

4.18. Â êóðñå àëãåáðû åñòü òåîðåìà î òîì, ÷òî åñëè êàæäûé èç ìîäó-
ëåé M ñâîáîäåí ñ áàçèñîì {eij}j=1, òî èõ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå òàêæå
îáëàäàåò áàçèñîì, à çíà÷èò, ñâîáîäíî. Ïðè÷åì ýòî âåðíî è äëÿ ìîäóëåé
áåñêîíå÷íîãî ðàíãà.

Ïóñòü òåïåðü P è R � ïðîåêòèâíûå ìîäóëè. Çíà÷èò, ñ íåêîòîðûìè
ìîäóëÿìè Q è S, P ⊕Q è R⊕ S � ñâîáîäíûå ìîäóëè.

(P⊕Q)⊗(R⊕S) ïî òåîðåìå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì. Ïåðåïèøåì:

(P ⊕Q)⊗ (R⊕ S) ∼= (P ⊗ (R⊕ S))⊕ (Q⊗ (R⊕ S)) ∼=

∼= (P ⊗R)⊕ ((P ⊗ S)⊕ (Q⊗ (R⊕ S)))

Ìîäóëü, èçîìîðôíûé ñâîáîäíîìó, � ñâîáîäåí. Ïðÿìàÿ ñóììà ìîäóëåé
� ìîäóëü. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé � ìîäóëü. Çíà÷èò, (P ⊗ R) ñ
êàêèì-òî äðóãèì ìîäóëåì â ïðÿìîé ñóììå äàåò ñâîáîäíûé. Ìû äîêàçàëè,
÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîåêòèâíûõ � ïðîåêòèâíî.

4.19. Ñì. ïðåäëîæåíèå 11.36, [1], ñòð. 254.

4.20. Ïóñòü A è B � ñâîáîäíûå ìîäóëè, A êîíå÷íî ïîðîæäåí è P
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì B. Òîãäà åñòü ýïèìîðôèçìû f : A → P è
p : B → P , à òàêæå ìîíîìîðôèçì i : P → B, òàêîé, ÷òî pi = idP . Òàê
êàê B ïðîåêòèâåí è f � ýïèìîðôèçì, ñóùåñòâóåò òàêîé g : B → A, ÷òî
p = fg. Íî òîãäà

f(gi) = (fg)i = pi = idP ,

òî åñòü f ðàñùåïëÿåòñÿ, à çíà÷èò, A = Ker f ⊕ P , òî åñòü P ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìûì ñëàãàåìûì êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ.

4.21. 2Z ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì íàä Z, âëîæåííûì â Z. Íî îí
íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì Z: åñëè Z = 2Z + M , òî M ∼= Z/2Z è,
çíà÷èò, â M åñòü êðó÷åíèå. À â Z êðó÷åíèÿ íåò.

4.22, 4.23. Ñì. 11.16, [1], ñòð. 238.

4.24. Îáîçíà÷èì äàííûé ìîäóëü Z1, à ÷åðåç Z2 îáîçíà÷èì ìîäóëü Z
ñ óìíîæåíèåì (a, b)x = bx, òîãäà ìîäóëü Z1 ⊕ Z2 � ýòî ìîäóëü Z ⊕ Z ñ
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óìíîæåíèåì (a, b)(c, d) = (ac, bd), òî åñòü ñàìî êîëüöî Z⊕ Z (ñâîáîäíûé
ìîäóëü ðàíãà 1). Òàêèì îáðàçîì, Z1 ïðîåêòèâåí. Ïðè ýòîì ýëåìåíò (0, 1)
äåéñòâóåò íà ýòîì ìîäóëå òðèâèàëüíî. Îí íå ìîæåò òàê äåéñòâîâàòü íà
ñâîáîäíîì ìîäóëå, òàê êàê ñâîáîäíûé ìîäóëü ñîäåðæèò K â êà÷åñòâå
ïîäìîäóëÿ, íà K ýëåìåíò (0, 1) äåéñòâóåò íåòðèâèàëüíî.
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5 Êàòåãîðèè

Êàòåãîðèÿ C � ýòî êëàññ îáúåêòîâ ObC, òàêîé, ÷òî

1) äëÿ êàæäîé ïàðû îáúåêòîâ A,B ∈ ObC çàäàíî ìíîæåñòâî ìîðôèç-
ìîâ (èëè ñòðåëîê) MorC(A,B), ïðè÷åì êàæäîìó ìîðôèçìó ñîîòâåò-
ñòâóåò åäèíñòâåííûå A è B.

2) äëÿ ïàðû ìîðôèçìîâ f ∈ MorC(A,B) è g ∈ MorC(B,C) îïðåäåëåíà
êîìïîçèöèÿ g ◦ f ∈ MorC(A,C).

3) äëÿ êàæäîãî îáúåêòà A çàäàí òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì idA, ëåæà-
ùèé â ìíîæåñòâå MorC(A,A),

è ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ äâå àêñèîìû:

(a) îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè àññîöèàòèâíà: h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f è

(b) òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì äåéñòâóåò òðèâèàëüíî: f ◦idA = idB ◦
f = f äëÿ f ∈ MorC(A,B)

Ìîðôèçì f ∈ MorC(A,B) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêîé ìîðôèçì g ∈ MorC(B,A), ÷òî f ◦ g = idB è g ◦ f = idA. Äâà îáú-
åêòà, ìåæäó êîòîðûìè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì, íàçûâàþòñÿ èçîìîðô-
íûìè. Â ÷àñòíîñòè, òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì,
ïîýòîìó ëþáîé îáúåêò èçîìîðôåí ñàì ñåáå. Ìîðôèçìû, â êîòîðûõ íà÷à-
ëî è êîíåö ñîâïàäàþò, íàçûâàþò ýíäîìîðôèçìàìè. Ìíîæåñòâî ýíäîìîð-
ôèçìîâ End(A) = MorC(A,A) ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
êîìïîçèöèè ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì idA. Ýíäîìîðôèçìû, êîòîðûå îäíî-
âðåìåííî ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè, íàçûâàþòñÿ àâòîìîðôèçìàìè. Àâ-
òîìîðôèçìû ëþáîãî îáúåêòà îáðàçóþò ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ Aut(A)
ïî êîìïîçèöèè.
Óíèâåðñàëüíûé îáúåêò. Èíèöèàëüíûé (íà÷àëüíûé, óíèâåðñàëüíî îò-
òàëêèâàþùèé) îáúåêò êàòåãîðèè � ýòî òàêîé îáúåêò, èç êîòîðîãî ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì â ëþáîé äðóãîé îáúåêò. Åñëè èíèöèàëü-
íûå îáúåêòû â êàòåãîðèè ñóùåñòâóþò, òî âñå îíè èçîìîðôíû. Äâîéñòâåí-
íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ òåðìèíàëüíûé èëè óíèâåðñàëüíî ïðèòÿãèâà-
þùèé îáúåêò � ýòî òàêîé îáúåêò, â êîòîðûé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ìîðôèçì èç ëþáîãî äðóãîãî îáúåêòà.
Ôóíêòîðû� ýòî îòîáðàæåíèÿ êàòåãîðèé, ñîõðàíÿþùèå ñòðóêòóðó. Òî÷-
íåå, êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð F ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó îáúåêòó
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êàòåãîðèè C îáúåêò êàòåãîðèè D è êàæäîìó ìîðôèçìó f ∈ MorC(A,B)
ìîðôèçì F (f) ∈ MorD(F (A), F (B)) òàê, ÷òî

F (idA) = idF (A)

è
F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

Êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð �ìåíÿåò ñòðåëêè�.
Ïðîèçâåäåíèå îáúåêòîâ A è B � ýòî îáúåêò A × B c ìîðôèçìàìè
p1 : A × B → A è p2 : A × B → B òàêèìè, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáúåêòà
C ñ ìîðôèçìàìè f1 : C → A è f2 : C → B ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ìîðôèçì g : C → A×B òàêîé, ÷òî äèàãðàììà êîììóòàòèâíà: fi = pi ◦ g.
Êîïðîèçâåäåíèå. Äâîéñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìàÿ ñóì-
ìà èëè êîïðîèçâåäåíèå A + B. Ýòî îáúåêò ñ îòîáðàæåíèÿìè i1 : A →
A + B, i2 : B → A + B, òàêèìè ÷òî äëÿ êàæäîãî îáúåêòà C ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ìîðôèçì g : A+B → C, äëÿ êîòîðîãî äèàãðàììà êîììó-
òàòèâíà: ik = g ◦ fk.
Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêòîðîâ. Ïóñòü C1, C2 äâå êàòåãîðèè è F,G : C1 ⇒
C2 � äâà êî(íòðà)âàðèàíòíûõ ôóíêòîðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäî-
ãî îáúåòà O ∈ C1 çàäàí ìîðôèçì TO : F (O)→ G(O) âî âòîðîé êàòåãîðèè.
Ñîîòâåòñâèå O 7→ TO íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ôóíê-
òîðîâ åñëè êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

F (O)
F (ϕ)−−−→ F (O′)

TO

y yTO′
G(O)

G(ϕ)−−−→ G(O′)

äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ O,O′ è èõ ìîðôèçìîâ ϕ ∈Mor(O,O′).
Ïðåäñòàâèìûé ôóíêòîð. Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþMod(K) K-ìîäóëåé
è èõ ãîìîìîðôèçìîâ. Ôóíêòîð FK íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèìûì â êàòåãî-
ðèèMod(K) åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëÿþùèé îáúåêò RK ýòîé êàòåãî-
ðèè, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî K-ìîäóëÿ P âûïîëíåíî

FK(P ) ∼= HomK(RK , P ) èëè FK(P ) ∼= HomK(P,RK).

5.1. Ïîêàæèòå, ÷òî êàòåãîðèÿìè ÿâëÿþòñÿ
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(a) Set � êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ. Îáúåêòàìè â ýòîé êàòåãîðèè ÿâëÿ-
þòñÿ ìíîæåñòâà, ìîðôèçìàìè� îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ.

(b) Group � êàòåãîðèÿ ãðóïï. Îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû, ìîð-
ôèçìàìè� îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó.

(c) VectK � êàòåãîðèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåìK. Ìîð-
ôèçìû� ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ.

(d) ModA � êàòåãîðèÿ A-ìîäóëåé íàä óíèòàðíîé K-àëãåáðîé A.
Ìîðôèçìàìè â íåé ÿâëÿþòñÿ A-ãîìîìîðôèçìû ìîäóëåé.

(e) T op � êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ìîðôèçìû�
íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ.

(f) Ring � êîëüöà ñ åäèíèöåé è êîëüöåâûå ãîìîìîðôèçìû.

(g) GAlgK � ãåîìåòðè÷åñêèå óíèòàðíûåK-àëãåáðû è èõ ãîìîìîð-
ôèçìû.

(h) AlgK � óíèòàðíûå K-àëãåáðû è ãîìîìîðôèçìû àëãåáð.

(i) Diff∞ � ãëàäêèå R-àëãåáðû è ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó
íèìè.

(j) GMod(C∞(M)) � ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäóëè è ãîìîìîðôèçìû.

5.2. Äîêàæèòå, ÷òî âñå óíèâåðñàëüíî îòòàëêèâàþùèå îáúåêòû êàòåãî-
ðèè èçîìîðôíû.

5.3. Íàéäèòå óíèâåðñàëüíî îòòàëêèâàþùèå è ïðèòÿãèâàþùåì îáúåêòû
â ïåðå÷èñëåííûõ êàòåãîðèÿõ.

5.4. Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâèå SpecK : A→ SpecKA ÿâëÿåòñÿ êîíòðà-
âàðèàíòíûì ôóíêòîðîì èç êàòåãîðèè K-àëãåáð â êàòåãîðèþ T op.

5.5. Ãåîìåòðèçàöèÿ àëãåáðû τ : A → τ(A) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì ôóíê-
òîðîì êàòåãîðèè óíèòàðíûõ êîììóòàòèâíûõ àëãåáð.

5.6. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ � ýòî äåêàðòîâî ïðî-
èçâåäåíèå, à êîïðîèçâåäåíèå� ïðÿìàÿ ñóììà ìíîæåñòâ.

5.7. Â êàòåãîðèè êîëåö ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî ñóììà êîëåö, à ïðÿ-
ìàÿ ñóììà� òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå.
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5.8. Â êàòåãîðèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ îáà ïðîèçâåäåíèÿ ñîâïàäàþò�
ýòî ñóììà ïðîñòðàíñòâ.

5.9. Ñîîòâåòñòâèå TP : Q → P ⊗A Q ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì êîâàðè-
àíòíûì ôóíêòîðîì â êàòåãîðèèMod(A).

5.10. Ñîîòâåòñòâèå Hom(P, ·) : Q → Hom(P,Q) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì
êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì â êàòåãîðèèMod(A).

5.11. Ñîîòâåòñòâèå Hom(·, P ) : Q→ Hom(Q,P ) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì
êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì â êàòåãîðèèMod(A).

5.12. Ñîîòâåòñòâèå M → C∞(M) ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòî-
ðîì èç êàòåãîðèèDiff ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé â êàòåãîðèþ R-àëãåáð.

5.13. Îïèøèòå åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêòîðîâ R 7→ HomA(P⊗A
Q,R) è R 7→ HomA(P,HomA(Q,R))

5.14. Ñîîòâåòñòâèå D : P → D(P ) ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòî-
ðîì êàòåãîðèèModA.

5.15. Äîêàæèòå ïðåäñòàâèìîñòü ñëåäóþùèõ ôóíêòîðîâ â êàòåãîðèè K-
ìîäóëåé è íàéäèòå ïðåäñòàâëÿþùèå îáúåêòû

(a) id,

(b) TV ∗ : P 7→ P ⊗K V ∗.

5.16. Îïåðàöèÿ çàìåíû êîëåö ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì.

5.17. Êàæäîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïîäìíîæåñòâî S êîëüöàA çàäàåò ôóíê-
òîð èç êàòåãîðèè A-ìîäóëåé â êàòåãîðèþ S−1A-ìîäóëåé.

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ.

5.2. Åäèíñòâåííûé ìîðôèçì èç óíèâåðñàëüíî îòòàëêèâàþùåãî îáúåê-
òà â ñåáÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì èçîìîðôèçìîì.

5.3. Óêàçàíèå.
(a) Îòòàëêèâàþùèé îáúåêò � ïóñòîå ìíîæåñòâî, ïðèòÿãèâàþùèé �

ëþáîå îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî.
(b) Ãðóïïà èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà (åäèíèöû) � íóëåâîé îáúåêò,

ò.å. è ïðèòÿãèâàþùèé è îòòàëêèâàþùèé.
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(c) Íóëåâîé îáúåêò � íóëüìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
(d) Íóëåâîé îáúåêò � 0-ìîäóëü.
(e) Îòòàëêèâàþùèé îáúåêò � ïóñòîå ìíîæåñòâî, ïðèòÿãèâàþùèé �

ëþáîå îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî.
(f) Îòòàëêèâàþùèé îáúåêò � êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z, ïðèòÿãèâàþùèé

� êîëüöî èç îäíîãî ýëåìåíòà (0 = 1).
(g) Íóëåâîé îáúåêò � K.
(h) Íóëåâîé îáúåêò � K.
(i) Íóëåâîé îáúåêò � R.
(j) Íóëåâîé îáúåêò � 0-ìîäóëü.

5.4. Óêàçàíèå. Ñëåäóåò èç çàäà÷è 2.6., òàê êàê íåîáõîäèìî äîêàçàòü,
÷òî ãîìîìîðôèçìàì àëãåáðû ñîîòâåòñòâóþò íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ
ñïåêòðîâ êàê òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ òîïîëîãèåé Çàðèññêîãî. Îñòàëü-
íûå òðåáîâàíèÿ íà ôóíêòîð è îáðàùåíèå ñòðåëîê î÷åâèäíû.

5.5. Ëåììà 1. Ïóñòü A � K-àëãåáðà, τA : A → τ(A) � åå ãåîìåòðè-
çàöèÿ, f : A → B � ãîìîìîðôèçì K-àëãåáð, ïðè÷eì àëãåáðà B ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì f̃ : τ(A)→ B,
òàêîé, ÷òî f̃ ◦ τA = f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî τA ñþðúåêòè-
âåí. ×òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî Ker τA ⊆
Ker f . Äîïóñòèì, ÷òî x ∈ Ker τA \ Ker f . Òîãäà f(x) 6= 0 è òàê êàê B
ãåîìåòðè÷åñêàÿ, òî g(f(x)) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî g : B → K. Òî åñòü
x /∈ Ker (g ◦ f), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x ∈ Ker τA.

Òåïåðü îïðåäåëèì äåéñòâèå τ íà ìîðôèçìàõ. Ïóñòü f ∈ Hom(A,B).
Òîãäà τB ◦ f � ìîðôèçì èç A â ãåîìåòðè÷åñêóþ àëãåáðó. Ïî ëåììå ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííûé f̃ , òàêîé, ÷òî τB ◦f = f̃ ◦τA = f . Ïîëîæèì τ(f) = f̃ .

Äëÿ êàæäîé àëãåáðû A, ïðèìåíèâ ëåììó ê òîæäåñòâåííîìó ìîðôèç-
ìó, ïîëó÷àåì, ÷òî τ(id) � åäèíñòâåííûé ìîðôèçì, òàêîé, ÷òî τA ◦ id =
τ(id) ◦ τA. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, id òîæå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, çíà÷èò,
τ(id) = id.

Òåïåðü ïóñòü äàíû f : A→ B è g : B → C. Òîãäà τ(g ◦f) � åäèíñòâåí-
íûé ìîðôèçì, òàêîé, ÷òî

τC ◦ g ◦ f = τ(g ◦ f) ◦ τ(A)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò τ(g) ◦ τ(f). Äåéñòâèòåëüíî,

τC ◦ g ◦ f = τ(g) ◦ τB ◦ f = τ(g) ◦ τ(f) ◦ τA.
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Çíà÷èò, τ(g ◦ f) = τ(g) ◦ τ(f).

5.6. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîèçâåäåíèå. Èç A × B åñòü ñòðåëêè p1, p2

â A,B, îïðåäåëÿåìûå åñòåñòâåííî: p1((a, b)) = a, p2((a, b)) = b. Ïóñòü ó
íàñ åñòü ìíîæåñòâî C è äâà îòîáðàæåíèÿ φ1, φ2 â A,B. Çàìåòèì, ÷òî
îòîáðàæåíèå φ(c) = ((φ1(c), φ2(c))) èç C â A×B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
p1φ = φ1, p2φ = φ2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ψ, òàêîå, ÷òî p1ψ = φ1, p2ψ = φ2.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå c èç C. Ïóñòü ψ(c) = (a, b). Òîãäà a = p1ψ(c) =
φ1(c), b = p2ψ(c) = φ2(c). Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà c èç C
âûïîëíåíî φ(c) = ψ(c). Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.

Òåïåðü êîïðîèçâåäåíèå. Âëîæåíèÿ A è B â A ∪B áåðóòñÿ èç îïðåäå-
ëåíèÿ ïîñëåäíåãî. Åñëè åñòü îòîáðàæåíèÿ φ1, φ2 èç A,B â C, òî ëåãêî ïî-
ñòðîèòü φ: åñëè a ∈ A∪B ëåæèò â A, òî φ(a) = φ1(a), èíà÷å φ(a) = φ2(a).
Î÷åâèäíî, ÷òî φi1 = φ1 è φi2 = φ2. Ïóñòü âûïîëíåíî ψi1 = φ1 è ψi2 = φ2.
Òîãäà ψ(a) = ψi1(a) = φ1(a) è ψ(b) = ψi2(b) = φ2(b) äëÿ ëþáûõ a ∈ A,
b ∈ B. Îïÿòü ïîëó÷àåì, ÷òî ψ = φ.

5.7. 1) Ïóñòü A è B � êîëüöà. Åñòü ñòàíäàðòíûå ïðîåêöèè

pA : A⊕B → A

(a, b) 7→ a

è

pB : A⊕B → B

(a, b) 7→ b

Òåïåðü ïóñòü äàíû fA : C → A è fB : C → B. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå g : C → A⊕B, òàêîå, ÷òî pA ◦ g = fA è pB ◦ g =
fB, òî åñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ C

g(x) = (f(x), g(x)).

Òàê êàê g îáÿçàíî áûòü çàäàííûì òàêîé ôîðìóëîé, îíî åäèíñòâåííî,
îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà çàäàåò ãîìîìîðôèçì êîëåö. Ïóñòü
x, y ∈ C, à ∗ � ýòî ñëîæåíèå, óìíîæåíèå èëè îïåðàöèÿ, âñåãäà âûäàþùàÿ
0 èëè 1. Òîãäà, òàê êàê âñå îïåðàöèè â ïðÿìîé ñóììå êîëåö ïîêîìïîíåíò-
íû,

g(x ∗ y) = (f(x ∗ y), g(x ∗ y)) = (f(x) ∗ f(y), g(x) ∗ g(y)) =
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= (f(x), g(x)) ∗ (f(y), g(y)).

×òî è òðåáîâàëîñü.
2) Ïóñòü A è B � êîëüöà. Ïîëîæèì

iA : A→ A⊗B
a 7→ a⊗ 1

è

iB : B → A⊗B
b 7→ 1⊗ b.

Ïóñòü äàíû fA : A → C è fB : B → C. Åñëè g � òàêîå, êàêîå íàì
íóæíî, òî

g(a⊗ b) = g(iA(a)iB(b)) = g(iA(a))g(iB(b)) = fA(a)fB(b),

òî åñòü ëþáûå äâà òàêèõ ãîìîìîðôèçìà ñîâïàäàþò íà ðàçëîæèìûõ òåí-
çîðàõ, à çíà÷èò è íà âñåõ. Îòîáîðàæåíèå

g̃ : A×B → C

(a, b) 7→ fA(a)fB(b).

ÿâëÿåòñÿ Z-áèëèíåéíûì, ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå àáå-
ëåâûõ ãðóïï.

g : A⊗B → C

a⊗ b 7→ fA(a)fB(b).

Òîãäà
g(iA(a)) = g(a⊗ 1) = fA(a)fB(1) = fA(a),

òî æå äëÿ B. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî îíî ñîõðàíÿåò óìíîæåíèå, ÷òî
äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü íà ðàçëîæèìûõ òåíçîðàõ.

g((a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2)) = g(a1a2 ⊗ b1b2) = fA(a1a2)fB(b1b2) =

= (fA(a1)fB(b1))(fA(a2)fB(b2)) = g(a1 ⊗ a2)g(b1 ⊗ b2).

5.8. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A ⊕ B âûñòó-
ïàþùåå âìåñòå ñ ïðîåêöèÿìè pr1 : A⊕ B → A è pr2 : A⊕ B → B â ðîëè
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ïðîèçâåäåíèÿ è â ðîëè êîïðîèçâåäåíèÿ ñ âëîæåíèÿìè i1 : A → A ⊕ B
è i2 : B → A ⊕ B, äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà C ãàðàíòèðóþò
åäèíñòâåííîñòü íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ëþáîé ïàðû ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé fi èç èëè â C ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðîèçâåäåíèå. Ðàññìîòðèì îáðàç ýëåìåíòà ïîä äåéñòâèåì äâóõ íà-
êðûâàþùèõ. Åñëè ýòè äâà ýëåìåíòà â ïðÿìîé ñóììå ðàçëè÷íû, åñëè õî-
òÿáû îäíî ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íî, ò.å. ðàçëè÷íû èõ
ïðîåêöèè, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó êîìïîçèöèè.

Êîïðîèçâåäåíèå. Êàæäûé ýëåìåíò ïðÿìîé ñóììû ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì êàê ñóììà ýëåìåíòîâ âèäà i1(v1)+i2(v2). Â ñèëó ëèíåé-
íîñòè íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ F è êîìïîçèöèè åãî çíà÷åíèå íà òà-
êîì ýëåìåíòå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî F (i1(v1))+F (i2(v2)) = f1(v1)+f2(v2).

5.9. Ñîîòâåòñòâèå TP : Q → P ⊗A Q óæå çàäàåò òî, âî ÷òî äîëæíû
ïåðåõîäèòü îáúåêòû Mod(A). Ìû õîòèì êóäà-òî ïåðåâåñòè f : Q → S,
ãäå Q,S ∈Mod(A). Ïóñòü TP (f) = 1⊗ f : p⊗ q → p⊗ f(q). Ïðîâåðèì:

TP (idQ) = 1⊗ idQ : p⊗ q → p⊗ q ⇒ TP (idQ) = idP⊗AQ

TP (g ◦ f) = 1⊗ (g ◦ f) : p⊗ q → p⊗ (g ◦ f)(q) = (1⊗ g)(p⊗ f(q))⇒
TP (g ◦ f) = (1⊗ g) ◦ (1⊗ f) = TP (g) ◦ TP (f).

5.10. Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëèì, êàê ôóíêòîð Hom(P, ·) äåéñòâóåò íà ìîð-
ôèçìàõ. Ïóñòü f ∈ Hom(Q,R). Òîãäà ñêàæåì, ÷òî

Hom(P, ·)(f) = (g 7→ f ◦ g),

ãäå g ∈ Hom(P,Q) = Hom(P, ·)(Q). Òîãäà

Hom(P, ·)(idQ) = (g 7→ g) = idHom(P,Q).

Òàêæå

Hom(P, ·)(g ◦ f) = (h 7→ g ◦ f ◦ h) = (h 7→ g ◦ h) ◦ (h 7→ f ◦ h) =

= Hom(P, ·)(g) ◦ Hom(P, ·)(f).

Òî åñòü ýòî � êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð.

5.11. Ýòî áóäåò ôóíêòîð â êàòåãîðèþ Sets. Íóæíî çàäàòü îòîáðà-
æåíèå ìîðôèçìîâ. Ìîðôèçìó h : Q1 → Q2 íóæíî ñîïîñòàâèòü íåêî-
òîðûé ìîðôèçì Hom(Q2, P ) → Hom(Q1, P ). Äåéñòâèòåëüíî, ñîïîñòà-
âèì ìîðôèçìó h îòîáðàæåíèå, êîòîðîå f ∈ Hom(Q2, P ) ïåðåâîäèò â
f ◦ h ∈ Hom(Q1, P ).
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5.12. Ïóñòü åñòü ìîðôèçì f : M → N è ïóñòü íàø ôóíêòîð ïåðåâî-
äèò f â f ∗. Äâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå h : C∞(N) → C∞(M) ãëàäêóþ
ôóíêöèþ h ∈ C∞(N) ïåðåâîäèò â h ◦ f . Òîãäà êîìïîçèöèþ f ◦ g íàø
ôóíêòîð ïåðåâåäåò â (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗, ÷òî è òðåáóåòñÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî
òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ôóíêòîð ïåðåâîäèò â òîæäåñòâåííîå.

5.13. Èòàê, íàì íóæíî ïðèäóìàòü îòîáðàæåíèå

ϕR : HomK(P ⊗K Q,R)→ HomK(P,HomK(Q,R))

Ðàññìîòðèì ýëåìåíò f ∈ HomK(P ⊗K Q,R) � ýòî (ïî óíèâåðñàëüíîìó
ñâîéñòâó òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç P ×Q â
R. Íàì íóæíî ñîïîñòàâèòü åìó ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç P â HomK(Q,R).
Ýëåìåíòó p ∈ P ñîïîñòàâèì f(p,_). Ìû ïîïàäåì â HomK(Q,R) èç-çà ëè-
íåéíîñòè f ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, à f(_,_) ∈ HomK(P,HomK(Q,R))
èç-çà ëèíåéíîñòè f ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Ñàìî æå îòîáðàæåíèå ϕR ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíûì, òàê êàê (f+g)(_1,_2) = f(_1)+g(_2) è (λf)(_1,_2) =
λ · f(_1,_2). Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ϕ � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü α : R1 → R2 � ãîìîìîðôèçì. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
α ◦ f(_1,_2) = (p 7→ αf(p,_)), íî ýòî î÷åâèäíî.

5.14. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî D(P ) � ýòî ïîäìîäóëü â HomA(A,P ). Â
ñàìîì äåëå,

(∂1 + ∂2)(ab) = ∂1(ab) + ∂2(ab) =

= ∂1(a)b+ ∂1(b)a+ ∂2(a)b+ ∂2(b)a = (∂1 + ∂2)(a)b+ (∂1 + ∂2)(b)a

è

(λ∂1)(ab) = λ∂1(ab) = λ(∂1(a)b+ ∂1(b)a) = (λ∂1)(a)b+ (λ∂2)(b)a

Íà ìîðôèçìàõ D äåéñòâóåò òàê æå, êàê è Hom(A,_), ïîýòîìó ïðîâåðêè
ïðî ñîõðàíåíèå òîæäåñòâåííîãî è êîìïîçèöèè äåëàòü íå íóæíî, íóæíî
òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè f : P → Q � ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé, òî äëÿ
f ◦ ∂ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî Ëåéáíèöà:

(f ◦ ∂)(ab) = f(∂(ab)) = f(∂(a)b+ ∂(b)a) = (f ◦ d)(a)b+ (f ◦ d)(b)a

5.15. Ýòà çàäà÷à íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç çàäà÷è 4.1.

5.16. Ïóñòü äàí ãîìîìîðôèçì êîëåö φ : A → B. Òîãäà ëþáîé B-
ìîäóëü P ÿâëÿåòñÿ A-ìîäóëåì ñ òîé æå îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ è îïåðàöèåé
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óìíîæåíèÿ íà A, îïðåäåëåííîé òàê: a · p = φ(a)p. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìû
óæå íàó÷èëèñü äåéñòâîâàòü íà îáúåêòàõ: ñîïîñòàâëÿòü B-ìîäóëþ P åãî
æå êàê A-ìîäóëü.

Ïóñòü òåïåðü åñòü ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé f : P → Q. Ñîïîñòàâèì åìó
åãî æå, òîëüêî êàê îòîáðàæåíèå ìåæäó A-ìîäóëåì P è A-ìîäóëåì Q. Ñ
òàêèì îïðåäåëåíèåì òî, ÷òî òîæäåñòâåííûé ïåðåõîäèò â òîæäåñòâåííûé,
à êîìïîçèöèÿ � â êîìïîçèöèþ, � î÷åâèäíî. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî f
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì A-ìîäóëåé. Ðàâåíñòâî f(x + y) = f(x) + f(y)
ïðîäîëæàåò âûïîëíÿòüñÿ. È a · f(x) = φ(a)f(x) = f(φ(a)x) = f(a · x).

5.17. Ïóñòü B è C A-ìîäóëè. Ôóíêòîðîì ìû áóäåì ïîëó÷àòü èç ýòèõ
îáúåêòîâ S−1B è S−1C ñîîòâåòñòâåííî (ñ äåéñòâèåì èç ãëàâû 3).

Èç f : B → C ïîëó÷èì F (f) : S−1B → S−1C, òàê ÷òî [ b
s
] → [f(b)

s
].

Ïðîâåðêà:

F (idB)

([
b

s

])
=

[
b

s

]
⇒ F (idB) = idS−1B

F (g ◦ f)

([
b

s

])
=

[
g ◦ f(b)

s

]
= F (g)

([
f(b)

s

])
⇒ F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).
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6 Êâàçèðàññëîåíèÿ

Êâàçèðàññëîåíèå � ýòî âëîæåíèå àëãåáð i : A→ B (âñå àëãåáðû ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè). Ìíîãîîáðàçèå |A| íàçûâàåòñÿ áàçîé êâà-
çèðàññëîåíèÿ, ìíîãîîáðàçèå |B|� òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, îòîáðà-
æåíèå |i| : |B| → |A|� ïðîåêöèåé. Ñëîåì íàä òî÷êîé h ∈ |A| íàçûâàåò-
ñÿ ôàêòîð àëãåáðà B/ < i(µh) > ïî èäåàëó ïîðîæäåííîìó ìíîæåñòâîì
i(µh), ãäå µh = {a ∈ A|h(a) = 0}� ìàêñèìàëüíûé èäåàë òî÷êè. Ãåîìåò-
ðè÷åñêè, ñëîåì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî i−1(h) ⊂ |B|.
Ìîðôèçì êâàçèðàññëîåíèÿ i1 : A → B1 â êâàçèðàññëîåíèå i2 : A →
B2 � ýòî ãîìîìîðôèçì àëãåáð ϕ : B2 → B1, òàêîé, ÷òî i1 = ϕ(i2). Åñëè
ϕ èçîìîðôèçì, òî êâàçèðàññëîåíèÿ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Åñëè
ϕ ñþðüåêòèâåí, òî ïñåâäîðàññëîåíèå i1 íàçûâàåòñÿ ïîäðàññëîåíèåì êâà-
çèðàññëîåíèÿ i1.
Òðèâèàëüíûìè êâàçèðàññëîåíèÿìè ñ áàçîé A è ñëîåì C íàçûâàþòñÿ
âëîæåíèå A ↪→ A⊗ C, a 7→ a⊗ 1, è åìó ýêâèâàëåíòíûå êâàçèðàññëîåíèÿ.
Ðàññëîåíèå. Ïóñòü A,B, F � ãëàäêèå àëãåáðû. Èíúåêòèâíûé ãîìîìîð-
ôèçì i : A → B íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì |B| íàä |A| ñî ñëîåì |F |, åñëè
êàæäàÿ òî÷êà z ∈ |A| îáëàäàåò îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ Uz ⊂ |A|, íàä êî-
òîðîé ëîêàëèçàöèÿ ãîìîìîðôèçìà S−1

z (i) : S−1
z A → S−1

z B ýêâèâàëåíòíà
òðèâèàëüíîìó êâàçèðàññëîåíèþ S−1

z A → S−1
z A⊗ F , ãäå Sz ⊂ A� ìóëü-

òèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ àëãåáðû A çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îòëè÷íû
îò íóëÿ âî âñåõ òî÷êàõ îêðåñòíîñòè Uz. Ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ íàçûâàåò-
ñÿ ãîìîìîðôèçì σ : B → A, òàêîé, ÷òî σ ◦ i = idA. Ïîäðàññëîåíèåì
ðàññëîåíèÿ áóäåì íàçûâàòü åãî ïîäðàññëîåíèå êàê êâàçèðàññëîåíèÿ, êî-
òîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì. Ðàññëîåíèå ñ íóëüìåðíûìè ñëîÿìè íàçûâà-
åòñÿ íàêðûòèåì. Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëèçóåìûì, åñëè åãî
êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî.
Ñóììîé Óèòíè(ïðÿìîé ñóììîé) äâóõ ðàññëîåíèé i : A→ B è j : A→
C íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì

i⊕ j : A→ B ⊗A C,

ïåðåâîäÿùèé a â i(a)⊕ j(a).
Èíäóöèðîâàííîå ðàññëîåíèå. Ïóñòü i : A → B � ðàññëîåíèå, ϕ :
A→ A1 � ãîìîìîðôèçì àëãåáð. Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå àëãåáð ϕ∗(i) :
A1 → A1 ⊗A B, ãäå ñòðóêòóðà A-ìîäóëåé íà A1 è B ââîäèòñÿ ïîñðåä-
ñòâîì ãîìîìîðôèçìîâ ϕ è i, íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííûì ðàññëîåíèåì.
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Ïðè ýòîì êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

A
ϕ−−−→ A1

i

y yϕ∗(i)
B −−−→ A1 ⊗A B

Îãðàíè÷åíèåì ðàññëîåíèÿ π íà ïîäìíîãîîáðàçèå i : N ↪→M íàçûâàåòñÿ
èíäóöèðîâàííîå ðàññëîåíèå i∗(π).
Òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå. Ïóñòü Gn,k � ìíîãîîáðàçèå k-ìåðíûõ
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn è En,k åñòü ìíî-
æåñòâî âñåõ ïàð (x, L), ãäå x ∈ L ∈ Gn,k, ñíàáæåííîå ñòðóêòóðîé ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ â Rn ×Gn,k. Ñîîòâåòñòâèå (x, L) 7→ L çàäàåò ðàññëîåíèå

Θn,k : En,k → Gn,k,

íàçûâàåìîå òàâòîëîãè÷åñêèì.

6.1. Äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ |i|−1(h) = |B/ <
i(µh) > |.

6.2. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå ê ìîðôèçìó êâàçèðàñ-
ñëîåíèé ïåðåâîäèò ñëîè â ñëîè íàä ëþáîé òî÷êîé.

6.3. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êâàçèðàññëîåíèé íàä C∞(M) è ìîðôèçìîâ ìåæ-
äó íèìè ñîñòàâëÿþò êàòåãîðèþ, îáîçíà÷àåìóþ QBM .

6.4. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ðàññëîåíèÿ èñïîëüçóÿ êàðòû íà
ìíîãîîáðàçèè.

6.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà Óèòíè ðàññëîåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì. Äàé-
òå ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ñóììû Óèòíè.

6.6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà Óèòíè ðàññëîåíèé i è j ðàâíà i⊕j = j∗(i)◦j =
i∗(j) ◦ i.

6.7. Äëÿ ñëåäóþùèõ âëîæåíèé àëãåáð i : A → B äàéòå ãåîìåòðè÷åñêîå
îïèñàíèå êâàçèðàññëîåíèÿ è îïèøèòå ñëîè

(a) B = {g ∈ C∞(R2)|g(x+ 1, y) = g(x, y + 1) = g(x, y)},A� åå ïîä-
àëãåáðà ôóíêöèé, íå çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííîé y;
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(b) A = {f ∈ C∞(R)|f(x+ 1) = f(x)},
B = {g ∈ C∞(R2)|g(x+ 1, y) = −g(x, y + 1) = g(x, y)},
i(f)(x, y) = f(x);

(c) A = B = {f ∈ C∞(R)|f(x+ 1) = f(x)}, i(f)(x) = f(2x).

(d) B = C∞(R),

A = {f ∈ B|f(1/x)è âñå ïðîèçâîäíûå ñõîäÿòñÿ â 0}.
(e) i : C∞(M)→ C∞(TM).

6.8. Êàêèå êâàçèðàññëîåíèÿ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ðàññëîå-
íèÿìè.

6.9. Ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ ðàññëîåíèÿ îïèøèòå âëîæåíèå ãëàä-
êèõ àëãåáð, óáåäèòåñü, ÷òî ýòî ðàññëîåíèÿ è îïèøèòå ïðîñòðàíñòâî
ñå÷åíèé

(a) Îòîáðàæåíèå t 7→ eit çàäàåò ðàññëîåíèå ïðÿìîé íàä îêðóæíî-
ñòüþ R1 → S1 ⊂ C.

(b) Îòîáðàæåíèå Sn → RP n, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæ-
äîé òî÷êå x ∈ Sn ⊂ Rn+1 ïðÿìóþ ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó òî÷êó
è íà÷àëî êîîðäèíàò.

(c) M = [0, 1] × R/{(0, y), (1,−y)}, S1 = [0, 1]/{0, 1}, π : M → S1,
π(x, y) = x.

(d) T1S2 = {(x, y) ∈ R3 × R3||x| = |y| = 1, x⊥y} → S2. Äîêàæèòå,
÷òî T1S2 ∼= SO(3) ∼= RP 3.

(e) Ðàññëîåíèå Õîïôà S3 → RP 3 → S2.

(f) Êàñàòåëüíîå è êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ.

(g) Ðàññëîåíèå l-äæåòîâ ôóíêöèè πJ l : J lM → M . Íàä êàæ-
äîé êàðòîé (U, x) ìíîãîîáðàçèÿ M ïîñòðîèì òðèâèàëèçóþùåå
îòîáðàæåíèå U×RN → π−1

J l
= J l(U), ãäå N � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ

ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà 6 l, ñîãëàñíî ïðàâèëó

(z,pl) 7→ [fpl ]
l
z ∈ J lzM ⊂ J lU,

ãäå fpl =
∑

σ6l
1
σ!
pσ(x − z)σ è pl = (pσ)� àðèôìåòè÷åñêèé

âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñóòü ñèìâîëû pσ, |σ| 6 l, ðàç-
ìåùåííûå â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå èíäåêñèðóþùèõ èõ
ìóëüòèèíäåêñîâ.
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6.10. Äîêàæèòå, ÷òî òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå Θn,1 ýêâèâàëåíòíî ïðî-
åêöèè π : RP n\L0 → RP n−1, ãäå L0 åñòü (n + 1)-ÿ îñü êîîðäèíàò â
Rn+1.

6.11. Äîêàæèòå, ÷òî Θ2,1 � ðàññëîåíèå ëèñòà Ì�åáèóñà íàä îêðóæíîñòüþ.

6.12. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïàðàëëåëåçóåìûõ è íåïàïàðàëëåëåçóåìûõ ìíî-
ãîîáðàçèé. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû Ëè ïàðàëëåëåçóåìû.

6.13. Äàéòå îïèñàíèå â òåðìèíàõ ëîêàëüíûõ êîîäèíàò ñå÷åíèé òðèâèàëü-
íîãî ðàññëîåíèÿ, êàñàòåëüíîãî è êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèé, ðàñ-
ñëîåíèé l-äæåòîâ, òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ.

6.14. Äîêàæèòå, ÷òî òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîäðàññëîåíè-
åì òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ Rn ×Gn,k → Gn,k.

6.15. Ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê ñôåðå íå èìååò ñîá-
ñòâåííûõ ïîäðàññëîåíèé. Â ñâîþ î÷åðåäü, îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäðàññëî-
åíèåì êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä ñôåðîé.

6.16. Ïîêàæèòå, ÷òî îòíîñèòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå âäîëü îòîáðàæåíèÿ
ìíîãîîáðàçèé ϕ : N → M ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê ñå÷å-
íèå èíäóöèðîâàííîãî ðàññëîåíèÿ ϕ∗(πTM).

6.17. Ïóñòü fn : S1 → S1, fn(z) = zn ∈ C, � n-êðàòíîå íàêðûòèå îêðóæ-
íîñòè. Òîãäà

f ∗n(µ) =

{
µ, åñëè n íå÷åòíî,

IS1 , åñëè n ÷åòíî,

ãäå µ � ðàññëîåíèå ëèñòà Ì�åáèóñà íàä îêðóæíîñòüþ, IS1 � îäíî-
ìåðíîå òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå íàä îêðóæíîñòüþ.

6.18. Îáîçíà÷èì α è β òðèâèàëüíîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå îêðóæíîñòè è
íàêðûòèå f2. Äîêàæèòå, ÷òî α⊕ β ∼= β ⊕ β.

6.19. Äîêàæèòå, ÷òî µ⊕µ èçîìîðôíî òðèâèàëüíîìó äâóìåðíîìó ðàññëî-
åíèþ íàä îêðóæíîñòüþ.

6.20. Ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî èíäóöèðîâàíèåì èç ðàññëîåíèÿ íàä òî÷êîé.
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6.21. Îòîáðàæåíèå Ãàóññà. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ
èíäóöèðóþòñÿ èç òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ.

6.22. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññëîåíèå 1-äæåòîâ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé Óèò-
íè îäíîìåðíîãî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä ìíîãîîáðàçèåì è êî-
êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ.

6.1. Óêàçàíèå: |i|−1(h) = {∆ ∈ HomK(B,K)|∆ ◦ i = h}. Åñëè a ∈ µh,
òî ∆(i(a)) = h(a) = 0 è ∆ ôàêòîðèçóåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ ∆̃ : B/ <
i(µh >)→ K. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü èíúåêòèâíîñòü è ñþðúåêòèâíîñòü òàêîãî
îòîáðàæåíèÿ.

6.2. |ϕ|(|i1|−1(a)) ⊂ |i2|−1(a) â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû çà-
äàþùåé ìîðôèçì ðàññëîåíèé.

6.4. Ãëàäêîå îòîáðàåíèå ìíîãîîáðàçèé π : E → M ÿâëÿåòñÿ ðàññëîå-
íèåì, åñëè ó êàæäîé òî÷êè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U äëÿ êîòîðîé îïðå-
äåëåí äèôôåîìîðôèçì ϕ : π−1(U)→ U ×F , ãäå F � íåêîòîðîå ìíîãîîá-
ðàçèå (ñëîé), òàêîé, ÷òî π = pr|U ◦ ϕ.

6.5. Óêàçàíèå. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç èçîìîðôèçìà

B ⊗A C/ < (i⊗ j)(µh) >= B/ < i(µh) > ⊗AC/ < j(µh) > .

Ñëîé ñóììû Óèòíè íàä êàæäîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
ñëîåâ äâóõ äàííûõ ðàññëîåíèé.

6.6. Óêàçàíèå. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû

A
j−−−→ C

i

y yj∗(i)
B

i∗(j)−−−→ C ⊗A B

6.7. Óêàçàíèå.
(a) Ðàññëîåíèå òîðà íàä îêðóæíîñòüþ.
Ïóñòü A = {f ∈ C∞(R)|f(x+ 1) = f(x)}, A′ = {f ∈ C∞(R)|f(y + 1) =

f(y)}. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà A⊗ A′ ∼= B.
(b) Áóòûëêà Êëåéíà.
(c) Äâóëèñòíîå íàêðûòèå îêðóæíîñòè.
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(d) Îäíîëèñòíîå íàêðûòèå ïðÿìîé íàä îêðóæíîñòüþ (íàä îäíîé òî÷-
êîé îêðóæíîñòè ñëîé ïóñò, íàä îñòàëüíûìè � îäíà òî÷êà).

A ∼= C∞(S1), |i| : R→ S1 ⊂ R2, |i| : t 7→
(

1−t2
1+t2

, 2t
1+t2

)
.

(e) Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå.

6.8. (a), (b), (c), (e).

6.9. (a) Îòîáðàæåíèå ϕ : C∞(S1)→ C∞(R1), f(eit)→ f(t).

6.10. Äàäèì ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàññëîåíèé.
Ðàññìîòðèì n-ìåðíóþ ñôåðó â Rn+1. Çàôèêñèðóåì ãèïåðïëîñêîñòü, êî-
òîðàÿ âûðåçàåò â ýòîé ñôåðå ýêâàòîðèàëüíóþ (n−1)-ìåðíóþ ñôåðó. Ïåð-
ïåíäèêóëÿð ê ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè âûðåçàåò äâà ïîëþñà îáúåìëþùåé
ñôåðû, à êàæäàÿ òî÷êà ýêâàòîðèàëüíîé ñôåðû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
îêðóæíîñòü ÷åðåç ýòè ïîëþñû è ñàìó òî÷êó. Ïîñëå ôàêòîðèçàöèè áîëü-
øîé ñôåðû áåç äâóõ ïîëþñîâ ïî äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûì òî÷-
êàì ñôåðà ïåðåéäåò â n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî áåç òî÷êè, ýêâàòîðèàëüíàÿ
ñôåðà ñòàíåò (n − 1)-ìåðíûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì, íàä êàæäîé
òî÷êîé êîòîðîé áóäåò âèñåòü ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ áåç òî÷êè, ò.å. ïðî-
ñòî ïðÿìàÿ. Ïîñëå îòîæäåñòâëåíèÿ ïîñëåäíåé ñ ïðÿìîé, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé òî÷êå ýêâàòîðèàëüíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä êîòîðîé îíà
âçÿòà, ìû ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå îïèñàíèå çàäàííîé â çàäà÷å ïðîåêöèè
â êà÷åñòâå òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ. Çàìå÷àíèå: äàííîìó îïèñàíèþ
ìîæíî ïðèäàòü ÿâíîå ôîðìóëüíîå âûðàæåíèå è óáåäèòüñÿ â ãëàäêîñòè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

6.11. Ìíîãîîáðàçèå ïó÷êà ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè G2,1 åñòåñòâåííûì
îáðàçîì îòîæäåñòâèì ñ îêðóæíîñòüþ (ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé). Ìíîãîîá-
ðàçèå E2,1, ðàññìàòðèâàåìîå êàê ïîäìíîãîîáðàçèå R × G2,1, îñíàñòèì
â êàæäîé òî÷êå îêðóæíîñòè åäèíè÷íûì íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿ-
ìîé, ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîé òî÷êå îêðóæíîñòè. Ïðè ïîëíîì îáõîäå ïî
îêðóæíîñòè, îñíàùÿþùèé âåêòîð ïåðåéäåò â ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîð
íà òîé æå ñàìîé ïðÿìîé. Òåì ñàìûì, îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå íå ÿâëÿåòñÿ
îðèåíòèðóåìûì, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì ëèñòà Ìåáèóñà.

6.12. Ñôåðà íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåçóåìûì ìíîãîîáðàçèåì. Íà ãðóïïå
Ëè ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ëåâîèíâàðèàíòíîå ïîëå ïàðàëëåëåçóåò åå. Ñó-
ùåñòîâàíèå ëåâîèíâàðèàíòíûõ ïîëåé äîêçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïîñòðîåíèåì
- íåíóëåâîé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê åäèíèöå ãðóïïû ïåðåíîñèòñÿ â êàæäûé
ýëåìåíò ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîì óìíîæåíèÿ íà ýòîò ýëåìåíò.
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6.13. Óêàçàíèå. Âñå ðàññëîåíèÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíû, è ïîòîìó ëî-
êàëüíî âñå ñå÷åíèÿ îïèñûâàþòñÿ êàê ñå÷åíèÿ òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ.
À èìåííî, ëîêàëüíûå ñëîåâûå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ëîêàëü-
íûõ êîîðäèíàò áàçû.

6.14. Âëîæåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ En,k â ìíîãîîáðàçèå Rn×Gn,k çàäàåò
ïîäðàññëîåíèå òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ, ÿâëÿþùååñÿ òàâòîëîãè÷åñêèì.

6.15. Ñëåäóåò èç 6.12.

6.17. ÏóñòüA� àëãåáðà ãëàäêèõ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè [0, 1]/({0, 1}),
B � àëãåáðà ãëàäêèõ ôóíêöèé íà M = [0, 1] × R/{(0, y), (1,−y)}, A1 �
àëãåáðà ãëàäêèõ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè [0, n]/({0, n}). Îòîáðàæåíèå f ∗n
ïåðåâîäèò f ∈ A â g ∈ A1, g(x) = f(xmod1) è çàäàåò íà A1 ñòðóêòóðó
A-àëãåáðû.

Ðàññìîòðèì N = [0, n]× R/{(0, y), (1,−y)}. Ïóñòü D � àëãåáðà ãëàä-
êèõ ôóíêöèé íà N . Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå h : A1 ⊗A B → D. Ýëå-
ìåíò a1 ⊗ b ïåðåâåäåì â d : N → R, ãäå d(x, y) = a1(x)b(xmod1, y).
Ëåãêî ïðîâåðÿåüñÿ, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî è D =

¯A1 ⊗a B. Òàêèì îáðàçîì f ∗n(µ) èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ N íàä îêðóæíî-
ñòüþ [0, n]/({0, n}), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

6.18. Ñóììà ñ òðèâèàëüíûì äâóëèñòíûì íàêðûòèåì, î÷åâèäíî, ïðî-
ñòî óäâàèâàåò ñëîè âòîðîãî íàêðûòèÿ, ò.å. âîçíèêàåò 4-ëèñòíîå íàêðûòèå
îêðóæíîñòè èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
f2.

Ïðåäñòàâèì f2 êàê êðàé ëèñòà Ìåáèóñà, ðàññëîåííîãî íàä îêðóæíî-
ñòüþ, òîãäà ñóììà ñîîòâåòñòâóåò ñóììå Óèòíè äâóõ òàêèõ ðàññëîåíèé
(ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 6.19). Êîíöû êàæäîãî èç äâóõ îðòîãîíàëüíûõ îòðå-
çîê, ðåàëèçóþùèõ ñóììó, îïèñûâàþò äâà íåñâÿçíûõ äâóëèñòíûõ íàêðû-
òèÿ.

6.19. Ïðîñòðàíñòâî ýòîãî äâóìåðíîãî ðàññëîåíèÿ äèôôåîìîðôíî îò-
êðûòîìó ïîëíîòîðèþ. Âûáåðåì â ñëîå íàä êàæäîé òî÷êîé ïàðó ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ îòðåçêîâ, ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò òî÷êè, òàê, ÷òî ïðè ïîëíîì
îáõîäå îêðóæíîñòè êàæäûé îòðåçîê ïîâîðà÷èâàòåñÿ íà 180 ãðàäóñîâ. Ýòè
îòðåçêè îïèøóò äâà òðåáóåìûõ ëèñòà Ìåáèóñà.

6.20. Â ñëó÷àå A = R òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ A1 ⊗R B ∼=
A1 ×B, ò.å. òðèâèàëüíî, è íàîáîðîò.

6.21. Óêàçàíèå. Ïóñòü ϕ : M → R2n � ïîãðóæåíèå n-ìåðíîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ M , ra : R2n → R2n � îòîáðàæåíèå ñäâèãà íà âåêòîð a. Ðàññìîòðèì
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îòîáðàæåíèå Ãàóññà g : M → G2n,n, ñîïîñòàâëÿþùåãî êàæäîé òî÷êå îá-
ðàç êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè îòîáðàæåíèè

dz(rϕ(z)◦ϕ) : TzM → TOR2n.

Îòîáðàæåíèå Ãàóññà íàêðûâàåòñÿ ìîðôèçìîì ðàññëîåíèé γ : πTM →
Θ2n,n

γ(ξ) = (dz(rϕ(z)◦ϕ)(ξ), g(z)) ∈ G2n,n.

6.22. Óêàçàíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ J1
zM = C∞(M)/µ2

z. Ðàçëîæåíèå C
∞(M) =

R⊕ µz ïîðîæäàåò ïðÿìîå ðàçëîæåíèå J1
z = R⊕ µz/µ2

z = R⊕ T ∗zM .
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7 Ïñåâäîðàññëîåíèÿ

Ñëîé. Âñÿêîìó h ∈ |A| ñîïîñòàâëÿåòñÿ èäåàë µh = Kerh ⊂ A. Ñëîåì Ph
A-ìîäóëÿ P íàä òî÷êîé h ∈ |A| íàçûâàåòñÿ ôàêòîðìîäóëü P/µhP . Çíà÷å-
íèåì ph ýëåìåíòà p ∈ P â òî÷êå h íàçûâàåòñÿ îáðàç p ïðè ãîìîìîðôèçìå
ôàêòîðèçàöèè

P → Ph.

A-ìîäóëü Ph = P/µhP ìîæíî ðàñìàòðèâàòü êàê ìîäóëü íàä A/µh ∼= K
èëè êàê K-ìîäóëü. Â ñëó÷àå A = C∞(M), h = hz äëÿ z ∈ M áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ Pz è pz.
Ïñåâäîðàññëîåíèå. Ñî âñÿêèì A-ìîäóëåì P íàä K-àëãåáðîé A ñâÿæåì
ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò

|P | =
⋃
h∈|A|

Ph

è åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ íà |A|

|P | ⊃ Ph 3 ph
πP7→ h ∈ |A|.

Òðîéêà (|P |, πP , |A|) íàçûâàåòñÿ ïñåâäîðàññëîåíèåì.
Ìîäóëü ñå÷åíèé. Îòîáðàæåíèå

sp : |A| → |P |;h 7→ ph

íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì ïñåâäîðàññëîåíèÿ. Ìíîæåñòâî Γ(P ) âñåõ ñå÷åíèé
ïñåâäîðàññëîåíèÿ πP åñòü A-ìîäóëü îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé

sp1 + sp2 = sp1+p2 ,

asp = sap; a ∈ A, pi ∈ P.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ìîäóëü. A-ìîäóëü P íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì, åñ-
ëè
⋂
h∈|A| µhP = 0. Ýëåìåíò p ∈ P íàçûâàåòñÿ íåíàáëþäàåìûì, åñëè

ph = 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ |A|. Íîñèòåëåì ìîäóëÿ P íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

suppP = Cl{h ∈ |A||Ph 6= 0} ⊂ |A|,

ãäå çàìûêàíèå áåðåòñÿ â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî.
Òîïîëîãèÿ ïñåâäîðàññëîåíèÿ. Ïðîñòðàíñòâî S(P ∗), ãäå ìîäóëü P ∗ =
HomA(P,A) ìîæíî ðàñìàòðèâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà |P | ïî
ïðàâèëó

(f1 ⊗ · · · ⊗ fk)(ph) = f1(ph) · · · · · fk(ph) ∈ K,
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ãäå fi ∈ P ∗, fi(ph) = fi(p)modµh. Âîçíèêàþùàÿ àëãåáðà F(|P |) ôóíê-
öèé òàêîãî âèäà ïîðîæäàåò òîïîëîãèþ Çàðèññêîãî íà |P |. Íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå s : |A| → |P | íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì ñå÷åíèåì ïñåâäîðàñ-
ñëîåíèÿ πP , åñëè πP ◦ s = id|A|. Ìíîæåñòâà âñåõ íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé
è âîîáùå âñåõ ñå÷åíèé (ò.å. îòîáðàæåíèé s, äëÿ êîòîðûõ πP ◦ s = id|A|)
îáîçíà÷èì Γa(P ) è Γ0(P ).
Ãëàäêîå ñå÷åíèå. Â ñëó÷àå A = C∞(M) ðàññìîòðèì ãëàäêóþ àëãåá-
ðó F(|P |), êîòîðàÿ òàêæå ïîðîæäàåò òîïîëîãèþ Çàðèññêîãî íà |P |. Ïðî-
ñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé â ýòîé òîïîëîãèè áóäåì îáîçíà÷àòü Γc(P ).
Ñå÷åíèÿ Γ(P ) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþòñÿ ãëàäêèìè ñå÷åíèÿìè.
Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå. Ïñåâäîðàññëîåíèå π = (|P |, πP ,M) íàçûâàåòñÿ
âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì íàä M , åñëè P ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûì
ïðîåêòèâíûì C∞(M)-ìîäóëåì è ñëîè, êàê ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä R,
èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü íàä êàæäîé òî÷êîé. Ìíîæåñòâî ãëàäêèõ
ñå÷åíèé äëÿ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü Γ(π) = Γ(P ), ñëîè
Pz íàä òî÷êîé z� πz. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå π íàçûâàåòñÿ òðèâèàëü-
íûì, åñëè ìîäóëü Γ(π) ñâîáîäåí. Ïðÿìîå ñëàãàåìîå âåêòîðíîãî ðàññëî-
åíèÿ íàçûâàåòñÿ ïîäðàññëîåíèåì. Ïðÿìàÿ ñóììà ìîäóëåé äâóõ âåêòîð-
íûõ ðàññëîåíèé íàä îäíèì ìíîãîîáðàçèåì çàäàåò âåêòîðíîå ðàññëîíåíèå
è íàçûâàåòñÿ ñóììîé Óèòíè è îáîçíà÷àåòñÿ π ⊕ ξ. Òåíçîðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì π ⊗ ξ äâóõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ðàñ-
ñëîåíèå, çàäàííîå òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì èõ ìîäóëåé P ⊗C∞(M) Q ∼=
Γ(π)⊗C∞(M) Γ(ξ). Äâîéñòâåííûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì π∗P íàçûâàåòñÿ
ðàññëîåíèå çàäàííîå ñîïðÿæåííûì ìîäóëåì P ∗ = HomC∞(M)(P,C

∞(M)).

7.1. Äîêàæèòå, ÷òî ãåîìåòðè÷íîñòü A-ìîäóëÿ P ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî
P ∼= Γ(P ).

7.2. Îòîáðàæåíèå ãåîìåòðèçàöèè Γ : P ⇒ Γ(P ), äåéñòâóþùèé èç êàòå-
ãîðèè ìîäóëåé íàä C∞(M), M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, â êàòåãî-
ðèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìîäóëåé, ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì.

7.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè P,Q � ãåîìåòðè÷åñêèå C∞(M)-ìîäóëè, ãäå M
� ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, òî ãåîìåòðè÷åñêèìè áóäóò ìîäóëè

(a) P ⊗C∞(M) Q,

(b) HomC∞(M)(P,Q)

7.4. Äîêàæèòå, ÷òî Γ(P ) ⊂ Γc(P ) ⊂ Γa(P ) ⊂ Γ0(P ).
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7.5. Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå A = C∞(M), P = D(M), èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî D(M)z = TzM . Çäåñü D(M) � C∞(M)-ìîäóëü ãëàäêèõ âåê-
òîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè, TzM � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
â òî÷êå z.

7.6. Çàäàäèì íà TzM ñòðóêòóðó C∞(M)-ìîäóëÿ ïî ïðàâèëó (f, ξ) 7→
f(z)ξ. Äîêàæèòå. ÷òî íîñèòåëü ýòîãî ìîäóëÿ åñòü òî÷êà z.

7.7. Äîêàæèòå, ÷òî íîñèòåëü C∞(M)-ìîäóëÿ D(M,N) âåêòîðíûõ ïîëåé
âäîëü ïîäìíîãîîáðàçèÿ N ⊂M ñîâïàäàåò ñ N .

7.8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãîìîìîðôèçìà A-ìîäóëåé f : P → Q êîððåêòíî
îïðåäåëåíû åãî "çíà÷åíèÿ", ò.å îòîáðàæåíèÿ fh : Ph → Qh, h ∈
|A|. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íà êàæäîì ñëîå ýòî èçîìîðôèçì, òî è ñàì
ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

7.9. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé (îáúåêòû), ò.å. êîíå÷íî-
ïîðîæäåííûõ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé íàä ãëàäêîé àëãåáðîé, è ãîìî-
ìîðôèçìîâ ýòèõ ìîäóëåé, ÷üè îáðàçû è ÿäðà ïðîåêòèâíû (ìîðôèç-
ìû), îáðàçóþò êàòåãîðèþ.

7.10. Äîêàæèòå, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå âåêòîðíîìó ðàññëîåíèþ π åãî ìîäóëÿ
ñå÷åíèé Γ(π) ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì.

7.11. Äëÿ âñÿêîãî ñâîáîäíîãî C∞(M)-ìîäóëÿ êîíå÷íîãî òèïà ñóùåñòâóåò
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå, ìîäóëü ñå÷åíèé êîòîðîãî åìó èçîìîðôåí.

7.12. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ìîðôèçì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ϕ : π → ξ
íàä ìíîãîîáðàçèåì M ýêâèâàëåíòíû:

(a) dim Kerϕz íå çàâèñèò îò z;

(b) dim Imϕz íå çàâèñèò îò z;

(c) Kerϕ ïîäðàññëîåíèå π;

(d) Imϕ ïîäðàññëîåíèå ξ;

7.13. Äîêàæèòå, ÷òî ñëîè ñóììû Óèòíè äâóõ ðàññëîåíèé åñòü ïðÿìàÿ
ñóììà ñëîåâ êàê âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

7.14. Γ(π ⊕ ξ) = Γ(π)⊕ Γ(ξ).
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7.15. Âñÿêîå ïîäðàññëîåíèå âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì
ñëàãàåìûì.

7.16. Mor(π, ξ) ∼= HomC∞(M)(Γ(π),Γ(ξ)).

7.17. Γ(π) êîíå÷íî ïîðîæäåí è ïðîåêòèâåí.

7.18. (Swan's theorem) Åñëè ìíîãîîáðàçèå M ñâÿçíî, òî ëþáîé êîíå÷íî
ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü P íàä C∞(M) ÿâëÿåòñÿ ìîäó-
ëåì ñå÷åíèé Γ(π) íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ π íà M .

7.19. Åñëè ìíîãîîáðàçèå M íå ñâÿçíî, òî ïðîåêòèâíûé êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûé ìîäóëü íàä C∞(M) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ìîäóëåé ñå÷å-
íèé âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàä êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ìíîãîîá-
ðàçèÿ.

7.20. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîåêòèâíîãî êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ P
íàä C∞(M), îïðåäåëÿþùåãî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå π = (|P |, πP ,M),
àëãåáðà ôóíêöèé F(|P |) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé àëãåáðîé, ò.å. åå ñïåêòð
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì Eπ (íàçûâàåìûì òîòàëüíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì ðàññëîåíèÿ), è

(a) |P | äèôôåîìîðôåí Eπ;
(b) âëîæåíèå i : C∞(M) ↪→ F(|P |) çàäàåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå

π : Eπ →M ;

(c) ìíîæåñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé s : M → Eπ, òàêèõ, ÷òî π◦s =
idM, ÿâëÿåòñÿ C

∞(M)-ìîäóëåì èçîìîðôíûì Γ(π);

(d) äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ M ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ⊂ M ,
òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì ϕ : π−1(U) → U × V ,
ëèíåéíûé íà êàæäîì ñëîå πz, ãäå V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè ðàâíîé ðàçìåðíîñòè ñëîÿ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðî-
îáðàçîâ òàêèõ îêðåñòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ àòëàñîì íà ìíîãîîáðàçèè
Eπ.

7.21. Ìîðôèçì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé çàäàåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå òî-
òàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, ëèíåéíîå íà êàæäîì
ñëîå.
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7.22. Ìîäóëü D(M) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì êîíå÷íî ïîðîæäåííûì è èçî-
ìîðôåí ìîäóëþ ãëàäêèõ ñå÷åíèé êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TM →
M .

7.23. Ñëîåì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ñëóæèò òåí-
çîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñëîåâ èñõîäíûõ ðàññëîåíèé.

7.24. Îòîáðàæåíèå i : P ∗⊗AQ→ P ∗ = HomA(P,A), çàäàííîå ðàâåíñòâîì
i(p∗ ⊗ q)(t) = p∗(t)q, â ñëó÷àå êîãäà ìîäóëè P è Q ïðîåêòèâíû è
êîíå÷íî ïîðîæäåíû, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

7.25. Äîêàæèòå, ÷òî (πTM)∗ = πT ∗M .

7.26. Äîêàæèòå, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ âåêòîðíûõ ðàñ-
ñëîåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì.

7.27. Ìîäóëü C∞(M) ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì.

7.28. Êëàññû èçîìîðôíûõ îäíîìåðíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàä ìíî-
ãîîáðàçèåì îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó îòíîñèòåëüíî òåíçîðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ, ñ åäèíèöåé [C∞(M)] è îáðàòíûì ýëåìåíòîì P ∗. Ýòà
ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ïèêàðà Pic(M). Äîêàæèòå, ÷òî âñå íå
åäèíè÷íûå ýëåìåíòû ãðóïïû Ïèêàðà èìåþò ïîðÿäîê 2, ò.å. òåíçîð-
íûé êâàäðàò âñåãäà òðèâèàëåí.

7.29. Pic(S1) = Z2. Äâà êëàññà ðàññëîåíèé ðåàëèçóþòñÿ öèëèíäðîì è
ëèñòîì Ì�åáèóñà.

7.30. Γ(π ⊗ ξ) ∼= Γ(π)⊗ Γ(ξ).

7.31. Ðàññëîåíèå l-äæåòîâ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì.

7.32. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ

πl,m : J lM → JmM, [f ]lz 7→ [f ]mz , l > m,

τl : J lM → T ∗M, [f ]lz 7→ dzf, l > 1,

ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè ðàññëîåíèÿìè.
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Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ.

7.1. Íåìîíîìîðôíîñòü ýïèìîðôèçìà S : P → Γ(P ), p → sp, ðàâíî-
ñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íå íóëåâîãî ýëåìåíòà p ∈ P ïðè ëþáîì
h ∈ |A| ýëåìåíò ph = 0, ò.å. p ∈ ∩h∈|A|µhP .

7.2. Êàæäîìó ãîìîìîðôèçìó ìîäóëåé ϕ : P → Q ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå ãîìîìîðôèçì ñå÷åíèé ϕ̃ : Γ(P ) → Γ(Q), sp 7→ sϕ(p), óâàæàþùèé
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò è êîìïîçèöèþ.

7.3. (a) Èç ðàâåíñòâà µh(P ⊗C∞(M) Q) = (µhP )⊗C∞(M) Q ñëåäóåò, ÷òî

⋂
h∈M

µh(P ⊗C∞(M) Q) =

(⋂
h∈M

µhP

)
⊗C∞(M) Q = 0.

Â ÷àñòíîñòè, òðåáóåòñÿ ãåîìåòðè÷íîñòü ëèøü îäíîãî ñîìíîæèòåëÿ.
(b) Ïóñòü Q ãåîìåòðè÷åí, òîãäà HomC∞(M)(P,Q) = Q⊗C∞(M)P

∗ òàêæå
ãåîìåòðè÷åí.

7.5. Ìîäóëü µzD(M) � ýòî âñå âåêòîðíûå ïîëÿ, êîòîðûå ðàâíû íóëþ â
òî÷êå z. Â ñèëó ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè è ðàâåíñòâàX(x) = X(z)+(X(x)−
X(z)), X ∈ D(M), â êàðòå, ñîäåðæàùåé òî÷êó z, îòîáðàæåíèå ñîïîñòàâ-
ëåíèÿ âåêòîðíîìó ïîëþ åãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì è
åãî ÿäðî ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåì µzD(M), ò.å. TzM = D(M)/µzD(M).

7.6. Î÷åâèäíî, ÷òî ñàìà òî÷êà z ïðèíàäëåæèò íîñèòåëþ, ò.ê. ïîäìî-
äóëü µzP òðèâèàëåí. Åñëè âçÿòü òî÷êó w 6= z íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè,
òî ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ â w è åäèíèöå â z. Ñëåäî-
âàòåëüíî ïîäìîäóëü µwP = P è ýòà òî÷êà íîñèòåëþ íå ïðèíàäëåæèò.

7.7. Òàê êàê âåêòîðíûå ïîëÿ êàñàòåëüíûå ê ïîäìíîãîîáðàçèþ çàäàþò
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òî âñå òî÷êè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñîäåðæàòñÿ â íî-
ñèòåëå ìîäóëÿ. Äëÿ òî÷êè w âíå ïîäìíîãîîáðàçèÿ, â ñèëó åãî çàìêíó-
òîñòè ìîæíî óêàçàòü ãëàäêóþ ôóíêöèþ ðàâíóþ åäèíèöå íà ïîäìíîãî-
îáðàçèè è íóëþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè, íå ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ
îêðåñòíîñòüþ ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Íàëè÷èå òàêîé ôóíêöèè ãàðàíòèðóåò,
÷òî µwD(N,M) = D(N,W ), ò.å. òî÷êà âíå íîñèòåëÿ.

7.8. Ïóñòü P è Q � A-ìîäóëè, ϕ : P → Q � ãîìîìîðôèçì. Òîãäà ñëîé
� Ph = P/µhP , ãäå µh = {a ∈ A : h(a) = 0}.

1) Åñëè p̄ ∈ µhP , ò.å. p̄ = ap, ãäå a ∈ µh è p ∈ P , òî ϕ(p̄) = ϕ(ap) =
aϕ(p) ∈ µhQ. Çíà÷èò, êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ϕ̄ : Ph → Qh,
ò.ê. ϕ(µhP ) ⊆ µhQ.
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2) Ïóñòü ϕ : P → Q � ãîìîìîðôèçì è èçîìîðôèçì íà ñëîÿõ ϕh :
Ph → Qh. Óñëîâèå èçîìîðôíîñòè ñëîåâ: Q − ϕ(P ) ⊂ µhQ. Òàê êàê ýòî
âåðíî äëÿ ëþáîãî h ∈ |A|, òî Q−ϕ(P ) ⊂ eh∈|A|µhQ = 0, ïîñëåäíåå â ñèëó
ãåîìåòðè÷íîñòè Q. Çíà÷èò, Q = ϕ(P ), ò.å. áèåêòèâíî.

7.10. Òàê êàê ìîðôèçì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ïåðåâîäèò ñëîè â ñëîè,
òî ñå÷åíèÿ ïåðåõîäÿò â ñå÷åíèÿ, è òàêîå ñîïîñòàâëåíèå ïåðåâîäèò òîæäå-
ñòâåííûé ìîðôèçì â òîæäåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé ñå÷åíèé, è,
íàêîíåö, óâàæàåò êîìïîçèöèþ.

7.11. Àëãåáðà C∞(M) èçîìîðôíà C∞(M)-ìîäóëþ ãëàäêèõ ñå÷åíèé
òðèâèàëüíîãî îäíîìåðíîãî âåêòîðîãî ðàññëîåíèÿ π : R ×M → M íàä
ìíîãîîáðàçèåìM : C∞(M) ∼= Γ(π). Âñÿêèé ñâîáîäíûé C∞(M)-ìîäóëü êî-
íå÷íîãî òèïà èçîìîðôåí ïðÿìîé ñóììå n ìîäóëåé C∞(M)⊕· · ·⊕C∞(M)
äëÿ íåêîòîðîãî n. Ñëåäîâàòåëüíî,

C∞(M)⊕ · · · ⊕ C∞(M) ∼= Γ(π)⊕ · · · ⊕ Γ(π) ∼= Γ(π ⊕ · · · ⊕ π).

Ñì. çàäà÷ó 7.14.

7.12. Ñì. ïðåäëîæåíèå 11.20, [1], ñòð. 241.

7.13. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

(π/µhπ)⊕ (ξ/µh) ∼= (π ⊕ ξ)/µh(π ⊕ ξ).

7.14. Ñëåäóåò èç åñòåñòâåííîãî îòîæäåñòâëåíèÿ Γ(η) × Γ(ϕ) è Γ(η) ⊕
Γ(ϕ).

7.15. Äîñòàòî÷íî çàäàòü íà êàæäîì ñëîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,
ãëàäêî çàâèñÿùåå îò òî÷êè, è ðàññìîòðåòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê
ïîäðàññëîåíèþ â êàæäîì ñëîå. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâåäåíî â ëåììå 11.25, [1], ñòð. 244.

7.16. Êàæäûé ìîðôèçì, î÷åâèäíî, ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé
ñå÷åíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïî ëþáîìó ãîìîìîðôèç-
ìó

F : Γ(π)→ Γ(ξ)

ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíñòâåííûé ìîðôèçì ðàññëîåíèé ϕ : π → ξ, Γ(ϕ) =
F .

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ϕ, ψ ∈ Mor(π, ξ) è Γ(ϕ) = Γ(ψ). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ s ∈ Γ(π) è x ∈ M âûïîëíåíî ϕ(s(x)) = ψ(s(x)).
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Òàê êàê ëþáàÿ òî÷êà òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàññëîåíèÿ Eπ ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà â âèäå s(x), òî ϕ = ψ.

Òåïåðü ïî ãîìîìîðôèçìó F ïîñòðîèì ìîðôèçì ϕ : Eπ → Eξ, ò.å.
îïðåäåëèì åãî çíà÷åíèå äëÿ ëþáîãî y ∈ Eπ. Âûáåðåì òàêîå ñå÷åíèå, ÷òî
s(x) = y è ïîëîæèì

ϕ(y) = F (s)(x).

(a) Êîððåêòíîñòü. Ïóñòü äâà ñå÷åíèÿ çàäàþò îäíó òî÷êó s1(x) = s2(x).
Òîãäà s1 − s2 ∈ µxΓ(π), òîãäà F (s1 − s2) ∈ µxΓ(ξ) è F (s1)(x) = F (s2)(x).

(b) Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîè ïåðåõîäÿò â ñëîè.
(c) Ïðîâåðèì, ÷òî Γ(ϕ) = F . Äëÿ ëþáîãî s ∈ Γ(π) èìååì

(Γ(ϕ)(s))(x) = (ϕ ◦ s)(x) = ϕ(s(x)) = F (s)(x).

7.17. Γ(π) ∼= Γ(P ) ∼= P . Ïîñëåäíèé ìîäóëü êîíå÷íî ïîðîæäåí è ïðîåê-
òèâåí ïî îïðåäåëåíèþ, à ïîñëåäíèé èçîìîðôèçì ñëåäóåò èç ãåîìåòðè÷-
íîñòè P êàê ïîäìîäóëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ C∞(M)n.

7.18. Ðàññìàòðèâàåìûé ìîäóëü P âìåñòå ñ íåêîòîðûì ìîäóëåì Q ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóììå ñâîáîä-
íîãî ìîäóëÿ

P ⊕Q = C∞(M)⊕ · · · ⊕ C∞(M) = C∞(M)n.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ìîäóëü C∞(M)n ãåîìåòðè÷åí, ìîäóëè P è Q ãåîìåòðè÷-
íû, ò.å. P = Γ(P ). Äîêàæåì, ÷òî ðàçìåðíîñòè âñåõ ñëîåâ ðàâíû.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèè è âëîæåíèÿ prP : P ⊕ Q → P è
iP : P → P ⊕Q. Îòîáðàæåíèå

e = iP ◦ prP ∈ HomC∞(M)(P ⊕Q,P ⊕Q) ∼=

∼= HomC∞(M)(C
∞(M)n, C∞(M)n)

ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòîì è ýòî îòîáðàæåíèå ìîæåò âîñïðèíìàòüñÿ êàê
ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ íà M .

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå ôàêòîðèçàöèè

pz : C∞(M)n → C∞(M)n/(µzC
∞(M)n) ∼= Rn.

Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ HomC∞(M)(C
∞(M)n, C∞(M)n) âûïîëíåíî

pz ◦ f = f(z) ◦ pz. Â ÷àñòíîñòè, pz ◦ e = e(z) ◦ pz.
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Òàê êàê pz ýïèìîðôèçì, òî ðàçìåðíîñòü îáðàçà pz ◦ e = e(z) ◦ pz
ðàâíà ðàíãó ìàòðèöû e(z). Äîêàæåì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû e(z) ïîñòîÿíåí.
Èç íåïðåðûûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå ðàíãà ìàòðè÷íîé ôóíêöèè íå
óìåíüøàåòñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè. Ïðè ýòîì e è Id−e
� äâà îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èõ îáðàçû íå ïåðåñå-
êàþòñÿ è äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî ïîëíîé ðàçìåðíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,
îíè èõ ðàíãè ëîêàëüíî ïîñòîÿííû. Â ñèëó ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, èõ
ðàíãè ïîñòîÿííû, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

7.19. Ñëåäóåò ïðÿìî èç 7.18., ò.ê. ôóíêöèÿ ðàíãà ïîñòîÿííà íà êàæäîé
êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ.

7.22. Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíûìè êàð-
òàìè è âîñïîëüçóéòåñü ëîêàëèçóåìîñòüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

7.23. Óêàçàíèå. ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 7.30.

7.25. Óêàçàíèå. πTM ∼= D(M), π∗TM = HomC∞(M)(D(M), C∞(M)) ∼=
πT ∗M .

7.26. η⊗ ξ ∼= η∗ ⊗ ξ ∼= Hom(η, ξ). Ïîñëåäíåå ðàññëîåíèå ñ îäíîìåðíûì
ñëîåì HomR(ηz, ξz).

7.27. Óêàçàíèå. Ñëîé C∞(M)/µzC
∞(M) ∼= R, f(x) = f(z) +

∑
(xi −

zi)gi(x).

7.29. Â çàäà÷å 7.26 äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ðàññëîåíèå Hom(η, η)
òðèâèàëüíî, ò.ê. äèôôåîìîðôèçì ϕ−1 : M × R → EHom(η,η), îáðàòíûé
òðèâèàëèçóþùåìó, ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé ϕ−1(a, λ) = λy.

7.30. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå i : Γ(π)⊗Γ(ξ)→ Γ(π⊗ ξ) è äîêàæåì åãî
èçîìîðôíîñòü.

Ïóñòü s ∈ Γ(π), t ∈ Γ(xi). Ïîëîæèì (s ⊗ t)(x) = s(x) ⊗ t(x), s ⊗ t ∈
Γ(π⊗ξ). Ïîñòðîåííîå ñîïîñòàâëåíèå ãîìîìîðôíî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó
è ïîòîìó îïðåäåëåÿåò C∞(M)-ãîìîìîðôèçì i : Γ(π) ⊗ Γ(ξ) → Γ(π ⊗ ξ).
Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì

ix : Γ(π)⊗ Γ(ξ)/µx(Γ(π)⊗ Γ(ξ))→ πx ⊗ ξx,

è ïîêàæåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.
À. Ñþðúåêòèâíîñòü ix. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà πx ⊗ ξx

èìååò âèä
∑
yi⊗ zi, yi ∈ πx, zi ∈ ξx. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ñå÷åíèÿ si, ti

÷üè çíà÷åíèÿ â òî÷êå x ñóòü yi, zi. Òîãäà ix([
∑
si ⊗ ti]) =

∑
yi ⊗ zi.
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B. Èíúåêòèâíîñòü ix. Ïóñòü si ∈ Γ(π), ti ∈ Γ(ξ) è
∑
si(x)⊗ ti(x) = 0 â

ïðîñòðàíñòâå πx ⊗ ξx . Äîêàæåì, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ñå÷åíèÿ pi ∈ Γ(π),
qi ∈ Γ(ξ) è ôóíêöèè fi ∈ µx, ÷òî∑

si ⊗ ti =
∑

fipi ⊗ qi.

Âûáåðåì èç ñèñòåìû âåêòîðîâ si(x) ìàêñèìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìóþ ñèñòåìó. Ïóñòü ýòî áóäåò s1(x), . . . , sk(x). Äëÿ j = k + 1, . . . ,m
çàïèøåì ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó sj(x) =

∑k
i=1 aijsi(x). Òîãäà

m∑
i=1

si(x)⊗ ti(x) =
k∑
i=1

si(x)⊗

(
ti(x) +

m∑
j=k+1

aijtj(x)

)
= 0.

òàê êàê âñå ïåðâûå ñîìíîæèòåëè â ñóììå ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî âñå
âñòîðûå ñîìíîæèòåëè ðàâíû íóëþ, ò.å.

ti(x) = −
m∑

j=k+1

aijtj(x).

Èòàê,

sj =
k∑
i=1

aijsi + s′j, j = k + 1, . . . ,m; s′j ∈ µxΓ(π);

ti = −
k∑

j=k+1

aijtj + t′i, i = 1, . . . , k; t′i ∈ µxΓ(ξ).

Îòñþäà

m∑
i=1

si ⊗ ti =
k∑
i=1

si ⊗ t′i +
m∑

j=k+1

s′j ⊗ tj ∈ µxΓ(π)⊗ Γ(ξ).

Èòàê, i � èçîìîðôèçì â êàæäîé òî÷êå x ∈M . Äîêàæåì, ÷òî i � èçî-
ìîðôèçì ìîäóëåé. Òàê êàê Γ(π)⊗ Γ(ξ) êîíå÷íî ïîðîæäåí è ïðîåêòèâåí,
îí èçîìîðôåí ìîäóëþ ñå÷åíèé íåêîòîðîãî ðàññëîåíèÿ. Â ñèëó çàäà÷è
7.16, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì ðàññëîåíèé ϕ, ÿâëÿþùèéñÿ ïî-
ñëîéíûì èçîìîðôèçìîì. Ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì è â êàæäîé òî÷êå
ñëîÿ y åãî äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé dyϕ = idTπ(y)M ⊕ ϕy,
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ò.å. ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ê òîòàëüíûì ïðî-
ñòðàíñòâàì ðàññëîåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ� äèôôåîìîðôèçì. ×òî è òðå-
áîâàëîñü.

7.31. Óêàçàíèå. Íàä êàæäîé òî÷êîé ëîêàëüíîé êàðòû ðàññìîòðèì
åñòåñòâåííûé íàáîð êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíòàì ðàçëî-
æåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ãëàäêîé ôóíêöèè äî äàííîãî ïîðÿäêà. Ýòî çàäàåò
ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà äæåòàõ, à ôóíêöèè çàäàþò ñå÷åíèÿ.

7.32. Óêàçàíèå. Äàéòå ïðÿìîå îïèñàíèå ñëîåâ íàä ëîêàëüíûìè êàðòà-
ìè è ïðîåêöèè � çàáûâàíèå ÷àñòè ðÿäà Òåéëîðà. Âòîðîå îòîáðàæåíèå �
÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðâîãî m = 1.
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8 Êàñàòåëüíûé âåêòîð

Äèôôåðåíöèðîâàíèå â òî÷êå. Îòîáðàæåíèå ξ : A → K íàçûâàåòñÿ
êàñàòåëüíûì âåêòîðîì èëè äèôôåðåíöèðîâàíèåì â òî÷êå h ∈ |A|, åñëè
îíî

à) K-ëèíåéíî, ò.å. äëÿ ëþáûõ λj ∈ K, aj ∈ A

ξ

(
k∑
j=1

λjaj

)
=

k∑
j=1

λjξ(aj),

á) óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó Ëåéáíèöà â òî÷êå h

ξ(ab) = h(a)ξ(b) + h(b)ξ(a).

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Íà ìíîæåñòâå âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòî-
ðîâ â òî÷êå åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà K-ìîäóëÿ. Ïîëîæèì ïî
îïðåäåëåíèþ

à) (ξ1 + ξ2)(a) = ξ1(a) + ξ2(a);
á) (kξ)(a) = kξ(a).

Ýòîò K-ìîäóëü îáîçíà÷àåòñÿ ThA è íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì â òî÷êå h.
Äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ. Ðàññìîòðèì F : A1 → A2 ãîìîìîð-
ôèçì íåêîòîðûõ àëãåáð. Äèôôåðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ ñïåêòðîâ |F | â
òî÷êå h ∈ |A2| íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

dh|F | : Th(A2)→ Th◦F (A1),

îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó dh|F |(ξ) = ξ ◦ F : A1 → K.
Êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü µh ÿäðî ãîìîìîðôèçìà h : A→
K, µ2

h � ïðîèçâåäåíèå èäåàëà µh íà ñåáÿ. K-ìîäóëü

T ∗hA = µh/µ
2
h

íàçûâàåòñÿ êîêàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê àëãåáðå â òî÷êå h.

8.1. Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ K-ëèíåéíûì îòîáðàæåíè-
åì ìîäóëåé.

8.2. Äîêàæèòå, ÷òî TidKK = 0, ãäå idK : K → K� åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
K-ñïåêòðà êîëüöà K.
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8.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ k ∈ K è ξ ∈ ThA äèôôåðåíöèðîâàíèå
êîíñòàíòû åñòü íîëü

ξ(k · 1A) = 0.

8.4. Ïóñòü F : A1 → A2 � ýïèìîðôèçì K-àëãåáð. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè h ∈ |A2| äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì.

8.5. Ïóñòü C0(M) � àëãåáðà âñåõ íåïðåðûâíûõ R-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà
òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M . Äîêàæèòå, ÷òî ThC

0(M) = 0.

8.6. Åñëè äâå ôóíêöèè f, g ∈ C∞(Rn) ñîâïàäàþò íà îòêðûòîì ìíîæå-
ñòâå U 3 z, òî äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ξ ∈ TzC

∞(Rn)
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ξ(f) = ξ(g).

8.7. Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà z ∈ U ⊂ Rn ïðîñòðàíñòâà TzU è
TzC

∞(Rn) åñòåñòâåííî èçîìîðôíû.

8.8. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíûé âåêòîð ξ ∈ TzC∞(Rn), z ∈ Rn êàê îòîá-
ðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ôóíêöèÿì èç ýòîé àëãåáðû ÷èñëî, âñåãäà
èìååò âèä

ξ(f) =
n∑
i=1

αi
∂f

∂xi
(z),

ò.å. çàäàåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íàïðàâëåíèþ.

8.9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n 6= m, òî

C∞(Rn) � C∞(Rm).

8.10. Äëÿ ëþáîé K-àëãåáðû A îïðåäåëåíà ñþðúåêöèÿ K-ìîäóëåé

νh : HomK(T ∗hA,K)→ ThA,

ãäå ñèìâîëîì HomK(T ∗hA,K) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âñåõK-ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé èç êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â êîëüöî, ñ åñòåñòâåí-
íîé ñòðóêòóðîé ìîäóëÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ îòîáðàæåíèé è óìíî-
æåíèé íà ýëåìåíòû êîëüöà. Åñëè K � ïîëå, òî νh ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì.
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8.11. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ R-àëãåáðà è U ⊂ |F|� îò-
êðûòîå ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà ãîìîìîðôèçì îãðàíè÷åíèÿ ρU : F →
F|U èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

dh(ρU) : Th(F|U)→ TρU◦h(F), h ∈ |F|U | .

8.12. Îïèøèòå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êàõ ãëàäêèõ ìíîæåñòâ èç
çàäà÷è 1.13.

8.13. Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè çàäàþò åñòåñòâåí-
íûé áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ, ïðè-
íàäëåæàùåé ýòîé êàðòå: ýòî íàáîð äèôôåðåíöèðîâàíèé ïî íàïðàâ-
ëåíèÿì êîîðäèíàòíûõ îñåé

∂

∂xi
, i = 1, . . . , n.

Îïèøèòå â ýòèõ áàçèñàõ äèôôåðåíöèàë ïðîèçâîëüíîãî ãëàäêîãî
îòîáðàæåíèÿ ϕ : M → N .

8.14. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f ∈ C∞(Rn) è z ∈ Rn. Äèôôåðåíöèàë äâîé-
ñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ dzf = dz|f ∗| : TzRn → Tf(z)R ∼= R çàäà-
åò òåì ñàìûì ýëåìåíò äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà (TzRn)∗. Äîêà-
æèòå, ÷òî ýëåìåíòû âèäà dzxi, ãäå x1, . . . , xn � êîîðäèíàòû â Rn,
ðàññìàòðèâàåìûå êàê ëèíåéíûå ôóíêöèè íà Rn, çàäàþò áàçèñ ïðî-
ñòðàíñòâà T ∗zRn.

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ.

8.2. Ñëåäóåò èç 8.3.

8.3. ξ(1A) = ξ(1A · 1A) = ξ(1A) · 1A + 1A · ξ(1A)⇒ ξ(1A) = 0.

8.4. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå äèôôåðåíöèðîâà-
íèå ξ ∈ Th(A2) òàêîå, ÷òî ξ ◦ F = 0. Íî, F (A1) = A2, ò.å. ξ � òðèâèàëåí.

8.5. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ C0(M). Îáîçíà÷èì g =
3
√
f − f(h) ∈ C0(M). Ïóñòü ξ ∈ ThC0(M) � ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé

âåêòîð.

ξ(f) = ξ(f − f(h)) = ξ(g3) = h(g)ξ(g2) + h(g2)ξ(g) = 0,

ò.å. ξ(f) = 0 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè.
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8.6. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè z ∈ U âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f |U = 0, òî ξ(f) = 0. Äåéñòâè-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ h ∈ C∞(M), ÷òî h(z) = 0, h|M\U = 1
(ñëåäñòâèå 2.5, [1], ñòð. 29). Òîãäà f = hf è ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà

ξ(f) = ξ(hf) = f(z)ξ(h) + h(z)ξ(f) = 0.

8.7. Âëîæåíèå i : U ⊂ M ïîðîæäàåò R-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå dzi :
TzU → TzM ïî ïðàâèëó dzi(ξ)(f) = ξ(f |U).

Ïîñòðîèì îáðàòíîå, íàéäÿ äëÿ êàæäîé ôóíêöèè g ∈ C∞(U) ôóíêöèþ
f ∈ C∞(M), ñîâïàäàþùóþ ñ g â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z. Â ñèëó
çàäà÷è 8.6. îò âûáîðà òàêîé ôóíêöèè ðåçóëüòàò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå
çàâèñèò.

8.8. Â ñèëó 8.7. äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ ëîêàëüíî è ïî ëåììå
Àäàìàðà (çàäà÷à 3.30, äëÿ n = 3) ïðàâèëî Ëåéáíèöà ñðàçó äàåò òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå, ãäå αi = ξ(xi).

8.9. Â ñëó÷àå èçîìîðôíîñòè àëãåáð äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ ÿâ-
ëÿëñÿ áû èçîìîðôèçìîì êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, ÷òî íå òàê â ñèëó
ðàçíîé ðàçìåðíîñòè.

8.10. Âî-ïåðâûõ νh(ϕ)(a) = ϕ([a− h(a) · 1A]), ãäå [b] = b mod µ2
h (ïðî-

âåðüòå, ÷òî ýòî êàñàòåëüíûé âåêòîð). Ñþðúåêòèâíîñòü äîêàæåì. îïðå-
äåëèâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ξ ∈ ThA ãîìîìîðôèçì ϕξ(a) = ξ(a). Òàê êàê
ξ(µ2

h) ⊂ µh, òî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è νh(ϕξ) = ξ.
Èíúåêòèâíîñòü â ñëó÷àå ïîëÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ òî-

÷åê èç T ∗hA ìîæíî óêàçàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ϕ, êîòîðàÿ èõ ðàçëè÷àåò,
ò.å. ïîðîæäàåò ðàçíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

8.12. Â ñèëó ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè, âíå îñîáûõ òî÷åê êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ãëàäêîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ. Â îñîáûõ òî÷êàõ ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèðîâàíèé â òî÷êå ïî-
ðîæäàåòñÿ êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåìè îäíîñòîðîííèìè äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿìè âäîëü ïðèìûêàþùèõ ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé (ñ êðàåì)
ëèáî, êàê â ñëó÷àå (i), âäîëü íàïðàâëåíèÿ, êîòîðîå ìîæåò áûòü ðåàëèçî-
âàíî êàê ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà.

(a) Â îñîáîé òî÷êå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíî R2, âíå îñî-
áîé òî÷êè � îäíîìåðíî.
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(b) Âî âñåõ òî÷êàõ îäíîìåðíîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Â îñîáîé
òî÷êå - äèôôåðíöèðîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ëþáûì âåðòèêàëüíûì âåêòî-
ðîì.

(c) Â âåðøèíàõ - äâóìåðíîå, â îñòàëüíûõ � îäíîìåðíîå êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî.

(d) Âî âñåõ òî÷êàõ òðåóãîëüíèêà, âêëþ÷àÿ ãðàíè÷íûå, � äâóìåðíîå
êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî.

(e) Â âåðøèíå � òðåõìåðíîå, îñòàëüíûõ òî÷êàõ � äâóìåðíîå êàñà-
òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî.

(f) Â âåðøèíàõ è íà ðåáðàõ � òðåõìåðíîå, íà ãðàíÿõ � äâóìåðíîå
êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî.

(g) Îòâåò çàâèñèò îò ñòðóêòóðû ïðèìûêàíèÿ ðåáåð ê âåðøèíàì. Åñëè
âñå ðåáðà ïðÿìîëèíåéíû, òî â âåðøèíàõ äâóìåðíîå, â îñòàëüíûõ òî÷êàõ
îäíîìåðíîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî.

(h) Â âåðøèíàõ � äâóìåðíîå, íà ðåáðàõ � îäíîìåðíîå êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî.

(i) Â ïðåäåëüíûõ òî÷êàõ � äâóìåðíîå, â îñòàëüíûõ � îäíîìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî.

8.13. Ìàòðèöà ßêîáè êîîðäèíàòíîãî âûðàæåíèÿ ãëàäêîãî îòîáðàæå-
íèÿ ϕ.

8.14. Óêàçàííûå äèôôåðåíöèàëû îáðàçóþò áàçèñ äâîéñòâåííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå äèôôåðåíöèàëó â òî÷êå z
ëèíåéíîé ôóíêöèè íà Rn êàê çíà÷åíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëà íà âåêòîðå
x− z, ãäå x ∈ Rn, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
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9 Ìîäóëü äèôôåðåíöèðîâàíèé àëãåáðû

Äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû. K-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ∆ : A→ A
íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì èëè äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû A, åñëè
îíî óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó Ëåéáíèöà:

∆(ab) = a∆(b) + b∆(a).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðíöèðîâàíèé àëãåáðû A ÷åðåç D(A).
Åñëè ∆,∇ ∈ D(A) è a ∈ A, òîãäà ∆ +∇ ∈ D(A) è a∆ ∈ D(A). Ýòè îïå-
ðàöèè çàäàþò íà D(A) ñòðóêòóðó K-ìîäóëÿ. Áîëåå òîãî D(A) ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé Ëè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñî çíà÷åíèåì â ìîäóëå. Ïóñòü A � êîììóòà-
òèâíàÿ K-àëãåáðà è P � A-ìîäóëü. K-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ∆ : A→ P
íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû ñî çíà÷åíèÿìè â P , åñëè îíî
óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó Ëåéáíèöà:

∆(ab) = a∆(b) + b∆(a).

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû àëãåáðû ïðåâðàùàþò ìíî-
æåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé D(P ) â A-ìîäóëü.

9.1. Ïóñòü ∆ ∈ D(A), h ∈ |A|. Ïîëîæèì

∆h = h ◦∆ : A→ K.

Äîêàæèòå, ÷òî ∆h ∈ ThA.

9.2. Îïèøèòå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà êîîðäèíàòíîì êðåñòå.

9.3. Îïèøèòå D(A) äëÿ àëãåáð çàäà÷è 1.13.

9.4. Âû÷èñëèòå D(Cm(R1)), m > 0.

9.5. Êàêîâî ïðîñòðàíñòâî D(K[x]/xl+1K[x]) àëãåáðû ñðåçàííûõ ïîëèíî-
ìîâ, K = R èëè Z/mZ.

9.6. Îïèøèòå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé äëÿ áóëåâîé àëãåáðû.

9.7. Ïóñòü X ∈ D(P ) è h : P → Q � ãîìîìîðôèçì A-ìîäóëåé. Òîãäà
h ◦X ∈ D(Q).
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9.8. Îòîáðàæåíèå

D(h) : D(P )→ D(Q), X 7→ h ◦X

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì A-ìîäóëåé. Ïðè ýòîì

D(idP ) = idD(P ),

D(h1 ◦ h2) = D(h1) ◦D(h2).

9.9. Äîêàæèòå, ÷òî D(C∞(Rn)/µz) ∼= TzC
∞(Rn).

9.10. Ðàññìîòðèì C∞(Rn)-ìîäóëü Cm(Rn),m > 0. Êàê èíòåðïðåòèðîâàòü
ïðîñòðàíñòâî D(Cm(Rn)).

9.11. Îïèøèòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû C∞(R) ñî çíà÷åíèÿìè â àë-
ãåáðå C∞(R)⊕ · · · ⊕ C∞(R).

9.12. Ñîïîñòàâëåíèå A-ìîäóëþ P ìîäóëÿ D(P ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì â
êàòåãîðèè A-ìîäóëåé.

9.13. ÏóñòüN ⊂M � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå, µN = {f ∈ C∞(M)|f |N =
0} � èäåàë â C∞(M). Ðàññìîòðèì C∞(M)-ìîäóëü C∞(M)/µN . Êàê
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ïðîñòðàíñòâî D(C∞(M)/µN).

9.14. Ïóñòü ϕ : C∞(M) → C∞(N) � ãîìîìîðôèçì. Çàäàäèì íà C∞(N)
ñòðóêòóðó C∞(M)-ìîäóëÿ ïî ïðàâèëó

fg = ϕ(f)g.

Êàê ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ïðîñòðàíñòâî D(C∞(N)).

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ.

9.1. K-ëèíåéíîñòü î÷åâèäíà. Äàëåå çàïèøåì

∆h(ab) = h(∆(a)b+ a∆(b)) = ∆h(a)h(b) + h(a)∆h(b).

9.2. ÏóñòüK = {(x, y) ⊂ R2|xy = 0} � êîîðäèíàòíûé êðåñò íà ïëîñêî-
ñòè è F = C∞(K) = C∞(R2)|K � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, àëãåáðà ñóæåíèé
ãëàäêèõ ôóíêöèé íà êðåñò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ax è Ay àëãåáðû ãëàäêèõ
ôóíêöèé íà ïðÿìîé ñ êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè x è y ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå âëîæåíèÿ

ix : Ax → C∞(K), f(x) 7→ (f(x), f(0)),
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iy : Ay → C∞(K), g(y) 7→ (g(0), g(y)),

à òàêæå ïðîåêöèè

πx : Cinfty(K)→ Ax, (f(x), g(y)) 7→ f(x),

πy : Cinfty(K)→ Ay, (f(x), g(y)) 7→ g(y).

Î÷åâèäíî, πx ◦ ix = id è πy ◦ iy = id. Ïîýòîìó, åñëè ∆ ∈ D(K), òî ∆x =
πx ◦∆ ◦ ix ∈ D(Ax) è ∆y = πy ◦∆ ◦ iy ∈ D(Ay).

Ïîêàæåì, ÷òî
∆(f(x), g(y)) = (∆xf,∆yg)

è ïîëÿ ∆x, ∆y îáðàùàþòñÿ â íîëü â òî÷êå 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

ϕ = ix(f) = (f(x), c) ∈ C∞(K), c = f(0).

Ðàññìîòðèì òî÷êó z = (0, y) ∈ K, y 6= 0. Òîãäà â äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ ϕ ïîñòîÿííà è â ñèëó ïðèíöèïà ëî-
êàëèçóåìîñòè êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ∆z(ϕ) = 0. Òåì ñàìûì, ýòî âåðíî
äëÿ âñåõ òî÷åê êðîìå 0, íî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ∆(ϕ) ýòî âåðíî íà
âñåé ýòîé îñè. Ïîýòîìó ix(πx(∆(ϕ))) = ∆(ϕ), èëè ix(∆

x(f)) = ∆(ix(f)).
Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

ix ◦∆x = ∆ ◦ ix.

Êðîìå òîãî, ∆x(f)(0) = 0, òàê êàê ∆(ϕ)(0, 0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåê-
òîðíîå ïîëå ∆x ∈ D(Ax) îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå 0. Àíàëîãè÷íî, ïîëå
∆y ∈ D(Ay) îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå 0.

Çàìåòèâ òåïåðü, ÷òî

(f(x), g(y)) = ix(f) + iy(g)− (c, c), c = f(0) = g(0),

è ÷òî äëÿ êîíñòàíòû ∆((c, c)) = 0, ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

∆((f(x), g(y))) = ∆(ix(f)) + ∆(iy(g)) =

= ix(∆
x(f)) + iy(∆

y(g)) = (∆x(f),∆y(g)).

×òî è òðåáîâàëîñü. Î÷åâèäíî è îáðàòíîå: âñÿêàÿ ïàðà ïîëåé íà ïðÿìûõ
îïðåäåëÿåò âåêòîðíîå ïîëå íà êðåñòå, åñëè ýòè ïîëÿ îáðàùàþòñÿ â íîëü
â 0.
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9.3. Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å 9.2, ìîæíî ïîëó÷èòü:
(a) ñì. îòâåò â 9.2.
(b) Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà âåòâÿõ ïàðàáîëû, ñîâïàäàþùèå â îñîáîé

òî÷êå.
(c) Ïîëÿ âäîëü ðåáåð, çàíóëÿþùèåñÿ â âåðøèíàõ.
(d) Ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå.
(e) Êàñàòåëüíîå ê êîíóñó âåêòîðíîå ïîëå, çàíóëÿþùååñÿ â âåðøèíå.
(f) Ãëàäêîå ïîëå, çàíóëÿþùååñÿ â âåðøèíàõ è íà ðåáðàõ èìåþùåå

êàñàòåëüíîå íàïðàâëåíèå.
(g) Àíàëîãè÷íî ïóíêòó (c).
(h) Â âåðøèíàõ � íóëåâîå, âäîëü ðåáåð � ïðîèçâîëüíîå êàñàòåëüíîå.
(i) Âíå ïðåäåëüíîãî îòðåçêà � êàñàòåëüíîå ê ãðàôèêó, íà ïðåäåëüíîì

îòðåçêå � ïðîèçâîëüíîå êàñàòåëüíîå, çàíóëÿþùååñÿ íà êîíöàõ.

9.4. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m = 0 � àëãåáðó íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Ïóñòü f ∈ C(R), ∆ ∈ D(C(R)). Âû÷èñëèì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå a ∈ R
çíà÷åíèå îïåðàòîðà ∆(f)(a) = ∆(f − f(a))(a). Îáîçíà÷èì f1 = f − f(a)
Çàìåòèì, ÷òî 3

√
f1 ∈ C(R). Ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà

∆(f1) = ∆( 3
√
f1 · 3

√
f 2

1 ) = 3
√
f1∆( 3

√
f 2

1 ) + 3

√
f 2

1 ∆( 3
√
f1).

∆(f1)(a) = 0.

∆(f) = ∆(f1 + f(a)) = 0,∀a ∈ R.
Çíà÷èò, D(C(R) = 0.

9.5. Ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ îáùàÿ ôîðìóëà ∆(xn) = nxn−1∆(x).
Ïóñòü a = k0 + k1x+ · · ·+ klx

l � ýëåìåíò àëãåáðû ñðåçàííûõ ïîëèíîìîâ
A.

∆(a) =
∑

ki∆(xi) =
∑

ikix
i−1∆(x) = ∆(x)(

∑
ikix

i−1).

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì ∆(x) ∈ A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîé ýëåìåíò b ∈ A ïî îïðåäå-
ëÿåò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∆b ïî ïîëó÷åííîé ôîðìóëå è ∆b(x) =
b. Äåéñòâèòåëüíî,

∆b((
∑

kix
i)(
∑

mjx
j)) = b

∑
kimj(i+ j)xi+j−1,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî ïî i+ j − 1 6 l.

∆b(
∑

kix
i)(
∑

mjx
j) = b(

∑
ikix

i−1)(
∑

mjx
j) = b

∑
ikimjx

i+j−1,
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(
∑

kix
i)∆b(

∑
mjx

j) = (
∑

kix
i)(b

∑
jmjx

j−1) = b
∑

jkimjx
i+j−1.

Ïðàâèëî Ëåéáíèöà âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî D(A) = A.

9.6. Ïóñòü A = {0, 1} � áóëåâà àëãåáðà, ∆ ∈ D(A).

∆(0) = ∆(0 · 0) = ∆(0)0 + 0∆(0) = 0.

∆(1) = ∆(1 · 1) = ∆(1) + ∆(1) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, D(A) = 0.

9.7. Äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ðåøåíèå çàäà÷è 9.1.

9.8. Òðèâèàëüíàÿ ïðîâåðêà ïî îïðåäåëåíèþ.

9.9. Âìåñòå ñ ãîìîìîðôèçìîì ïîäñòàíîâêè iz : C∞(M)/µz → R êàæ-
äîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ∆ : C∞(M) → C∞(M)/µz çàäàåò êàñàòåëü-
íûé âåêòîð Xz. Ñ äðóãîé ñòîðîíû âûáîð ëþáîãî äèôôåðíöèðîâàíèÿ
X ∈ D(C∞(M)), X(f)(z) = Xz(f), âìåñòå ñ ãîìîìîðôèçìîì ôàêòîðèçà-
öèè h : C∞(M)→ C∞(M)/µz çàäàåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ∆ : C∞(M)→
C∞(M)/µz . Îïèñàííûå îòîáðàæåíèÿ âçàèìíî îáðàòíû.

9.10. Ïðîñòðàíñòâî Cm-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò
èç ëåììû Àäàìàðà

f(x) = f(z) +
∑ ∂f

∂x
(z)(xi − zi) +

∑
(xi − zi)(xj − zj)gij(x).

∆(f)(z) =
∑

∆(xi − zi)
∂f

∂x
(z),

ãäå ∆(xi − zi) ∈ Cm(Rn).

9.11. Êîìïîçèöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ïðîåêöèè íà ïðÿìîå ñëàãà-
åìîå ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû, ò.å. âåêòîðíûì
ïîëåì íà ïðÿìîé. Çàäàäèì âåêòîðíîå ïîëå íà Rn, n � êîëè÷åñòâî ñëàãàå-
ìûõ, êàê ñóììó ïîëåé, êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè êîòîðûõ çàâèñÿò ëèøü îò
îäíîé ïåðåìåííîé X =

∑n
i=1 X

i(xi)
∂
∂xi

. ßñíî, ÷òî è íàîáîðîò ëþáîå âåê-
òîðíîå ïîëå òàêîé ñòðóêòóðû ìîæåò áûòü èíòåðïåðòèðîâàíî êàê äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû ôóíêöèé ñî çíà÷åíèåì â ïðÿìîé ñóììå àëãåáð

Xf = (X1(x1)
∂f

∂x1

, . . . , Xn(xn)
∂f

∂xn
).
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Òàêèì îáðàçîì,

D(C∞(R)⊕ · · · ⊕ C∞(R)) = D(C∞(R))⊕ · · · ⊕D(C∞(R)).

9.12. Ñîïîñòàâëåíèå ãîìîìîðôèçìó ìîäóëåé h : P1 → P2 îòîáðàæå-
íèÿ ìîäóëåé äèôôåðåíöèðîâàíèé F (h) : D(P1)→ D(P2) ïî ïðàâèëó h◦∆
î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì è òîæäåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ïå-
ðåâîäèò â òîæäåñòâåííûé. Íàêîíåö,

(h1 ◦ h2)(∆) = h1(h2(∆)) = F (h1) ◦ F (h2),

òî åñòü ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì.

9.13. Ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ïîëåé âäîëü ïîäìíîãîîáðàçèÿ (ñì. çàäà÷ó
9.9).

9.14. Âåêòîðíîå ïîëå âäîëü îòîáðàæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå X : C∞(M)→ C∞(M). Òîãäà êîìîïî-
çèöèÿ Xϕ = ϕ◦X äëÿ ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé f è g óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó

Xϕ(fg) = Xϕ(f)ϕ(g) + ϕ(f)Xϕ(g).
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10 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà

Óíèâåðñàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ êàòåãî-
ðèÿ ìîäóëåé íàä àëãåáðîé A. Ïàðà (δ,Λ(A)), ãäå Λ � îáúåêò êàòåãîðèè
M è δ ∈ D(Λ), íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì â êàòå-
ãîðèè M, åñëè äëÿ ëþáîãî ìîäóëÿ P èç M ñîîòâåòñòâèå

HomA(Λ, P ) 3 h 7→ h ◦ δ ∈ D(P )

óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçìA-ìîäóëåé HomA(Λ, P ) èD(P ). Òî åñòü, ôóíê-
òîð D ïðåäñòàâèì â ýòîé êàòåãîðèè. Ïðîñòðàíñòâî Λ(A) íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì 1-ôîðì.
Àëãåáðàè÷åñêèå 1-ôîðìû. Îïèøåì óíèâåðñàëüíîå äèôôåðåíöèðîâà-
íèå (dalg,Λalg) äëÿ êàòåãîðèèMod(A). Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé A-ìîäóëü
Λ̃, ïîðîæäåííûé âñåâîçìîæíûìè ñèìâîëàìè d̃a, a ∈ A. Ïóñòü Λ0 � åãî
ïîäìîäóëü, ïîðîæäåííûé âñåâîçìîæíûìè ñîîòíîøåíèÿìè âèäà

d̃(ka)− kd̃a, d̃(ab)− ad̃b− dd̃a, k ∈ K, a, b ∈ A.

Òîãäà
Λalg(A) = Λ̃/Λ̃0, dalga = d̃amodΛ̃0.

Ãåîìåòðèçàöèÿ G(Λalg(C
∞(M))) îáîçíà÷àåòñÿ êðàòêî Λ1(M), ãäå M �

ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå.

10.1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä C∞(M), ãäåM � ãëàäêîå
ìíîãîîáðàçèå, â êîòîðîé ôóíêòîð D íåïðåäñòàâèì.

10.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî 1-ôîðì Λalg(A) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëÿ-
þùèì îáúåêòîì ôóíêòîðà D â êàòåãîðèèMod(A).

10.3. Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü Λalg(C
∞(M)) íåãåîìåòðè÷åí, ðàññìîòðåâ ýëå-

ìåíò d(ex)− exdx.

10.4. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêòîð D ïðåäñòàâèì â êàòåãîðèè GMod(C∞(M)).
Äëÿ ëþáîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ìîäóëÿ P :

D(P ) = HomC∞(M)(G(Λalg(C
∞(M))), P ).

10.5. Ïóñòü K � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q, A � K-àëãåáðà, òà-
êàÿ, ÷òî Λalg(A) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ìîäóëåì ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì îáðàçóþùèõ. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Diff?A ìóëüòèïëèêàòèâíî
ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè Diff1A.
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10.6. Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå îïðåäåëåíî îä-
íîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ò.å. åñëè (δ′,Λ′) � äðóãîå
óíèâåðñàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, òî ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîð-
ôèçì γ : Λ→ Λ′, ÷òî δ′ = γ ◦ δ.

10.7. Ðàññìîòðèì êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå π : T ∗M →M ãëàäêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé f : M →
T ∗M , òàêèõ ÷òî π ◦ f = idM ñèìâîëîì Γ(πT ∗M). Ýòî ìíîæåñòâî
îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé C∞(M)-ìîäóëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) Γ(πT ∗M) ∼= Λ1(M),

(b) Äèôôåðåíöèàë d : C∞(M)→ Γ(πT ∗M), (df)(z) = dzf , ÿâëÿåòñÿ
óíèâåðñàëüíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì,

(c) Λ1(U) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì ñ îáðàçóþùèìè dxi, i =
1, · · · , n, ãäå U, (x1, · · · , xn) � êàðòà íà ìíîãîîáðàçèè.

10.8. Ïîêàæèòå, ÷òî â ïðåäåëàõ êàðòû íà ìíîãîîáðàçèè îáðàçóþùèå dxi

â êàæäîé òî÷êå çàäàþò áàçèñ êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà T ∗zM
äâîéñòâåííûé ê áàçèñó êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ∂

∂xi
.

10.9. Ïóñòü F : M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.
Äîêàæèòå öåïî÷êó óòâåðæäåíèé:

(a) óìíîæåíèå fω = F ∗(f)ω, f ∈ C∞(N), ω ∈ Λ1(M) çàäàåò
ñòðóêòóðó C∞(N)-ìîäóëÿ â Λ1(M);

(b) C∞(N)-ìîäóëü Λ1(M) ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì;

(c) êîìïîçèöèÿ d ◦ F ∗ : C∞(N) → Λ1(M) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì;

(d) ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì C∞(N)-ìîäóëåé

hd◦F ∗ : Λ1(N)→ Λ1(M)

÷òî hd◦F ∗ ◦ d = d ◦ F ∗.
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíî R-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

F ∗ : Λ1(N)→ Λ1(M),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïåðåíîñîì 1-ôîðì.
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10.10. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå ïåðåíîñà 1-ôîðì îáëàäàåò ñëåäóþùè-
ìè ñâîéñòâàìè

(a) F ∗ ◦ d = d ◦ F ∗

(b) F ∗(fω) = F ∗(f)F ∗(ω) = f(F )F ∗(ω).

10.11. Ïóñòü 1-ôîðìà â êàðòå íà ìíîãîîáðàçèè èìååò âèä ω =
∑

i fidgi.
Äîêàæèòå, ÷òî

F ∗(ω) =
∑
i

F ∗(fi)dF
∗(gi).

10.12. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) (F ◦G)∗ = G∗ ◦ F ∗;
(b) (F−1)∗ = (F ∗)−1;

(c) F ∗(ω)z = (dzF )∗(ωF (z)), ãäå z ∈M,ω ∈ Λ1(N).

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ.

10.1. Êàòåãîðèÿ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé.

10.2. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî Λ-ïðåäñòàâëÿþùèé îáúåêò äëÿ ôóíêòîðà
D(P ), íåîáõîäèìî íàéòè òàêîé ãîìîìîðôèçì h = h(∆), ÷òî ∆ = h ◦ d,
ãäå d : A → Λ. Òîãäà h çàäàí òàê íà îáðàçóþùèõ da â Λ: h(da) = ∆(a).
Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîêàçàòü,
÷òî h : ΛO → O, ãäå ΛO ' Λ̃/Λ̃O.

a) Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå h íà ΛO:

h(d(ab)− ad(b)− bda) = h(d(ab))− ah(d(b))− bh(d(a)) =

= ∆(ab)− a∆(b)− b∆(a) = 0,

òàê êàê ∆ ∈ D(P ).
Àíàëîãè÷íî, h(

∑
αi(daibi − aidbi − bidai) = 0 ïî ëèíåéíîñòè. Çíà÷èò,

h ïåðåâîäèò Λ̃O â O (ìîäóëü, ïîðîæäåííûé ñîîòíîøåíèÿìè). Ñëåäîâà-
òåëüíî, h îïðåäåëåí êîððåêòíî íà ïîðîæäàþùèõ Λ.

á) Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð d : A→ Λ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì,
ò.ê. d(ab) = ad(b) + bd(a) ïî ïîñòðîåíèþ Λ = Λ̃/Λ̃O.

â) Òàêæå h îïðåäåëåí åäèíñòâåííî (íà îáðàçóþùèõ Λ). Çíà÷èò, äëÿ
ëþáîãî ∆ ∈ D(P ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé h ∈ Hom(Λ, P ), òàêîé ÷òî
∆ = h ◦ d.
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10.4. Óòâåðæäåíèå â êàòåãîðèè A-ìîäóëåé äîêàçàíî. Ðàññìîòðèì òå-
ïåðü ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäóëè Λ è P .

G(Λ) = Λ/
⋂
z∈|A|

µzP , ãäå µz = {f ∈ A : f(z) = 0}.

Ïóñòü p ∈ µzΛ, òîãäà p = ah(q), ãäå a ∈ µz, q ∈ Λ. Òîãäà h(p) =
h(aq) = ah(q) ∈ µzP , ò.ê. h � ãîìîìîðôèçì.

Çíà÷èò, h :
⋂
z∈|A|

µzΛ →
⋂
z∈|A|

µzP , ïîýòîìó óòâåðæäåíèå çàäà÷è 10.2

ïåðåíîñèòñÿ. Ãîìîìîðôèçì G(Λ)→ G(P ) êîððåêòíî îïðåäåëåí.

10.6. Ðàññìîòðèì äâà óíèâåðñàëüíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (d1,Λ
1) è

(d2,Λ
2). Òàê êàê îïåðàòîðû d1 : A→ Λ1 è d2 : A→ Λ2 ÿâëÿþòñÿ äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿìè, òî ñëåäóþùèå äèàãðàììû êîììóòàòèâíû:
d1 = ψ2 ◦ d2, d2 = ψ1 ◦ d1, ñëåäîâàòåëüíî, d1 = ψ2d2 = (ψ2 ◦ ψ1)d1,

d2 = ψ1d1 = (ψ1 ◦ ψ2)d2.
Îòîáðàæåíèÿ ψ1 è ψ2 ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè, ïîýòîìó Λ1 ≈ Λ2.

10.8. Ðàññìîòðèì êàðòó U íà ìíîãîîáðàçèèM ñ êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xn).
Áóäåì îïðåäåëÿòü T ∗pM = Lin(TpM,R), ãäå p ∈ M . Â êàðòå U âåê-

òîðíîå ïîëå V ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå V =
∑
αi

∂
∂xi

. Ïóñòü

q ∈ T ∗pM , òîãäà q(V )|p =
∑
αiq(

∂
∂xi

). Îáîçíà÷èì îïåðàòîðû dxi òàêèå,

÷òî dxi(
∂
∂xj

) = δij (ñèìâîë Êðîíåêåðà). Áàçèñ dxi ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåí-

íûì ê ∂
∂xi

. Òàêæå äèôôåðåíöèàë ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C∞(M) ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ êàê df =
∑ ∂f

∂xi
dxi. Îïåðàòîðû dxi ëèíåéíî íåçàâèñèìû: åñëè

åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ÷òî
∑
αidxi = 0, ÷òî αi 6= 0, òî ðàññìîòðèì

(
∑
αidxi)(

∂
∂xj

) = αj 6= 0. Çíà÷èò, dxi � áàçèñ T ∗pM â êàðòå U .
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11 Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A-ìîäóëåé P,Q
íàä K-àëãåáðîé çàäàäèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ýëåìåíòó
a ∈ A

δa : HomK(P,Q)→ HomK(P,Q), δa(∆) = [∆, a],

ò.å.
(δa(∆))(p) = ∆(ap)− a∆(p).

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ K-àëãåáðà, P,Q � A-ìîäóëè.
K-ãîìîìîðôèçì ∆ : P → Q íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëü-
íûì îïåðàòîðîì ïîðÿäêà 6 l, äåéñòâóþùèì èç P â Q, åñëè äëÿ ëþáûõ
a1, . . . , al ∈ A

δa1,...,al(∆) = (δa1 ◦ · · · ◦ δal)(∆) = 0.

Ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîðÿäêà 6 l îáîçíà÷à-
åòñÿ Diff l(P,Q), åñëè P = A, òî Diff l(Q), åñëè P = Q = A, òî Diff lA.
Áèìîäóëü ä.î. Ôîðìóëû

(a∆)(p) = a∆(p), (a+∆)(p) = ∆(ap),

ãäå a ∈ A, p ∈ P,∆ ∈ HomK(P,Q), çàäàþò â HomK(P,Q) äâå ñòðóêòó-
ðû A-ìîäóëÿ (ëåâîå è ïðàâîå óìíîæåíèÿ), â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ýòîò ìî-
äóëü îáîçíà÷àåòñÿ Diff+

l (P,Q) (ñîîòâåñòâåííî Diff+
l (Q),Diff+

l A). Åñëè åãî

ðàññìàòðèâàòü êàê áèìîäóëü, òî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Diff
(+)
l (P,Q)

(Diff
(+)
l (Q),Diff

(+)
l A).

Àëãåáðà ä.î. Â ñèëó òîãî, ÷òî Diff l(P,Q) ⊂ Diff l+1(P,Q) ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü ïðîñòðàíñòâî

Diff(P,Q) =
⋃
l>0

Diff l+1(P,Q).

Åñëè P = Q, òî ïðîñòðàíñòâî Diff(P, P ) ïðåâðàùàåòñÿ â (íåêîììóòàòèâ-
íóþ) A-àëãåáðó îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ.

11.1. Äîêàæèòå, ÷òî δa,b = δb,a è δab = a+δb + bδa.

11.2. Ïóñòü κn = (1, . . . , n) � óïîðÿäî÷åííûé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è
κ = (i1, . . . , il), l 6 n � åãî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî. Ïîëîæèì
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|κ| = l, aκ = ai1 · · · · · ail è δaκ = δa1 ◦ · · · ◦ δal , à åãî óïîðÿäî÷åííîå
äîïîëíåíèå äî κn áóäåì îáîçíà÷àòü κ. Ïóñòü òåïåðü ∆,∇ � K-
ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ äâóõ A-ìîäóëåé. Äîêàæèòå, ÷òî

δaκn (∆ ◦ ∇) =
∑
|κ|6n

δaκ(∆) ◦ δaκ(∇),

δaκn (∆)(b) =
∑
|κ|6n

(−1)|κ|aκ∆(aκb),

Åñëè ∆ ∈ Diffm(P,Q),m < n, òî

∆(aκnb) = −
∑

0<|κ|6n

(−1)|κ|aκ∆(aκb).

11.3. Diff l(Q,R) ◦Diffm(P,Q) ⊂ Diff l+m(P,R).

11.4. Äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàòîð [∆1,∆2] = ∆1 ◦∆2 −∆2 ◦∆1 äâóõ îïå-
ðàòîðîâ ∆1 ∈ DiffkA, ∆2 ∈ Diff lA ÿâëÿåòñÿ ä.î. ïîðÿäêà 6 k+ l− 1.

11.5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ k > l Diff
(+)
k (P,Q) ⊂ Diff

(+)
k (P,Q).

11.6. Ïóñòü I ⊂ A � ïðîèçâîëüíûé èäåàë, a ∈ Ik,∆ ∈ DiffnA è n < k.
Òîãäà ∆(a) ∈ Ik−n.

11.7. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë, P,Q � A-ìîäóëè, p ∈ IkP,∆ ∈ Diffn(P,Q) è
n < k. Òîãäà ∆(p) ∈ Ik−nQ.

11.8. (Ëîêàëüíîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ) Åñëè ôóíêöèè f, g ∈
C∞(M) ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U 3 z, òî äëÿ ëþáîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ∆

∆(f)(z) = ∆(g)(z).

11.9. Óñòîé÷èâî ëè ìíîæåñòâî D(A) îòíîñèòåëüíî ïðàâîãî óìíîæåíèÿ?

11.10. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ∆ ∈ Diff lC
∞(M),M � ãëàäêîå ìíîãîîá-

ðàçèå, êîððåêòíî îïðåäåëåíî ñóæåíèå ∆|U : C∞(U) → C∞(U)
íà ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂M ïî ïðàâèëó

∆|U(f)(z) = ∆(g)(z), f ∈ C∞(U), g ∈ C∞(M), z ∈ U,

ãäå g|U = f .
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(b) Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà ∆ : C∞(M) → C∞(M) êîð-
ðåêòíî îïðåäåëåíî åãî ñóæåíèå íà ëþáóþ îêðåñòíîñòü, ò.å. îïè-
ñàííîå â ïóíêòå à) ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
g, òî ýòîò îïåðàòîð äèôôåðåíöèàëüíûé (òåîðåìà Ïåòðè).

11.11. Ïóñòü ∆ ∈ Diff lC
∞(M) è x1, . . . , xn � ñèñòåìà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ⊂M ,M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà
îïåðàòîð ∆|U ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∆|U(f) =
l∑

|σ|=0

ασ
∂|σ|f

∂xσ
, ασ ∈ C∞(U).

11.12. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Diff(C0(M)), ãäå M � ãëàäêîå ìíîãîîáðà-
çèå, ñîñòîèò èç îïåðàòîðîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà.

11.13. Îïèøèòå àëãåáðó Diff(C∞(K)) äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ãëàä-
êîãî ìíîæåñòâà íà êîîðäèíàòíîì êðåñòå K. Äîêàæèòå, ÷òî îíà íå
ïîðîæäàåòñÿ îïåðàòîðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

11.14. Îïèøèòå àëãåáðû ä.î. äëÿ K[x]/xl+1K[x] àëãåáðû ñðåçàííûõ ïî-
ëèíîìîâ, K = R,Z èëè Z/mZ. Ïîðîæäàþòñÿ ëè îíè îïåðàòîðàìè
ïåðâîãî ïîðÿäêà?

11.15. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð àëãåáðû C∞(Rn)
ïîðÿäêà áîëüøå ÷åì îäèí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ñóììà êîì-
ïîçèöèé îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

11.16. Ïóñòü ∆ ∈ Diff lC
∞(M), f, g ∈ C∞(M) è z ∈ M . Òîãäà ∆(f)(z) =

∆(g)(z), åñëè f = gmodµl+1
z .

11.17. Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâèå Diff l : P 7→ Diff lP ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì
íà êàòåãîðèè A-ìîäóëåéMod(A) (àáñîëþòíûé ôóíêòîð äèôôåðåí-
öèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ).

11.18. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ìîäóëå P ñîîòâåòñòâèå Diff
(+)
l (P, ·) :

Q 7→ Diff
(+)
l (P,Q) ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì èç êàòåãîðèè

Mod(A) â êàòåãîðèþ A-áèìîäóëåé (îòíîñèòåëüíûé ôóíêòîð ÄÈ).

11.19. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ìîäóëå P ñîîòâåòñòâèå Diff
(+)
l (·, P ) :

Q 7→ Diff
(+)
l (Q,P ) ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì.
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11.20. Óáåäèòåñü, ÷òî

Diff0(P,Q) = Diff+
0 (P,Q) = HomA(P,Q).

11.21. Äîêàæèòå, ÷òî òîæäåñòâåííûå îïåðàòîðû

i+ : Diff l(P,Q)→ Diff+
l (P,Q),

i+ : Diff+
l (P,Q)→ Diff l(P,Q)

ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ïîðÿäêà 6 l.

11.22. Äîêàæèòå, ÷òî áèìîäóëü Diff(+)(P, P ) ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé
A-àëãåáðîé.

11.23. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) âëîæåíèå i+ : D(Q)→ Diff
(+)
1 (Q) ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôíûì äèô-

ôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ïåðâîãî ïîðÿäêà;

(b) âëîæåíèå i : D(Q)→ Diff1(Q) ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì ìîäó-
ëåé;

11.24. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Dl : Diff+
l (Q)→ Q, Dl(∆) = ∆(1).

Äîêàæèòå, ÷òîDl ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ïîðÿä-
êà l, íî êàê îïåðàòîð Dl : Diff l(Q) → Q îí ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì.

11.25. Ïóñòü A = Q = C∞(Rn). Âûïèøèòå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå
îïåðàòîðà Dl â ýòîì ñëó÷àå.

11.26. Äîêàæèòå òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

0→ D(Q)
i→ Diff l(Q)

D1→ Q→ 0,

0→ Q→ Diff l(Q)
π→ D(Q)→ 0,

ãäå π(∆) = ∆−∆(1).
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11.27. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêòîð Diff+
l (·, Q) ïðåäñòàâèì, ïðåäñòàâëÿþùèì

îáúåêòîì ýòîãî ôóíêòîðà ÿâëÿåòñÿ ìîäóëü Diff+
l (Q), à óíèâåðñàëü-

íûì îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ Dl, ò.å. äëÿ ëþáîãî P è ãîìîìîðôèçìà
ϕ

Diff+
l (P,Q) ∼= HomA(P,Diff+

l (Q)),

∆ = Dl ◦ ϕ.

11.28. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîäóëÿ Q ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãî-
ìîìîðôèçì cl,s, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé êîìïîçèöèåé,
òàêîé ÷òî äàãðàììà êîììóòàòèâíà

Diff+
s (Diff+

l Q)
Ds−−−→ Diff+

l Q

cl,s

y yDl

Diff+
s+l

Ds+l−−−→ Q

11.29. Óíèâåðñàëüíàÿ êîìïîçèöèÿ àññîöèàòèâíà, ò.å. êîììóòàòèâíà äèà-
ãðàììà

Diff+
l (Diff+

s (Diff+
mQ))

cl,s−−−→ Diff+
l+s(Diff+

mQ)

Diff+
l (cs,m)

y ycl+s,m
Diff+

l (Diff+
s+mQ)

cl,s+m−−−→ Diff+
s+l+mQ

11.30. Ñîïîñòàâëåíèå cl,s : Diff+
l Diff+

s ⇒ Diff+
l+s ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì

ïðåîáðàçîâàíèåì ôóíêòîðîâ, ò.å. äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà ϕ :
Q→ Q′ êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

Diff+
l (Diff+

s Q)
cl,s(Q)
−−−−→ Diff+

l+sQ

Diff+
l (cs,m)

y yDiff+
l+s(ϕ)

Diff+
l (Diff+

s Q
′)

cl,s(Q
′)

−−−−→ Diff+
s+lQ

′

11.31. Îïèøèòå ïîýëåìåíòíîå äåéñòâèå ãîìîìîðôèçìà cl,s è åãî êîîðäè-
íàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè óñëîâèè A = Q = C∞(Rn).

11.32. Diff-ïðîäîëæåíèÿ ∆l : Diff+
l P → Q äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

∆ : P → Q ïîðÿäêà 6 k îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîìïîçèöèè ∆l = ∆◦Dl.
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Ýòè ïðîäîëæåíèÿ ïîðîæäàþò ñåðèþ ãîìîìîðôèçìîâ, îïðåäåëÿå-
ìûõ ñîììóòàòèâíîé äèàãðàììîé

Diff+
l (P )

Dl−−−→ P

ϕl∆

y y∆

Diff+
k+l(Q)

Dk+l−−−→ Q

Ïóñòü A = P = Q = C∞(Rn). Âûïèøèòå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëå-
íèå îïåðàòîðîâ ∆l è ãîìîìîðôèçìîâ ϕl∆.

11.33. Îïèøèòå ïðîñòðàíñòâî Diff1(C∞(R)⊕ C∞(R), C∞(R)⊕ C∞(R)).

11.34. Ïóñòü ∆ ∈ Diff
(+)
l (C∞(R)) è f ∈ C∞(R). Äîêàæèòå, ÷òî [f,∆] ∈

Diff
(+)
l−1(C∞(R)).

11.35. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè C∞(M)-ìîäóëü Q ãåîìåòðè÷åí, òî ãåîìåòðè÷åí
è ìîäóëü Diff l(P,Q).

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ.

11.1.

δab(∆) = (δa ◦ δb)(∆) = δa(δb(∆)) = δa(∆(b·)− b∆(·)) =

= ∆(ab)− b∆(a)− a∆(b) + ab∆(·)

δba(∆) = δb(δa(∆)) = δb(∆(a·)− a∆(·)) = ∆(ba)− b∆(a)− a∆(b) + ab∆(·).

Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè àëãåáðû δab(∆) = δba(∆).
Íàêîíåö, çàïèøåì

δab(∆) = ∆(ba)− b∆(a)− a∆(b) + ab∆(·) =

= [∆(ab·)− b∆(a·)]− a[∆(b·)− b∆(·)] = a+δb(∆)− aδb(∆).

11.2. Äîêàæåì òîæäåñòâà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé ïî n.
a) Áàçà n = 1 ïåðâîãî òîæäåñòâà çàïèñûâàåòñÿ êàê ëåãêî ïðîâåðÿåìîå

òîæäåñòâî
δa(∆ ◦ ∇) = δa(∆) ◦ ∇+ ∆ ◦ δa(∇).
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Ïóñòü òîæäåñòâî âåðíî äëÿ äàííîãî n. Çàïèøåì äëÿ n+ 1:

δaκn+1 (∆ ◦ ∇) = δan+1

∑
|κ|6n

δaκ(∆) ◦ δaκ(∇)

 =

=
∑
|κ|6n

(δan+1 ◦ δaκ)(∆) ◦ δaκ(∇) +
∑
|κ|6n

δaκ(∆) ◦ (δan+1 ◦ δaκ)(∇),

÷òî èìååò òðåáóåìûé âèä çàïèñè.
á) âòîðîå òîæäåñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
â) òðåòüå òîæäåñòâî ïðÿìî ñëåäóåò èç âòîðîãî, òàê êàê ëåâàÿ åãî ÷àñòü

îáðàùàåòñÿ â íîëü, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàüíîãî îïåðàòîðà
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà.

11.3.
δκn(∆ ◦ ∇) =

∑
|κ|≤n

δaκ(∆) ◦ δaκ(∇).

Ïðè n = l +m ïîëó÷àåì:

δxl+m(∆ ◦ ∇) =
∑
|κ|≤l+m

δaκ(∆) ◦ δaκ(∇).

Åñëè |κ ≥ l, òî δaκ(∆) = 0, ò.ê. ∆ ∈ Diffl(Q,R).
Åñëè |κ| ≥ m, òî δaκ(∇) = 0, ò.ê. ∇ ∈ Diffm(P,Q).
×òîáû êîìïîçèöèÿ δaκ(∆)◦δaκ(∇) áûëà íå 0, íåîáõîäèìî |κ < l è |κ| <

m, íî òîãäà |κ|+ |κ| < l+m. Çíà÷èò, âñå ñëàãàåìûå âèäà δaκ(∆) ◦ δaκ(∇)
ðàâíû 0. Òîãäà δxl+m(∆◦∇) = 0, ïîýòîìó îïåðàòîð ∆◦∇ ∈ Diffl+m(P,R).

11.4. Íàéäåì δa îò êîììóòàòîðà:

δa(∆1 ◦∆2−∆2 ◦∆1) = δa(∆1)◦∆2 +∆1 ◦δa(∆2)−δa(∆2)◦∆1−∆2 ◦δa(∆1).

Áóäåì äåéñòâîâàòü èíäóêöèåé ïî |k + l|. Åñëè k = l = 0, òî ïîëó÷àåì
0, ò.ê. ∆1, ∆2 � ãîìîìîðôèçìû.

Åñëè k = 1, l = 0 èëè k = 0, l = 1, òî ïîëó÷àåì:

δa[∆,∇] = ∆1δa(∆2)− δa(∆2)∆1 = δa(∆2)∆1 − δa(∆2)∆1 = 0

(∆1 ∈ Diff0, ∆2 ∈ Diff1).
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Áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà. Äîêàæåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Äëÿ ýòîãî
ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:

δa[∆,∇] = [δa(∆1),∆2] + [∆1, δa(∆2)].

Ïóñòü äîêàçàíî, ÷òî ïðè k + l ≤ n âûïîëíÿåòñÿ [∆1,∆2] ∈ Diffk+l−1.
Òîãäà ïðè k + l ïîëó÷àåì:

δa[∆1,∆2] = [δa(∆1),∆2] + [∆1, δa(∆2)].

Îïåðàòîðû δa(∆1) è δa(∆2) èìåþò ïîðÿäêè k − 1 è l − 1, ïîýòîìó ê
êîììóòàòîðàì [δa(∆1),∆2] è [∆1, δa(∆2)] ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èí-
äóêöèè: [δa(∆1),∆2] ∈ Diffk+l−2, [∆1, δa(∆2)] ∈ Diffk+l−2.

Òîãäà δa[∆1,∆2] èìååò ïîðÿäîê íå áîëåå k+ l− 2, à îïåðàòîð [∆1,∆2]
èìååò ïîðÿäîê k + l − 1. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

11.6. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû a1, a2, . . . , ak ∈ Ik. Òîãäà

∆(aκ) = −
∑

0<|κ|≤n

(−1)|κ|aκ∆(aκ). (∗)

Áóäåì äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè. Ïóñòü k = n+ 1. Òîãäà â ôîðìóëå (∗) ó
êàæäîãî ñëàãàåìîãî åñòü ñîìíîæèòåëü èç I, ïîýòîìó ∆(aκ) ∈ I1 = Ik−n.
Áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà. Ïóñòü ïðè k = n + q óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Òîãäà ðàññìîòðèì ñëàãàåìûå â ôîðìóëå (∗) aκ∆(aκ).

Åñëè |κ| ≥ k − n, òî ñëàãàåìîå ëåæèò â Ik−n. Åñëè |κ| < k − n, òî ñ
ó÷åòîì |κ| + |κ| = k ïîëó÷àåì |κ| = k − |κ| > n è ∆(aκ) ∈ Ik−|κ|−n ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.

11.7. Äîêàçàòåëüñòâî èç çàäà÷è 11.6 íà ýòîò ñëó÷àé ïåðåíîñèòñÿ ïðàê-
òè÷åñêè áåç èçìåíåíèé.

11.8. Åñëè ôóíêöèè f è g ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U 3 z,
òî ðàçíîñòü f − g ≡ 0 íà îêðåñòíîñòè U .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I èäåàë ôóíêöèé, êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â 0 â òî÷êå
z. Åñëè ó íåêîòîðîé ôóíêöèè η ðÿä Òåéëîðà

η(y) =
∑
|σ|≤n

∂|σ|f

∂xσ
(z)(y − z)σ + . . .

äî ïîðÿäêà n îáðàùàåòñÿ â 0, òî ïî ëåììå Àäàìàðà f(x) =
∑

(y−x)σgσ(x),
ãäå gσ(x) � íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè.
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Èç ëåììû Àäàìàðà ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü f−g, êîòîðàÿ èìååò íóëåâîé
ðÿä Òåéëîðà ëþáîãî ïîðÿäêà, ëåæèò â Ik äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Ïðèìåíèì
òåîðåìó: åñëè a ∈ Ik, ∆ ∈ Diffn(. . . ), k > n, òî ∆(a) ∈ Ik−n. Ïðè k = n+1
ïîëó÷àåì, ÷òî ∆(f − g) ∈ I, ò.å. ∆(f)(z) = ∆(y)(z).

11.9. Äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∆ ∈ D(A) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ: ∀a, b :
∆(ab)−∆(a)b+ a∆(b). Ïðîâåðèì:

a+∆(bc) = ∆(abc) = ∆(ab)c+ ab∆(c) = ∆(a)bc+ ∆(b)ac+ ab∆(c).

(a+∆)(b)·c+b(a+∆)(c) = ∆(ab)c+b∆(ac) = ∆(a)bc+∆(b)ac+b∆(a)c+b∆(c)a =

= 2∆(a)bc+ ∆(b)ac+ ∆(c)ab.

Åñëè D óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî a+, òî äîëæíî áûòü:

∆(a)bc+ ∆(b)ac+ ∆(c)ab = 2∆(a)bc+ ∆(b)ac+ ∆(c)ab,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∆(a)bc ≡ 0 äëÿ âñåõ a, b, c ∈ A. Åñëè 1 ∈ A, òî
∆(a) = 0. Çíà÷èò, D(A) íåóñòîé÷èâî ê ïðàâîìó óìíîæåíèþ.

11.10. Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [1], ñòð. 174.

11.11. Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â Òåîðåìà 9.60, [1], ñòð. 174.

11.16. Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â 9.62, [1], ñòð. 175.

11.17. ñì. â [1], ñòð. 180.
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12 Ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì

Ñèìâîë ä.î. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîììóòàòèâíîé K-àëãåáðû A ìîæíî
ðàññìîòðåòü ôàêòîð ìîäóëè � ïðîñòðàíñòâà k-ñèìâîëîâ

SmblkA = Diff
(+)
k A/Diff

(+)
k−1A

Ñèìâîëîì smblk∆ îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ îïåðàòîðà ∆ ∈ Diff
(+)
k A â SmblkA,

à ñàì êëàññ íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì îïåðàòîðà ∆.
Àëãåáðà ñèìâîëîâ ä.î. Ïî îòíîøåíèþ ê óìíîæåíèþ f ·g = smblk+l(∆◦
∇),∆ ∈ SmblkA,∇ ∈ SmbllA, ïðîñòðàíñòâî Smbl?A =

⊕
i>0 SmbliA ñòà-

íîâèòüñÿ àëãåáðîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ñèìâîëîâ àëãåáðû A. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ñêîáêà {f, g} = smblk+l−1(∆ ◦ ∇ − ∇ ◦ ∆) ïðåâðàùàåò
ïðîñòðàíñòâî ñèìâîëîâ â àëãåáðó Ëè.
Êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû. Â ïðîäîëæåíèè ýòîãî ðàçäå-
ëà ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîëüöî K ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì
íàä Q, ò.å. ýëåìåíòû K-àëãåáðû A ìîæíî äåëèòü íà öåëûå ÷èñëà. Òîãäà,
äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ A îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

Ξa : Smbl?A→ A, smblk(∆) 7→ [δka(∆)]

k!
,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå, ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ
èíúåêòèâíîå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó êîêàñàòåëüíîìó âåêòîðó àëãåá-
ðû A òî÷êó ñïåêòðà àëãåáðû ñèìâîëîâ. Íà ýòîì îñíîâàíèè ìíîãîîáðàçèå
|Smbl?A| íàçûâàåòñÿ êîêàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì àëãåáðû A è îáî-
çíà÷àåòñÿ T ∗A.
Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå. Äëÿ ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , â ëþáîé
êàðòå U , ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xn), ìîæíî ðàññìîòðåòü
äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû pi = ∂

∂xi
, êîòîðûå ïîðîæäàþò âñå äèô-

ôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà ñèìâîëîâ èçîìîðô-
íà àëãåáðå ïîëèíîìîâ C∞(U)[p1, . . . , pn]. Åå ãëàäêàÿ îáîëî÷êà ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêîé àëãåáðîé, åñòåñòâåííî èçîìîðôíîé

C∞(U)⊗R C∞(Rn),

ò.å. ÿâëÿåòñÿ êàðòîé íà àëãåáðå ñèìâîëîâ ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè

(x1, . . . , xn, p1, . . . , pn).
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Òàêèì îáðàçîì, íà ôîðìàëüíîì îáúåäèíåíèè ∪z∈MT ∗zM çàäàåòñÿ òîïîëî-
ãèÿ Çàðèññêîãî, ïðåâðàùàþùàÿ åãî â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Âîçíèêøåå
ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå îáîçíà÷àåòñÿ T ∗M . Âìåñòå ñ åñòåñòâåííîé ïðîåê-
öèåé

π : T ∗M →M, T ∗zM 3 h 7→ z ∈M

îíî íàçûâàåòñÿ êîêàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì.

12.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ñòðóêòóðû ìîäóëåé äèôôåðåíöèðî-
âàíèé ïîðîæäàþò îäíó è òó æå ñòðóêòóðó A-ìîäóëÿ íà ïðîñòðàí-
ñòâå ñèìâîëîâ.

12.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâåäåíèþ f · g àëãåáðà Smbl?A
êîììóòàòèâíà.

12.3. Äîêàæèòå, ÷òî ïî îòíîøåíèþ ê ñêîáêå {f, g} ïðîñòðàíñòâî Smbl?A
åñòü àëãåáðà Ëè è áîëåå òîãî

{f, g · h} = {f, g} · h+ g · {f, h},

ò.å. îòîáðàæåíèå Xf = {f, ·} ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì íà àëãåáðå
ñèìâîëîâ.

12.4. Äîêàæèòå, ÷òî Smbl1A ⊂ Smbl?A åñòü ïîäàëãåáðà Ëè.

12.5. Äîêàæèòå, ÷òî êîððåêòíî çàäàíî ñîîòâåòñòâèå

smbl1∆↔ ∆−∆(1) ∈ D(A)

êîòîðîå óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì àëãåáð Ëè Smbl1A è D(A).

12.6. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå Ξa ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîìK-àëãåáð.

12.7. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë è Π : A → A/I � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ.
Òîãäà Π ◦ Ξa = 0, åñëè a ∈ I2.

12.8. Ïóñòü h ∈ |A|. Òîãäà êîìïîçèöèÿ

γa,h = h ◦ Ξa : Smbl?A→ K

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîìK-àëãåáð è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñïåê-
òðà àëãåáðû ñèìâîëîâ.
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12.9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

a− h(a) · 1A = b− h(b) · 1A modµ2
h,

òî γa,h = γb,h.

12.10. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

ih : T ∗hA = µh/µ
2
h → |Smbl?A|, ih([a]) = γa,h

êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

12.11. Ïóñòü K � ïîëå è äëÿ âñÿêîãî ξ ∈ ThA ñóùåñòâóåò òàêîå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå X ∈ D(A), ÷òî ξ = h◦X (ïðîäîëæèìîñòü âåêòîðíîãî
ïîëÿ). Òîãäà îòîáðàæåíèå ih èíúåêòèâíî.

12.12. Îòîáðàæåíèå iz : T ∗zC
∞(M)→ |Smbl?C

∞(M)| èíúåêòèâíî.

12.13. Îòîæäåñòâèì A ñ Smbl0A. Ïóñòü h̃ ∈ |Smbl?A|, òîãäà

(a) h̃|A ∈ |A|,
(b) åñëè h̃ ∈ Imih, òî h̃|A = h.

12.14. Îòîæäåñòâèì D(A) ñ Smbl1A. Ïóñòü a ∈ A,X ∈ D(A), h̃ ∈ |Smbl?A|

(a) h̃(aX) = h(a)h̃(X)

(b) êîððåêòíî îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ ìîäóëåé

ĥ : D(A)/µhD(A)→ K, ĥ(XmodµhD(A)) = h̃(X),

τh : D(A)/µhD(A)→ ThA, XmodµhD(A) 7→ h ◦X.

12.15. Åñëè A = C∞(M), òî τh � èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä
R.

12.16. Ïóñòü K-àëãåáðà A òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî l âñÿêèé
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà 6 ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû
ìîíîìîâ âèäà aX1 ◦ · · · ◦ Xs, ãäå Xi ∈ D(A), s 6 l. Òîãäà, åñëè

h̃1, h̃2 ∈ |Smbl?A|, h̃1

∣∣∣
A

= h̃2

∣∣∣
A
è h̃1

∣∣∣
Smbl1A

= h̃2

∣∣∣
Smbl1A

, òî h̃1 = h̃2.
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12.17. Îïèøèòå ñïåêòð àëãåáðû ñèìâîëîâ íà êîîðäèíàòíîì êðåñòå è ñàìó
àëãåáðó êàê àëãåáðó ôóíêöèé íà ñâîåì ñïåêòðå.

12.18. Äëÿ ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿM , â ëþáîé êàðòå U , ñ ëîêàëüíûìè êî-
îðäèíàòàìè (x1, . . . , xn), àëãåáðà ñèìâîëîâ Smbl?C

∞(U) èçîìîðôíà
àëãåáðå ïîëèíîìîâ C∞(U)[p1, . . . , pn]. Åñëè èçîìîðôèçì àëãåáð îáî-

çíà÷èòü s, òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ∆ =
∑
|σ|6k aσ

∂|σ|

∂xσ
∈ DiffkC

∞(U)

s(∆) =
∑
|σ|=k

aσp
σ.

12.19. Ïóñòü A � K-àëãåáðà, h ∈ |A| è S+ =
∑

i>0 SmbliA. Òîãäà îòîáðà-
æåíèå

h̄ : Smbl?A→ K, h̄|A = h, h̄|S+ = 0,

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì K-àëãåáð, ò.å. h̄ ∈ |Smbl?A|.

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ.

12.1. Ðàññìîòðèì ðàçíèöó ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé ñòðóêòóðàìè íà
äèôôåðåíöèàëüíîì îïåðàòîðå ∆ ∈ Diffn:

a+∆− a ·∆ = ∆(a·)− a∆ = δa(∆).

Òàê êàê ∆ ∈ Diffn(A), òî δa(∆) ∈ Diffn−1(A). Çíà÷èò, δa(∆) â ìíîæå-
ñòâå ñèìâîëîâ ðàâíà 0. Òîãäà, ò.ê. a+∆− a ·∆ ∈ Diffn−1(A), òî ëåâàÿ è
ïðàâàÿ ñòðóêòóðû ñîâïàäàþò â ìíîæåñòâå ñèìâîëîâ.

12.2. Ðàññìîòðèì êîììóòàòîð ∆ ∈ Diffk è ∇ ∈ Diffl: [∆,∇] ∈
Diffk+l−1. Íî òàê êàê ∆ ◦ ∇ ∈ Diffk+l, ∇ ◦ ∆ ∈ Diffk+l ïî òåîðåìå
î êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ, òî ∆ ◦∇−∇◦∆ = [∆,∇] ∈ Diffk+l−1, è â ìî-
äóëå ñèìâîëîâ smbk+l[∆,∇] = 0. Çíà÷èò, smb(∆ ◦∇−∇◦∆) = 0, îòêóäà
ïîëó÷àåòñÿ: smb(∆ ◦ ∇) = smb(∇ ◦∆) � êîììóòàòèâíîñòü.

12.3. Ïóñòü f = smbk(∆
k), g = smbl(∇l). Òîãäà {f, g} = smbk+l−1[∆,∇] =

−smbk+l−1[∇,∆] = −[g, f ] � êîñîñèììåòðè÷íîñòü.
Ëèíåéíîñòü ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.
Ïðîâåðèì òîæäåñòâî ßêîáè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ∆,

∇ è �:
[∆, [∇,�]] + [∇, [�,∆]] + [�, [∆,∇]] = 0 :

∆(∇�−�∇)− (∇�−�∇)∆+
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+∇(�∆−∆�)− (�∆−∆�)∇+

+�(∆∇−∇∆)− (∆∇−∇∆)� =

= ∆∇�−∆�∇−∇�∆ +�∇∆+

+∇�∆−∇∆�−�∆∇+ ∆�∇+

+�∆∇−�∇∆−∆∇�+∇∆� = 0.

Òîæäåñòâî ßêîáè ïåðåíîñèì íà ñèìâîëû:

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.

Ïðîâåðèì ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïîëÿ: f = smb(∆), g = smb(∇), h =
smb(�).

{f, g ◦ h} = smb([∆,∇ ◦�]) = smb(∆ ◦ ∇ ◦�−∇ ◦� ◦∆) =

= smb(∆∇�−∇∆�+∇∆�−∇�∆) =

= smb((∆∇−∇∆)�+∇(∆�−�∆)) =

= smb([∆,∇]�) + smb(∇, [∆,�]) = {f, g}h+ g{f, h}.
Çíà÷èò, {f, gh} = {f, g}h+ {f, h}g.

12.4. Smb1(A) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ: åñëè f = smb1(∆),
g = smb1(∇), òî {f◦g} = smb1+1−1([∆,∇]) = smb1[∆,∇]. Çíà÷èò, Smb1(A)
� ïîäàëãåáðà Ëè Smb(A).

12.5. Ïóñòü s = smb1(∆). Òîãäà ∆ ∈ Diff1(A) è äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A
âûïîëíåíî

0 = δaδb∆ = ∆(ab·)− a∆(b·)− b∆(a·) + ab∆(·).

Ñëåäîâàòåëüíî, ∆(abp) = a∆(bp) + a∆(ap)− ab∆(1), à çíà÷èò, ∆ ∈ D(A)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆(1) = 0. Ìíîæåñòâî Smb óñòîé÷èâî ê ïðà-
âîìó óìíîæåíèþ. Ïîýòîìó åñëè ∆(ab) = ∆(a)b + b∆(a) è ∆(1) = 1, òî
∆(ab) = a∆(b)+b∆(a)−ab∆(1). Ñëåäîâàòåëüíî, ∆(abp)+a∆(bp)+b∆(ap)−
ab∆(p) = 0. Çíà÷èò, δaδb(∆)(p) = 0, ò.å. ∆ ∈ Smb1(A).

12.6. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó δaκn (∆ ◦ ∇) =
∑
|κ|≤n δκ(∆) ◦ δaκ(∇), ai ∈

A. Åñëè ∆ ∈ Diffk, ∇ ∈ Diffl, n = k + l, òî åäèíñòâåííîå íåíóëåâîå
ñëàãàåìîå â ôîðìóëå èìååò âèä:

δaκn(∆ ◦ ∇) =
∑
|κ|≤n

δka(∆) ◦ δla(∇) (∗)
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Íàáîðû èíäåêñîâ κ ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûì, íî ñóììà íå çàâèñèò îò
ïîðÿäêà âûáîðà èíäåêñîâ. Ïîýòîìó âñåãî â ôîðìóëå (∗) áóäåò Ck

k+l ñëà-
ãàåìûõ. Çíà÷èò, δk+l

a (∆ ◦ ∇) = Ck
k+lδ

k
a(∆) ◦ δla(∇). Òîãäà

Ξ(∆ ◦ ∇) =
δk+l
a (∆ ◦ ∇)

(k + l)!
(1) =

Ck
k+lδ

k
a(∆) ◦ δla(∇)

(k + l)!
=

=
(k + l)!k!l!

(k + l)!
δka(∆)δla(∇) =

δka(∆)

k!

δla(∇)

l!
= Ξ(∆) ◦ Ξ(∇).

Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå Ξ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èç Smb(A) â A.

12.7. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

δaκn(∆)(b) =
∑
|κ|≤n

(−1)|κ|aκ∆(aκb)

ïðè b = 1, aκ = ak.

δk0(∆)(1) =
k∑
i=0

(−1)iai∆(ak−i).

Åñëè a ∈ I2, òî δka(∆)(1) = ±∆(ak) (mod I2), ò.ê. îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â
ñóììå ñîäåðæàò ìíîæèòåëü ai ∈ I2. Ò.ê. a ∈ I2, òî ak ∈ I2k. Ïóñòü ∆ ∈
Diffk, òîãäà ∆(ak) : I2k → I2k−k = Ik, ò.å. ∆(ak) ∈ I è

∏
(Ξ(smbk∆)) = 0.

12.8. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ γa,h = h◦Ξa : Smb(A)→ A→ K. Îòîá-
ðàæåíèå Ξ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, h � ãîìîìîðôèçì ïî îïðåäåëåíèþ,
òîãäà γa,h � ãîìîìîðôèçì êàê êîìïîçèöèÿ:

h ◦ Ia(s1s2) = b(Ξa(s1)Ξa(s2)) = h(Ξa(s1) ◦ h(Ξa(s2)).

12.10. Ïóñòü a = b(modµ2
h), a, b ∈ µh. Òîãäà h ◦ Ξa = h ◦ Ξb ïî çàäà÷å

12.9, ò.å. ih íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà [a].

12.12. Ñëåäñòâèå 12.11, â ñèëó ïðîäîëæèìîñòè ãëàäêîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ.

12.13. Óêàçàíèå. b) h̃ = h ◦ Ξa, Ξa|A = idA.
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13 Ïðîñòðàíñòâî äæåòîâ

Äèôôåðåíöèàëüíî çàìêíóòàÿ êàòåãîðèÿ. Ïîëíàÿ àôôèííàÿ òåí-
çîðíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè âñåõ ìîäóëåé íàä àëãåáðîé A íàçûâà-
åòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî çàìêíóòîé åñëè âñå ôóíêòîðû Diffk è Diffk(P, ·)
ïðåäñòàâèìû â íåé.
Ìîäóëü äæåòîâ. Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ äèôôåðåíöèàëüíî çàìêíó-
òàÿ êàòåãîðèÿ ìîäóëåé íàä àëãåáðîé A. Ïðåäñòàâëÿþùèé îáúåêò ôóíê-
òîðà Diff l(P, ·) íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì l-äæåòîâ J l

M(P ), ò.å. äëÿ ëþáîãî
Q ∈M, ϕ ∈ HomA(J l

M(P ), Q)

Diff l(P,Q) = HomA(J l
M(P ), Q),

∆ = jMl ◦ ϕ,
ãäå óíèâåðñàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå jMl : P → J l

M(P ) äëÿ êàæäîãî
p ∈ P îïðåäåëÿåò åãî l-äæåò jMl (p).
Óíèâåðñàëüíàÿ ïðîåêöèÿ. Äëÿ êàæäîãî åñòåñòâåííîãî âëîæåíèÿ

Diff l(P,Q) ↪→ Diff l+1(P,Q)

ìîæíî ðàññìîòðåòü äâîéñòâåííûé ýïèìîðôèçì

J l
M(P )

νMl+1,l← J l+1
M (P ).

Ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

P ≡ J 0
M(P )← J 1

M(P )← · · · ← J l
M(P )← . . .

Ðàññìîòðèì òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ {θl}∞l=0, ÷òî νl+1,l(θl+1) =
θl. Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà ýëåìåí-
òû àëãåáðû A ïîêîìïîíåíòíî. Ïîëó÷èâøèéñÿ A-ìîäóëü J∞M (P ) íàçûâà-
åòñÿ ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íûõ äæåòîâ. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðå-
äåëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ νM∞,l : J∞M (P )→ J l

M(P ) è jM∞ : P → J∞M (P ).
Àëãåáðàè÷åñêèå äæåòû. Ïîñòðîèì ÿâíî ïðîñòðàíñòâî l-äæåòîâ äëÿ
êàòåãîðèèMod(A). Ïóñòü P � A-ìîäóëü. Ðàññìîòðèì A-ìîäóëü A⊗K P
è ââåäåì ñòðóêòóðó áèìîäóëÿ ñ ïîìîùüþ ëåâîãî è ïðàâîãî óìíîæåíèÿ

b(a⊗ p) = ba⊗ p, b+(a⊗ p) = a⊗ bp.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ðàçíîñòè

[a, θ] = aθ − a+θ, a ∈ A, θ ∈ A⊗K P.
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Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî è îïðåäåëèì ïîäìîäóëü, íàòÿíóòûé íà
ýëåìåíòû âèäà

µl(P ) =< {[a0, [a1, · · · [al, θ]]]} >⊂ A⊗K P.

Îïðåäåëèì ôàêòîð ïðîñòðàíñòâî

J l
alg(P ) = (A⊗K P )/µl(P ).

Âìåñòå ñ äåéñòâèåì ýëåìåíòà b[a⊗p] = [ba⊗p] îíî ñòàíîâèòñÿ A-ìîäóëåì.
Çàìåòèì, ÷òî J 0

alg(P ) ∼= P . Îïðåäåëèì òàêæå îòîáðàæåíèå

jalgl : P → J l
alg(P ), p 7→ [1A ⊗ p].

Ïîñòðîåííûå îáúåêòû ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè (ñì. óïðàæíåíèÿ).

13.1. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð jalgl ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðà-
òîðîì ïîðÿäêà 6 l.

13.2. Ïóñòü ∆ : P → Q � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà 6 l.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ψ(∆), òàêîé ÷òî ∆ =
ψ(∆) ◦ jalgl .

13.3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî äæåòîâ J l
alg ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëÿþ-

ùèì îáúåêòîì äëÿ ôóíêòîðîâ Diff l(P, ·) è Diff l

Diff l(P,Q) ∼= HomA(J l
alg(P ), Q),

Diff l(P ) ∼= HomA(J l
alg(A), P ).

13.4. Äîêàæèòå òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0→ µl(P )/µl+1(P )→ J l+1 νl+1,l→ J l(P )→ 0.

13.5. Äîêàæèòå, ÷òî j∞ : P → J∞(P ) íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì
îïåðàòîðîì.

13.6. Äîêàæèòå, ÷òî J l : P ⇒ J l(P ) ÿâëÿåòñÿ êîâàðèíàòíûì ôóíêòî-
ðîì.
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13.7. Äîêàæèòå, ÷òî êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ êî-êîìïîçèöèÿ
cl,s:

js ◦ jl = cl,s ◦ jl+s,
ÿâëÿþùàÿñÿ äâîéñòâåííîé â êàòåãîðíîì ñìûñëå ê óíèâåðñàëüíîé
êîìïîçèöèè cl,s.

13.8. Äîêàæèòå, ÷òî µl+1(P ) ⊂ µl(P ) è µl(P )/µl+1(P ) = Kerνl+1,l.

13.9. Äîêàæèòå, ÷òî êî-êîìïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì ôóíêòîðîâ J k+l ⇒ J k(J l).

13.10. Äîêàæèòå ïðåäñòàâèìîñòü ôóíêòîðîâ Diff l(P, ·) è Diff l â êàòåãîðèè
GMod(C∞(M)). Ïóñòü P,Q � ãåîìåòðè÷åñêèóå ìîäóëè íàä C∞(M)

Diff l(P,Q) = HomC∞(M)(G(J l
alg(P )), Q),

Diff l(P ) = HomC∞(M)(G(J l
alg(A)), P ),

13.11. Äëÿ ìîäóëÿ J 1
alg(A) îïðåäåëåíî âëîæåíèå i1 : A → J 1

alg(A), i(a) =

[a⊗1]. Äîêàæèòå, ÷òî Λalg(A) = J 1
alg(A)/im i1(A) è d = π◦jalg1 : A→

Λalg(A) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

13.12. Äîêàæèòå òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0→ A
i1→ J 1

alg(A)→ Λalg(A)→ 0.

13.13. Ïóñòü K � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q, A � K-àëãåáðà, òàêàÿ,
÷òî Λalg(A) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ìîäóëåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îá-
ðàçóþùèõ. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) Kerνalgl,l−1
∼= S⊗

l
Λalg(A),

(b) åñëè P ïðîåêòèâíûé A-ìîäóëü, òî ïðîåêòèâåí è J k
alg(P ),

13.14. Jet-ïðîäîëæåíèÿ ∆l : P → J l(Q) äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
∆ : P → Q ïîðÿäêà 6 k îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîìïîçèöèè ∆l = jl ◦∆.
Ýòè ïðîäîëæåíèÿ ïîðîæäàþò ñåðèþ ãîìîìîðôèçìîâ ϕ∆

l , òàêèõ ÷òî

ϕ∆
l ◦ jk+l = jl ◦∆.

Ïóñòü A = P = Q = C∞(Rn). Âûïèøèòå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëå-
íèå îïåðàòîðîâ ∆l è ãîìîìîðôèçìîâ ϕ∆

l .
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13.15. Äîêàæèòå, ÷òî J 1(A) = A⊕ Λ1(A).

13.16. Äîêàæèòå, ÷òî

Diffk(Diffk(J
k)) ∼= HomA(Jk ⊗A Jk, Jk),

ò.å. êàæäûé ýëåìåíò ëåâîãî ìîäóëÿ çàäàåò óìíîæåíèå â äæåòàõ.
Îïèøèòå òàêîé ýëåìåíò, êîòîðûé ïîðîæäàåò óìíîæåíèå

ajk(b) · cjk(d) = acjk(bd).

Äîêàæèòå, ÷òî îòíîñèòåëüíî îïèñàííîãî óìíîæåíèÿ ìîäóëü äæåòîâ
ñòàíîâèòñÿ êîììóòàòèâíîé óíèòàðíîé A-àëãåáðîé.

13.17. Íàéäèòå A- è K-ñïåêòð àëãåáðû k-äæåòîâ.

13.18. Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü Kerνk,k−1 ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè âèäà

([δa1 ◦ · · · ◦ δak ](jk))(1).

13.19. Äîêàæèòå, ÷òî óáûâàþùàÿ ôèëüòðàöèÿ

J∞ ⊃ Kerν∞,0 ⊃ Kerν∞,1 ⊃ . . .

ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîâàííîé àëãåáðîé, ò.å.

Kerν∞,k ·Kerν∞,s ⊂ Kerν∞,k+s+1.

13.20. Äîêàæèòå, ÷òî

Kerν∞,l/Kerν∞,l+1
∼= Kerνl+1,l.

Ýòè ìîäóëè íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè êîñèìâîëîâ ä.î. ïîðÿäêà
l.

13.21. Óìíîæåíèå â ôèëüòðîâàííîé àëãåáðå çàäàåò óìíîæåíèå êîñèìâî-
ëîâ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå j̃k(a) = jk(a) −
ajk(1), òî íà ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòàõ óìíîæåíèå áóäåò èìåòü âèä

(j̃k(a1) · . . . · j̃k(ak)) • (j̃s(b1) · . . . · j̃s(bs)) = j̃k+s(a1) · . . . · j̃k+s(bs).

Îòíîñèòåëüíî ýòîãî óìíîæåíèÿ ïðÿìàÿ ñóììà ìîäóëåé êîñèìâîëîâ
Csm(A) ñòàíîâèòñÿ óíèòàðíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé.
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13.22. Àëãåáðà êîñèìâîëîâ ïîðîæäàåòñÿ •-ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ 1-êî-
ñèìâîëîâ êàê A-ìîäóëü.

13.23. Ïîñòðîéòå åñòåñòâåííóþ áèåêöèþ K-ñïåêòðà àëãåáðû êîñèìâîëîâ
íà êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå àëãåáðû.

13.24. Îïèøèòå A-ñïåêòð àëãåáðû êîñèìâîëîâ.

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ.

13.1. Ðàññìîòðèì (δajk)(b) = ajk(b)− jk(ab) = a · [a⊗ b]µk − [1⊗ ab]µk =
[a · (1⊗ b)− a+(1⊗ b)]µk = [a, 1⊗ b].

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íà ìîäóëå J lalg(P ) ââåäå-
íà ñòðóêòóðà ëåâîãî óìíîæåíèÿ íà a ∈ A. Òîãäà (δa0 ◦ · · · ◦ δakjk)(b) =
([a0, [a1, . . . [ak, 1⊗ b] . . . ])µk = 0, ò.ê. êîìáèíàöèÿ âñåõ ñêîáîê ëåæèò â µk.

13.2. Çàäàäèì ãîìîìîðôèçì A-ìîäóëåé h(A) : J lalg → Q. Äëÿ çàäàí-
íîãî ∆ ∈ Diffl(P,Q) íà îáðàçóþùèõ: h(∆)(jl(p)) := ∆(p), p ∈ P , ò.å.
h(∆) ◦ jl = ∆.

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü: ïóñòü åñòü p1, p2 ∈ P , òàêèå ÷òî jl(p1) =
jl(p2). Òîãäà jl(p1) − jl(p2) ∈ µl, ò.å. jl(p1) − jl(p2) =

∑
αi(δai0...ail)(1 ⊗ bi)

ïî îïðåäåëåíèþ µl. Çàìåòèì, ÷òî h∆(δajl) = h∆(ajκ(·) − jκ(a·)) = (ò.ê.
h ãîìîìîðôèçì) = ah∆jl − h∆jl(a·)) = δah∆(jl). Òîãäà h∆(δa0...aljl) =
(δa0...al)h∆(jk) = δa0...al∆ = 0,ò.ê. ∆ ∈ Diffl(P,Q). Çíà÷èò, h∆ îïðåäåëåí
êîððåêòíî.

Åñëè h1
∆ ◦jl = h2

∆ ◦jl, òî (h1
∆−h2

∆)(jl) ≡ 0, ïîýòîìó h1
∆ è h2

∆ ñîâïàäàþò
íà J lalg, ò.å. h∆ åäèíñòâåííûé.

13.3. Ïî çàäà÷å 13.2 äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà ∆ ∈ Diffl(P,Q) ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ψ(∆) : Jalg(P ) → Q, òàêîé ÷òî ∆ =
ψ ◦ jl. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäñòàâèìîãî ôóíêòîðà îáúåêò Jalg(P ) ⊂
Mod(K) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëÿþùèì, à ñîîòâåòñòâèå ∆ → ψ ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèìîì. Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå g : ∆ → ψ(∆) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå g : Diffl(P,Q) → HomK(Jalg(P ), Q). Îáðàò-
íîå îòîáðàæåíèå ñòðîèòñÿ òàê: ïóñòü åñòü h ∈ HomK(Jalg(P ), Q), òî-
ãäà ïîëîæèì ∆(h) = h ◦ jl ∈ Diffk(P,Q) ïî òåîðåìå î êîìïîçèöèè
jl ∈ Diffl(P, J lalg(P )) è h ∈ Hom(J(P ), Q). Äëÿ îïåðàòîðà ∆(h) = h◦jl ïî
çàäà÷å 13.2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåíííûé ãîìîìîðôèçì h(∆) : J(P ) → Q,
è òîãäà ψ(∆(h)) = h � ñîâïàäàåò ïî ïîñòðîåíèþ. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèÿ

∆
g−→ ψ(∆)

f−→ ∆ (g ◦ f = id) è h
f−→ ∆(h)

g−→ h (f ◦ g = id) ÿâëÿþòñÿ
îáðàòíûìè,ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Diffk(P,Q) ≈ HomK(J lalg(P ), Q).
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Ñëó÷àéDiffk(P ) = Diffk(A,P ) = HomK(Jalg(A), Q) ïîëó÷àåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî.

13.4. Òàê êàê jl : P → J l(P ) � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà
íå áîëåå l, òî ïî òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè Diff(P ) ñóùåñòâóåò òàêîé
ãîìîìîðôèçì νl+1,l : J l+1(P ) → J l(P ), òàêîé ÷òî jl = νl+1,l ◦ jl+1. ßñíî,
÷òî νl+1,l � ýïèìîðôèçì, ò.ê. Imjl = J l(P ) ïî ïîñòðîåíèþ J l(P ).

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ µl(P )/µl+1(P )
g1−→ J l+1(P )

g2=νl+1,l−−−−−→ J l(P )→ 0.

1) Imνl+1,l(J
l+1(P )) = J l(P ).

2) Ðàññìîòðèì Kerνl+1,l íà îáðàçóþùèõ:

[1⊗ p]µl+1
→ [1⊗ p]µl = 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî 1 ⊗ p ∈ µl, è åñëè 1 ⊗ p1 è 1 ⊗ p2 îòëè÷àþòñÿ íà
ýëåìåíò èç èäåàëà µl+1, òî îíè îäèíàêîâû â J l+1(P ). Çíà÷èò, Kerνl+1,l

� ýòî ýëåìåíòû 1 ⊗ p, ëåæàùèå â µl, ïî ìîäóëþ µl+1, ò.å. Kerνl+1,l =
µl/µl+1 = Img1.

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü → g1 → g2 � òî÷íàÿ.
3) Im(0→ µl(P )/µl+1(P ) = 0. Òîãäà òàêæå f ∈ µl+1, à ýòî çíà÷èò, ÷òî

[f ]µl+1
= 0.

13.5. Çàïèøåì j∞(p) = (j0(p), j1(p), . . . , jl(p), . . . )
Ïî ïðàâèëàì ïîêîìïîíåíòíîãî óìíîæåíèÿ:

δa0...an(j∞) = (δa0...anj0, δa0...anj1, . . . , δa0...anjl, . . . ).

Òîãäà êîìïîíåíòû ñ èäåàëàìè ≤ n îáðàùàþòñÿ â íîëü, ò.ê. jl ∈
Diffl(P ). Íî åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò n: j∞ ∈ Diffn(P ), òî
jn+1, jn+2, . . . , jn+l, · · · ∈ Diffn. Òîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå jn+k =
ψn+k ◦ jn = (ψn+k ◦ νn+k,n) ◦ jn+k. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ψn+k ◦ νn+k,n = id,
jn+k = ψn+k ◦ jn, jn = νn+k,n ◦ jn+k. Òàêæå jn = νn+k,n ◦ jn+k ◦ ψn+k ◦ jn.
Ñëåäîâàòåëüíî, νn+k,n è ψn+k âçàèìíî îáðàòíû. Çíà÷èò, Jn+k ≈ Jn ïðè
k ≥ 1. Åñëè íå òàê, òî j∞ � íå äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð.

13.6. Ðàññìîòðèì äâà A-ìîäóëÿ P è Q è ãîìîìîðôèçì hP → Q. Íóæ-
íî ïîñòðîèòü ãîìîìîðôèçì h′ : J l(P ) → J l(Q). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
∆ = jl ◦ h, îïåðàòîð ∆ ∈ Diffl(P, J

l(Q)).Ïî ñâîéñòâó óíèâåðñàëüíîñòè
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ψ(∆) : J l(P )→ J l(Q), òàêîé ÷òî
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∆ = ψ(∆) ◦ jpl . Ýòî è åñòü èñêîìûé ãîìîìîðôèçì Jl(P )→ Jl(Q). Çíà÷èò,
ñîîòâåòñòâèå P → Jl(P ) ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì.

13.7. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð jl ◦ js : P → J l(Js(P )). Ýòî A-ìîäóëü,
∆ = js ◦ jl ∈ Diffs+l(P, J l(Js(P ))) ïî òåîðåìå î êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ.
Òîãäà ïî ñâîéñòâó óíèâåðñàëüíîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
∆ ∈ Diffs+l ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ψ(∆) ∈ Hom(Jk+s(P ), J l(Js(P )),
òàêîé ÷òî ∆ = ψ ◦ jl+s. Çíà÷èò, js ◦ jl = ψ ◦ jl+s. Ãîìîìîðôèçì ψ çàäàåò
óíèâåðñàëüíóþ êî-êîìïîçèöèþ cs,l.

13.8. Ïî îïðåäåëåíèþ µl(P ) =< [a0, [a1, [. . . [al, G] . . . ] >⊂ A⊗K P ,
µl+1(P ) =< [a0, [a1, [. . . [al, [al+1, G] . . . ] >.
Òîãäà åñëè q ∈ µl+1, òî q ∈ µl äëÿ θ = [al+1, θ

′] (íà îäíî óñëîâèå
ìåíüøå). Ïîýòîìó îïðåäåëåí ôàêòîðìîäóëü µl(P )/µl+1(P ).

Â J l+1(P ) äâà ýëåìåíòà ðàâíû, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ íà µl+1.

J l+1(P )
νl+1,l−−−→ J l(P ) : jl+1(p)→ jl(p).

Åñëè q ∈ Kerνl + 1, l, òî q ∈ µl (0 â ôàêòîðìîäóëå). Çíà÷åíèÿ q1 è q2,
êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ íà µl+1, îäèíàêîâû â J l+1(P ). Çíà÷èò, åñëè q ∈
Kerνl+1,l, òî q ∈ J l+1(P ), q ∈ µl, q ïðîôàêòîðèçîâàí ïî µl+1. Åñëè
q ∈ µl/µl+1, òî νl+1,l(q) = [q]µl = 0. Çíà÷èò, Kerνl+1,l = µl/µl+1.

13.9. Ïóñòü h : P → Q � ãîìîìîðôèçì. Òîãäà îí ïîðîæäàåò ãîìîìîð-
ôèçì ψ : J l(P )→ J l(Q) è F : J l+s(P )→ J l+s(Q), òàêæå è ãîìîìîðôèçì
cl,s : J l+s → Jl(J

s). Íóæíî ïîñòðîèòü ãîìîìîðôèçì G : J l(Js(P )) →
J l(Js(Q)).

13.15. Âñïîìíèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå i1 : A →
J1(A), ãäå i1(a) = aj1(1). Âîçíèêàåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ A
i1→ J1(A)→ J1(A)/im i1 → 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ν1,0(aj1(1)) = a, ò.å. îòîáðàæåíèå ν1,0 ðàñùåïëÿåò òî÷-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ýòî âëå÷åò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî J1(A) = im i1 ⊕
Kerν1,0 = A⊕ Λ1(A).

13.18. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò âèäà (δa(jk))(1):

νk,k−1((δa(jk))(1)) = (δa(jk−1))(1) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ýëåìåíò ëåæèò â ÿäðå. Îáîçíà÷èì ìîäóëü, ïîðîæ-
äåííûé ýëåìåíòàìè òàêîãî âèäà, ñèìâîëîì I. Êàê ïîäìîäóëü äæåòà îí
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ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì êàòåãîðèè. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ïðîåêöèè π :
Jk → Jk/I. Äîêàæåì, ÷òî êîìïîçèöèÿ π ◦ jk ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûì îïåðàòîðîì ïîðÿäêà 6 k − 1. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî a ∈ A

δa(π ◦ jk) = a+(π ◦ jk)− a(π ◦ jk) = π ◦ (a+jk)− π ◦ (ajk) = π ◦ (δa(jk)).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî íàáîðà {a1, . . . , ak} ⊂ A

(δa(π ◦ jk))(b) = π((δa(jk))(b)) = π(b((δa(jk))(1))) = 0,

òàê êàê π � ïðîåêöèÿ íà ôàêòîð ìîäóëü. Èòàê, π ◦ jk ∈ Diffk−1(Jk/I)
è â ñèëó óíèâåðñàëüíîñòè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì h :
Jk−1 → Jk/I, òàêîé, ÷òî π◦jk = h◦jk−1 = h◦νk,k−1◦jk. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
π = h ◦ νk,k−1, ò.å. Kerνk,k−1 ⊂ Kerπ = I. Äîêàçàíî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå,
ò.å. Kerνk,k−1 = I.

13.19. Ýëåìåíò θ ∈ Kerν∞,k−1 íàçîâåì ïðàâèëüíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ âèäà

θ = {0, . . . , 0, (δa(jk))(1), (δa(jk+1))(1), . . . }, |a| = k.

ßñíî, ÷òî ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà ïðàâèëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîðîæäàåò âñå
ýëåìåíòû â Kerνk,k−1. Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ýëåìåíòà

θ′ = {0, . . . , 0, (δa(jk))(1), θ′k+1, . . . }

ðàçíîñòü θ − θ′ ëåæèò â Kerν∞,k è èìååò âèä

{0, . . . , 0, 0,
∑
α

aα(δaα(jk+1))(1), . . . },

ò.å. ÿâëÿåòñÿ â ñâîþ î÷åðåäü ñóììîé ïðàâèëüíîãî ýëåìåíòà èç Kerν∞,k è
ýëåìåíòà èç Kerν∞,k+1. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèå, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó,
÷òî ëþáîé ýëåìåíò θ ∈ Kerν∞,k−1 ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå ñóììû

θ = θk + θk+1 + · · ·+ θk+s + θ′,

ãäå êàæäûé ýëåìåíò θj ∈ Kerν∞,j−1, j = k, . . . , k + s, ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëü-
íûì, à θ′ ∈ Kerν∞,k+s � íåêîòîðûé ýëåìåíò. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèç-
âîëüíûé ýëåìåíò θ̃ ∈ Kerν∞,s−1 è åãî ðàçëîæåíèå â ñóììó ïðàâèëüíûõ

θ̃ = θ̃s + · · ·+ θ̃s+k + θ̃′.
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Ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ θ è θ̃ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó

θ · θ̃ =
s+k∑
i=s

s+k∑
j=1

θ̃i · θj + . . . ,

ãäå òðîåòî÷èå ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèÿ ñî øòðèõîâàííûìè ýëåìåíòàìè.
Äëÿ ëþáîãî t 6 k + s − 1 ýëåìåíò ν∞,t(θ · θ̃) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ âèäà

(δa(jt))(1) · (δb(jt))(1),

ãäå |a| > k, |b| > s. Â ñâîþ î÷åðåäü, íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêà-
çûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà {a1, . . . , am} ⊂ A

([δa1 ◦ · · · ◦ δam ](jn))(1) = (jn(a1)− a1jn(1)) · . . . · (jn(am)− amjn(1)).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

(δa(jt))(1) · (δb(jt))(1) = (δa,b(jt))(1) = 0,

òàê êàê t < k + s, à |a, b| > k + s. Ñëåäîâàòåëüíî,

θ · θ̃ ∈ Kerν∞,k+s−1.

13.22. Ïðÿìîå ñëåäñòâèå 13.21.

13.23. Ìû ïîñòðîèì åñòåñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ñïåê-
òðà è òî÷êàìè TA = ∪h∈|A|ThA êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä A. Äåëàåì
ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â àëãåáðå êîñèìâîëîâ ïåðâîå ñëàãàåìîå A ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäàëãåáðîé. Ñóæåíèå êàæäîãî ãîìîìîðôèçìà h àëãåáðû ñèìâîëîâ
íà ýòó ïîäàëãåáðó çàäàåò K-òî÷êó h|A àëãåáðû A. Ýòîò ãîìîìîðôèçì
h|A : A → K ôèêñèðóåò ñòðóêòóðó A-ìîäóëÿ íà K. Èìåííî, äåéñòâèå
çàäàåòñÿ a · k = h|A(a)k. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñóæåíèå ãîìîìîðôèçìà h
íà ïîäìîäóëü Csm1(A). Ñóæåíèå ãîìîìîðôèçìà íà 1-êîñèìâîëû îïðå-
äåëÿåò ñ ó÷åòîì ôèêñèðîâàííîé ñòðóêòóðû A-ìîäóëÿ íà K A-ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå â K

h|Csm1(A) ∈ HomA(Λ1(A), K).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïðåäñòàâëÿþùèé îáúåêò äëÿ ôóíêòîðà äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ

HomA(Λ1(A), K) ∼= D(K).
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
h|Csm1(A) ◦ d = δ ∈ D(K),

ãäå d : A→ Λ1(A) � óíèâåðñàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, è

δ(ab) = h(a)δ(b) + h(b)δ(a)

â ñèëó ñòðóêòóðû A-ìîäóëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè çíà÷åíèå ãîìîìîð-
ôèçìà h çàäàíî íà 0-êîñèìâîëàõ A, òî åãî ñóæåíèå íà 1-êîñèìâîëû åñòü
äèôôåðåíöèðîâàíèå â òî÷êå h.

Ìû ïîñòðîèëè îòîáðàæåíèå

i : SpecK(Csm(A))→ TA = ∪h∈|A|ThA.

Îòîáðàæåíèå i � áèåêöèÿ. ßñíî, ÷òî èíúåêòèâíîñòü è ñþðúåêòèâ-
íîñòü îòîáðàæåíèÿ i ñëåäóþò èç óñëîâèÿ, ÷òî âñÿ àëãåáðà êîñèìâîëîâ
ïîðîæäàåòñÿ êàê àëãåáðà ýëåìåíòàìè èç ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ãðà-
äóèðîâêè. Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò îäíîçíà÷íóþ ïðîäîëæèìîñòü ãîìî-
ìîðôèçìà, çàäàííîãî íà 1-êîñèìâîëàõ, íà ïðîèçâîëüíûé êîñèìâîë ïðè
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ñïåêòðà. Èòàê,

SpecK(Csm(A)) ∼= TA

äëÿ ëþáîé äèôôåðåíöèàëüíî çàìêíóòîé êàòåãîðèè M.

13.24. Ëþáîé óíèòàðíûé A-ãîìîìîðôèçìH íà ïåðâîì ñëàãàåìîì ãðà-
äóèðîâêè ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì, òàê êàê ïåðåâîäèò åäèíèöó â åäèíè-
öó. Ñóæåíèå íà ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ H : A⊕Λ1(A)→ A â ñèëó ìóëüòè-
ïëèêàòîâíîñòè äàåò ðàâåíñòâî H(aλ) = H(a)H(λ) = aH(λ), ò.å. ÿâëÿåòñÿ
ãîìîðôèçìîì H ∈ HomA(Λ1(A), A) ∼= D(A) è, çíà÷èò, îäíîçíà÷íî çàäà-
åòñÿ íåêîòîðûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå ñëàãàåìûå
ãðàäóèðîâêè àëãåáðû ìóëüòèïëèêàòèâíî ïîðîæäàþòñÿ ïåðâûìè äâóìÿ,
à, çíà÷èò,

SpecACsm(A) ∼= D(A).
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