
З. Си Г,, JIибовиц Г. Математическая теория хрупкого разрушенлrя / /
Разрушение.- 19'75.- т.2.- С. 8З -203.
4.Черепанов Г.Гl. Механика хрупкого разрушения . - *Наука-', |974.
5. Gao Hua, Brown M.W., Miller K.J. Mixed-mode fatigue thresholds i /
Fatigue of Engng. Materials and Structures. 1982, vol, 5, no, 1" р. 1 - l7.
6.Blzzard R.J,, GToss В., Srawley J.E. Mode II fatigue crack grошth specimen
development / / Fтасturе Mechanics, 1 984, чо1. 11, р. З29- З46.

ТОНКИЕ ОБОЛОЧКИ, ПОДКРЕПЛЕННЫЕ НЕЛИНШЙНО
упругими нитями
А.Л.Смттрнов, П.Е. Товстик

Санкт-Петербургский государственный университет

1. Введение.
Рассматривает,ся тонкая уffругая анизо.Iроfil{ая оболочка из композитного

материала. Оболо.тка состоит из упругой изотропной матрицы иN систем
упругих волокогI, расположенньж пара-qлельно средиЕной поверхтrости обо-
лочки. С испо.,тьзованием гипотезы Кирхгофа-Лява в [1l были получены
уравнения состояния лля анизотроrrной оболочки в рамках двумерной мо-
дели, При этом предшолагалось, что волокЕа являIOтся ,цинейirо упруIими,
сопротивляющимися как сжимающим, так и растr{l,ивающим усиLrиям. В
настоящей работе rlоведение волокон в случае сжатия считается существен-
rrо нелинейным) а именно, предполагается, что жесткость волокон стало-
вится пренебрежимо мапой при достаточно больших усилиях сжатия. При
этих тrредположеЕlIях получаются существеIrно нелинейные уравнеЕия со-
стояllия, связываюLт{ие втIyтренние усилия и моменты с дефорvrациями сре-
динной поверхности оболочки. При этом оказывается, что как усI-Iлия) так
I1 моменты зависят от обоих видов деформации срединтrой поверхности
-- тангенциаJIьных и изгибньрс. В качестве тrримера рассмотрена циJIиЕ-
дрическая обо"чочка, армированная Еитями, идущиI4и по параллелям7 и
находящаяся под действием внутреЕIrего давления.

2. Щеформации и fiапряжения в композитной оболочке.
На срединной поверхности вводятся криво,пивейные координатыQ,1 и а2,
совпалающие с JIиниями кривизны. Координатаz направлеЕа по нормали
к поверхIIости. Предполагается, что оболочка подкреплена ly' системапди
волокон, наклоненными под уг"цами 9д к оси а1., k : 1, 2, . . . ,ltr.
Напряжения в оболочке orj представляют собоЙ сумму напряжениЙ в мат-

(0) ,, lkl
рице d' и осредltеftных на"пряжении o;.j, ) связанных с растяжен иеful. сжатием
волокон

nr'

бij: о:|) *L"!i'.
йl:'1

(2 1)

Согласно гипотезам Кирхгофа напряжеЕия озз : 0, а напряжеFIия оiз на-
ходятся из уравнений равновесия. Запишепr соотЕошеЕия NIежду напряже-
шиями oij и деформациями eii шри i, j :1,2.
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.t,\ [ Гд.г(Д) для s(fr) ) -60,
o\"l: < _" -I О дляс(k)4 €6.

ео ) 0, Ль: Л*6t. (2.6)

где бь относительЕыЙ об,ьем, заtIолЕенIiыЙ k-оЙ системоЙ волокон. Оче-
видItо, 

"то |fl:odb : 1. Здесь и далее принебрегаем эdrфектом Пуассона,
заклIочающемся в тоN,I, что поперечное сечение волокна изменяется при

растяжении. Напряженио o,f) u соотношении (2,1) таковы:

,\r) : с.sдо(k), о\|) : ul"tbl

3. О пороговой константе €0.
Если eg : 0, то жесткость волокон Itри сжатии становится равной ну-
"чю. Неравенство а0 } 0 можеrr бтять объясrrепtl след/,к)щим образоьт- Во-
лервых) волокна изi{ача.]1ьно могут бьтть напряжены. Во-вт.орых, если рас-
сл,татривать волокно как баlтку, расположенЕую lra угrругом основа,нии} ко-
торая irаходятся под действием сжип,tающей нагрузки, то прогиб бапки,
tr, ( s), описывается следующиА4 чравнениеIvl :

fiля матрицы

о{?) : дЪ(u,' lyoczz), о\|") : }!rоrr,r, оý!) : л'оlrrz*иоеrr),

где iЪ : Доdо/(1 - u3), Ео -- модуль Юrrга и и0 - коэффициент П;,ассона

для матрицы. Коэффиr{иент бо ( 1 определяет относительный объем обо-
лочки заrrятыЙ rчrатрицсй. СлучаЙ do : 1 соответствует неподкреIrлеlrноЙ
оболочке.
В соответстRии с гипотезами Кирхгофа [z], деформации€;,7 яI].IIяIотся j]и-

нейныitли функциямrt коорлинаты z

€11 : 61 * Ktz, €п: а ! 2Tz, €zz : €z * H2z. (2,3)

Здесь е1, Q и €2 дефорrчIатtии раст,яжения-сдвига, ак:., т и п2 дефор-
N{ации изгиба-кручсния срединной rrоверх.ности оболо,тки.
Рассtчtо,грил.r одну cиc,telvly волокон, наклоненных IIод 1rглом dд к оси а1.

Находим дефорrvrаirии с(fr) в волок.,ах

с(k) : crrc? ! €zсl"sр* c22sf;,, сfu : cosdtl sb: siпOь. (2,4)

rде 7цеформации €.j,I,e жс, что и R равенствак (z.2) и (2.3).

Если волокrltl растяI,ивается) то согласно закону Гука гrродольная сила,

действуюпIая в волокне7 равна

р(Ь): дбSде(k), (2.5 )

г.\е lJд -- модуль Юнl,а, а Sл -- Imощадь IIо1Iеречного сечения волокна. Ес-
1,Iи волок.Ео сжато ts IIродольном flаправлении, то мы будем использовать
соотношеЕие более общего вида, чем (2.5). А именно, вводится следующая
моде.пь волокна: если €(&) } -€0, то выполняется равеЕство (2.5), в про-
тrlвном случае, то есть, есл" а(ft) { -€0, то l1оJIагается Р(k) : 0. Пороr,овая
константа €0 обсуждается в п. 3.

Сог;rасrrо этой модели осредненцые Ilапряжепия в направлении 9(t) для
k-ой систешты волокон опреде,]Iяются формl,лпцдц

(3.1)

где s -- продольная косlрдината, D изгибная жесткость, Р сжиN{аю-

щая сиJIа) а с - жесткость основаIIия (платрицы). Уравrrеtlие (3.1) имеет
ненуJtеtsое ограничеЕное решение ш(s) : trlg sin(,\s) при

р(^): ох, + fr (з 2)

Тогда минимij"пьное зн€rчение Р и соответствyющее значеЕие порогового
tlапряжения 60 таковы

2уm
l'o,J,Рпliп: m^iпР(,\) :2\,б;, €0 :

EbSb

4. Уравнения состояЕия"
Пренебрегая NIitлыN{и велиаIиЕами hlfu и hf Rz ло сравЕеЕию с 1, где h -
толщина оболочки, а Rt - главные радиусы кривизны срсдиншой II0верх-
Еости, шолучаем выражения д;tя усилиft Т1, Т2 и,S и моментов I\.,I1, М2 и
Ёl в вrrле

о# * о# *с.ш:0,

гг_
al - /!'j,"", 

o,, 
'n - !^'r,,o2211:,

|o'n',"orr" 
u', u, : 

/n',"o22z 
d,z,

1lt /2S: i opdz,
J _h/2

rh/2
н - | opzdz.

J h/,2

л/I|:
(4.1)

гле напряжения oij вьтчисляк)тся псi форплупам (2.2), (2.6), (2.7).
Если для всех z € l*h12, h12]ипри вс:ех k : Т,2,...,1У вьглолЕяет(]я нера-
венствQ €ft) > €0, то усилия и N{оментьт лrrнейн<r заRисят от деформаrlий
срединноЙ поверхнос,l,rl €11€z, lrl н1, k2 w т. По.пагая, .lTo обо.почка сиNIмет-

рична относительЕlо срединной повсрхI{ости, полyчаем те же уравнеIiия
состояния,.лтоив[1]

з

?л : \- к",я"_,l 
/_.,lJ,J,
i:|

3

lrlr:ZDцнiэ j : 1,2,3,
j:1
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I)-Ie lЦJlЯ КРаТКОС1'И ЗаПИСИ ЛРИIIЯТО, ч'fО 6з : ilJ) tiз : 2т, Тg: S, Д,I, : 11 .

Коэффицие}tты ffi9 и J)a7 оlIреfiелены в [1] и, на,пример, Krr и D11 З&,.щсl,ЮтСя

формчлами

Случай 2.Если €п, 1 *€ь-€9, то из равенств (4.В) поrrуча"п, {') : nr:r' :
0, и в этом случае волокIIа k-ой систеtitы не соrIротив;тяIотся сжатию.

СлучаЙ 3. В промеж)r:гочном случае ]ag * с- J < бь вOлокна сопро,l,ивляIот-
ся сжатию только в ч,асти объема оболо.tки, и равенства (4.5) для обо.тtо-
чек с симметричным поперечFIым сечением гIриводят к формулам) согласЕо
которым как усилия 4('), ,ur. и моNIеIтты Mjfr) uuu".oT и от деформаций
растяжения-слвига 5j и от деформациЙ изгиба*кручёrrия }с7.

Если волtэкна равfiомерно распределены по толrцине обо.почки, то) вычис-
ляя иIIтегральт в (4.5) получаем

Ес;lи неравенство €(k) ( -eg выполнено только д"шя некоторых зна-лений k
иf илчl z, то соотIIошения (4.3) неверны, и зависимость усилий и моментов
от лефорА,Iациi1 средиriноЙ поверхн<lс,I,и стаItоtsится I{е.]iиЕеЙIIоЙ. В этом слу-
чае бOлее удобIIым становится аналрIз влияЕия ка,}r<доЙ из систеlrl воrlокон
отдеJIьпо. А именно, прелставим )rсилия и моменты в виде

Г К,,
L о,,

Здесо С{ft) : 
"'о, 

Cbu) : s?, С"{А,) : cbs,k

леформаItrии 6(Ь) Q) являк)тс}1 линелiньтлtи
н(Ё)z, rде

,Я':*сi*)rп, ii(e)
i-1

1: |:,,("-Ё,-,*) l"1

'Г,ifu)-6jИ,l5О 

ln'n',.,o,r'n'^, 
ur, Ml" -r:^,ur ! :,,

LI в си.пу равенств (Z.3) и (2,+)

функциями <,lT z: €ii) - .fi') +

: Г Cju)oo,

dz. (4 З)

(1 4)

(4 6)

(4.7)t{ t{

т,,: т!О'о Г T;Iu', NI6: 1у|О) + f ,l,rjb) i : 1,2, з.
k:1 k:1

Здесь вели.r"rru, 7{О) и h!!o) .liлtнейirо зависят от дефоршiаций средитrпой
повсрхIIости и могут быть вычрiсJIепы по формl,лам (4.2), (4.3) приf'д, : 6

для k l 0. fiля остальных велйчи}т в (а.а) справелливы равеIIства

о(и) p(h)) z clz. (4 5)

а ф5,нкциrr o(b)i5(b); оflределяются равеIIством (2.7). Зд"соu!f) дефорьта-
ции растяжения_сжатия в наIlравлеI{ии d6. При далыrейшем рассмо,-грении
мы опускаем иrтдекс /t.

Пусть с6: |п|Lt12 
*- максимальное знатIеflие вt,орого слалаемоr,о в выраже-

нии для 5(k), соответствующего дефорltацияь,т изгиба. Возtчiожны следую-

щие три cjly.Iaя.

СлучаЙ 1. Ес.;rи €* ), еь * t0, то во.покI{а k-оЙ сис:темьт растянутьт шрrI всех
значениях z и Nlll'i LIL}ихOдим к paBeI{cTBaM (4 3), полученflым в [1]. Здесь

дес}ормаllиrr €i и Ki дейсгвуют IIезависIIмo) а именпо 
''У' 

:7i(k)(e;) и

M.:n' : lИl(ft)(к;).

Эти paBeTlcTBa справедливы как для к > 0 так и лля к, ( 0. Соотношения
(4,7) не использ}цотся 11ри к - 0, rrоскольку дJIя Niалых |ю| имеют место
только случаи 1 или 2.

5. Пример.
В Ka.IecTBe примера рассмотрим осесимметричную деформаltrию крут,овой
цилиндрIrческой оболочки радиусаЛ под лействиеI,I paBlroмepнoгo tsнчтрен-
Еего давления q. Оболочка подкреп.пена систеL4ой кольцевых нитей, равно-
мсрно расflределеншых по толщише оболочки. Вдапrи от краев оболочки ни-
ти растятrуты и воспринимают Btтyтpeн}Iee давление. В окрестности краев
имею,г место изгибные 2цеформации, }з pel]\,иbTaтe чего Е пекоторых обла-
стях нити сжаты, и для вычислеЕия усили:r 72 и изгибающего момента,411
можно воспользоваться форплулаьти (4.7). flалее счита€м69 : Q.

В окрестности жестко заII{еJIанЕого края5 : 0 прогиб ш(s) является реше-
нием краевой задачи для уравнени,яd2Мlf сls2 : TzlR пли

(sr(цlr"1" + 92(т)u : 1. u(0) : tl'(о; : 6, tr,(co) : 1, (5.1)

rце безразмерные пере},Iепшые связа,ны с гJеремеIIныь,rи (с индексом 1) по

формулам

рs7.5: 
л, 

1л-
ЛOdO(i + T),ru1 h2 (1, + u11)

qR2
4,l|- |2R'2чl (1 + ?)'

Ефt
J1o 0о

1* чg,fl(ц)
9l \l] ) - ----;---- 

,l+yl1
L + l.fz(ц)

9z\tl )- ' 
-

I+?
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Нtэ;rtлIлсйrrую Kl)aeJ]ylo i]?1лаl{у (Г;.1) иrrтеl,р}lрусNl LII,IcjIclIiIo lvlc}.1.(цoý1 rrри-
(:1l'РСЛКrl ПРИ С,rlеДvloЩих З]Iа}IеIdиях iIapi1[,{e,,^1l<lB ll,f lt,: 100, и - 0.;[5. ГIа_
pir,\4eTpy J) l{МСl()lЦеlvlУ С,МЫС]I O'lllomcl1l4rl еС'I'кОСти ]ia раС'Iя}ксIlие j]O,]I0KOII

к zie/a;l,KocTl,I мt1трIlrцы, 61,цt,пr lj i;rlдаuа.1 ь аll.]1иltllыс знаrtеttия.

II1lи 17 } 1 нити pil(:.T,}IпyT]bT пр}i
(1I4,;i\, t+. / )

l r.,r tl l l7)l2l t1 " t11\

ll, .10.J5 ,.)з0.J ,.'40.25 ,, // 7-о,2 .i,/(l,i5 ,:У
0.1 ;?
аО5 _**JAf

0.2 0..l 0,6 0.8 l

Bcexz и 7Lrt) - .fiVl : 1, п rlри 4 { 1 в

l, \ 1l I l7)r 27l2Дu,1.";
J.,l ll) -u; 

, ll - д!.r,{.,|

РЕШЕIIИЕ ОБОБ ШIЕJI}IОИ СИСТtr]МIrТ
урАIзнIl]ниЙ типА кошtи-римАнА д{ля

СФЕРИЧЕСКОЙ ЛИНЗЫ

;\. <I>.Yлll.Trto

_ltшeBcKrrr]r flацI,lL)наJIьнылi ушr.lвс_l1rс,],1,1,е|г 1l\4el11,1 '_l'apaca,

lll eB ченttо

ll1лl,t 1l<lttltlп14lt O(;0(1t]ful .\1c,l]p11 ,1]iInx !ilrt;.t,t 1,c()p11 и.IIтр\iгости
I{ vl)a,l]ilet{]] й (_l,гокr:а, jцп.я лtе(,ili}l \,laeпltli,i в.я:зкrэй ,l(LI..],]{o(illJ

t]t-lyl1,I)l,,t,tl.цr{ l]J:Iс, сфr11llt,tсlсtкlлi .пi,rт.rвт.r Ba,)I\1.1b]1,,,i i),I,a,Il{]п4 R iTo-

L-,троеншц точIIых а,на,]]tlт]{чсских pcIшe]IIIii jrrtазатrных l,ra

.ца,.l яв.rI,як1,1,t:,я ciltllivtl:Jl}rl l,)(:llIсIIшя c()пI]Jllti()tJJllllx.\,paB+Tc:пltii

Tr,rrra Ксiшrr Ptt_шtirra, дll.ri cq}{]l]tI.tccrtoii .,l]rIliJLI. В цrrLrrlrr,цltлi-

че скLlх KoOIJ,I \IIIIi:},I, tI x с()пря)ке F{ н ы е Y ра R н еIj Il я i } аIIIIс-.ыRа к)l]t| j{

пrэ фriрl,,tчлаrл

,#,
lч_-r 20.8i_j_\

{'.6l *.*}\
(),{t -*-tt*

l 
***)\*t

о.2: **i*ъ\

-,:ьа1{
0.2 0.-l 0.6 0.8 1 ]ll ilа

. {l,"'): ---t i)t, il:
r]ы

il.:
(l)L} ()

Б

}1ii рlrr:. l п1llтвtлtlнt.т графлтки бе:зрi,rзlлr_l1rньтх пilоr.лтба1r-,(s) и изт,lтба,кtlтIегс>

NjoNieH,I,a ,Л",11 (s) в 0кl]ссl,I]ости крtlя .ý : 0 для че.IыI]ех зrlа,rсtrлтй -i. KpaeBo1.1
эффtlкт ]{"rtя изотроIltзой обо.lтt-l-tки Q - 0) рас:сл,rсlтрен в [3]. Д.пя 7 - б о,

7 : 0.1 графr.rrtл шрЕlкI}l.iески col]t]a;{a,loт. Пprr s -, (ю дJI;I lrроr.rrба rl, + l
й Д,]1Я Х{О\tента ,{'jr1 -* 0. Y.r;-icToK обо.по.rкrл. на KOTopoN{ и,1\4ек)т(jя сж;.тьте
Iзо"цоl<liil. пI)ocr.ljpae,|,(:rr от кIJая.s .: () до s:0.81, s - 0.7б il s - 0.tig лля
? - 0.1, ? -- ]. п,;i: l0 coo,1,1]o,lcтBet1llo.

I';,rбсrr,аr lJыlto,]Iucrra rrри поддсtr)){tке РФФtr{, rparlT 0 1.0 1.()0З27.
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