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�.�.� ³½°, �.�.�¬¨°®¢, �.�.�®¢±²¨ª, �.�.�¨«¨¯¯®¢

� ¥²±¿ ®¡§®° ° ¡®² ¯® ¬¥µ ¨ª¥ ²®ª®±²¥»µ ª®±²°³ª¶¨©, ¢»¯®«¥»µ ±®²°³¤¨ª ¬¨ « ¡®° ²®°¨¨

¯°¨ª« ¤®© ¬¥µ ¨ª¨ ����� ¨¬.  ª ¤. �.�.�¬¨°®¢  � ª²-�¥²¥°¡³°£±ª®£® ³¨¢¥°±¨²¥² . �®«¥¥

¯®¤°®¡® ®¡±³¦¤ ¾²±¿ ° ¡®²», ®¯³¡«¨ª®¢ »¥ §  ¯®±«¥¤¨¥ 10 «¥².

1. �¢¥¤¥¨¥.

�¥®°¨¿ ®¡®«®·¥ª ¯® ±¢®¥© ±³²¨ ¿¢«¿¥²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®© ²¥®°¨¥©, ±³¹¥±²¢¥®
®¯¨° ¾¹¥©±¿   ¬ «®±²¼ ®²®±¨²¥«¼®© ²®«¹¨» h�. � ½²¨¬ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®¬ ±¢¿-
§ » ¯®«®¦¥»¥ ¢ ®±®¢³ ¢»¢®¤  ¤¢³¬¥°»µ ³° ¢¥¨© £¨¯®²¥§» �¨°µ£®´ {�¿¢ 
¨ ¨µ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨. �¨±²¥¬  ¤¢³¬¥°»µ ³° ¢¥¨© ²¥®°¨¨ ®¡®«®·¥ª ¿¢«¿¥²±¿ ±¨£³-
«¿°® ¢®§¬³¹¥®© | ®  ±®¤¥°¦¨² ¬ «»© ¯ ° ¬¥²° h� ¯°¨ ±² °¸¨µ ¯°®¨§¢®¤»µ.
� °¥§³«¼² ²¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£®   «¨§  ½²®© ±¨±²¥¬» (£« ¢»¬ ®¡° §®¬, ¢ «¨¥©-
®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨) ¯®«³·¥» °¥¸¥¨¿ ¬®£¨µ § ¤ · ±² ²¨ª¨ [1], [2], ¤¨ ¬¨ª¨ [3 { 6]
¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ®¡®«®·¥ª [7].

�¨¦¥ ¡³¤³² ®¡±³¦¤ ²¼±¿ ¢®¯°®±» ¯®±²°®¥¨¿ ±¯¥ª²°  · ±²®² ±¢®¡®¤»µ ª®«¥¡ -
¨© ®¡®«®·¥ª ¨ ¡«¨§ª¨¥ ª ¨¬ ¯® ¨±¯®«¼§³¥¬®¬³ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¬³  ¯¯ ° ²³ ¢®¯°®±»
³±²®©·¨¢®±²¨ ®¡®«®·¥ª. �°¨ ½²®¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¥ ²®«¼ª® £« ¤ª¨¥ ®¡®«®·ª¨, ®
¨ ®¡®«®·ª¨ ± ¨§«®¬®¬ ±°¥¤¨®© ¯®¢¥°µ®±²¨, ®¡®«®·ª¨ ± °¥¡° ¬¨ ¦¥±²ª®±²¨, ª®-
±²°³ª²¨¢®  ¨§®²°®¯»¥ ®¡®«®·ª¨, ¯®¤ª°¥¯«¥»¥ ±¨±²¥¬ ¬¨ ¨²¥©. �²¤¥«¼®
° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¢®¯°®± ® ¢»¢®¤¥ ±®®²®¸¥¨© ³¯°³£®±²¨ ¤«¿ ´¨§¨·¥±ª¨ ¨ £¥®¬¥-
²°¨·¥±ª¨ ¥«¨¥©»µ § ¤ · ¤¢³¬¥°®© ²¥®°¨¨ ®¡®«®·¥ª,  µ®¤¿¹¨µ±¿ ¢ ³±«®¢¨¿µ
±¨«¼®£® ¨§£¨¡ . �®¯°®±» ¯°®·®±²¨ ¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ®¡®«®·¥ª ¨ ¯« ±²¨  ¸«¨
±¢®¥ ¯°¨«®¦¥¨¥ ¢ ®´² «¼¬®«®£¨¨.

2. �¢®¡®¤»¥ ª®«¥¡ ¨¿ £« ¤ª¨µ ®¡®«®·¥ª.

2.1. �° ¢¥¨¿ ±¢®¡®¤»µ ª®«¥¡ ¨©. �«¿ ®¯¨± ¨¿ ª®«¥¡ ¨© ²®ª¨µ ³¯°³£¨µ
®¡®«®·¥ª ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¤¢³¬¥° ¿ ¬®¤¥«¼ �¨°µ£®´ {�¿¢ . �¨±²¥¬  ³° ¢¥¨¿ ¬ -
«»µ ±¢®¡®¤»µ ª®«¥¡ ¨© ¢ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿µ ¨¬¥¥² ¢¨¤:

3X
j=1

�
Lij + h2

�
Nij

�
uj + �ui = 0; i = 1; 2; 3; h� =

h

R
; � =

�!2R2

E
; (1:1)

£¤¥ ui | ¯°®¥ª¶¨¨ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿, Lij ¨ Nij | «¨¥©»¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ®¯¥° -
²®°» ± ¯¥°¥¬¥»¬¨ (¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥) ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨, � | ¨±ª®¬»© ¯ ° ¬¥²°
· ±²®²», h� | ¬ «»© ¯ ° ¬¥²° ²®ª®±²¥®±²¨. �¨±²¥¬  (2.1) ½²® ± ¬®±®¯°¿¦¥-
 ¿ ½««¨¯²¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬  ¢ · ±²»µ ¯°®¨§¢®¤»µ. �  ¨¬¥¥² ¢®±¼¬®© ¯®°¿¤®ª,
®¤ ª® ¯°¨ h� = 0 (·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¡¥§¬®¬¥²®© ®¡®«®·ª¥) ¯®°¿¤®ª ±¨±²¥¬»
(2.1) ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¤® ·¥²»°¥µ. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±¨±²¥¬  (2.1) | ±¨£³«¿°® ¢®§¬³-
¹¥ ¿. �«¿ ¯®±²°®¥¨¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ ° §«®¦¥¨© ¥¥ °¥¸¥¨© ¯°¨ h� ! 0 ¢
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®¤¨µ ±«³· ¿µ ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±² ¤ °²»¥ ���-° §«®¦¥¨¿,   ¢ ¤°³£¨µ |
¯°¨µ®¤¨²±¿ ¨µ ¬®¤¨´¨¶¨°®¢ ²¼ ¨«¨ ° §° ¡ ²»¢ ²¼ ®¢»¥ ¬¥²®¤».

�.�.�®«¼¤¥¢¥©§¥°®¬ ¢ [4] ¤   ¯®« ¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ¨²¥£° «®¢ ±¨±²¥¬» (2.1)
¨ ¢»²¥ª ¾¹¨© ¨§ ¥¥ ª ·¥±²¢¥»©   «¨§ ±¯¥ª²°  · ±²®² ¨ ´®°¬ ª®«¥¡ ¨©. �
®±®¢³   «¨§  ¯®«®¦¥® ¢¢¥¤¥®¥ ¢ [1] ¯®¿²¨¥ ® ¯®ª § ²¥«¥ ¨§¬¥¿¥¬®±²¨ p ´³ª-
¶¨© F (x; y; h�), ª®²®°»© ¢¢®¤¨²±¿ ±®®²®¸¥¨¥¬

max

(�����@F@x
����� ;
�����@F@y

�����
)
� h�p

�
F: (2:2)

� § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¯®ª § ²¥«¿ ¨§¬¥¿¥¬®±²¨ p ¨ ±®®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³ ¯®°¿¤ª ¬¨
¨±ª®¬»µ ´³ª¶¨© ¢»¤¥«¥® ·¥²»°¥ ®±®¢»µ ª« ±±  ¨²¥£° «®¢ ±¨±²¥¬» (2.1): ª¢ -
§¨¯®¯¥°¥·»¥ ¨²¥£° «» ± ¬ «®© ¨§¬¥¿¥¬®±²¼¾, ª¢ §¨² £¥¶¨ «¼»¥ ¨²¥£° «»,
¨²¥£° «» °¥«¥¥¢±ª®£® ²¨¯ , ª¢ §¨¯®¯¥°¥·»¥ ¨²¥£° «» ± ¡®«¼¸®© ¨§¬¥¿¥¬®-
±²¼¾. � ¦¤®¬³ ¨§ ½²¨µ ª« ±±®¢ ®²¢¥· ¥² ±¢®¿ ³¯°®¹¥ ¿ ±¨±²¥¬ . �±®¡®¥ ¬¥±²®
§ ¨¬ ¾² ®¡®«®·ª¨ ¢° ¹¥¨¿, ¨¡® ¤«¿ ¨µ ¢®§¬®¦® ° §¤¥«¥¨¥ ¯¥°¥¬¥»µ, ¯®±«¥
·¥£® ¯°¨µ®¤¨¬ ª ±¨£³«¿°® ¢®§¬³¹¥®© ±¨±²¥¬¥ ®¡»ª®¢¥»µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼-
»µ ³° ¢¥¨©.

�´´¥ª²¨¢®¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¥ ¢®§¬®¦® ¢ ±«³· ¿µ, ¤®¯³±ª ¾-
¹¨µ ²®·®¥ ¨«¨  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §¤¥«¥¨¥ ¯¥°¥¬¥»µ,   ² ª¦¥ ¢ ¥ª®²®°»µ § -
¤ · µ ¨§ª®· ±²®²»µ ª®«¥¡ ¨©. �¨¦¥ ° ±±¬®²°¥ °¿¤ · ±²»µ ±«³· ¥¢  ±¨¬¯²®-
²¨·¥±ª®£® ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿ ±¨±²¥¬» (2.1).

2.2. �±¥±¨¬¬¥²°¨·»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ®¡®«®·ª¨ ¢° ¹¥¨¿. �¨±²¥¬  ³° ¢¥-
¨© ¬ «»µ ±¢®¡®¤»µ ®±¥±¨¬¬¥²°¨·»µ ª®«¥¡ ¨© ²®ª®© ®¡®«®·ª¨ ¢° ¹¥¨¿ ¯°¨-
¢®¤¨²±¿ ª ³° ¢¥¨¾ ¸¥±²®£® ¯®°¿¤ª  ± ¬ «»¬ ¯ ° ¬¥²°®¬ ¯°¨ ¯°®¨§¢®¤»µ

��4
 
d6w

ds6
+ d5(s)

d5w

ds5
+ : : :

!
+ b(s)

d2w

ds2
+ b1(s)

dw

ds
+ b0(s)w = 0; (2:3)

£¤¥ � > 0 | ¬ «»© ¯ ° ¬¥²° (�2 � h�), b = � � k22(s), k2(s) | ª°¨¢¨§  ®¡®«®·ª¨.
�°¨ b(s) 6= 0 ³° ¢¥¨¥ (2.3) ¨¬¥¥² ·¥²»°¥ ¨²¥£° «  ± ¡®«¼¸¨¬ ¯®ª § ²¥«¥¬ ¨§-
¬¥¿¥¬®±²¨ ¨ ¤¢  ¡¥§¬®¬¥²»µ ¨²¥£° « ,  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ° §«®¦¥¨¿ ª®²®°»µ
¬®£³² ¡»²¼ ¯®±²°®¥» ±² ¤ °²»¬¨ ¬¥²®¤ ¬¨.

� ¥ª®²®°®© ¯¥°¥µ®¤®© ®¡« ±²¨ · ±²®² minfk22(s)g � � � maxfk22(s)g ³° ¢¥¨¥
(2.3) ¨¬¥¥² ²®·ª³ ¯®¢®°®²  s = s�, ¢ ª®²®°®© b(s�) = 0 ¨ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ª®²®°®©
 ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¥ ³±«®¦¿¥²±¿. �°¨ b0(s�) 6= 0 ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨
¯®¢®°®²  ¯®±²°®¥» [4,8]  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ° §«®¦¥¨¿ ¨²¥£° «®¢ ³° ¢¥¨¿ (2.3)

ŵj(s; �) =
1X
n=0

"nCn(s)v
(�n)
j (�) + �j5"w

�(s; �); j = 1; : : : ; 5; " = �4=5; (2:4)

£¤¥ � = �(s)=", � = (b0(s�))
1=5(s � s�) + O((s � s�)

2),   ½² «®»¥ ´³ª¶¨¨ v
(�n)
j (�)

³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢¥¨¿¬

d5v
(�n)
j

d�5
� �

dv
(�n)
j

d�
+ (n� 1)v

(�n)
j = �j5

(
0; n � 0;

2�n�1

(n�1)!
; n > 0;

dv
(�n)
j

d�
= v

(1�n)
j :

�²¬¥²¨¬, ·²® ´³ª¶¨¨ v
(�n)
j (�) ³¨¢¥°± «¼» ¢ ²®¬ ±¬»±«¥, ·²® ®¨ ¥ § ¢¨±¿² ®²

´®°¬» ®¡®«®·ª¨ ¨ · ±²®²» ª®«¥¡ ¨©. �¢¥¤¥»¥ ° ¥¥ �.�.�«³¬¿½ [9] ½² «®»¥
´³ª¶¨¨ ¤«¿ ª®¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ § ¢¨±¥«¨ ®² ²°¥µ ¯ ° ¬¥²°®¢.
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� ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬  ±¨¬¯²®²¨ª¨ ½² «®»µ ´³ª¶¨© ¯°¨ � ! �1  ©¤¥» ´®°-
¬³«» ±¢¿§¨ ¡¥§¬®¬¥²»µ ¨²¥£° «®¢ ¨ ¨²¥£° «®¢ ± ¡®«¼¸®© ¨§¬¥¿¥¬®±²¼¾ ¯°¨
¯¥°¥µ®¤¥ ·¥°¥§ ²®·ª³ ¯®¢®°®² . �°¨ ½²®¬ ®ª § «®±¼, ·²® ¨²¥£° «» ®¡®¨µ ª« ±±®¢
¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¾²±¿.

� ª¦¥ ° ±±¬®²°¥» ±«³· © ¤¢³µ ¡«¨§ª¨µ ²®·¥ª ¯®¢®°®² , ±«³· © ¤¢®©®© ²®·ª¨
¯®¢®°®² , ¥®±¥±¨¬¬¥²°¨·»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ®¡®«®·ª¨ ¢° ¹¥¨¿ ± ´¨ª±¨°®¢ »¬ ·¨-
±«®¬ m ¢®« ¢ ®ª°³¦®¬  ¯° ¢«¥¨¨ [4].

�®¿¢«¥¨¥ ²®·¥ª ¯®¢®°®²  ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿ (¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ m) ³¢¥«¨·¥¨¥¬
¯«®²®±²¨ · ±²®² ª®«¥¡ ¨©, ¤«¿ ª®²®°®© ¯®«³·¥  ¿¢ ¿ ´®°¬³« . �«¿ ¶¨«¨¤°¨-
·¥±ª®© ¨ ±´¥°¨·¥±ª®© ®¡®«®·¥ª ¯¥°¥µ®¤ ¿ ®¡« ±²¼ ±²¿£¨¢ ¥²±¿ ¢ ²®·ª³, ª®²®° ¿
¤«¿ ¡¥§¬®¬¥²®© ®¡®«®·ª¨ ¿¢«¿¥²±¿ ²®·ª®© ±£³¹¥¨¿ · ±²®²,   ¤«¿ ¬®¬¥²®© |
²®·ª®© ¬ ª±¨¬ «¼®© ¯«®²®±²¨ · ±²®². �®±²°®¥  ² ª¦¥  ±¨¬¯²®²¨ª  ¨²¥£° «®¢
¢ ®ª°¥±²®±²¨ ¢¥°¸¨» ª³¯®« .

2.3. �¥®±¥±¨¬¬¥²°¨·»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ®¡®«®·ª¨ ¢° ¹¥¨¿ ± ¡®«¼¸¨¬ ·¨-

±«®¬ m ¢®« ¢ ®ª°³¦®¬  ¯° ¢«¥¨¨. �³±²¼m� 1, � � 1, ¯®«®¦¨¬ m = ��1�.
�®£¤  ¢±¥ ¢®±¥¬¼ ¨²¥£° «®¢ ±¨±²¥¬» (2.1) ¨¬¥¾² ¡®«¼¸®© ¯®ª § ²¥«¼ ¨§¬¥¿¥¬®-
±²¨ p = 1=2 ¨ ¯®±«¥ ° §¤¥«¥¨¿ ¯¥°¥¬¥»µ w(s; ') = w(s) cos(m') § ¤ ·  ±¢®¤¨²±¿
ª ±² ¤ °²®© ±¨£³«¿°® ¢®§¬³¹¥®© ±¨±²¥¬¥ ¢®±¼¬®£® ¯®°¿¤ª 

�
dy

dx
= A(x; �)y: (2:5)

�®¢¥¤¥¨¥ ¨²¥£° «®¢ ±¨±²¥¬» (2.5) § ¢¨±¨² ®² ª®°¥© pk(x); k = 1; : : : ; 8; µ ° ª²¥-
°¨±²¨·¥±ª®£® ³° ¢¥¨¿

det(A(x; 0) � �E) = 0: (2:6)

�±±«¥¤®¢ » ±«³· ¨ ª ª ° §«¨·»µ ª®°¥© ½²®£® ³° ¢¥¨¿, ² ª ¨ ±«³· ¨, ª®£¤ 
ª®°¨ pk ¬¥¿¾² ±¢®¾ ª° ²®±²¼ ¢ ®²¤¥«¼»µ ²®·ª µ x� (²®·ª µ ¯®¢®°®² ). � ¯®-
±«¥¤¥¬ ±«³· ¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ° §«®¦¥¨¿ ¨²¥£° «®¢ ±®¤¥°¦ ² ½² «®»¥ ´³ª-
¶¨¨ �©°¨,   ± ¬¨ ²®·ª¨ ¯®¢®°®²  ®²¤¥«¿¾² ¨²¥±¨¢® ª®«¥¡«¾¹¨¥±¿ · ±²¨ ®¡®-
«®·ª¨ ®² ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥¯®¤¢¨¦»µ. �®«³·¥» ³° ¢¥¨¿ ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ±®¡±²¢¥-
»µ · ±²®² ¨ ´®°¬³«» ¤«¿ ¯«®²®±²¨ · ±²®² [4].

2.4. �¨§ª®· ±²®²»¥ ª®«¥¡ ¨¿. �¨§ª®· ±²®²»¬¨  §»¢ ¥¬ ª®«¥¡ ¨¿, · -
±²®²» ª®²®°»µ ±²°¥¬¿²±¿ ª ³«¾ ¢¬¥±²¥ ± ²®«¹¨®© ®¡®«®·ª¨ (� � ha

�
; a > 0).

�±±«¥¤®¢ ¨¥ ¨§ª®· ±²®²»µ ª®«¥¡ ¨©, ¢ · ±²®±²¨, ª®«¥¡ ¨© ±  ¨¨§¸¥© · -
±²®²®© ¨¬¥¥² ®±®¡®¥ § ·¥¨¥ ¯°¨ ®¶¥ª¥ ¢¨¡° ¶¨®»µ ±¢®©±²¢ ²®ª®±²¥»µ ª®-
±²°³ª¶¨©.

�°¨   «¨§¥ ¨§ª®· ±²®²»µ ª®«¥¡ ¨© ³¤®¡® ®¯¨° ²¼±¿   ´®°¬³«³ �¥«¥¿

� = min
u1;u2;w

�" + h2
�
��

T
; (2:7)

£¤¥ �" ¨ h2
�
�� ¯°®¯®°¶¨® «¼» ¯®²¥¶¨ «¼»¬ ½¥°£¨¿¬ ¤¥´®°¬ ¶¨© ° ±²¿¦¥-

¨¿|±¤¢¨£  ¨ ¨§£¨¡ |ª°³·¥¨¿ ®¡®«®·ª¨,   T | ª¨¥²¨·¥±ª®© ½¥°£¨¨. �¨¨-
¬³¬ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿¬ u1; u2; w, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬
£° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬. �¨§ª®· ±²®²»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¢®§¬®¦» «¨¸¼ ¢ ±«³· ¿µ, ª®£¤ 
¤¥´®°¬ ¶¨¨ ° ±²¿¦¥¨¿|±¤¢¨£  ¬ «» ¨«¨ ° ¢» ³«¾, ².¥. ²®·® ¨«¨ ¯°¨¡«¨-
¦¥® ¢»¯®«¿¾²±¿ ° ¢¥±²¢ 

"1 = "2 = ! = 0: (2:8)
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�®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿  §»¢ ¥¬ ¯±¥¢¤®¨§£¨¡ ¨¿¬¨.
� ±±¬®²°¨¬ ± · «  ±«³· ¨, ª®£¤  ¨§ª®· ±²®²»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¥ ±¢¿§ » ±  -

«¨·¨¥¬ ³· ±²ª  ±¢®¡®¤®£® ¨«¨ ±« ¡® § ª°¥¯«¥®£® ª° ¿ (² ª¨¥ ®¡®«®·ª¨  §»-
¢ ¥¬ µ®°®¸® § ª°¥¯«¥»¬¨). � «¨§ ±¨±²¥¬» (2.8) ¯®§¢®«¿¥² ±¤¥« ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥
¢»¢®¤». �«¿ µ®°®¸® § ª°¥¯«¥®© ®¡®«®·ª¨ ¯®«®¦¨²¥«¼®© £ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§»
¯±¥¢¤®¨§£¨¡ ¨¿ ®²±³²±²¢³¾². �«¿ ®¡®«®·ª¨ ³«¥¢®© ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼®© £ ³±±®¢®©
ª°¨¢¨§» ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ±¯®±®¡  ¥¥ § ª°¥¯«¥¨¿ ±³¹¥±²¢³¾² ¯±¥¢¤®¨§£¨¡ ¨¿ ± ¯®-
ª § ²¥«¥¬ ¨§¬¥¿¥¬®±²¨ p, ¤«¿ ª®²®°»µ

� � h2np
�

+ h2�4p
�

; (2:9)

£¤¥ n = 2 ¤«¿ ®¡®«®·¥ª ³«¥¢®© £ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§» ¨ n = 1 | ¤«¿ ®²°¨¶ ²¥«¼®©.
�§ ´®°¬³«» (2.9) ±° §³ ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ µ®°®¸® § ª°¥¯«¥®© ®¡®«®·ª¨ ³«¥¢®©

£ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§» �min � h� ¯°¨ p = 1=4,   ¤«¿ ®²°¨¶ ²¥«¼®© | �min � h
2=3
� ¯°¨

p = 1=3.
�±±«¥¤®¢ » [4] ² ª¦¥ ±«³· ¨, ª®£¤  ¨§ª®· ±²®²»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ®¡¿§ » ±¢®¨¬

¯®¿¢«¥¨¥¬ ±« ¡®¬³ § ª°¥¯«¥¨¾ ª° ¿ (ª° ¥¢) ®¡®«®·ª¨. E±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ¯¥°¥-
¬¥¹¥¨¿ (¨±²¨»¥ ¨§£¨¡ ¨¿), ²®·® ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ³° ¢¥¨¿¬ (2.8) ¨ ¢±¥¬
§ ª°¥¯«¥¨¿¬ ®¡®«®·ª¨, ²® ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ´®°¬³«®© �¥«¥¿ (2.7) � � h2

�
. E±«¨

±³¹¥±²¢³¾² ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿ (² £¥¶¨ «¼® ¢®§¬®¦»¥ ¨§£¨¡ ¨¿), ²®·® ³¤®¢«¥²¢®-
°¿¾¹¨¥ ³° ¢¥¨¿¬ (2.8) ¨ ² £¥¶¨ «¼»¬ § ª°¥¯«¥¨¿¬ ®¡®«®·ª¨, ²® ¨§ª®· -
±²®²»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ² ª¦¥ ¨¬¥¾² ¬¥±²®, ¯°¨·¥¬ § ª°¥¯«¥¨¥ ³£«  ¯®¢®°®²  ¢®ª°³£

ª ± ²¥«¼®© ª ª° ¾ ¤ ¥² � � h
3=2
� ,   § ª°¥¯«¥¨¥ w = 0 ¤ ¥² � � h

1=2
� .

�±±«¥¤®¢ » ² ª¦¥ ¨§ª®· ±²®²»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ®¡®«®·¥ª ± ¨§«®¬®¬ ±°¥¤¨®© ¯®-
¢¥°µ®±²¨, ±® ±¢®¡®¤»¬ ª° ¥¬   · ±²¨ £° ¨¶» ¨ ¢ ¤°³£¨µ ±«³· ¿µ.

�°¨ ° ±±¬®²°¥¨¨ ¨§ª®· ±²®²»µ ª®«¥¡ ¨© ®¡®«®·¥ª ³«¥¢®© ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼-
®© £ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§» £« ¢»¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ª¢ §¨¯®¯¥°¥·»¥ ¨²¥£° «» ± ¬ «®©
¨§¬¥¿¥¬®±²¼¾,   ¤®¯®«¨²¥«¼»¥ ¨²¥£° «» ¨¬¥¾² µ ° ª²¥° ¨²¥£° «®¢ ª° ¥¢®£®
½´´¥ª² . �¥¸¥  § ¤ ·  ® ° ±¹¥¯«¥¨¨ £° ¨·»µ ³±«®¢¨©   £« ¢»¥ ¨ ¤®¯®«¨-
²¥«¼»¥ ¨  ©¤¥  ¯®£°¥¸®±²¼, ¢®§¨ª ¾¹ ¿ ¯°¨ § ¬¥¥ ¯®«®© ª° ¥¢®© § ¤ ·¨
  £« ¢³¾ [4,10]. � ª ¯° ¢¨«®, £« ¢»¬¨ ®ª §»¢ ¾²±¿ ² £¥¶¨ «¼»¥ £° ¨·»¥
³±«®¢¨¿.

� ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨, ·²® m � h
1=3
� ; � � h

4=3
� , ¯®±²°®¥» ·¥²»°¥ £« ¢»µ ¨²¥£° « 

±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© ª®«¥¡ ¨© ®¡®«®·ª¨ ¢° ¹¥¨¿ ®²°¨¶ ²¥«¼®© ª°¨¢¨§»

w(x; ") =
1X
n=0

"nxn(x) exp

�
im

�
y �

Z
q(x)dx

��
; q =

1

B

s
�k1
k2
; " � h1=3

�
; (2:10)

£¤¥ ´³ª¶¨¨ xn(x) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² «¨¥©»¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬ ³° ¢¥¨¿¬ ¢²®-
°®£® ¯®°¿¤ª . � °¥§³«¼² ²¥ § ¤ ·  ®¡ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ · ±²®² ±¢®¤¨²±¿ ª ª« ±±¨·¥±ª®©
§ ¤ ·¥ �²³°¬  {�¨³¢¨««¿. � ±±¬®²°¥» [11] ² ª¦¥ ª®«¥¡ ¨¿ ®¡®«®·ª¨ ¢° ¹¥¨¿
§ ª®¯¥°¥¬¥®© £ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§» ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ª°¨¢¨§  ®¡° §³¾¹¥© k1(x)
¬¥¿¥² § ª, ®¡° ¹ ¿±¼ ¢ ³«¼ ¢ ²®·ª¥ x = x�. � ½²®© ²®·ª¥ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨©
¨¬¥¥² ²®·ª³ ¯®¢®°®² , ¨  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ° §«®¦¥¨¿ ¨²¥£° «®¢ ±®¤¥°¦ ² ´³ª-
¶¨¨ �©°¨.

2.5. �¨§ª®· ±²®²»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ¨«¨ ª®¨·¥±ª®© ®¡®-

«®·ª¨. � ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨, ·²® m � h
1=4
� ; � � h�, ¯®±²°®¥¨¥ £« ¢»µ ¨²¥£° «®¢
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¤«¿ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ ¢ ³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ±¢®¤¨²±¿ ª (¯®«³¡¥§¬®¬¥²-
®©) ±¨±²¥¬¥ ³° ¢¥¨©

"4
@4w

@y4
� �0w � k(y)

@2�

@x2
= 0; "4

@4�

@y4
+ k(y)

@2w

@x2
= 0; " � h1=4

�
; �0 = �"�4; (2:11)

£¤¥ k(y) | ª°¨¢¨§   ¯° ¢«¿¾¹¥©. � °¿¤¥ ±«³· ¥¢ ( ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ª°³£®¢®© ®¡®-
«®·ª¨ ± ª®±»¬ ª° ¥¬ ¨«¨ ¤«¿ ¥ª°³£®¢®© ®¡®«®·ª¨) ²®·®¥ ° §¤¥«¥¨¥ ¯¥°¥¬¥»µ
®ª §»¢ ¥²±¿ ¥¢®§¬®¦»¬. � ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥ ±®¡±²¢¥»¥ ´³ª¶¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¡»-
±²°® ¬¥¿¾¹¨¬¨±¿ ¢ ®ª°³¦®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ¨ ¬¥¤«¥® ¬¥¿¾¹¨¬¨±¿ | ¢ ¯°®¤®«¼-
®¬. �²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ¯®§¢®«¿¥² ¯°®¢¥±²¨  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §¤¥«¥¨¥ ¯¥°¥¬¥-
»µ ¢ ±«³· ¿µ, ª®£¤  ²®·®¥ ° §¤¥«¥¨¥ ¯¥°¥¬¥»µ ¥¢®§¬®¦® [12 { 16]. �°¥¤«®-
¦¥»©  «£®°¨²¬ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¨¬¥¥ ª® ¬®£¨¬ § ¤ · ¬ ±¢®¡®¤»µ ª®«¥¡ ¨© ¨
³±²®©·¨¢®±²¨ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨µ ¨ ª®¨·¥±ª¨µ ®¡®«®·¥ª.

�®ª «¨§®¢ ®¥ ¢ ®ª°¥±²®±²¨  ¨¡®«¥¥ ±« ¡®© ®¡° §³¾¹¥© x = x0 °¥¸¥¨¥ ¨¹¥¬
¢ ¢¨¤¥

w(x; y; ") =
1X
n=0

"n=2wn(x; �) expfi["�
1

2 q� +
1

2
a�2]g; � = (x� x0)=

p
";

�0(") = �0 + "�1 + "2�2 + : : : ; q > 0; Ima > 0;

(2:12)

£¤¥ wn(x; �) | ¯®«¨®¬» ¯® � ± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨, § ¢¨±¿¹¨¬¨ ®² x ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®
®¯°¥¤¥«¿¥¬»¬¨ ¨§ ®¤®¬¥°»µ ª° ¥¢»µ § ¤ ·. � · ±²®±²¨, w0(x; �) = Hm(�)W0(x),
£¤¥ Hm(�) | ¯®«¨®¬ �°¬¨² ,   W0(x) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾

k2(y)W 0000

0 + (q8 ��q2t(y))W0 = 0; (2:13)

± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ y ¨ q ¨ £° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬ ¯°¨ x = xk(y). �¥°¥§ ±®¡±²¢¥»¥
§ ·¥¨¿ �(y; q) § ¤ ·¨ (14) ¯® ¿¢»¬ ´®°¬³« ¬ ¢»° ¦ ¾²±¿ ¯¥°¢»¥ ¤¢  ±« £ ¥-
¬»µ ¢ ° §«®¦¥¨¨ (2.12) �("). �®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ¤¢³ª° ²»,  
´®°¬» ª®«¥¡ ¨© «®ª «¨§³¾²±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨  ¨¡®«¥¥ ±« ¡®© ®¡° §³¾¹¥©. �ª -
§ ®¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«¿ ª®¨·¥±ª¨µ ®¡®«®·¥ª.

�«¿ ¨««¾±²° ¶¨¨  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ª° ²»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ° ±±¬®²°¥ 
[17] § ¤ ·  ® ª®«¥¡ ¨¿µ ®¡®«®·ª¨ ¢ ´®°¬¥ ½««¨¯²¨·¥±ª®£® ¶¨«¨¤° . � ¨¡®«¥¥
±« ¡»¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¤¢¥ ®¡° §³¾¹¨¥, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ ¯®°®¦¤ ¥² ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨
± (13) ¤¢¥ · ±²®²» ª®«¥¡ ¨©. � °¥§³«¼² ²¥  ¨¨§¸ ¿ · ±²®²   ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨
·¥²»°¥µª° ² . �§ ±®®¡° ¦¥¨© ±¨¬¬¥²°¨¨ ´®°¬  ª®«¥¡ ¨© ·¥²  «¨¡® ¥·¥² 
¯® ®²®¸¥¨¾ ª ª ¦¤®¬³ ¨§ ¤¨ ¬¥²°®¢ ½««¨¯± . �¨±«¥®¥ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¥ ¯® ·¥-
²¢¥°²¨ ½««¨¯±  ¯®§¢®«¿¥²  ©²¨ ½²¨ · ±²®²» ®²¤¥«¼®. �ª § «®±¼, ·²® ¯°¨ " = 0:025
· ±²®²» ±®¢¯ ¤ ¾² ± ²®·®±²¼¾ 10�10, ¯°¨ " = 0:05 ° §«¨·¨¥ ±®±² ¢«¿¥² 10�6,   ¯°¨
" = 0:1 | ±®±² ¢«¿¥² 10�3.

�° ¢¥¨¥ (2.11) ¬®¦® ¯°¨¬¥¨²¼ ¤«¿ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ±¢®¡®¤»µ ª®«¥¡ ¨© ª°³-
£®¢®© ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ¯ ¥«¨ ¯®±²®¿®© ¤«¨» ±® ±« ¡® § ª°¥¯«¥»¬ ¯°¿¬®«¨-
¥©»¬ ª° ¥¬. �¡ °³¦¥® [18] 6 ¢ °¨ ²®¢ £° ¨·»µ ³±«®¢¨©   ½²®¬ ª° ¾, ¯°¨
ª®²®°»µ ±³¹¥±²¢³¥² ´®°¬  ª®«¥¡ ¨©, «®ª «¨§®¢  ¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ½²®£® ª° ¿,
  · ±²®²  ª®«¥¡ ¨© ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¯® ±° ¢¥¨¾ ±  ¨¬¥¼¸¥© · ±²®²®© ª®«¥¡ -
¨© § ¬ª³²®© ¢ ®ª°³¦®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ®¡®«®·ª¨ (¯°¨ ²¥µ ¦¥ £° ¨·»µ ³±«®¢¨¿µ
  ª°¨¢®«¨¥©»µ ª° ¿µ). � · ±²®±²¨, ¥±«¨ ¯°¿¬®«¨¥©»© ª° © ±¢®¡®¤¥, ²®
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�=�0 = 0:113, £¤¥ �0 | ¯ ° ¬¥²° · ±²®²» ¤«¿ § ¬ª³²®© ¢ ®ª°³¦®¬  ¯° ¢«¥¨¨
®¡®«®·ª¨.

2.7. �¢¥°µ¢»±®ª®· ±²®²»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¯« ±²¨» ¯¥°¥¬¥®© ²®«¹¨».

�¥²®¤®¬  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿ ²°¥µ¬¥°»µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨©
²¥®°¨¨ ³¯°³£®±²¨ ¨±±«¥¤®¢   · ±²¼ ±¯¥ª²°  · ±²®² ±¢®¡®¤»µ ¢»±®ª®· ±²®²»µ
ª®«¥¡ ¨© ®¤®°®¤®© ¨§®²°®¯®© [19] ¨  ¨§®²°®¯®© [20] ¯« ±²¨» ¯¥°¥¬¥®©
²®«¹¨» ±® ±¢®¡®¤»¬¨ «¨¶¥¢»¬¨ ¯®¢¥°µ®±²¿¬¨. � ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ´®°¬» ª®«¥-
¡ ¨©, ¨¬¥¾¹¨¥ ®¤³ ¨«¨ ¥±ª®«¼ª® ¯®«³¢®« ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¢  ¯° ¢«¥¨¨ ²®«¹¨»
¯« ±²¨». �°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ®¤  ¨§ «¨¶¥¢»µ ¯®¢¥°µ®±²¥© ¯« ±²¨» ¯«®±ª ¿,  
¤°³£ ¿ | £« ¤ª ¿ ± ²®·ª®© ¬ ª±¨¬³¬  M. � ©¤¥» ³±«®¢¨¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ «®ª «¨-
§®¢ »µ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ M ´®°¬ ª®«¥¡ ¨©

unm1;m2
= Un

m1 ;m2
(x1; x2; �) cos

n�x3

h
; n = 1; 2; : : : ; m1;m2 = 0; 1; 2; : : : ; (2:14)

£¤¥ � =
q
h0=R | ¬ «»© ¯ ° ¬¥²°, h0; R | ¬ ª±¨¬ «¼ ¿ ²®«¹¨  ¨ µ ° ª²¥°®¥

§ ·¥¨¥ ° ¤¨³±  ª°¨¢¨§» ¯®¢¥°µ®±²¨ ¯« ±²¨». �®ª «¨§®¢ »¥ ¢ ®ª°¥±²®±²¨
²®·ª¨ M ´³ª¶¨¨ Un

m1 ;m2
(x1; x2; �) ¯®±²°®¥» ± ³·¥²®¬ °¥§³«¼² ²®¢ �.�.� ±«®¢ 

[11] ¨ ¡«¨§ª¨ ª ®¯¨± »¬¨ ¢ ¯. 2.5. � ©¤¥» ²°¥µ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ±¥°¨¨ ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨µ · ±²®² ±®¡±²¢¥»µ ª®«¥¡ ¨©

!n
m1;m2

= a0
n�

h0

�
1 +

�

n�

�
a1

�
m1 +

1

2

�
+ a2

�
m2 +

1

2

��
+O(�2)

�
; (2:15)

£¤¥ ¢¥«¨·¨» ai § ¢¨±¿² ®² ±¢®©±²¢ ¬ ²¥°¨ « . �¥§³«¼² ²» ¨¬¥¾² ¯°¨¬¥¥¨¥ ¯°¨
° ±·¥²¥ ª¢ °¶¥¢»µ °¥§® ²®°®¢.

2.8. �®«¥¡ ¨¿ ¢° ¹ ¾¹¨µ±¿ ®¡®«®·¥ª ¢° ¹¥¨¿. �°®¢¥¤¥  ±¨¬¯²®²¨·¥-
±ª¨©   «¨§ ±¯¥ª²°  · ±²®² ¢° ¹ ¾¹¨µ±¿ ®¡®«®·¥ª ¢° ¹¥¨¿ ± m ¢®« ¬¨ ¢ ®ª°³¦-
®¬  ¯° ¢«¥¨¨ [16,21,22]. �°¨ ½²®¬ ª°®¬¥ ¤¢³µ ®±®¢»µ ¯ ° ¬¥²°®¢ § ¤ ·¨ m
¨ h� ¯®¿¢«¿¥²±¿ ¯ ° ¬¥²° 
 | ¡¥§° §¬¥° ¿ ³£«®¢ ¿ ±ª®°®±²¼ ¢° ¹¥¨¿. �±®¢®©
®±®¡¥®±²¼¾ § ¤ ·¨ ¿¢«¿¥²±¿ ° ±¹¥¯«¥¨¥ · ±²®² ±®¡±²¢¥»µ ª®«¥¡ ¨©: ª ¦¤®©
· ±²®²¥ !0 ¥¢° ¹ ¾¹¥©±¿ ®¡®«®·ª¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¯°¨ 
� 1 ¤¢¥ ¡«¨§ª¨µ ¯® ¬®-
¤³«¾ · ±²®²» !1;2 ¢° ¹ ¾¹¥©±¿ ®¡®«®·ª¨

!1:2 = ��(
) + �(
); �(
) = !0 +
1X
k=1

�2k

2k; �(
) =

1X
k=1

�2k�1

2k�1; (2:16)

¯°¨·¥¬ ¬¥²®¤®¬ ¢®§¬³¹¥¨© ¯®«³·¥» ¿¢»¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ¯¥°¢»µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢
¢ °¿¤ µ (2.16).

3. �¨¥© ¿ ²¥®°¨¿ ³±²®©·¨¢®±²¨ £« ¤ª¨µ ®¡®«®·¥ª.

3.1. � ·¥±²¢¥»©   «¨§ ´®°¬ ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¡¥§¬®¬¥²®£®

 · «¼®£® ±®±²®¿¨¿. � ±±¬®²°¥ ª« ±± § ¤ · ³±²®©·¨¢®±²¨ ²®ª¨µ £« ¤ª¨µ
³¯°³£¨µ ®¡®«®·¥ª,  µ®¤¿¹¨µ±¿ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ª®±¥°¢ ²¨¢®© ¯®¢¥°µ®±²®© ¨ ª° -
¥¢®©  £°³§ª¨. � ±±¬®²°¥» ®¡®«®·ª¨ ± ° §«¨·®© ´®°¬®© ±°¥¤¨®© ¯®¢¥°µ®-
±²¨,  µ®¤¿¹¨¥±¿ ¢ ° §«¨·»µ ³±«®¢¨¿µ  £°³¦¥¨¿ ¨ § ª°¥¯«¥¨¿. �±¯®«¼§®¢ ¨¥
±² ²¨·¥±ª®£® ª°¨²¥°¨¿ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯°¨¢®¤¨² ª «¨¥©»¬ § ¤ · ¬   ±®¡±²¢¥-
»¥ § ·¥¨¿, ¤«¿ °¥¸¥¨¿ ª®²®°»µ ½´´¥ª²¨¢® ¨±¯®«¼§³¾²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥
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¬¥²®¤». �°¨¬¥¿¥¬»¥ ¬¥²®¤» ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¢® ¬®£®¬   «®£¨·» ¨±¯®«¼§³¥¬»¬
¯°¨   «¨§¥ ±¢®¡®¤»µ ª®«¥¡ ¨©. �±®¢®¥ ° §«¨·¨¥ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²® §¤¥±¼
 ± ¨²¥°¥±³¾² «¨¸¼  ¨¬¥¼¸¨¥ (¨, ¡»²¼ ¬®¦¥², ¡«¨§ª¨¥ ª ¨¬) ±®¡±²¢¥»¥ § -
·¥¨¿. �¥§³«¼² ²» ±° ¢¨¢ ¾²±¿ ±   «®£¨·»¬¨ °¥§³«¼² ² ¬¨ ¤«¿ ª®«¥¡ ¨©.

� ±±¬®²°¨¬ ± · «  ³±²®©·¨¢®±²¼  · «¼®£® ¡¥§¬®¬¥²®£® ±®±²®¿¨¿ T 0
1 , T

0
2 ,

S0, ¢»§¢ ®£® ¤¥©±²¢¨¥¬ ª®±¥°¢ ²¨¢®© ±² ²¨·¥±ª®©  £°³§ª¨. � £°³¦¥¨¥ ±·¨-
² ¥¬ ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ¨ ¢¢®¤¨¬ ¡¥§° §¬¥°»© ¯ ° ¬¥²°  £°³¦¥¨¿ � > 0 ¯®
´®°¬³«¥

fT 0
1 ; T

0
2 ; S

0g = �� Eh2

R
q
12(1 � �2)

ft1; t2; t3g: (3:1)

�®£¤  § ¤ ·  ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±² ®¢¨²±¿ «¨¥©®© § ¤ ·¥©   ±®¡±²¢¥»¥
§ ·¥¨¿. �°¨ ®¯°¥¤¥«¥»µ ³¯°®¹¥¨¿µ ¥¥ ¢ °¨ ¶¨® ¿ ´®°¬³«¨°®¢ª  ¤ ¥²±¿
´®°¬³«®© �¥«¥¿ (2.7), ¢ ª®²®°®© ¢¥«¨·¨ 

T =
Z Z

(t1
2
1 + 2t312 + t2

2
2)dS; (3:2)

¯°®¯®°¶¨® «¼  ° ¡®²¥  · «¼»µ ³±¨«¨©   ³£« µ ¯®¢®°®²  k ®°¬ «¨ ª ±°¥¤¨-
®© ¯®¢¥°µ®±²¨. �¥®¡µ®¤¨¬»¬ ³±«®¢¨¥¬ ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿  «¨·¨¥
(µ®²¿ ¡»   · ±²¨ ±°¥¤¨®© ¯®¢¥°µ®±²¨)  ¯° ¢«¥¨©, ¯® ª®²®°»¬ ¤¥©±²¢³¾²
 · «¼»¥ ±¦¨¬ ¾¹¨¥ ³±¨«¨¿. �°¨ ½²®¬ ±³¹¥±²¢³¾² § ·¥¨¿ k, ¤«¿ ª®²®°»µ
¯®¤¨²¥£° «¼®¥ ¢»° ¦¥¨¥ T ¯®«®¦¨²¥«¼®.

�±µ®¤¿ ¨§ ´®°¬³«» �¥«¥¿ ¯®«³·¥» [10,23,24] ®¶¥ª¨ ¯®°¿¤ª  ª°¨²¨·¥±ª®©  -
£°³§ª¨ ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯®ª § ²¥«¨ ¨§¬¥¿¥¬®±²¨ p ¯°®£¨¡  ¤«¿ µ®°®¸® § ª°¥¯-
«¥»µ ®¡®«®·¥ª ¯®«®¦¨²¥«¼®©, ³«¥¢®© ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼®© £ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§» K =
k1k2

K > 0; � � 1; p = 1=2;

K = 0;

8>><
>>:

� � h
1=2
� ; p = 1=4; t2 > 0;

� � h
1=4
� ; p = 1=4; t2 � 0; t3 6= 0;

� � 1; p = 1=2; t2 � 0; t3 = 0;

K < 0; � � h
1=3
� ; p = 1=3;

(3:3)

¯°¨·¥¬ ½²  ®¶¥ª  ¯°¨ K < 0 ¨¬¥¥² ¬¥±²® «¨¸¼ ¯°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ¥ª®²®°®£® ¤®¯®«-
¨²¥«¼®£® ³±«®¢¨¿. � §«¨·»¥ ®¶¥ª¨ ¤«¿ ®¡®«®·¥ª ³«¥¢®© £ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§»
(K = 0) ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¥¥  £°³¦¥¨¾ ¢¥¸¨¬ ¤ ¢«¥¨¥¬, ª°³·¥¨¥¬ ¨ ®±¥¢®©
±¨«®©. �¶¥ª¨ (3.3) ±«³¦ ² ®°¨¥²¨°®¬ ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ ° §«®¦¥-
¨©.

�°®¢¥¤¥ ² ª¦¥ [10,24,25]   «¨§ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¯®°¿¤ª  ª°¨²¨·¥±ª®©  £°³§ª¨ ®²
§ ª°¥¯«¥¨¿ ª° ¥¢ ®¡®«®·ª¨. �±«¨ § ª°¥¯«¥¨¿ ª° ¥¢ ®¡®«®·ª¨ ¥ ¯°¥¯¿²±²¢³¾²
¨§£¨¡ ¨¿¬ ±°¥¤¨®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¨  · «¼»¥ ³±¨«¨¿ ¯°®¨§¢®¤¿² ° ¡®²³   ±®-
®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿µ (².¥. T > 0 ¢ (3.2)), ²® � � h�: �±«¨ ¨±²¨»µ ¨§£¨-
¡ ¨© ¥², ® ¥±²¼ ¨§£¨¡ ¨¿ ¯°¨ ¨£®°¨°®¢ ¨¨ ®£° ¨·¥¨© 1 = 0,  «®¦¥»µ
  ³£®« ¯®¢®°®²  ¢®ª°³£ ª ± ²¥«¼®© ª ª° ¾, ²® ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ´®°¬» ®¡®«®·ª¨

¨¬¥¥² ¬¥±²® ®¶¥ª  ±¢¥°µ³ � = O(h
1=2
� ). �³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ² £¥¶¨ «¼® ¢®§¬®¦»µ

¨§£¨¡ ¨©, ¯°¨ ª®²®°»µ ¨£®°¨°³¾²±¿ ®£° ¨·¥¨¿ w = 0   ®°¬ «¼®¥ ¯¥°¥¬¥¹¥-
¨¥ ª° ¿, ¥ ¯°¨¢®¤¨² ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ª ±¨¦¥¨¾ ¯®°¿¤ª  ª°¨²¨·¥±ª®©  £°³§ª¨.
�²¨¬ § ¤ ·¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ®²«¨· ¾²±¿ ®² § ¤ · ±¢®¡®¤»µ ª®«¥¡ ¨©.
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�«¿ ®¡®«®·¥ª ¯®«®¦¨²¥«¼®© £ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§»  «¨·¨¥ ³· ±²ª  ±¢®¡®¤®£®
ª° ¿ (¤ ¦¥ ¯°¨ ®²±³²±²¢¨¨ ¨§£¨¡ ¨©) ¬®¦¥² ¯°¨¢¥±²¨ ª ±¨¦¥¨¾ ¯®°¿¤ª  ª°¨-
²¨·¥±ª®©  £°³§ª¨ [10], ª®²®°®¥ ±¢¿§ ® ± ° §«¨·¨¥¬ ¬¥¦¤³ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¦¥±²-
ª®±²¼¾ (¥¨§£¨¡ ¥¬®±²¼¾) ¯®¢¥°µ®±²¥© ¨ ´¨§¨·¥±ª®© ¦¥±²ª®±²¼¾ ®¡®«®·¥ª [25].

�±±«¥¤®¢  [10] ¢®¯°®± ®¡ ³«³·¸¥¨¨ ¯°¨¢¥¤¥»µ ¢»¸¥ ®¶¥®ª ¤«¿ ®¡®«®·¥ª
³«¥¢®© ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼®© £ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§» ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² £° ¨·»µ ³±«®¢¨©.

3.2. �®°¬» ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨, «®ª «¨§³¾¹¨¥±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ «¨-

¨¨. � ±±¬®²°¥» [10,16,24] § ¤ ·¨ ³±²®©·¨¢®±²¨  · «¼®£® ¡¥§¬®¬¥²®£® ®±¥-
±¨¬¬¥²°¨·®£® ±®±²®¿¨¿ ¢»¯³ª«»µ ®¡®«®·¥ª ¢° ¹¥¨¿. � ±«³· ¿µ, ª®£¤  ¢¬¿²¨»
¯°¨ ¯®²¥°¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ «®ª «¨§³¾²±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨  ¨¡®«¥¥ ±« ¡®© ¯ ° ««¥«¨,
° ±¯®«®¦¥®© ¢¤ «¨ ®² ª° ¥¢ ®¡®«®·ª¨, ¬¥²®¤®¬  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® ¨²¥£°¨°®¢ -
¨¿ ¯®«³·¥®   «¨²¨·¥±ª®¥ ¢»° ¦¥¨¥ ´®°¬» ¯°®£¨¡  ± m ¢®« ¬¨ ¢ ®ª°³¦®¬
 ¯° ¢«¥¨¨

w(x; y; �) = expf�c(x� x�)
2=(2�)g cosm('� '0)[1 +O(�1=2]; � � h1=2

�
; (3:4)

¤«¿ ª®²®°®£® ° ¥¥ ¡»«¨ ¨§¢¥±²» «¨¸¼ ·¨±«¥»¥ °¥§³«¼² ²». � · ±²®±²¨, ° ±-
±¬®²°¥  ³±²®©·¨¢®±²¼ ½««¨¯±®¨¤  ¢° ¹¥¨¿ ¯°¨ ° §«¨·»µ ³±«®¢¨¿µ  £°³¦¥¨¿.

� ±±¬®²°¥  ³±²®©·¨¢®±²¼ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ ± ¸ °¨°® ®¯¥°²»¬¨ ª° -
¿¬¨ ¯°¨ ¥®¤®°®¤®¬ ®±¥¢®¬ ±¦ ²¨¨. �®°¬  ¯°®£¨¡  ¤ ¥²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¬
¢»° ¦¥¨¥¬

w(x; �) =
1X
k=0

�k=2Pk(�) expfi[��
1

2 p0� +
1

2
a�2]g; � = (x� x0)=

p
� sin

n�y

l
; (3:5)

£¤¥ ³±«®¢¨¥ Im a > 0 ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² § ²³µ ¨¥, Pk(�) | ¯®«¨®¬», ¯°¨·¥¬ P0(�) = 1.
�°¨ p0 = 0 ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¯°®±²»¥,   ¯°¨ p0 6= 0 |  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ¤¢³-
ª° ²»¥. � § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¤«¨» ®¡®«®·ª¨ ¢®§¬®¦® ¢®«®®¡° §®¢ ¨¥ ¯® ´®°¬¥
(3.5) ª ª ¯°¨ p0 > 0, ² ª ¨ ¯°¨ p0 = 0. � ¯®¬¨¬, ·²® ¯°¨ p0 > 0 ±®¡±²¢¥»¥ § -
·¥¨¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ¤¢³ª° ²»,   ¯°¨ p0 = 0 ®¨ ¯°®±²»¥. �±±«¥¤®¢   ®¡« ±²¼
¯¥°¥µ®¤  ®² ®¤®£® ¨§ ½²¨µ ±«³· ¥¢ ª ¤°³£®¬³.

3.3. �®°¬» ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨, «®ª «¨§³¾¹¨¥±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨.

�  ¯°¨¬¥°¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ ³±¥·¥®£® ½««¨¯±®¨¤  ¢° ¹¥¨¿ ¯°¨ ª®¬¡¨¨°®¢ ®¬
 £°³¦¥¨¨ ¯®±²°®¥  [10] ´®°¬  ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨, «®ª «¨§³¾¹ ¿±¿ ¢ ®ª°¥±²-
®±²¨  ¨¡®«¥¥ ±« ¡®© ²®·ª¨, ³¤ «¥®© ®² ª° ¥¢ ®¡®«®·ª¨.

�±±«¥¤®¢ » «®ª «¨§³¾¹¨¥±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨  ¨¡®«¥¥ ±« ¡®© ²®·ª¨ ´®°¬» ¯®-
²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯°¨ ®±¥¢®¬ ±¦ ²¨¨ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨. � § ¢¨±¨¬®±²¨ ®²
¯ ° ¬¥²°®¢ ¥®¤®°®¤®±²¨ (¯¥°¥¬¥®±²¼ ²®«¹¨», ª°¨¢¨§» ®¡®«®·ª¨, ®±¥¢®©
±¨«» ¢ ®ª°³¦®¬  ¯° ¢«¥¨¨) ¢»¿¢«¥® ° §®®¡° §¨¥ ´®°¬ ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨.

�±«¨ ¦¥  ¨¡®«¥¥ ±« ¡ ¿ ²®·ª  ®ª §»¢ ¥²±¿   ª° ¾ ®¡®«®·ª¨,  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥
¨²¥£°¨°®¢ ¨¥ ±³¹¥±²¢¥® ³±«®¦¿¥²±¿ [26].

3.4. �±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §¤¥«¥¨¥ ¯¥°¥¬¥»µ ¢ § ¤ · µ ³±²®©·¨¢®-

±²¨. � ¯®¬®¹¼¾ ¬¥²®¤   ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® ° §¤¥«¥¨¿ ¯¥°¥¬¥»µ, ®¯¨± ®£® ¢ ¯.
2.5, °¥¸¥ [10,27] °¿¤ § ¤ · ³±²®©·¨¢®±²¨ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨µ ¨ ª®¨·¥±ª¨µ ®¡®«®·¥ª,
¢ ª®²®°»µ ¯®«³¡¥§¬®¬¥²»¥ ´®°¬» ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ «®ª «¨§³¾²±¿ ¢ ®ª°¥±²-
®±²¨  ¨¡®«¥¥ ±« ¡®© ®¡° §³¾¹¥©. � ±±¬®²°¥» § ¤ ·¨ ¤«¿ ¥ª°³£®¢»µ ®¡®«®·¥ª,
®¡®«®·¥ª ± ª®±»¬¨ ª° ¿¬¨, ®¡®«®·¥ª ± ¥®¤®°®¤»¬¨  · «¼»¬¨ ³±¨«¨¿¬¨, ¯°¨
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¯®²¥°¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ ª®²®°»µ ³ª §  ¿ «®ª «¨§ ¶¨¿ ´®°¬» ¿¢«¿¥²±¿ µ ° ª²¥°®©.
�±±«¥¤®¢ ® ¢«¨¿¨¥ £° ¨·»µ ³±«®¢¨©. �»¤¥«¥» £« ¢»¥ £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿ ¨
 ©¤¥  ¯®£°¥¸®±²¼ ¯°¨ § ¬¥¥ ¯®«®© ª° ¥¢®© § ¤ ·¨   £« ¢³¾ ¤«¿ ®¡®«®·¥ª
ª ª ± ¯°¿¬»¬, ² ª ¨ ± ª®±»¬ ª° ¥¬.

�¥¸¥  § ¤ ·  ®¡ ³±²®©·¨¢®±²¨ ª®¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¢¥¸¥£®
¤ ¢«¥¨¿. � · ±²®±²¨, ¯®«³·¥®   «¨²¨·¥±ª®¥ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ ®¡ ³±²®©·¨¢®±²¨
¥¯°¿¬®£® ª®³± , ¢ ª®²®°®© ¢¬¿²¨» «®ª «¨§³¾²±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨  ¨¡®«¥¥ ¤«¨-
®© ®¡° §³¾¹¥© ¨ ª®²®° ¿ ¨¬¥¥² ¯°¨«®¦¥¨¥ ¢ ±³¤®±²°®¥¨¨.

�¥¸¥  § ¤ ·  ®¡ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯°¨ ª°³·¥¨¨ ¨, ª ª ±«¥¤±²¢¨¥, ¯®«³·¥®  ±¨¬-
¯²®²¨·¥±ª®¥ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ ®¡ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ ¯°¨ ¨§-
£¨¡¥ ±¨«®©. � ½²®© § ¤ ·¥ ¢¬¿²¨» «®ª «¨§³¾²±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ¤¢³µ ®¡° §³¾¹¨µ
y = ��=2,   ª®²®°»µ  · «¼»¥ ³±¨«¨¿ ±¤¢¨£  S0 ¬ ª±¨¬ «¼».

�®±²°®¥»  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ °¥¸¥¨¿ § ¤ · ®¡ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯°¨ ¢¥¸¥¬ ®°-
¬ «¼®¬ ¤ ¢«¥¨¨ ¨ ª°³·¥¨¨ ®¡®«®·¥ª, ¡«¨§ª¨µ ¯® ´®°¬¥ ª ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ¨«¨
ª®¨·¥±ª®©. � · ±²®±²¨, °¥¸¥  § ¤ ·  ¤«¿ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ ±® ±« ¡®¨§®-
£³²®© ®±¼¾.

3.5. �±²®©·¨¢®±²¼ ®¡®«®·¥ª ®²°¨¶ ²¥«¼®© £ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§». �«¿
´®°¬ ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ®±¥±¨¬¬¥²°¨·®  £°³¦¥»µ ®¡®«®·¥ª ¢° ¹¥¨¿ ®²°¨-
¶ ²¥«¼®© £ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§» µ ° ª²¥°® ²®, ·²® ¢¬¿²¨» ®µ¢ ²»¢ ¾² ¢±¾ ±°¥-
¤¨³¾ ¯®¢¥°µ®±²¼. �« ¢»¥ ¨²¥£° «» ¨¹¥¬ ¢ ²®¬, ¦¥ ¢¨¤¥ (2.10), ·²® ¨ ¢ ±«³· ¥
ª®«¥¡ ¨© ®¡®«®·ª¨. �°®¢¥¤¥® ° ±¹¥¯«¥¨¥ £° ¨·»µ ³±«®¢¨©   £« ¢»¥ ¨ ¤®-
¯®«¨²¥«¼»¥ ¨  ©¤¥  ¯®£°¥¸®±²¼, ±®¢¥°¸ ¥¬ ¿ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª £« ¢®© ª° ¥¢®©
§ ¤ ·¥. �±±«¥¤®¢ » ±«³· ¨ ².  §. ±®¡±²¢¥»µ ° §¬¥°®¢ ®¡®«®·ª¨, ª®£¤  £° ¨·-
»¥ ³±«®¢¨¿ ¤®¯³±ª ¾² ¨§£¨¡ ¨¿ ±°¥¤¨®© ¯®¢¥°µ®±²¨. � ±±¬®²°¥  ³±²®©·¨-
¢®±²¼ ®¡®«®·¥ª, ª°¨¢¨§  ®¡° §³¾¹¥© ª®²®°»µ ¬¥¿¥² § ª.

3.6. �«¨¿¨¥ ±« ¡®£® § ª°¥¯«¥¨¿ ª° ¿   ¯®²¥°¾ ³±²®©·¨¢®±²¨. � ±-
±¬®²°¥» [10] § ¤ ·¨ ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¡¥§¬®¬¥²®£®  · «¼®£® ±®±²®¿¨¿,
¯°¨ ª®²®°»µ ¢¬¿²¨» «®ª «¨§³¾²±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ±« ¡® § ª°¥¯«¥®£® ª° ¿ ¨ ½ª±-
¯®¥¶¨ «¼® ³¡»¢ ¾² ¯°¨ ³¤ «¥¨¨ ®² ¥£® (¯°¨ ½²®¬ ¢  ¯° ¢«¥¨¨ ª° ¿ ´®°¬ 
¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ®±¶¨««¨°³¥²). �¯¥°¢»¥ ½´´¥ª² ±¨¦¥¨¿ ª°¨²¨·¥±ª®©  -
£°³§ª¨ ¯°¨ ±¦ ²¨¨ ¯« ±²¨» ¢ ±¢¿§¨ ±  «¨·¨¥¬ ±¢®¡®¤®£® ª° ¿ ¡»« ®¡ °³¦¥
�.�.�¸«¨±ª¨¬ [28]. �«¿ ®¡®«®·¥ª ½²®² ½´´¥ª² ¯°®¿¢«¿¥²±¿ § ·¨²¥«¼® ±¨«¼¥¥,
·¥¬ ¤«¿ ¯« ±²¨. � § ¤ ·¥ ®¡ ®±¥¢®¬ ±¦ ²¨¨ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ¯ ¥«¨ ±® ±¢®¡®¤»¬
¨«¨ ±® ±« ¡® § ª°¥¯«¥»¬ ¯°¿¬®«¨¥©»¬ ª° ¥¬ ®¡ °³¦¥® 6 ¢ °¨ ²®¢ £° ¨·-
»µ ³±«®¢¨©, ¯°¨ ª®²®°»µ r¯°®¨±µ®¤¨² ±¨¦¥¨¥ ª°¨²¨·¥±ª®©  £°³§ª¨ ¯® ±° ¢¥-
¨¾ ± § ¬ª³²®© ¢ ®ª°³¦®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ®¡®«®·ª®©. � ±«³· ¥ ±¢®¡®¤®£® ª° ¿
 £°³§ª  ±¨¦ ¥²±¿ ¢ 9 ° §. �°¥¤¨ ¢ °¨ ²®¢ ±« ¡®£® § ª°¥¯«¥¨¿ ¯°¨±³²±²¢³¾²
¢±¥ ±«³· ¨, ª®£¤    ª° ¾ § ¤ ® ²®«¼ª® ®¤® § ª°¥¯«¥¨¥. �°¨ ½²®¬ § ª°¥¯«¥¨¥ ¯®
®°¬ «¨ ª ª° ¾ (w = 0 ¨«¨ v = 0) ±¨«¼¥¥ ¯®¤ª°¥¯«¿¥² ®¡®«®·ª³, ·¥¬ ¢  ¯° ¢«¥¨¨
ª° ¿ (u = 0) ¨«¨ ¯® ³£«³ ¯®¢®°®²  (2 = 0).

� ±±¬®²°¥  ³±²®©·¨¢®±²¼ ¢»¯³ª«»µ ¯®«®£¨µ ®¡®«®·¥ª ¯°¨ ±« ¡®¬ § ª°¥¯«¥¨¨
®¤®£® ¨§ ª° ¥¢. �¡ °³¦¥® 8 ¢ °¨ ²®¢ £° ¨·»µ ³±«®¢¨©, ¯°¨ ª®²®°»µ ¯°®¨±µ®-
¤¨² ±¨¦¥¨¥ ª°¨²¨·¥±ª®©  £°³§ª¨. � ®¤¨µ ±«³· ¿µ ±¨¦ ¥²±¿ ¯®°¿¤®ª  £°³§ª¨,
  ¢ ¤°³£¨µ | «¨¸¼ ¥¥ ¢¥«¨·¨ . � · ±²®±²¨, ° ±±¬®²°¥  ³±²®©·¨¢®±²¼ ¢»¯³ª«»µ
®¡®«®·¥ª ¢° ¹¥¨¿ ¯°¨ ° ±²¿¦¥¨¨ ¨ ¯°¨ ±¦ ²¨¨ ®±¥¢®© ±¨«®© ¨ ¯°¨ ª°³·¥¨¨.

3.7. �±²®©·¨¢®±²¼ ¬®¬¥²®£®  · «¼®£® ±®±²®¿¨¿. �®£®·¨±«¥»¥
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¨±±«¥¤®¢ ¨¿ (±¬. [7,10]) ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ¢«¨¿¨¥ ª ª ¬®¬¥²»µ  · «¼»µ  -
¯°¿¦¥¨©, ² ª ¨ ¤®ª°¨²¨·¥±ª¨µ ¤¥´®°¬ ¶¨© (£« ¢»¬ ®¡° §®¬, ¤®ª°¨²¨·¥±ª¨µ ¨§-
¬¥¥¨© ª°¨¢¨§» ±°¥¤¨®© ¯®¢¥°µ®±²¨) ¨¬¥¥² ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥ ¯®°¿¤®ª. �®½²®¬³
¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼ ® ¢«¨¿¨¨ ¬®¬¥²»µ ´ ª²®°®¢. �°®¢¥¤¥® ª ·¥±²¢¥®¥ ¨±±«¥¤®-
¢ ¨¥ ¢«¨¿¨¿ ¬®¬¥²»µ ´ ª²®°®¢   ¢¥«¨·¨³ ª°¨²¨·¥±ª®©  £°³§ª¨. � ±«³· ¿µ,
ª®£¤  ½²® ¢«¨¿¨¥ ¬ «®, ¯®«®¦¨¬

� = �0(1 + �); (3:6)

£¤¥ �0 | ª°¨²¨·¥±ª ¿  £°³§ª  ¡¥§ ¥£® ³·¥² ,   � ¤ ¥² ®²®±¨²¥«¼®¥ ¢«¨¿¨¥ ½²¨µ
´ ª²®°®¢. �®°¿¤®ª � § ¢¨±¨² £« ¢»¬ ®¡° §®¬ ®² ³°®¢¿  · «¼»µ ³±¨«¨© (².¥.
®² ¯®°¿¤ª  ¡¥§° §¬¥°®£® ¯ ° ¬¥²°   £°³¦¥¨¿ �0) ¨ ³¡»¢ ¥² ¢¬¥±²¥ ± ¨¬. �
· ±²®±²¨, ¯°¨ ¯®²¥°¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ¨ ª®¨·¥±ª®© ®¡®«®·¥ª ±°¥¤-
¥© ¤«¨» ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¢¥¸¥£® ®°¬ «¼®£® ¤ ¢«¥¨¿ � = O(h�). �²  ®¶¥ª 
±®£« ±³¥²±¿ ± ·¨±«¥»¬¨ °¥§³«¼² ² ¬¨, ®¡§®° ª®²®°»µ ¯°¨¢¥¤¥ ¢ [7]. �«¿ ®¡®«®·¥ª
®²°¨¶ ²¥«¼®© £ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§» ¢¥«¨·¨  � ¥±ª®«¼ª® ¡®«¼¸¥. � § ¢¨±¨¬®±²¨ ®²

£° ¨·»µ ³±«®¢¨© ¥¥ ¯®°¿¤®ª ª®«¥¡«¥²±¿ ¢ ¯°¥¤¥« µ ®² h
2=3
� ¤® h�.

� § ¤ ·¥ ® ¯®²¥°¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¢»¯³ª«®© ®¡®«®·ª¨ ¢° ¹¥¨¿ ¯°¨ ° ±²¿¦¥¨¨
®±¥¢®© ±¨«®© ¢¬¿²¨» ®¡° §³¾²±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ®¤®£® ¨§ ¥¥ ª° ¥¢,   ¯ ° ¬¥²°  -
£°³¦¥¨¿ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¬ «»¬ (� � 1). � ®¡« ±²¨ ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨   ¡¥§¬®¬¥²-
®¥  ¯°¿¦¥®¥ ±®±²®¿¨¥  ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¨²¥±¨¢»© ª° ¥¢®© ½´´¥ª². �¤ ª® ¨
¢ ½²®© § ¤ ·¥ ¢«¨¿¨¥ ¬®¬¥²»µ ´ ª²®°®¢ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¥§ ·¨²¥«¼»¬ ¨ ¨¬¥¥²

¯®°¿¤®ª � � h
1=2
� . �°¨·¨  ½²®£® ¢ ²®¬, ·²® ®¡« ±²¼, § ¿² ¿ ¢¬¿²¨ ¬¨, ¨¬¥¥²

¸¨°¨³ ¯®°¿¤ª  Rh
1=3
� ¨ ±³¹¥±²¢¥® ¡®«¼¸¥ §®» ª° ¥¢®£® ½´´¥ª²  Rh

1=2
� .

� § ¤ · µ ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ®¡®«®·¥ª ¢° ¹¥¨¿ ³«¥¢®© £ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§»
¨ ¢»¯³ª«»µ ®¡®«®·¥ª ¢° ¹¥¨¿ ¯°¨ ®±¥¢®¬ ±¦ ²¨¨ (¨ ¥ª®²®°»µ ¤°³£¨µ ¢¨¤ µ  -
£°³¦¥¨¿) ³·¥² ¢«¨¿¨¿ ¬®¬¥²»µ ´ ª²®°®¢ ®ª §»¢ ¥²±¿ ±³¹¥±²¢¥»¬ ¨ ¢¥¤¥² ª
±¨¦¥¨¾ ª°¨²¨·¥±ª®©  £°³§ª¨   10 { 30%. �¬¥¥²±¿ [30] ¬®£® ·¨±«¥»µ °¥¸¥-
¨© ² ª¨µ § ¤ ·. �°¥¤«®¦¥® [10,29]  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨, ®±®¢ ®¥

  ° §«®¦¥¨¿µ ¢ °¿¤» ¯® ±²¥¯¥¿¬ ¬ «®£® ¯ ° ¬¥²°  � � h
1=2
� . �®«³· ¾¹ ¿±¿ ¢

³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© ¨¬¥¥² ¯¥°¥¬¥»¥ ª®½´´¨¶¨¥²» ¢¨¤ 

  = a0 +
X
k=1;2

ak exp(�k�); Re�k < 0; (3:7)

±¢¿§ »¥ ± ¨²¥£° « ¬¨ ª° ¥¢®£® ½´´¥ª² . � ²³µ ¾¹¨¥ ¯°¨ ³¤ «¥¨¨ °¥¸¥¨¿
¯®±²°®¥» ¢ ¢¨¤¥ ±µ®¤¿¹¨µ±¿ °¿¤®¢,   «®£¨·»µ °¿¤ ¬ ½ª±¯®¥², ¢±²°¥· ¾¹¨¬±¿
¢ ¯¥°¢®¬ ¬¥²®¤¥ �.�.�¿¯³®¢  ®¡ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¤¢¨¦¥¨¿.

�²¨¬ ¬¥²®¤®¬ °¥¸¥ °¿¤ § ¤ · ³±²®©·¨¢®±²¨. � · ±²®±²¨, ¨±±«¥¤®¢   § ¢¨-
±¨¬®±²¼ ª°¨²¨·¥±ª®©  £°³§ª¨ ¯°¨ ®±¥¢®¬ ±¦ ²¨¨ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ¨ ª®¨·¥±ª®©
®¡®«®·¥ª ¢° ¹¥¨¿ ®² ª®½´´¨¶¨¥²  �³ ±±®  ¤«¿ 6 ¢ °¨ ²®¢ £° ¨·»µ ³±«®¢¨©.

�«³· ¨, ª®£¤  £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿ ¥ ¯°¥¯¿²±²¢³¾² ° ¤¨ «¼»¬ ±¬¥¹¥¨¿¬ ª° ¿,
¯°¨¢®¤¿² ª ±³¹¥±²¢¥® ¥«¨¥©»¬ § ¤ · ¬.

4. �®«¥¡ ¨¿ ¨ ³±²®©·¨¢®±²¼ ±®¯°¿¦¥»µ ®¡®«®·¥ª.

4.1. �±¥±¨¬¬¥²°¨·»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ±®¯°¿¦¥»µ ®¡®«®·¥ª. �±¨¬¯²®²¨·¥-
±ª¨© ¬¥²®¤ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿ ±¨±²¥¬» ®¡»ª®¢¥»µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©
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± ¬ «»¬ ¯ ° ¬¥²°®¬ ¯°¨ ¯°®¨§¢®¤»µ ¨±¯®«¼§®¢  ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ · ±²®² ¨ ´®°¬
®±¥±¨¬¬¥²°¨·»µ ª®«¥¡ ¨© ²®ª¨µ ±®¯°¿¦¥»µ ®¡®«®·¥ª ¢° ¹¥¨¿. �°¥¤¯®« -
£ ¥²±¿, ·²® ¬ ²¥°¨ « ¨ ²®«¹¨  ®¡®«®·¥ª ®¤¨ ª®¢», ®   ¯ ° ««¥«¨ ±®¯°¿¦¥¨¿
±ª ·ª®¬ ¨§¬¥¿¾²±¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ±°¥¤¨®© ¯®¢¥°µ®±²¨. �®-
¢¥¤¥¨¥ °¥¸¥¨© ±¨±²¥¬ ³° ¢¥¨© ¤«¿ ª ¦¤®© ¨§ ®¡®«®·¥ª ¬¥¿¥²±¿ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨
®² ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ¨²¥°¢ «  · ±²®². �²® ¯°¨¢®¤¨² ª ¯®¿¢«¥¨¾ ¡®«¼¸®£® ·¨-
±«  ª ·¥±²¢¥® ° §«¨·»µ ´®°¬ ª®«¥¡ ¨© ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¨¬ ¯°¨¡«¨¦¥»µ
³° ¢¥¨© · ±²®². � ° ¡®²¥ [29] ¨§³·¥» ²¨¯» ª®«¥¡ ¨© ¤¢³µ ±®¯°¿¦¥»µ ®¡®-
«®·¥ª, ¯°¨ ª®²®°»µ ¯°®¬¥¦³²®ª ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿ ¤«¿ ª ¦¤®© ¨§ ®¡®«®·¥ª ±®¤¥°¦¨²
¥ ¡®«¥¥ ®¤®© ²®·ª¨ ¯®¢®°®² . �®«³·¥» ¨ ¨±±«¥¤®¢ » ¯°¨¡«¨¦¥»¥ ³° ¢¥¨¿
· ±²®².

� ¨¡®«¼¸¨© ¨²¥°¥± ¤«¿ ¯°¨«®¦¥¨© ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±«³· © °¥£³«¿°®£® ¢»°®¦¤¥-
¨¿ ª° ¥¢®© § ¤ ·¨ ¢ ¡¥§¬®¬¥²³¾, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¨¦¥© · ±²¨ ±¯¥ª²°  · -
±²®². � ½²®¬ ±«³· ¥ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ª° ¥¢®© § ¤ ·¨ ¨¹³²±¿ ¢ ¢¨¤¥

� = �0 + "2�1 + � � � (4:1)

£¤¥ " � h
1=4
� | ¬ «»© ¯ ° ¬¥²°, h� | ¡¥§° §¬¥° ¿ ²®«¹¨  ®¡®«®·ª¨. �±«¨ ³£®«

� ¬¥¦¤³ ª ± ²¥«¼»¬¨ ª ¬¥°¨¤¨  ¬ ®¡®«®·¥ª   ¯ ° ««¥«¨ ±®¯°¿¦¥¨¿ ¥ ¿¢«¿-
¥²±¿ ¬ «»¬, ².¥. � � 1, ²® ¢ ³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ª° ¥¢ ¿ § ¤ · , ®¯¨±»¢ ¾¹ ¿
ª®«¥¡ ¨¿ ¤¢³µ ±®¯°¿¦¥»µ ®¡®«®·¥ª, ° ±¯ ¤ ¥²±¿   ¤¢¥ ¥§ ¢¨±¨¬»¥ § ¤ ·¨, ª -
¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ ®¯¨±»¢ ¥² ª®«¥¡ ¨¿ ®¤®© ¨§ ®¡®«®·¥ª ± £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨
¸ °¨°®£® ®¯¨° ¨¿   ¯ ° ««¥«¨ ±®¯°¿¦¥¨¿.

�¢¨¤³ ½²®£® ¨§¸¨¥ · ±²®²» ª®«¥¡ ¨© ¤¢³µ ±®¯°¿¦¥»µ ®¡®«®·¥ª ¬®¦® ° §-
¤¥«¨²¼   ¤¢¥ ±¥°¨¨. � ±²®²» ¯¥°¢®© ¨ ¢²®°®© ±¥°¨© ¡«¨§ª¨ ª · ±²®² ¬ ª®«¥¡ ¨©
±®®²¢¥²±²¢¥® ¯¥°¢®© ¨ ¢²®°®© ®¡®«®·¥ª, ¸ °¨°® ®¯¥°²»µ ¯® ¯ ° ««¥«¨ ±®¯°¿-
¦¥¨¿. � ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  · ±²®²  ¯¥°¢®© ±¥°¨¨ ¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ¨ ± ®¤®© ¨§ · ±²®²
¢²®°®© ±¥°¨¨ (¥°¥§® ±»© ±«³· ©), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¥© ´®°¬  ª®«¥¡ ¨© «®ª -
«¨§®¢     ¯®¢¥°µ®±²¨ ¯¥°¢®© ®¡®«®·ª¨. �±«¨ · ±²®²  ¯¥°¢®© ±¥°¨¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ±
· ±²®²®© ¢²®°®© ±¥°¨¨ (±«³· © ¢³²°¥¥£® °¥§® ± ), ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ´®°¬ 
ª®«¥¡ ¨© ®µ¢ ²»¢ ¥² ±°¥¤¨³¾ ¯®¢¥°µ®±²¼ ®¡¥¨µ ®¡®«®·¥ª ¨ ¬®¦¥² ¡»²¼  ©¤¥ 
²®«¼ª® ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨ ¯¥°¢®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿. � ° ¡®²¥ [30] ¯®«³·¥» ¯°¨¡«¨¦¥-
»¥ ´®°¬³«» ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨§¸¨µ · ±²®² ¨ ´®°¬ ®±¥±¨¬¬¥²°¨·»µ ª®«¥¡ ¨©
±®¯°¿¦¥»µ ®¡®«®·¥ª ¨ ¯°®¢¥¤¥® ±° ¢¥¨¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ ¨ ·¨±«¥»µ °¥-
§³«¼² ²®¢. �±¥±¨¬¬¥²°¨·»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ±®¯°¿¦¥»µ ®¡®«®·¥ª ¢° ¹¥¨¿ ¢ ±«³· ¥
¬ «®£® ³£«  � ¨±±«¥¤®¢ » ¢ ° ¡®²¥ [31].

4.2. �¨§ª®· ±²®²»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¨ ³±²®©·¨¢®±²¼ ±®¯°¿¦¥»µ ¯® ¯ ° «-

«¥«¨ ª®¨·¥±ª¨µ ®¡®«®·¥ª. �³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª³¾ ®¡®«®·ª³ ª ª
· ±²»© ±«³· © ª®¨·¥±ª®©. �®¨·¥±ª¨¥ ®¡®«®·ª¨ ¨¬¥¾² · ±²®²» ª®«¥¡ ¨©, ª®²®-
°»¥ ±²°¥¬¿²±¿ ª ³«¾ ¯°¨ ±²°¥¬«¥¨¨ ª ³«¾ ²®«¹¨» ®¡®«®·ª¨ h�. � ª¨¥ · ±²®²»
 §»¢ ¾²±¿ ±¢¥°µ¨§ª¨¬¨. �«¿ ¤®±² ²®·® ²®ª®© ®¡®«®·ª¨ ±¢¥°µ¨§ª¨¥ · ±²®²»
±®±² ¢«¿¾² ¨¦¾¾ · ±²¼ ±¯¥ª²° . �®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ±¢¥°µ-
¨§ª¨¬ · ±²®² ¬ ª®«¥¡ ¨© ¤¢³µ ²®ª¨µ ±®¯°¿¦¥»µ ª®¨·¥±ª¨µ ®¡®«®·¥ª ¨¹³²±¿
¢ ¢¨¤¥ °¿¤®¢ ¯® ±²¥¯¥¿¬ ¬ «®£® ¯ ° ¬¥²° 

� = "4(�0 + "2�1 + � � �): (4:2)

�°¨¡«¨¦¥»¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ´®°¬ ª®«¥¡ ¨© ¯°¥¤±² ¢«¥» ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» ®±®¢-
®£® ¯®«³¡¥§¬®¬¥²®£® ±®±²®¿¨¿ ¨ ¯°®±²®£® ª° ¥¢®£® ½´´¥ª² . �±«¨ ³£®« ±®-
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¯°¿¦¥¨¿ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¬ «»¬ (� � 1), ²® ª ª ¨ ¢ ±«³· ¥ ®±¥±¨¬¬¥²°¨·»µ ª®«¥¡ -
¨©, ª° ¥¢ ¿ § ¤ ·  ³«¥¢®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ �0 ° ±¯ ¤ ¥²±¿   ¤¢¥
¥§ ¢¨±¨¬»¥ ª° ¥¢»¥ § ¤ ·¨ ¤«¿ ¯¥°¢®© ¨ ¢²®°®© ®¡®«®·¥ª. �° ¢¥¨¥ ³«¥¢®£®
¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ¤«¿ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤

d4w0

ds4
� �4(�0)w0 = 0; (4:3)

£¤¥ w0 | ³«¥¢®¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ¤«¿ ®°¬ «¼®£® ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿, s | ¯°®¤®«¼ ¿ ª®-
®°¤¨ ² . �²® ³° ¢¥¨¥ ®¯¨±»¢ ¥² ² ª¦¥ ¯®¯¥°¥·»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¡ «ª¨.

� ³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ · ±²®²» ° §¤¥«¿¾²±¿   ¤¢¥ ±¥°¨¨, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ
±®®²¢¥²±²¢³¥² ª®«¥¡ ¨¿¬ ®¤®© ¨§ ®¡®«®·¥ª ± £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ¸ °¨°®£®
®¯¨° ¨¿   ¯ ° ««¥«¨ ±®¯°¿¦¥¨¿. �³«¥¢®¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ¤«¿ · ±²®²», ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¥© ª®«¥¡ ¨¿¬ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨  µ®¤¨²±¿ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥. �¥§³«¼-
² ²», ¯®«³·¥»¥ ¯®  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¬ ´®°¬³« ¬, µ®°®¸® ±®£« ±³¾²±¿ ± ½ª±¯¥°¨-
¬¥² «¼»¬¨ ¨ ·¨±«¥»¬¨ °¥§³«¼² ² ¬¨.

� ¤ ·  ®¡ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¡¥§¬®¬¥²®£®  ¯°¿¦¥®£® ±®±²®¿¨¿ ¤¢³µ ±®¯°¿¦¥-
»µ ¯® ¯ ° ««¥«¨ ª®¨·¥±ª¨µ ®¡®«®·¥ª,  µ®¤¿¹¨µ±¿ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ° ¢®¬¥°®£®
¢±¥±²®°®¥£® ¢¥¸¥£® ¤ ¢«¥¨¿ ±¢®¤¨²±¿ ª ª° ¥¢®© § ¤ ·¥   ±®¡±²¢¥»¥ § -
·¥¨¿, ª®²®° ¿ ¬ «® ®²«¨· ¥²±¿ ®² ª° ¥¢®© § ¤ ·¨, ®¯¨±»¢ ¾¹¥© ¨§ª®· ±²®²»¥
ª®«¥¡ ¨¿. �±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨© ¬¥²®¤ °¥¸¥¨¿ ª° ¥¢®© § ¤ ·¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¤«¿ ±®-
¯°¿¦¥»µ ®¡®«®·¥ª ¯° ª²¨·¥±ª¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¬¥²®¤®¬ °¥¸¥¨¿ ª° ¥¢®© § ¤ ·¨ ¢
±«³· ¥ ¨§ª®· ±²®²»µ ª®«¥¡ ¨©. � ³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ±®¢  ¯®«³· ¾²±¿ ¤¢¥
±¥°¨¨ ±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥«, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ  µ®¤¨²±¿ ¯®±«¥ °¥¸¥¨¿ ª° ¥¢®© § -
¤ ·¨ ³«¥¢®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ¤«¿ ®¤®© ¨§ ®¡®«®·¥ª. � ©¤¥  ¯®¯° ¢ª  ¯¥°¢®£® ¯°¨-
¡«¨¦¥¨¿ �1 ¢ ±«³· ¥ ®²±³²±²¢¨¿ ¢³²°¥¥£® °¥§® ± .

�°¨ ¬ «»µ ³£« µ ±®¯°¿¦¥¨¿ ª° ¥¢ ¿ § ¤ ·  ³«¥¢®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ¥ ° ±¯ -
¤ ¥²±¿   ¤¢¥ ¥§ ¢¨±¨¬»µ, ®¤ ª® ¤«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  ®¤  ¨§ ®¡®«®·¥ª ¿¢«¿¥²±¿
¶¨«¨¤°¨·¥±ª®©, ³¤ ¥²±¿ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ¢»¯¨± ²¼ ²° ±¶¥¤¥²»¥ ³° ¢¥¨¿ ¤«¿
®¯°¥¤¥«¥¨¿ · ±²®²». �±®¢»¥ °¥§³«¼² ²» ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¨§ª®· ±²®²»µ ª®«¥¡ -
¨© ¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±®¯°¿¦¥»µ ª®¨·¥±ª¨µ ®¡®«®·¥ª ¯°¨¢¥¤¥» ¢ ¬®®£° ´¨¨
[32].

4.3. �®ª «¨§®¢ »¥ °¥¸¥¨¿ ¢ § ¤ · µ ® ª®«¥¡ ¨¿µ ¨ ³±²®©·¨¢®±²¨

²®ª¨µ ±®¯°¿¦¥»µ ®¡®«®·¥ª. �¥°¥¬¥®±²¼ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ®¡®-
«®·ª¨ ¨«¨ ¥° ¢®¬¥°®±²¼  £°³§ª¨ ¬®¦¥² ¯°¨¢¥±²¨ ª «®ª «¨§ ¶¨¨ ±®¡±²¢¥»µ
´³ª¶¨© ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ª° ¥¢®© § ¤ ·¨ ¢¡«¨§¨ ¥ª®²®°»µ  ¨¡®«¥¥ ±« ¡»µ «¨-
¨©   ±°¥¤¨®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ®¡®«®·ª¨. � ®²«¨·¨¥ ®² § ¤ ·, ° ±±¬®²°¥»µ ¢ ¤¢³µ
¯°¥¤»¤³¹¨µ ° §¤¥« µ, § ¤ ·¨, ¨¬¥¾¹¨¥ «®ª «¨§®¢ »¥ °¥¸¥¨¿, ¿¢«¿¾²±¿ ±³¹¥-
±²¢¥® ¤¢³¬¥°»¬¨, ².¥. ¯¥°¥¬¥»¥ ¢ ¨µ ¥ ° §¤¥«¿¾²±¿.

�®±²°³ª¶¨¿, ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ¤¢³µ ±®¯°¿¦¥»µ ¯®¤ ³£«®¬ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨µ ®¡®«®-
·¥ª ± ®¤¨ ª®¢»¬ ° ¤¨³±®¬,  §»¢ ¥²±¿ ª®«¥®¬ ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ±®±² ¢®© · ±²¼¾ ²°³-
¡®¯°®¢®¤®¢. �«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨§¸¨µ · ±²®² ª®«¥¡ ¨© ¨ ª°¨²¨·¥±ª®£® ¢¥¸¥£®
¤ ¢«¥¨¿ ¨±¯®«¼§®¢   «£®°¨²¬ [10,12] ±¢¥¤¥¨¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® °¥¸¥¨¿ ¤¢³¬¥°-
®© ª° ¥¢®© § ¤ ·¨ ª ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ®¤®¬¥°»µ ª° ¥¢»µ § ¤ ·. �®¡±²¢¥»¥
´³ª¶¨¨ ª° ¥¢»µ § ¤ ·, ®¯¨±»¢ ¾¹¨µ ª®«¥¡ ¨¿ ¨ ³±²®©·¨¢®±²¼ ª®«¥ , ¨¹³²±¿ ¢
¢¨¤¥ ±³¬¬» ®±®¢®£® ±®±²®¿¨¿ ¨ ª° ¥¢®£® ½´´¥ª² . �³«¥¢®¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ³¤®¢«¥-
²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾ (4.3). �±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ° §«®¦¥¨¿ ¤«¿ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©
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¨¬¥¾² ¢¨¤
� = "k(�0 + "�1 + � � �); (4:4)

£¤¥ k = 4 ¢ ±«³· ¥ ª®«¥¡ ¨©, k = 6 ¤«¿ § ¤ ·¨ ³±²®©·¨¢®±²¨. � ° ¬¥²° �0 ¿¢«¿¥²±¿
±®¡±²¢¥»¬ ·¨±«®¬ ª° ¥¢®© § ¤ ·¨ ¤«¿ ³° ¢¥¨¿ (4.3). �±«¨ ³£®« ±®¯°¿¦¥¨¿
� � 1, ²® ª° ¥¢»¥ § ¤ ·¨ ³«¥¢®£® ¨ ¯¥°¢®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨© °¥¸ ¾²±¿ ¥§ ¢¨±¨¬®
¤«¿ ª ¦¤®© ¨§ ®¡®«®·¥ª. �°¨²¨·¥±ª®¥ ¤ ¢«¥¨¥ ¨ ¯¥°¢ ¿ · ±²®²  ª®«¥¡ ¨© ª®«¥ 
¬ «® ®²«¨· ¾²±¿ ®² ¯¥°¢®© · ±²®²» ¨ ª°¨²¨·¥±ª®£® ¤ ¢«¥¨¿ ¤«¿ ¡®«¥¥ ¤«¨®© ®¡®-
«®·ª¨ ± ³±«®¢¨¿¬¨ ¸ °¨°®£® ®¯¨° ¨¿   «¨¨¨ ±®¯°¿¦¥¨¿. �§ ¨¬®¥ ¢«¨¿¨¥
®¡®«®·¥ª ¯°®¿¢«¿¥²±¿ ²®«¼ª® ¢® ¢²®°®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨. � ª ¨ ¢ § ¤ · µ ª®«¥¡ ¨©
¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±®¯°¿¦¥»µ ¯® ¯ ° ««¥«¨ ®¡®«®·¥ª, ¢®§¬®¦» ¥°¥§® ±»© ¨
°¥§® ±»© ±«³· ¨. � ¥°¥§® ±®¬ ±«³· ¥ ±®¯°¿¦¥»¥ ®¡®«®·ª¨ ¨¬¥¾² ° §³¾
¤«¨³, ¯°¨·¥¬ ´®°¬  ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ «®ª «¨§³¥²±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨  ¨¡®«¼-
¸¥© ®¡° §³¾¹¥© ¡®«¥¥ ¤«¨®© ®¡®«®·ª¨. �¥§® ±»© ±«³· © ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¯°¨
±®¯°¿¦¥¨¨ ¤¢³µ ®¡®«®·¥ª ®¤¨ ª®¢®© ¤«¨». � °¥§® ±®¬ ±«³· ¥ ¯®¯° ¢ª  ¢²®-
°®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ¨ ®²®¸¥¨¥ ±®¡±²¢¥»µ ´³ª¶¨© ¤¢³µ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ª° ¥¢»µ
§ ¤ · ³«¥¢®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿  ©¤¥» ¨§ ³±«®¢¨© ° §°¥¸¨¬®±²¨ ¤¢³µ ª° ¥¢»µ § ¤ ·
¢²®°®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ [31]. �°¨¡«¨¦¥»¥ ´®°¬³«» ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿  ¨¬¥¼¸¨µ
±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ¨ ±®¡±²¢¥»µ ´³ª¶¨© ¢ ª° ¥¢»µ § ¤ · µ, ®¯¨±»¢ ¾¹¨µ
ª®«¥¡ ¨¿ ¨ ³±²®©·¨¢®±²¼ ª®«¥ , ¯®«³·¥» ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥.

�°®±²¥©¸¥© ¬¥µ ¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¼¾ ª®°¯³±®¢ ¥ª®²®°»µ ± ¬®«¥²®¢ ¨ ¯®¤¢®¤»µ
«®¤®ª ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯°¿¬ ¿ ª°³£®¢ ¿ ª®¨·¥±ª ¿ ®¡®«®·ª , ±®¯°¿¦¥ ¿ ± ª°³£®¢®© ¶¨-
«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª®©. � ° ¡®²¥ [32] ± ¯®¬®¹¼¾  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® ¬¥²®¤  ³±² -
®¢«¥®, ·²® ´®°¬» ¨§ª®· ±²®²»µ ª®«¥¡ ¨© ¨ ´®°¬» ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯®¤
¤¥©±²¢¨¥¬ ®¤®°®¤®£® ¢¥¸¥£® ¤ ¢«¥¨¿ ² ª¨µ ±®¯°¿¦¥»µ ®¡®«®·¥ª ¬®£³² ¡»²¼
«®ª «¨§®¢ » ¢¡«¨§¨  ¨¡®«¥¥ ¤«¨®© ®¡° §³¾¹¥© ¥¯°¿¬®© ª®¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨.
�®ª § ®, ·²® ¨§¸³¾ · ±²¼ ±¯¥ª²°  ª° ¥¢®© § ¤ ·¨ ¬®¦® ° §¤¥«¨²¼   ¤¢¥ · ±²¨.
�®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿, ±®¤¥°¦ ¹¨¥±¿ ¢ ª ¦¤®© ¨§ ½²¨µ · ±²¥©, ¡«¨§ª¨ ª ±®¡±²¢¥-
»¬ § ·¥¨¿¬ ª° ¥¢»µ § ¤ ·, ®¯¨±»¢ ¾¹¨µ ª®«¥¡ ¨¿ ¨«¨ ³±²®©·¨¢®±²¼ ®¤®© ¨§
®¡®«®·¥ª ± £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ¸ °¨°®£® ®¯¨° ¨¿   ¯ ° ««¥«¨ ±®¯°¿¦¥¨¿.
� ±·¥²» · ±²®² ¨ ´®°¬ ª®«¥¡ ¨©,   ² ª¦¥ ª°¨²¨·¥±ª®£® ¤ ¢«¥¨¿ ¨ ´®°¬ ¯®²¥°¨
³±²®©·¨¢®±²¨ ¬¥²®¤®¬ ª®¥·»µ ½«¥¬¥²®¢ ¯®¤²¢¥°¤¨«¨ ¤®±²®¢¥°®±²¼ °¥§³«¼² ²®¢
 ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£®   «¨§ .

5. �®«¥¡ ¨¿ ¨ ³±²®©·¨¢®±²¼ ¯®¤ª°¥¯«¥»µ ®¡®«®·¥ª.

5.1. �®±²°®¥¨¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® °¥¸¥¨¿. �±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨© ¬¥²®¤ ° §-
¤¥«¥¨¿  ¯°¿¦¥®-¤¥´®°¬¨°®¢ ®£® ±®±²®¿¨¿ ®¡®«®·ª¨   ¯®«³¡¥§¬®¬¥²®¥ ¨
ª° ¥¢®© ½´´¥ª² ¯°¨¬¥¥ ¢ [30] ¤«¿ °¥¸¥¨¿ § ¤ · ²¥®°¨¨ ¨§ª®· ±²®²»µ ª®«¥¡ -
¨© ¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¢¥¸¥£® ¤ ¢«¥¨¿ ¯®¤ª°¥¯«¥»µ ª°³£®¢»¬¨
±²¥°¦¿¬¨ (¸¯ £®³² ¬¨) ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨µ ¨ ª®¨·¥±ª¨µ ®¡®«®·¥ª. �° ¢¥¨¿ ¤«¿
®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯®«³¡¥§¬®¬¥²®£® ±®±²®¿¨¿ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨, ¯®¤ª°¥¯«¥-
®© n ¸¯ £®³² ¬¨, ¨¬¥¾² ¢¨¤

d4w
(j)
0

dx4
� �4w

(j)
0 = 0; j = 1; 2; : : : ; n+ 1: (5:1)
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�³ª¶¨¿ w
(j)
0 ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨¡«¨¦¥»¬ ¢»° ¦¥¨¥¬ ¤«¿ ®°¬ «¼®£® ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿

· ±²¨ ®¡®«®·ª¨, «¥¦ ¹¥© ¬¥¦¤³ ¸¯ £®³² ¬¨ ¨«¨ ¬¥¦¤³ ¸¯ £®³²®¬ ¨ ª° ¥¬ ®¡®-
«®·ª¨.

�±®¢ ¿ ²°³¤®±²¼, ¢®§¨ª ¾¹ ¿ ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® ¬¥²®¤ 
¤«¿   «¨§  ª®«¥¡ ¨© ¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±®¯°¿¦¥»µ ®¡®«®·¥ª, ±®±²®¨² ¢ ®¯°¥¤¥-
«¥¨¨ £« ¢»µ £° ¨·»µ ³±«®¢¨©   ¯®¤ª°¥¯«¥®© ¯ ° ««¥«¨ ®¡®«®·ª¨, ª®²®°»¬
³¤®¢«¥²¢®°¿¾² °¥¸¥¨¿ ª° ¥¢»µ § ¤ · ³«¥¢®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿. �«¿ ° §«¨·»µ ±®-
®²®¸¥¨© ¬¥¦¤³ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ®¡®«®·ª¨ ¨ ¸¯ £®³²®¢ ¯®«³·¥» ¨ ¨±±«¥¤®¢ »
£« ¢»¥ ³±«®¢¨¿ ±®¯°¿¦¥¨¿, ®¯°¥¤¥«¥  ®¡« ±²¼ ¯°¨¬¥¨¬®±²¨ ° ±¯°®±²° ¥»µ
³¯°®¹ ¾¹¨µ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨© (¯°¥¥¡°¥¦¥¨¥ ° §¬¥° ¬¨ ¯®¯¥°¥·®£® ±¥·¥¨¿ °¥-
¡° , ¥£® ½ª±¶¥²°¨±¨²¥²®¬, ¦¥±²ª®±²¿¬¨ ¸¯ £®³²®¢   ¨§£¨¡ ¨§ ¯«®±ª®±²¨ ¨  
ª°³·¥¨¥, ±¨« ¬¨ ¨¥°¶¨¨ ¨ ².¯.).

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ®¡®«®·ª  ¨ ¸¯ £®³²» ¨§£®²®¢«¥» ¨§ ®¤®£® ¬ ²¥°¨ « .
�³±²¼ ¸¯ £®³²» ³±² ®¢«¥» ¡¥§ ½ª±¶¥²°¨±¨²¥² , ².¥. ¶¥²° ²¿¦¥±²¨ ¯®¯¥°¥·-
®£® ±¥·¥¨¿ ¸¯ £®³²  «¥¦¨²   ±°¥¤¨®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ®¡®«®·ª¨,   ¡¥§° §¬¥°»¥
µ ° ª²¥°»¥ ° §¬¥°» ¯®¯¥°¥·®£® ±¥·¥¨¿ ¸¯ £®³²  a � b � "3. �®£¤  £« ¢»¥
³±«®¢¨¿   ¯ ° ««¥«¨ ±®¯°¿¦¥¨¿ ¤«¿ ³° ¢¥¨© (5.1) ¨¬¥¾² ¢¨¤

w
(j+1)
0 = w

(j)
0 ;

dw
(j+1)
0

ds
=
dw

(j)
0

ds
;

d2w
(j+1)
0

ds2
=

d2w
(j)
0

ds2
;

d3w
(j+1)
0

ds3
=

d3w
(j)
0

ds3
+ cw(j);

(5:2)

£¤¥ c = Jm8=h, J | ¬®¬¥² ¨¥°¶¨¨ ¯®¯¥°¥·®£® ±¥·¥¨¿, m | ·¨±«® ¢®« ¯®
¯ ° ««¥«¨. �±«¨ ¸¯ £®³² ¨¬¥¥² ¯°¿¬®³£®«¼®¥ ¯®¯¥°¥·®¥ ±¥·¥¨¥ ¸¨°¨®© a ¨
¢»±®²®© b, ²® J = ab3=12.

�° ¥¢ ¿ § ¤ ·  (5.1), (5.2) ®¯¨±»¢ ¥² ² ª¦¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¡ «ª¨, ¯®¤ª°¥¯«¥®© n
¯°³¦¨ ¬¨ ¦¥±²ª®±²¨ c. �°®¢¥¤¥® ±° ¢¥¨¥ ¯°¨¡«¨¦¥»µ § ·¥¨© ¨§¸¨µ · -
±²®² ª®«¥¡ ¨© ¨ ª°¨²¨·¥±ª®£® ¤ ¢«¥¨¿ ± °¥§³«¼² ² ¬¨ ¨µ ·¨±«¥®£® ° ±·¥²  ¬¥-
²®¤®¬ ®°²®£® «¼®© ¯°®£®ª¨. � ±±¬®²°¥» ¨§ª®· ±²®²»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¤¢³µ ª®-
¨·¥±ª¨µ ®¡®«®·¥ª, ±®¯°¿¦¥»µ ¯® ¯ ° ««¥«¨, ¯®¤ª°¥¯«¥®© ¸¯ £®³²®¬. �±² -
®¢«¥®, ·²® ¤«¿ ±³¹¥±²¢¥®£® ³¢¥«¨·¥¨¿ ¨§¸¨µ · ±²®² ª®«¥¡ ¨©,   ¯ ° ««¥«¨
±®¯°¿¦¥¨¿ ±«¥¤³¥² ³±²  ¢«¨¢ ²¼ ¬ ±±¨¢»¥ (²®«±²»¥) ¸¯ £®³²», ¤«¿ ª®²®°»µ
a � b � "2, ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª   £« ¤ª¨µ ³· ±²ª µ  ¨¡®«¥¥ ½´´¥ª²¨¢» ²®ª¨¥ ¸¯ -
£®³²» ± µ ° ª²¥°»¬¨ ° §¬¥° ¬¨ ¯®¯¥°¥·®£® ±¥·¥¨¿ a � b � "3.

�±¯®«¼§®¢ ¨¥ ¬¥²®¤  ®±°¥¤¥¨¿ ³¯°³£¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¯®§¢®«¨«® ¯®«³·¨²¼
¯°¨¡«¨¦¥®¥ °¥¸¥¨¥ ª° ¥¢®© § ¤ ·¨ ³«¥¢®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ¤«¿ ¯®¤ª°¥¯«¥®©
¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥. �²® ¯°¨¡«¨¦¥®¥ °¥¸¥¨¥ ¡»«®  ©¤¥®
¤«¿ ±«³· ¿ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ° ¢®¬¥°® ° ±¯®«®¦¥»µ ¸¯ £®³²®¢, ¨¬¥¾¹¨µ ¬ «³¾
¦¥±²ª®±²¼, ®¤ ª® ¥£® ±° ¢¥¨¥ ± ·¨±«¥»¬ °¥¸¥¨¥¬ ¯®ª § «®, ·²® ¯°¨¡«¨¦¥-
»¥ § ·¥¨¿ ±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥« ¬ «® ®²«¨· ¾²±¿ ®² ¨µ ²®·»µ § ·¥¨© ¤ ¦¥ ¯°¨
 «¨·¨¨ ¢±¥£® ®¤®£® ¸¯ £®³² , ¨¬¥¾¹¥£® ±° ¢¨²¥«¼® ¡®«¼¸³¾ ¦¥±²ª®±²¼.

�¥²®¤» ¯°¨¡«¨¦¥®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥« ¨ ±®¡±²¢¥»µ ´³ª¶¨©,
¨±¯®«¼§®¢ »¥ ¯°¨ °¥¸¥¨¨ ®¤®¬¥°»µ ª° ¥¢»µ § ¤ · ¤«¿ ¯®¤ª°¥¯«¥»µ ¶¨«¨-
¤°¨·¥±ª¨µ ®¡®«®·¥ª ± ¯°¿¬»¬¨ ª° ¿¬¨, ³¤ «®±¼ ¯°¨¬¥¨²¼ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ ¤¢³¬¥°»µ
ª° ¥¢»µ § ¤ ·, ®¯¨±»¢ ¾¹¨µ ª®«¥¡ ¨¿ ¨ ³±²®©·¨¢®±²¼ ¯®¤ª°¥¯«¥»µ ¶¨«¨¤°¨·¥-
±ª¨µ ®¡®«®·¥ª ± ª®±»¬ ª° ¥¬ [30]. �®¢¥¤¥¨¥ ±®¡±²¢¥»µ ´³ª¶¨© ¢ ®ª°³¦®¬  -
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¯° ¢«¥¨¨ ' ¤«¿ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨µ ®¡®«®·¥ª ± ¯°¿¬»¬¨ ¨ ª®±»¬¨ ª° ¿¬¨ ±³¹¥±²¢¥®
° §«¨· ¥²±¿: ¯¥°¢»¥ ¬¥¿¾²±¿ ¯® § ª®³ w = w0(s) sinm', ¢²®°»¥ «®ª «¨§®¢ » ¢
®ª°¥±²®±²¨  ¨¡®«¥¥ ±« ¡®© ®¡° §³¾¹¥©. �¤ ª® ¯®¢¥¤¥¨¥ ½²¨µ ´³ª¶¨© ¢ ¯°®-
¤®«¼®¬  ¯° ¢«¥¨¨ s ¢ ³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ®¤¨ ª®¢®, ¯®½²®¬³ ª° ¥¢ ¿ § ¤ · 
³«¥¢®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ¤«¿ ®¡®«®·¥ª ± ª®±»¬¨ ª° ¿¬¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ª° ¥¢®© § ¤ ·¥©
¤«¿ ®¡®«®·ª¨ ± ¯°¿¬»¬¨ ª° ¿¬¨ ¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤ (5.1), (5.2).

� ° ¡®²¥ [33] ¢¯¥°¢»¥ ¨±±«¥¤®¢   «®ª «¨§ ¶¨¿ ´®°¬ ª®«¥¡ ¨© ¨ ´®°¬ ¯®²¥°¨
³±²®©·¨¢®±²¨, ¢»§¢  ¿ ¯¥°¥¬¥®±²¼¾ ¯®¯¥°¥·®£® ±¥·¥¨¿ ¸¯ £®³² , ¯®¤ª°¥¯-
«¿¾¹¥£® ª°³£®¢³¾ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª³¾ ®¡®«®·ª³. � ¯®¬®¹¼¾  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® ¬¥-
²®¤  ³±² ®¢«¥®, ·²® ±®¡±²¢¥»¥ ´³ª¶¨¨ ª° ¥¢»µ § ¤ · ¬®£³² ¡»²¼ «®ª «¨§®-
¢ » ¢¡«¨§¨  ¨¡®«¥¥ ±« ¡®© ®¡° §³¾¹¥© ¶¨«¨¤° , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥©  ¨¬¥¼¸¥¬³
§ ·¥¨¾ ¯«®¹ ¤¨ ¯®¯¥°¥·®£® ±¥·¥¨¿ ¸¯ £®³² . �®ª § ®, ·²®  °¿¤³ ± «®ª -
«¨§®¢ »¬¨ ±®¡±²¢¥»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ ±³¹¥±²¢³¾² ±®¡±²¢¥»¥ ´³ª¶¨¨, ¨§¬¥¿-
¾¹¨¥±¿ ¢ ®ª°³¦®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ¯® ±¨³±®¨¤ «¼®¬³ § ª®³. �«¿ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®©
®¡®«®·ª¨, ¯®¤ª°¥¯«¥®© ¸¯ £®³²®¬ ± ¯¥°¥¬¥»¬ ¯®¯¥°¥·»¬ ±¥·¥¨¥¬, ¯®±²°®-
¥® ¤¢  ¯¥°¢»µ ·«¥   ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ ° §«®¦¥¨© °¥¸¥¨© ª° ¥¢»µ § ¤ ·, ®¯¨-
±»¢ ¾¹¨µ ª®«¥¡ ¨¿ ¨ ¯®²¥°¾ ³±²®©·¨¢®±²¨. �°®¢¥¤¥» ° ±·¥²» ¨§¸¨µ · ±²®²
ª®«¥¡ ¨© ¨ ª°¨²¨·¥±ª®£® ¢¥¸¥£® ¤ ¢«¥¨¿ ¯°¨ ° §«¨·»µ § ·¥¨¿µ ¯ ° ¬¥²°®¢
®¡®«®·ª¨ ¨ ¸¯ £®³² .

5.2. �¯²¨¬¨§ ¶¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯®¤ª°¥¯«¥»µ ®¡®«®·¥ª. �°¨¡«¨¦¥»¥
´®°¬³«», ¯®«³·¥»¥ ¬¥²®¤®¬ ®±°¥¤¥¨¿ ³¯°³£¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª, ¨±¯®«¼§®¢ » ¢
[30] ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯®¤ª°¥¯«¥®© ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ ± ´¨ª±¨-
°®¢ ®© ¬ ±±®©, ¨¬¥¾¹¥© ¬ ª±¨¬ «¼³¾ ¯¥°¢³¾ · ±²®²³ ¨«¨ ª°¨²¨·¥±ª®¥ ¤ ¢«¥-
¨¥.

�¡®§ ·¨¬ !0  ¨¬¥¼¸³¾ · ±²®²³ ª®«¥¡ ¨© ²®ª®© ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨
± ¸ °¨°® ®¯¥°²»¬¨ ¯°¿¬»¬¨ ª° ¿¬¨, ¨¬¥¾¹¥© ²®«¹¨³ h0. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®
§  ±·¥² ³¬¥¼¸¥¨¿ ²®«¹¨» ®¡®«®·ª¨ ¤® ¢¥«¨·¨» h   ¥© ³±² ®¢«¥® n ° ¢®-
¬¥°® ° ±¯®«®¦¥»µ ¸¯ £®³²®¢ ¯°¿¬®³£®«¼®£® ¯®¯¥°¥·®£® ±¥·¥¨¿ ¸¨°¨®© a
¨ ¢»±®²®© b = ka, ¯°¨·¥¬ ¬ ±±» £« ¤ª®© ¨ ¯®¤ª°¥¯«¥®© ®¡®«®·¥ª ° ¢». �³±²¼ !
| ¯¥°¢ ¿ · ±²®²  ª®«¥¡ ¨© ¯®¤ª°¥¯«¥®© ®¡®«®·ª¨. � ·¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢ a ¨ h,
¤«¿ ª®²®°»µ ®²®¸¥¨¥ rv = !=!0 ¨¬¥¥²  ¨¡®«¼¸¥¥ § ·¥¨¥ r

�

v,  §»¢ ¾²±¿ ®¯²¨-
¬ «¼»¬¨. �¨±²¥¬  ¤¢³µ  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨© ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®¯²¨¬ «¼»µ
§ ·¥¨© a ¨ h ±¢®¤¨²±¿ ª ª³¡¨·¥±ª®¬³ ³° ¢¥¨¾. �²®¸¥¨¥ r�v ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ ¯°¨
³¢¥«¨·¥¨¨ ·¨±«  ¸¯ £®³²®¢ n. �°¨ n = 10 ¨ h0 = 0:01 ¤«¿ ¸¯ £®³²®¢ ± ª¢ ¤° ²-
»¬ ¯®¯¥°¥·»¬ ±¥·¥¨¥¬ (k = 1) ®²®¸¥¨¥ r�v = 3:93. �²® ®§ · ¥², ·²® § ¬¥ 
£« ¤ª®© ®¡®«®·ª¨ ®¯²¨¬ «¼®© ®¡®«®·ª®© ± ²®© ¦¥ ¬ ±±®©, ¯®¤ª°¥¯«¥®© ¤¥±¿²¼¾
¸¯ £®³² ¬¨ ¯°¨¢®¤¨² ª ³¢¥«¨·¥¨¾ ¯¥°¢®© · ±²®²» ¯°¨¬¥°® ¢ 4 ° § . � «®-
£¨·»¥ °¥§³«¼² ²» ¯®«³·¥» ¤«¿ § ¤ ·¨ ®¡ ³±²®©·¨¢®±²¨ ®¡®«®·ª¨ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬
¢¥¸¥£® ¤ ¢«¥¨¿.

�²®¸¥¨¥ r�v ° ±²¥² ¨ ¯°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ ¯ ° ¬¥²°  k, ®¤ ª® ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ § ·¥-
¨¿µ k ¢ ª ·¥±²¢¥ ¬®¤¥«¨ ¸¯ £®³²  ±«¥¤³¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¥ ª°³£®¢®© ±²¥°¦¥¼,  
ª®«¼¶¥¢³¾ ¯« ±²¨³. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ · ±²®² ª®«¥¡ ¨© ¥®¡µ®¤¨¬®
°¥¸¨²¼ ª° ¥¢³¾ § ¤ ·³   ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¤«¿ ±¨±²¥¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ
³° ¢¥¨©, ®¯¨±»¢ ¾¹¨µ ª®«¥¡ ¨¿ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ ¨ ª®«¼¶¥¢»µ ¯« ±²¨,
± £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨   ª° ¿µ ®¡®«®·ª¨ ¨ ¯« ±²¨ ¨   «¨¨¿µ ±®¯°¿¦¥¨¿ ¯« -
±²¨ ¨ ®¡®«®·ª¨. �±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨©   «¨§ ½²®© ª° ¥¢®© § ¤ ·¨ ¯®ª §»¢ ¥², ·²®
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¨§¸¨¥ · ±²®²» ª®«¥¡ ¨© ¢ ³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¬®£³² ¡»²¼  ©¤¥» ¯³²¥¬ °¥-
¸¥¨¿ ³° ¢¥¨¿ ¨§£¨¡»µ ®±¥±¨¬¬¥²°¨·»µ ª®«¥¡ ¨© ª®«¼¶¥¢®© ¯« ±²¨»

�2wp = �pwp; �wp =
1

sp

d

dsp

 
sp
dwp

dsp

!
; (5:3)

£¤¥ wp | ®°¬ «¼®¥ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ ¯« ±²¨», sp | ° ¤¨ «¼ ¿ ª®®°¤¨ ² . �¡¹¥¥
°¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨¿ (5.3) ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© ´³ª¶¨© �¥±±¥«¿ ¨ ¬®¤¨-
´¨¶¨°®¢ »µ ´³ª¶¨© �¥±±¥«¿. � §° ¡®²   «£®°¨²¬ ¯°¨¡«¨¦¥®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿
®¯²¨¬ «¼®£® § ·¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°  k, ®±®¢ »©   ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ¤«¿ ¬ «»µ k (³§-
ª¨¥ ¸¯ £®³²») ¬®¤¥«¨ ±²¥°¦¿,   ¤«¿ ¡®«¼¸¨µ k (¸¨°®ª¨¥ ¸¯ £®³²») ¬®¤¥«¨
¯« ±²¨».

� ¡®«¼¸¨±²¢¥ ° ¡®², ¯®±¢¿¹¥»µ ª®«¥¡ ¨¿¬ ¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯®¤ª°¥¯«¥»µ
®¡®«®·¥ª, ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¸¯ £®³²» ° ±¯®«®¦¥»   ° ¢»µ ° ±±²®¿¨¿µ ¤°³£
®² ¤°³£ . � ±² ²¼¿µ [34] ¨ [35] ¯®ª § ®, ·²® ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ³¢¥«¨·¥¨¿ ¯¥°¢®©
· ±²®²» ª®«¥¡ ¨© ¨ ª°¨²¨·¥±ª®£® ¢¥¸¥£® ¤ ¢«¥¨¿ ° ¢®¬¥°®¥ ° ±¯®«®¦¥¨¥
¸¯ £®³²®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ®¯²¨¬ «¼»¬ ²®«¼ª® ¢ ±«³· ¥ ¸ °¨°®£® ®¯¨° ¨¿ ª° ¥¢ ¯®¤-
ª°¥¯«¥®© ®¡®«®·ª¨. � ±«³· ¥ ¦¥±²ª®© § ¤¥«ª¨ ª° ¥¢ ®¡®«®·ª¨ ¯¥°¢³¾ · ±²®²³ ¨
ª°¨²¨·¥±ª®¥ ¤ ¢«¥¨¥ ¬®¦® ³¢¥«¨·¨²¼ ¡¥§ ¨§¬¥¥¨¿ ¬ ±±» ®¡®«®·ª¨ ¯³²¥¬ § -
¬¥» ²° ¤¨¶¨®®£® ° ¢®¬¥°®£® ° ±¯®«®¦¥¨¿ ®¯²¨¬ «¼»¬. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥
±«³· ¾ ¦¥±²ª®© § ¤¥«ª¨ ®¯²¨¬ «¼»¥ ª®®°¤¨ ²» ¸¯ £®³²®¢  ©¤¥» ¢ [34] ¨ [35]
¯³²¥¬ ¯¥°¥¡®°  ° §«¨·»µ ¢ °¨ ²®¢ ¨µ ° ±¯®«®¦¥¨¿.

� ° ¡®²¥ [36] ± ¯®¬®¹¼¾ ²¥®°¥¬» �¥«¥¿-�³° ²  ¤®ª § ®, ·²® ®¯²¨¬ «¼»¥ ª®-
®°¤¨ ²» ¸¯ £®³²®¢ ¡«¨§ª¨ ª ³§« ¬ ´®°¬» ª®«¥¡ ¨© ¥¯®¤ª°¥¯«¥®© ®¡®«®·ª¨.
�²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ¯®§¢®«¨«® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®¯²¨¬ «¼»µ ¯ ° ¬¥-
²°®¢ ¯®¤ª°¥¯«¥®© ®¡®«®·ª¨ ± ¯°®¨§¢®«¼»¬¨ £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨  «£®°¨²¬,
° §° ¡®² »© ¤«¿ ±«³· ¿ ¸ °¨°®£® ®¯¨° ¨¿ ª° ¥¢ ®¡®«®·ª¨ ¨ ° ¢®¬¥°®£®
° ±¯®«®¦¥¨¿ ¸¯ £®³²®¢. �«¿ °¥¸¥¨¿ ª° ¥¢®© § ¤ ·¨ ³«¥¢®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ¢¬¥-
±²® ¬¥²®¤  ®±°¥¤¥¨¿ ³¯°³£¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¯°¨¬¥¿«±¿ ¬¥²®¤ �¥«¥¿, ² ª ª ª
¬¥²®¤ ®±°¥¤¥¨¿ ¥ £®¤¨²±¿ ¯°¨ ¥° ¢®¬¥°®¬ ° ±¯®«®¦¥¨¨ ¸¯ £®³²®¢.

�±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ¬¥²®¤», ° §° ¡®² »¥ ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ¯°¨¡«¨¦¥»µ § ·¥-
¨© ®¯²¨¬ «¼»µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯®¤ª°¥¯«¥»µ ®¡®«®·¥ª ± ¯°¿¬»¬¨ ª° ¿¬¨, ¨±¯®«¼-
§®¢ » ¢ [30] ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®¯²¨¬ «¼»µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯®¤ª°¥¯«¥»µ ®¡®«®·¥ª ±
ª®±»¬ ª° ¥¬. �«£®°¨²¬» ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®¯²¨¬ «¼»µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¢ ²®¬ ¨ ¢ ¤°³£®¬
±«³· ¥ ¬ «® ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£ . �®«³·¥» ¯°¨¡«¨¦¥»¥   «¨²¨·¥±ª¨¥
¢»° ¦¥¨¿ ¨ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®¯²¨¬ «¼»µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯®¤ª°¥¯«¥®£® ¸¯ £®³-
² ¬¨ ª®«¥ , ±®±²®¿¹¥£® ¨§ ¤¢³µ ¯®¤ª°¥¯«¥»µ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨µ ®¡®«®·¥ª ± ª®±»¬
ª° ¥¬. �°¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ¨§¸¨µ · ±²®² ª®«¥¡ ¨© ¨ ª°¨²¨·¥±ª®£® ¢¥¸¥£® ¤ -
¢«¥¨¿ ¤«¿ ¯®¤ª°¥¯«¥®£® ª®«¥  ¨±¯®«¼§®¢ ® ° §¤¥«¥¨¥ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©
±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ª° ¥¢®© § ¤ ·¨   ¤¢¥ ±¥°¨¨.

6. �±²®©·¨¢®±²¼  ¨§®²°®¯»µ ®¡®«®·¥ª.

6.1. �¢¥¤¥¨¥. �²¥°¥± ª § ¤ · ¬ ³±²®©·¨¢®±²¨ ª®¬¯®§¨²»µ ®¡®«®·¥ª ®¡³±«®-
¢«¥ ¸¨°®ª¨¬ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ² ª¨µ ®¡®«®·¥ª ¢ ¯° ª²¨ª¥, ¢ · ±²®±²¨, ¢  ¢²®¬®¡¨-
«¥±²°®¥¨¨. �²°¥¬«¥¨¥ ±¨§¨²¼ ¬¥² ««®¥¬ª®±²¼ ª®±²°³ª¶¨© ¯°¨ ±®µ° ¥¨¨ ¨«¨
³«³·¸¥¨¨ ¨µ ¯°®·®±²»µ, ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ, ª®°°®§¨®»µ ¨ ¯°®·¨µ ±¢®©±²¢ ¯°¨¢®-
¤¨² ª ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ § ¬¥» ² ª¨µ ²° ¤¨¶¨®»µ ¤«¿  ¢²®¬®¡¨«¼®© ¨¤³±²°¨¨
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¬ ²¥°¨ «®¢, ª ª  «¾¬¨¨©,   ª®¬¯®§¨²»¥. �¬¥® ¯® ² ª®¬³ ¯³²¨ ¨¤³² ®±®¢-
»¥ ´¨°¬» ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¨  ¢²®¬®¡¨«¥©, ª ª ª®¬¯ ¨¨ �®°¤, �¦¥¥° « �®²®°±,
�° ©±«¥° ¨ ¤°³£¨¥. �¯®¬¿³²»¥ ª®¬¯ ¨¨ ¯°®¢®¤¿² ±®¢¬¥±²»© ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼-
±ª¨© ¯°®¥ª² ¢ ° ¬ª µ ACC (�¢²®¬®¡¨«¼»© ª®±®°¶¨³¬ ¯® ª®¬¯®§¨² ¬). � ½²®¬
¯°®¥ª²¥ ³· ±²¢®¢ «¨ ¨ ±®²°³¤¨ª¨ ª ´¥¤°» ²¥®°¥²¨·¥±ª®© ¨ ¯°¨ª« ¤®© ¬¥µ ¨ª¨
�.�. �¬¨°®¢ ¨ �.�. �¨«¨¯¯®¢, ¯°®µ®¤¨¢¸¨¥ ±² ¦¨°®¢ª³ ¢ ª®¬¯ ¨¨ �®°¤. �¤ 
¨§ § ¤ · ½²®£® ¯°®¥ª²  ¯®°®¤¨«  ®¢®¥  ¯° ¢«¥¨¥, ª®²®°®¥ ±¥©· ±  ª²¨¢® ° §° -
¡ ²»¢ ¥²±¿   ª ´¥¤°¥.

�«¥¬¥²»  ¢²®¬®¡¨«¿, ±¤¥« »¥ ¨§ ª®¬¯®§¨²®¢, ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¯³±²®²¥«»¥
¨«¨ § ¯®«¥»¥ ²®ª®±²¥»¥ ª®±²°³ª¶¨¨. �®£¨¥ ¨§ ½²¨µ ª®±²°³ª¶¨© ¨¬¥¾²
´®°¬³ ²®ª®±²¥»µ ²°³¡ (®¡®«®·¥ª), ¢»¯®«¥»µ ¨§ ª®¬¯®§¨²»µ ¬ ²¥°¨ «®¢,
®¡»·® ¨§ ±²¥ª«®- ¨«¨ ³£«¥¯« ±²¨ª®¢. �°¨¬¥°®¬ ² ª®© ª®±²°³ª¶¨¨ ±«³¦¨² ®¡-
²¥ª ²¥«¼ ¤«¿  ¢²®¬®¡¨«¿ �®°¬³«»-1, ª®²®°»© ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ²®ª®±²¥³¾
®¡®«®·ª³ ¢ ´®°¬¥ ³±¥·¥®£® ª®³± . �¤®© ¨§ ¢ ¦¥©¸¨µ § ¤ ·, ¿¢«¿¥²±¿   «¨§
¯®¢¥¤¥¨¿ ½«¥¬¥²®¢ ª®±²°³ª¶¨©  ¢²®¬®¡¨«¿ ¯°¨ ±²®«ª®¢¥¨¨. �¢«¥¨¥ ±²®«ª®-
¢¥¨¿ ¢ª«¾· ¥² ¢ ±¥¡¿ ¬®¦¥±²¢® ¯°®¶¥±±®¢ ° §°³¸¥¨¿, ®¤ ª®,   «¨§ ´®°¬ ° §-
°³¸¥¨© ®¡²¥ª ²¥«¿ ¯® °¥§³«¼² ² ¬ ½ª±¯¥°¨¬¥²®¢ ¯®§¢®«¿¥² ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²®
´®°¬  ° §°³¸¥¨©, ¢ ®±®¢®¬, ±®®²¢¥²±²¢³¥² ´®°¬¥ ¯®²¥°¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯°¨ ®±¥-
¢®¬ ±¦ ²¨¨ ª®³± .

�ª §  ¿ § ¤ ·  ±²¨¬³«¨°®¢ «  ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ³±²®©·¨¢®±²¨ § ¯®«¥»µ ¨ ¯³-
±²®²¥«»µ ²®ª®±²¥»µ  ¨§®²°®¯»µ ª®±²°³ª¶¨© ° §«¨·®© £¥®¬¥²°¨¨ ¯°¨ ° §-
«¨·»µ ³±«®¢¨¿µ  £°³¦¥¨¿. �°¨ °¥¸¥¨¨ ½²®© § ¤ ·¨  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ¬¥²®¤»
[10,24] ¡»«¨ ° ±¯°®±²° ¥»   ±«³· ©  ¨§®²°®¯»µ ®¡®«®·¥ª.

�®±²°³ª²¨¢®  ¨§®²°®¯»¥ ®¡®«®·ª¨ ¢¥±¼¬  · ±²® ¢±²°¥· ¾²±¿ ¢ ¨¦¥¥°»µ
¯°¨«®¦¥¨¿µ. � ±²®  ¨§®²°®¯¨¿ ¯®¿¢«¿¥²±¿ ¢ ®±°¥¤¥»µ ¤¢³¬¥°»µ ³° ¢¥¨¿µ
®¡®«®·¥ª, ¯®¤ª°¥¯«¥»µ ±¨±²¥¬®© · ±²® ° ±¯®«®¦¥»µ °¥¡¥°. �  ±²®¿¹¥¬ ®¡-
§®°¥ ° ±±¬®²°¥» ®¡®«®·ª¨,  °¬¨°®¢ »¥ ³¯°³£¨¬¨ ¨²¿¬¨. � ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬
£¨¯®²¥§ �¨°µ£®´ -�¿¢  ¤«¿ ¢±¥£® ¯ ª¥²  ¬ ²°¨¶ -¨²¨ ¯®«³·¥» ¤¢³¬¥°»¥ ¥«¨-
¥©»¥ ³° ¢¥¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼®  ¯°¿¦¥®© ®¡®«®·ª¨. �°¨ ¨±±«¥-
¤®¢ ¨¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ®£° ¨·¨¢ ¥¬±¿ ° ±±¬®²°¥¨¥¬ ±«³· ¿, ª®£¤  ¢¬¿²¨» ¯°¨
¯®²¥°¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯®ª°»¢ ¾² ¢±¾ ±°¥¤¨³¾ ¯®¢¥°µ®±²¼ ¨«¨ «®ª «¨§³¾²±¿ ¢
¥ª®²®°®© ¥¥ · ±²¨, ³¤ «¥®© ®² ª° ¥¢ ®¡®«®·ª¨. �¤¥« ®¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ¯®§¢®-
«¿¥² ¯°®¨§¢¥±²¨ ³¯°®¹¥¨¥ ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨©, ®²¡°®±¨¢  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ¬ «»¥
±« £ ¥¬»¥. � °¿¤¥ ±«³· ¥¢ £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿ ¬ «® ¢«¨¿¾²   ª°¨²¨·¥±ª³¾  -
£°³§ª³ ¨ ´®°¬³ ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨. �«¿ ²®ª®© ®¤®°®¤®© ¨§®²°®¯®© ®¡®«®·ª¨
¯®¤®¡»©   «¨§ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ [10,24].

�®«³·¥» ¯°¨¡«¨¦¥»¥   «¨²¨·¥±ª¨¥ ´®°¬³«» ¤«¿ ª°¨²¨·¥±ª®©  £°³§ª¨ ¨
´®°¬» ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨, ¯®§¢®«¿¾¹¨¥ «¥£ª® ¯°®¢®¤¨²¼   «¨§ ¢«¨¿¨¿ ¯ ° ¬¥-
²°®¢ § ¤ ·¨   ª°¨²¨·¥±ª³¾  £°³§ª³. �¥§³«¼² ²» ¬®£³² ±«³¦¨²¼ ¤«¿ ª®²°®«¿ °¥-
§³«¼² ²®¢, ¯®«³·¥»µ ·¨±«¥»¬¨ ¬¥²®¤ ¬¨,  ¯°¨¬¥° ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ¬¥²®¤ 
ª®¥·»µ ½«¥¬¥²®¢. � «®£¨·»¥ °¥§³«¼² ²  ¤«¿ ¨§®²°®¯»µ ®¡®«®·¥ª ¯°¨¢®¤¿²±¿
¢ [10,24], £¤¥ ±®¤¥°¦¨²±¿ ®¡¸¨° ¿ ¡¨¡«¨®£° ´¨¿. �°¨ ±° ¢¥¨¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¨§®-
²°®¯»µ ¨  ¨§®²°®¯»µ ®¡®«®·¥ª ¬®¦® ®²¬¥²¨²¼ ª ª ±µ®¤±²¢®, ² ª ¨ ° §«¨·¨¥
°¥§³«¼² ²®¢. �¡¹¨¬ ¿¢«¿¥²±¿ «®ª «¨§ ¶¨¿ ´®°¬ ª®«¥¡ ¨©, ±« ¡ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ®²
£° ¨·»µ ³±«®¢¨©, ±³¹¥±²¢¥®¥ ¢«¨¿¨¥  «¨·¨¿ ¨§£¨¡ ¨© ¨ ¯±¥¢¤®¨§£¨¡ ¨©
(½²® ´®°¬» ±  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ¬ «»¬¨ ² £¥¶¨ «¼»¬¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¿¬¨) ±°¥¤¨-
®© ¯®¢¥°µ®±²¨. � §«¨·¨¥ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ±³¹¥±²¢¥®¬ ³±«®¦¥¨¨   «¨§ , ¨¡®
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 «¨·¨¥  ¨§®²°®¯¨¨ ®¡¹¥£® ¢¨¤  ª ·¥±²¢¥® ¬¥¿¥² ª ª ¤®ª°¨²¨·¥±ª®¥  ¯°¿-
¦¥®¥ ±®±²®¿¨¥, ² ª ¨ ´®°¬³ ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨. �°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ¯°®¤®«¦¨²¼
¨±±«¥¤®¢ ¨¥,   ¨¬¥® ¯°®¢¥±²¨ ±° ¢¥¨¥ ¤ »µ  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ °¥§³«¼² ²®¢ ±
·¨±«¥»¬¨, ¡®«¥¥ ¤¥² «¼® ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ´®°¬³ ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¢ ° §«¨·»µ
±¨²³ ¶¨¿µ, ¢ · ±²®±²¨ ¤«¿ ®¡®«®·¥ª ®²°¨¶ ²¥«¼®© £ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§».

6.2. �®®²®¸¥¨¿ ³¯°³£®±²¨. � ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ²®ª ¿ ª®¬¯®§¨² ¿ ®¡®-
«®·ª  ¢° ¹¥¨¿, ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ¬ ²°¨¶», ¯®¤ª°¥¯«¥®© N ±¨±²¥¬ ¬¨ ¨²¥©, ° ±-
¯®«®¦¥»µ ¢ ¯«®±ª®±²¿µ, ¯ ° ««¥«¼»µ ±°¥¤¨®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ®¡®«®·ª¨. �  ±°¥-
¤¨®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ®¡®«®·ª¨ ¢¢®¤¨²±¿ ª®®°¤¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  x; y, ±®¢¯ ¤ ¾¹ ¿ ±
«¨¨¿¬¨ ª°¨¢¨§» ®¡®«®·ª¨. �¨±²¥¬» ¨²¥©  ª«®¥» ¯®¤ ³£« ¬¨ �(k) ª ª®®°¤¨-
 ²®© ®±¨ x. � ¯°¿¦¥¨¿ ¢ ®¡®«®·ª¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬  ¯°¿¦¥¨© ¢
¬ ²°¨¶¥ ¨ ®±°¥¤¥»µ  ¯°¿¦¥¨©, ¢»§¢ »µ ° ±²¿¦¥¨¥¬ ¨²¥©.

�ij = �
(0)
ij +

NX
k=1

�
(k)
ij : (6:1)

� ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± £¨¯®²¥§ ¬¨ �¨°µ£®´  ¤¥´®°¬ ¶¨¨ "ij ¿¢«¿¾²±¿ «¨¥©»¬¨
´³ª¶¨¿¬¨ ª®®°¤¨ ²» z

"11 = "1 + �1z; "12 = ! + �z; "22 = "2 + �2z; (6:2)

£¤¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ° ±²¿¦¥¨¿-±¤¢¨£  ¯°¨¿²» ¥«¨¥©® § ¢¨±¿¹¨¬¨ ®² ¯¥°¥¬¥¹¥¨©

"1 = "l1 +
1

2
21; ! = !l + 12; "2 = "l2 +

1

2
22 : (6:3)

�¤¥±¼ 1, 2 | ³£«» ¯®¢®°®²  ®°¬ «¨ ª ±°¥¤¨®© ¯®¢¥°µ®±²¨. �¥´®°¬ ¶¨¨
° ±²¿¦¥¨¿-±¤¢¨£  "l1; !

l; "l2,   ² ª¦¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¨§£¨¡ -ª°³·¥¨¿ �1; �; �2, ¨ ³£«»
1, 2 ¢»° ¦ ¾¹¨¥±¿ ·¥°¥§ ¥¥ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿ ¯® ¨§¢¥±²»¬ «¨¥©»¬ ±®®²®¸¥¨¿¬
[1,10].

� ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨, ·²® ®¡®«®·ª  ±¨¬¬¥²°¨·  ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ±°¥¤¨®© ¯®¢¥°µ-
®±²¨ ¨ ®²®±¨²¥«¼ ¿ ²®«¹¨  ®¡®«®·ª¨ h� � 1 ¬ « , ¯®«³·¨¬ ±®®²®¸¥¨¿ ³¯°³-
£®±²¨ ¢ ¢¨¤¥ [37]

Ti =
3X

j=1

Kij"j; Mi =
3X

j=1

Dij�j; i = 1; 2; 3; (6:4)

¯°¨·¥¬ ¤«¿ ³¯°³£¨µ ª®±² ² Kij , Dij ±¯° ¢¥¤«¨¢» ´®°¬³«» ¢¨¤ 

"
K11

D11

#
=

h=2Z
�h=2

 
F0 +

NX
k=1

Fk cos �
4
k

!"
1
z2

#
dz; (6:5)

£¤¥ Fk = Ek�k; k = 01; : : : ; N , ¨ �k | ¤®«¿ ®¡º¥¬  ®¡®«®·ª¨, § ¯®«¥®© ¨²¿¬¨
k-®© ±¨±²¥¬». �°¨ ½²®¬ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¨²¨ ° ¡®² ¾² ²®«¼ª®   ° ±²¿¦¥¨¥{
±¦ ²¨¥. �´´¥ª²®¬ �³ ±±®  ¯°¨ ° ±²¿¦¥¨¨ ¨²¥© ¯°¥¥¡°¥£ ¥¬. � ° ¬¥²°» ±
¨¤¥ª±®¬ 0 ®²®±¿²±¿ ª ¬ ²°¨¶¥.

�±®¡® ¢»¤¥«¨¬ ±«³· © ±¨¬¬¥²°¨·®£® ° ±¯®«®¦¥¨¿ ±¨±²¥¬» ¨²¥©, ª®£¤  ª -
¦¤®© ±¨±²¥¬¥ ¨²¥© ± ³£«®¬ �k ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¨±²¥¬  ¨²¥© ± ³£«®¬ ��k. �®£¤ 
¯®«³· ¥²±¿ ®°²®²°®¯ ¿ ®¡®«®·ª .
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6.3. �®ª «¼»¥ ´®°¬» ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨. �³±²¼ ¢ °¥§³«¼² ²¥  £°³-
¦¥¨¿ ¢ ®¡®«®·ª¥ ¢®§¨ª ¥² ¡¥§¬®¬¥²®¥  ¯°¿¦¥®¥ ±®±²®¿¨¥, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥
 · «¼»¬¨ ³±¨«¨¿¬¨ T 0

1 , T
0
2 , S0. �³¤¥¬ ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ³±²®©·¨¢®±²¼ ½²®£® ±®±²®¿¨¿.

�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²®  £°³¦¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ¨ ¢¢¥¤¥¬ ¯ ° ¬¥²°
 £°³¦¥¨¿ � ¯® ´®°¬³« ¬,   «®£¨·»¬ (3.1). �°®¢¥¤¥¬ ³¯°®¹¥¨¥ ³° ¢¥¨© ¯°¨
²¥µ ¦¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿µ, ª®²®°»¥ ¤¥« ¾²±¿ ¯°¨ ¢»¢®¤¥ ³° ¢¥¨© ¯®«®£¨µ ®¡®«®·¥ª
�®¥«« . �¥²°¨ª³ ±°¥¤¨®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ®²®¦¤¥±²¢¨¬ ± ¬¥²°¨ª®© ¯«®±ª®±²¨ ¨
¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ¯°¨¡«¨¦¥®, ·²® ° ¤¨³±» ª°¨¢¨§» R1; R2 ¯®±²®¿». �®°¬ «¼®¥
¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ ¯°¨ ¡¨´³°ª ¶¨¨ ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ¢ ¢¨¤¥ w = w0 cos(k1x + k2y), £¤¥ ¢®«-
®¢»¥ ·¨±«  k1; k2 ¯®¤«¥¦ ² ®¯°¥¤¥«¥¨¾. �®£¤  ´®°¬³«  �¥«¥¿ (2.7) ¬®¦¥² ¡»²¼
§ ¯¨±   ¢ ¢¨¤¥

� =
�" +��

T
� f(k1; k2); �" =

1

�

 
k21
R2

+
k22
R1

!2

; T = t1k
2
1 + 2t3k1k2 + t2k

2
2; (6:6)

£¤¥ � ¨ �� | ®¤®°®¤»¥ ¯®«¨®¬» ·¥²¢¥°²®© ±²¥¯¥¨ ®²®±¨²¥«¼® k1; k2 ± ª®½´-
´¨¶¨¥² ¬¨, ¢»° ¦ ¾¹¨¬¨±¿ ·¥°¥§ ³¯°³£¨¥ ª®±² ²» Kij ¨ Dij ±®®²¢¥²±²¢¥®.
�®°¬³«  (6.6) ®¡« ¤ ¥² ¤®±² ²®·®© ®¡¹®±²¼¾. �  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢   ¤«¿
®¶¥ª¨ ¢¥«¨·¨» ª°¨²¨·¥±ª®©  £°³§ª¨ ¨ ®¦¨¤ ¥¬®© ´®°¬» ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨
¢® ¬®£¨µ § ¤ · µ. �°¨²¨·¥±ª®¥ § ·¥¨¥ �0 ¯ ° ¬¥²°  � ¯®«³·¨¬, ¬¨¨¬¨§¨°³¿
´³ª¶¨¾ f(k1; k2) ¯® ¢±¥¬ ¢¥¹¥±²¢¥»¬ k1; k2, ² ª¨¬, ·²® T > 0.

6.4. �¨§®²°®¯»© ½««¨¯±®¨¤ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¤ ¢«¥¨¿. � ª ·¥±²¢¥ ¯°¨-
¬¥°  ° ±±¬®²°¨¬ ½««¨¯±®¨¤ ¢° ¹¥¨¿ ± ¯®«³®±¿¬¨ a; b, ¯°¨·¥¬ d = b=a | ª®½´´¨-
¶¨¥² ±¦ ²¨¿ ½««¨¯±®¨¤ . �««¨¯±®¨¤ ±®±²®¨² ¨§ ¬ ²°¨¶», ¢»¯®«¥®© ¨§ ®¤®°®¤-
®£® ¬ ²¥°¨ «  ²®«¹¨» h ± ¬®¤³«¥¬ ³¯°³£®±²¨ E ¨ ª®½´´¨¶¨¥²®¬ �³ ±±®  �,
¯®¤ª°¥¯«¥®© ¤¢³¬¿ ®¤¨ ª®¢»¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨ ¨²¥©,  ª«®¥»µ ±®®²¢¥²±²¢¥®
¯®¤ ³£« ¬¨ �� ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ¬¥°¨¤¨  «¼®¬³  ¯° ¢«¥¨¾. �¨²¨ § ¨¬ ¾²
¤®«¾ @ ®² ®¡¹¥£® ®¡º¥¬ , ¨µ ¬®¤³«¼ ³¯°³£®±²¨ ¢ e ° § ¡®«¼¸¥ ¬®¤³«¿ ³¯°³£®±²¨
¬ ²°¨¶».

� ª ¤«¿ ¢¥¸¥£®, ² ª ¨ ¤«¿ ¢³²°¥¥£® ¤ ¢«¥¨¿ ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ±®®²®¸¥-
¨¿ (6.6)  ©¤¥® ª°¨²¨·¥±ª®¥ ¤ ¢«¥¨¥ ¨ ®¦¨¤ ¥¬ ¿ ´®°¬  ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨.
� °¿¤¥ · ±²»µ ±«³· ¥¢ ¯®«³·¥» ¿¢»¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ´®°¬³«». �±±«¥¤®¢  
§ ¢¨±¨¬®±²¼ ª ª ª°¨²¨·¥±ª®£® ¤ ¢«¥¨¿, ² ª ¨ ´®°¬» ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ (° ±¯®-
«®¦¥¨¥  ¨¡®«¥¥ ±« ¡®© ¯ ° ««¥«¨, ³£®« '0  ª«®  ¢¬¿²¨) ®² ¯ ° ¬¥²°®¢ § ¤ ·¨
(ª®½´´¨¶¨¥²  ±¦ ²¨¿ d, ³£«   ª«®  ¨²¥© �). �°®¢®¤¨²±¿ ±° ¢¥¨¥ °¥§³«¼² -
²®¢ ¤«¿  ¨§®²°®¯®© ¨ ¨§®²°®¯®© ®¡®«®·¥ª. � · ±²®±²¨, ¤«¿ ±«¥£ª  ¢»²¿³²»µ
½««¨¯±®¨¤®¢ ®¯²¨¬ «¼»¬ (¢ ±¬»±«¥ ³¢¥«¨·¥¨¿ ª°¨²¨·¥±ª®©  £°³§ª¨) ¿¢«¿¥²±¿
 °¬¨°®¢ ¨¥ ± ³£«®¬ ®ª®«® � � �=8. �°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ d ¢¬¿²¨» ¢»²¿£¨¢ ¾²±¿ ¢ ¬¥-
°¨¤¨® «¼®¬  ¯° ¢«¥¨¨, ³£®« '0 ±²°¥¬¨²±¿ ª �=2 ¨ ¤«¿ ±¨«¼® ¢»²¿³²»µ ®°²®-
²°®¯»µ ½««¨¯±®¨¤®¢ ´®°¬  ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¨§®²°®¯»¬ ±«³· ¥¬.
�¢¥«¨·¥¨¥ ¦¥±²ª®±²¨ ¨²¥© ¯°¨¢®¤¨² ª ¯®¢®°®²³ ¢¬¿²¨   ¡®«¼¸¨© ³£®«.

6.5. �±²®©·¨¢®±²¼ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨. � ±±¬®²°¥  ³±²®©·¨¢®±²¼
®°²®²°®¯®© ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ ± ¸ °¨°® ®¯¥°²»¬¨ ª° ¿¬¨ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬
®±¥¢®£® ±¦ ²¨¿. �±µ®¤¿ ¨§ ´®°¬³«» (6.6)  ©¤¥® ª°¨²¨·¥±ª®¥ ±¦¨¬ ¾¹¥¥ ³±¨«¨¥.
� ®²«¨·¨¥ ®² ¨§®²°®¯®© ®¡®«®·ª¨ ¤«¿ ®°²®²°®¯®© ®¡®«®·ª¨ ´®°¬  ¢¬¿²¨» ¯°¨
¯®²¥°¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ (¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®¤®§ ·®. �²¥°¥±®, ·²®
³£®«  ª«®  ¢¬¿²¨ ¥ § ¢¨±¨² ®² ª®½´´¨¶¨¥²®¢ �³ ±±®  ¨ ®² ¬®¤³«¿ ±¤¢¨£ 
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¬ ²°¨¶». � ¬¥²¨¬ ² ª¦¥, ·²® ³£®«  ª«®  ¢¬¿²¨ ¤«¿ ¶¨«¨¤°  ±¦¨¬ ¥¬®£® ®±¥-
¢®© ±¨«®© ±®¢¯ ¤ ¥² ± ³£«®¬  ª«®  ¢¬¿²¨ ¤«¿ ±¨«¼® ¢»²¿³²®© ½««¨¯²¨·¥±ª®©
®¡®«®·ª¨ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¢¥¸¥£® £¨¤°®±² ²¨·¥±ª®£® ¤ ¢«¥¨¿.

�¥¸¥  § ¤ ·  ®¡ ³±²®©·¨¢®±²¨ ®°²®²°®¯®© ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ ¯®¤ ¤¥©-
±²¢¨¥¬ £¨¤°®±² ²¨·¥±ª®£® ¤ ¢«¥¨¿. � ±±¬®²°¥» ±«³· ¨ ¸ °¨°®£® ¨ ¦¥±²ª®£®
§ ª°¥¯«¥¨¿ ª° ¥¢ ®¡®«®·ª¨. �®«³·¥»¥ ´®°¬³«» ®¡®¡¹ ¾² ¨§¢¥±²»¥ °¥§³«¼-
² ²» � ³²³½«« {� ¯ª®¢¨·    ±«³· © ®°²®²°®¯®© ®¡®«®·ª¨.

� ½²®© ¦¥ § ¤ ·¥ ° ±±¬®²°¥® ¢«¨¿¨¥  ¨§®²°®¯¨¨ ®¡¹¥£® ¢¨¤    ´®°¬³ ¯®-
²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨. �°¨ ½²®¬ ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ®°²®²°®¯®© ®¡®«®·ª¨ ¢¬¿²¨» ±« ¡®
 ª«®¥» ª ®¡° §³¾¹¨¬. �®±«¥¤¥¥ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ®±«®¦¿¥² ¯°¨¬¥¥¨¥ ¬¥²®¤ 
° §¤¥«¥¨¿ ¯¥°¥¬¥»µ ¨ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ° §«®¦¥¨¥ ¢ °¿¤» ¯® ±²¥¯¥¿¬
¬ «®£® ¯ ° ¬¥²° .

7. �°¨¬¥¥¨¥ ¬®¤¥«¥© ®¡®«®·¥ª ¨ ¯« ±²¨ ¢ ®´² «¼¬®«®£¨¨.

7.1. �¢¥¤¥¨¥. � ²¥·¥¨¥ °¿¤  «¥² ¢ « ¡®° ²®°¨¨ ¯°¨ª« ¤®© ¬¥µ ¨ª¨ ���
¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¨ ¬¥µ ¨ª¨ ¨¬. �.�.�¬¨°®¢  � ª²-�¥²¥°¡³°£±ª®£® ³¨¢¥°±¨²¥²  ¢
±®²°³¤¨·¥±²¢¥ ± ¢° · ¬¨-®´² «¼¬®«®£ ¬¨ ¢¥¤³²±¿ ° ¡®²» ¯® ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¾ ¥-
ª®²®°»µ ¯°®¶¥±±®¢ ¢ ®´² «¼¬®«®£¨¨ [38]. � ±±¬®²°¥»¥ § ¤ ·¨ ¯®±² ¢«¥» ¨ °¥-
§³«¼² ²» ®¡±³¦¤ «¨±¼ ±® ±¯¥¶¨ «¨±² ¬¨ ª ´¥¤°» ¨ ª«¨¨ª¨ ®´² «¼¬®«®£¨¨ �®±-
±¨©±ª®© ¢®¥®-¬¥¤¨¶¨±ª®© �ª ¤¥¬¨¨, ���� ¨ �®°®¤±ª®© £« §®© ¡®«¼¨¶» N 7,
° ¡®² ¾¹¥© ¯®¤ °³ª®¢®¤±²¢®¬ ¤.¬.., ¯°®´. �®«ª®¢  �.�. �¥§³«¼² ²» ° ¡®²» ¤®-
ª« ¤»¢ «¨±¼   ¬®£®·¨±«¥»µ °®±±¨©±ª¨µ ¨ ¬¥¦¤³ °®¤»µ ª®´¥°¥¶¨¿µ ª ª
¯® ¬¥µ ¨ª¥, ² ª ¨ ¯® ®´² «¼¬®«®£¨¨.

�« § ·¥«®¢¥ª  (¢ ¯¥°¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¸ °®¢¨¤®© ´®°¬») ¨¬¥¥² ²°¨ ®±®¢»µ
®¡®«®·ª¨:  °³¦³¾ ¯«®²³¾ ª ¯±³«³, ¢ª«¾· ¾¹³¾ ¢ ±¥¡¿ ±ª«¥°³ ¨ °®£®¢¨¶³, ±®-
±³¤¨±²³¾ ®¡®«®·ª³ ¨ ¢³²°¥¾¾ ®¡®«®·ª³ | ±¥²· ²ª³. �°®¡«¥¬» ¢®§¨ª®¢¥¨¿
¨ «¥·¥¨¿ ®²±«®©ª¨ ±¥²· ²ª¨, ° §¢¨²¨¿ ®²±«®©ª¨ ±®±³¤¨±²®© ®¡®«®·ª¨, £« ³ª®¬ ²®-
§®©  ²°®´¨¨ §°¨²¥«¼®£® ¥°¢ , ¨§¬¥¥¨¥ ¬¥µ ¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ °®£®¢¨¶» ¯®±«¥
°¥´° ª¶¨®»µ ®¯¥° ¶¨© ¨ ¤°³£¨¥ ¢®¯°®±», ±¢¿§ »¥ ± ¤¥´®°¬¨°®¢ ¨¥¬ ±®±² ¢-
»µ ½«¥¬¥²®¢ £« §  ®±² ¾²±¿ ¢ ¦»¬¨ ¯°®¡«¥¬ ¬¨ µ¨°³°£¨¨.

7.2. �®¤¥«¨ «¥·¥¨¿ ®²±«®©ª¨ ±¥²· ²ª¨. �²±«®©ª®© ±¥²· ²ª¨  §»¢ ¥²±¿
¯ ²®«®£¨·¥±ª®¥ ±®±²®¿¨¥, ¯°¨ ª®²®°®¬ ±¥²· ²ª  ²¥°¿¥² ª®² ª² ± ±®±³¤¨±²®© ®¡®-
«®·ª®© ¨ ®²µ®¤¨² ®² ¥¥ ¢³²°¼ ¯®«®±²¨ £« § . � ¡®«¼¸¨±²¢¥ ±«³· ¥¢ ®²±«®©ª 
±¥²· ²ª¨ ¯®¤«¥¦¨² µ¨°³°£¨·¥±ª®¬³ «¥·¥¨¾ ± ½¢ ª³ ¶¨¥© ¦¨¤ª®±²¨ ¨§ ®¡° §®¢ ¢-
¸¥©±¿ ¯®«®±²¨ (¨«¨ ¡¥§ ¯³ª¶¨¨) ¨ ¢¤ ¢«¥¨¥¬  °³¦»µ ±«®¥¢ ®¡®«®·ª¨ £« §  ¤®
±®¢¬¥¹¥¨¿ ¨µ ± ®²±«®¨¢¸¥©±¿ ±¥²· ²ª®©. �«¿ ¢¤ ¢«¨¢ ¨¿ ±ª«¥° «¼®© ®¡®«®·ª¨
¯°¨¬¥¿¾² ° §«¨·»¥ ¯°¨¥¬»: ª°³£®¢®¥ ¢¤ ¢«¨¢ ¨¥ ¨²¼¾ ¨«¨ «¥²®© ¯® ¯ ° «-
«¥«¨, ¨«¨ ² ª  §»¢ ¥¬»© ¶¨°ª«¿¦, «®ª «¼®¥ ¯«®¬¡¨°®¢ ¨¥, ¨±¯®«¼§³¾² ² ª¦¥
ª®¬¡¨¨°®¢ ¨¥ ¶¨°ª«¿¦  ¨ ¯«®¬¡». �°¥§¬¥°®¥ § ²¿£¨¢ ¨¥ ¶¨°ª«¿¦®© «¥²»
¨«¨ ¸¢®¢  ¤ ¯«®¬¡®© ¿¢«¿¥²±¿ ®¤¨¬ ¨§ ¢ ¦¥©¸¨µ ´ ª²®°®¢, ¢»§»¢ ¾¹¨µ ¨®£¤ 
®¯¥° ¶¨®»¥ ¨ ¯®±«¥®¯¥° ¶¨®»¥ ®±«®¦¥¨¿: ¯®¢»¸¥¨¥ ¢³²°¨£« §®£® ¤ ¢«¥-
¨¿, ¯°®¤ ¢«¨¢ ¨¥ ¶¨°ª«¿¦®© «¥²» ¨«¨ ¯«®¬¡» ±ª¢®§¼ ±ª«¥°³ ¢ ¯®«®±²¼ £« § ,
®²±«®©ª³ ±®±³¤¨±²®© ®¡®«®·ª¨, ¢®§¨ª®¢¥¨¥ ¤®¯®«¨²¥«¼»µ ±ª« ¤®ª. � ¶¥«¿µ ±®-
¢¥°¸¥±²¢®¢ ¨¿ ²¥µ¨ª¨ ¯°®¢¥¤¥¨¿ ®¯¥° ¶¨©   ±¥²· ²ª¥ ¯®±²®¿® ¢¥¤¥²±¿ ¯®-
¨±ª ®¢»µ ¯°¨¥¬®¢ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¿ ¨§¢¥±²»µ ¬ ²¥°¨ «®¢ ¨ ¨±²°³¬¥²®¢. �®¿²®
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¯®½²®¬³, ·²® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥ ¨£° ¥² ¢ ¦³¾ °®«¼ ¯°¨ ° §° ¡®²ª¥
¨ ¯« ¨°®¢ ¨¨ ¯°®²¨¢®®²±«®¥·»µ ®¯¥° ¶¨©. � ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ° ±±¬ ²°¨¢ «±¿ °¿¤
¬®¤¥«¥© ° ±·¥²   ¯°¿¦¥®-¤¥´®°¬¨°®¢ ®£® ±®±²®¿¨¿ ®¡®«®·ª¨ £« §  ¯®±«¥ ¢»-
¯®«¥¨¿ ¥ª®²®°»µ ¯°®²¨¢®®²±«®¥·»µ ®¯¥° ¶¨© [38].

�°®±²¥©¸ ¿ ¬®¤¥«¼  °³¦®© ®¡®«®·ª¨ £« §  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ³¯°³£³¾ ¨§®-
²°®¯³¾ ²®ª®±²¥³¾ ±´¥°¨·¥±ª³¾ ®¡®«®·ª³ ¯®±²®¿®© ²®«¹¨» h ¨ ° ¤¨³±  R.
�°®±²¥©¸¨© ¢ °¨ ² ¶¨°ª«¿¦  | ¯¥°¥²¿£¨¢ ¨¥ £« §  ¨²¼¾ (¨«¨ «¥²®©) ¢ ¯«®±-
ª®±²¨ ½ª¢ ²®°  � = 0. �°¨ ½²®¬ ®¡®«®·ª   µ®¤¨²±¿ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¢³²°¨£« §®£®
¤ ¢«¥¨¿ p ¨ ¯®¢¥°µ®±²®£® ¤ ¢«¥¨¿ q ±® ±²®°®» ¶¨°ª«¿¦®© ¨²¨ («¥²»). �
±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨¨, ¤¥©±²¢³¾¹¨µ   £« §  £°³§®ª, ° ±±¬ ²°¨¢ «¨±¼ ®±¥±¨¬¬¥²°¨·-
»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ®¡®«®·ª¨. �·¨²»¢ «®±¼ ¨§¬¥¥¨¥ ¢³²°¨£« §®£® ¤ ¢«¥¨¿ £« § 
p ¯®±«¥ ¶¨°ª«¿¦  ¯® ±° ¢¥¨¾ ±  · «¼»¬ § ·¥¨¥¬ p0:

p = p0 +K
�V2 ��V1

V ��V1
; V =

4

3
�R3: (7:1)

�¤¥±¼ V | · «¼»© ®¡º¥¬ ±²¥ª«®¢¨¤®£® ²¥« , �V2 |³¬¥¼¸¥¨¥ ¥£® §  ±·¥² ¶¨°-
ª«¿¦ , �V1 | ³¬¥¼¸¥¨¥ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ³¤ «¥¨¿ ±³¡°¥²¨ «¼®© ¦¨¤ª®±²¨ (®¡º¥¬
®²±«®©ª¨), K | ¬®¤³«¼ ®¡º¥¬®£® ±¦ ²¨¿ ±²¥ª«®¢¨¤®£® ²¥«  (¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨
® ¥£® ¥±¦¨¬ ¥¬®±²¨ K = 1.) �°¨ ³¤ «¥¨¨ ®² «¥²»  ¯°¿¦¥®¥ ±®±²®¿¨¥
¡¥§¬®¬¥²®,   ¢ ¥¥ ®ª°¥±²®±²¨ ®® ¯°¥¤¯®« £ «®±¼ ¡»±²°®¬¥¿¾¹¨¬±¿. �®¯®«¨-
²¥«¼®¥ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ wª, ¨¬¥¾¹¥¥ µ ° ª²¥° ª° ¥¢®£® ½´´¥ª²  ¨ § ²³µ ¾¹¥¥ ¯°¨
³¤ «¥¨¨ ®² «¥²», ®¯°¥¤¥«¿«®±¼ ¨§ ³° ¢¥¨¿ ª° ¥¢®£® ½´´¥ª² 

�4
d4wª

d�4
� 2�2

d2wª

d�2
+ wª = q�(�); (7:2)

£¤¥

�4 =
h2

12(1 � �2)R2
;  =

pR

4Eh�2
; q� =

qR2

Eh
;

� | ¬ «»© ¯ ° ¬¥²° ²®ª®±²¥®±²¨ ®¡®«®·ª¨.
�·¨²»¢ ¿ ±®®²®¸¥¨¿, ±¢¿§»¢ ¾¹¨¥  ²¿¦¥¨¥ «¥²» N , ¥¥ ³¤«¨¥¨¥ �l, ±°¥¤-

¥¥ ¯® ¸¨°¨¥ «¥²» ¥¥ ¤ ¢«¥¨¥ q±°   £« § ¨ ±°¥¤¨© ¯°®£¨¡ w±° ®¡®«®·ª¨ £« § 
¯®¤ «¥²®©, ¤«¿ ´³ª¶¨¨  £°³§ª¨ ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥¨¥

q�(�) = b�(�)

 
�l

2�
� wª

±° +
a(1� �)

2(1 + a)
Iª � a�V1

4�R2(1 + a)

!
; (7:3)

£¤¥

Iª1 =
Z
1

�0

wª(�) d�; ��l =
�l

2�
� a�V1

4�R2(1 + a)
;

¯°¨·¥¬ �0 µ ° ª²¥°¨§³¥² ¸¨°¨³ ¶¨°ª«¿¦®© «¥²» H = 2R sin �0, ¯ ° ¬¥²° a
³·¨²»¢ ¥² ¦¥±²ª®±²¼ ±²¥ª«®¢¨¤®£® ²¥«  (¤«¿ ¥±¦¨¬ ¥¬®£® ±²¥ª«®¢¨¤®£® ²¥« 
a=(1 + a) = 1), ¯ ° ¬¥²° b ³·¨²»¢ ¥² ¦¥±²ª®±²¼ «¥²»   ° ±²¿¦¥¨¥. � ª¨¬ ®¡° -
§®¬, ¯®«³· ¥²±¿ ¨²¥£°®¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ (7.2) ®²®±¨²¥«¼® ´³ª¶¨¨
wª(�).

�®±«¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ´³ª¶¨¨ wª(�) ¯°¥¤«®¦¥ ¿ ¯°¨¡«¨¦¥ ¿ ¬®¤¥«¼ ¯®§¢®«¿¥²
 ©²¨ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢¥«¨·¨», ¢ ¦»¥ ¯°¨ ¯« ¨°®¢ ¨¨ ®¯¥° ¶¨¨: ¯®¢»¸¥¨¥ ¢³-
²°¨£« §®£® ¤ ¢«¥¨¿, ¨§¬¥¥¨¥ ��� (¯¥°¥¤¥-§ ¤¥© ®±¨) | ®¯²¨·¥±ª®© ¤«¨»
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£« § , ®¶¥¨²¼  ¯°¿¦¥®¥ ±®±²®¿¨¥ ®¡®«®·ª¨ £« §  ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ¶¨°ª«¿¦®©
«¥²» ¨ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¢«¨¿¨¥ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¶¨°ª«¿¦®© «¥²» (¥¥ ¸¨°¨», ¦¥±²ª®-
±²¨,  · «¼®£® ³ª®°®·¥¨¿),   ² ª¦¥ ¢«¨¿¨¥ ±¦¨¬ ¥¬®±²¨ ±²¥ª«®¢¨¤®£® ²¥«   
½²¨ ¢¥«¨·¨».

�±«¨ ¶¨°ª«¿¦  «®¦¥ ³§ª®© «¥²®© ¨«¨ ¨²¼¾ ¨ ¯°¥¥¡°¥·¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¤ -
¢«¥¨¿ ¯® ¸¨°¨¥ «¥²», ²® ³¤ ¥²±¿ ¯®«³·¨²¼ ¯°¨¡«¨¦¥®¥   «¨²¨·¥±ª®¥ °¥¸¥¨¥
§ ¤ ·¨.

�°¨ ¡®«¼¸¨µ ®²±«®©ª µ ¨®£¤  ¶¨°ª«¿¦ ¢»¯®«¿¥²±¿ ¸¨°®ª®© «¥²®©. �®£¤ 
¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥, ·²® °¥¸¥¨¥ ¡»±²°® § ²³µ ¥² ¯°¨ ³¤ «¥¨¨ ®² ¶¨°ª«¿¦®© «¥²»,
¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®¯° ¢¤ »¬, ¨ § ¤ ·  ®  ¯°¿¦¥®-¤¥´®°¬¨°®¢ ®¬ ±®±²®¿¨¨ ®¡®-
«®·ª¨ £« §  °¥¸ « ±¼   ®±®¢¥ ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© ®±¥±¨¬¬¥²°¨·®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨
±´¥°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨,  µ®¤¿¹¥©±¿ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¢³²°¥¥£® ¤ ¢«¥¨¿ p ¨ ¤ ¢«¥-
¨¿ ±® ±²®°®» «¥²» q(�). �¥¸¥¨¥ ±²°®¨«®±¼ ¢ ¢¨¤¥ °¿¤®¢ ¯® ¯®«¨®¬ ¬ �¥¦ ¤° 
Pm(x).

�°®¢¥¤¥» ° ±·¥²» ¤«¿ § ·¥¨© ¯ ° ¬¥²°®¢, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ °¥ «¼»¬ ®¯¥° -
¶¨¿¬. �° ¢¥¨¥ ± °¥§³«¼² ² ¬¨ ° ±·¥²  ¯® ´®°¬³« ¬ ¤«¿ ³§ª®© «¥²» ¯®ª §»¢ ¥²
µ®°®¸¥¥ ±®¢¯ ¤¥¨¥ °¥§³«¼² ²®¢ ¤«¿ «¥²» ¸¨°¨®© 2.5 ¬¬. �«¿ «¥²» ¸¨°¨®©
9 ¬¬ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ (¯°®£¨¡ ¯®¤ «¥²®© ¨ ³¤«¨¥¨¥ ���)   15{18 % ®²«¨· ¾²±¿
®² °¥§³«¼² ²®¢, ¯®«³·¥»µ ¯® ±®®²®¸¥¨¿¬ ¤«¿ ³§ª®© «¥²». �§¬¥¥¨¿ ¢³²°¨-
£« §®£® ¤ ¢«¥¨¿ ®²«¨· ¾²±¿   1{2 %.

�¥®°¨¿ ®¡®«®·¥ª, ¯®±²°®¥ ¿   £¨¯®²¥§ µ �¨°µ£®´  | �¿¢ , ¬®¦¥² ¯°¨¢®¤¨²¼
ª § ¬¥²»¬ ¯®£°¥¸®±²¿¬ ¯°¨ ° ±·¥²¥ ¥ ®·¥¼ ²®ª¨µ ®¡®«®·¥ª,  µ®¤¿¹¨µ±¿ ¯®¤
¤¥©±²¢¨¥¬ ¥¯« ¢»µ  £°³§®ª, ¯°¨·¥¬  ¨¡®«¼¸ ¿ ¯®£°¥¸®±²¼ ¯°¨ ½²®¬ ¢®§¨-
ª ¥² §  ±·¥² ²®£®, ·²® ¯®« £ ¾² ° ¢»¬¨ ³«¾ ¯®¯¥°¥·»¥ ±¤¢¨£¨. � ±¢¿§¨ ± ½²¨¬
¯®«³·¥»¥ °¥§³«¼² ²» ±° ¢¨¢ «¨±¼ ± ° ±·¥² ¬¨ ¯® £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ¥«¨¥©®© ²¥-
®°¨¨ ²¨¯  �¨¬®¸¥ª®. �°¨ ½²®¬ ¥«¨¥© ¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© °¥¸ « ±¼ ¬¥²®¤®¬
¨²¥° ¶¨©. �¥§³«¼² ²» ° ±·¥²®¢ ±° ¢¨¢ «¨±¼ ±® § ·¥¨¿¬¨, ¢»·¨±«¥»¬¨ ¯® «¨-
¥©»¬ ³° ¢¥¨¿¬. �«¿ ³§ª®© «¥²» (¸¨°¨®© 2.5 ¬¬) ¢¥«¨·¨» ¬ ª±¨¬ «¼®£®
¯°®£¨¡  ¨ ¨§¬¥¥¨¿ ��� ¯®·²¨ ¥ ° §«¨· ¾²±¿, ®¤ ª® ¥±ª®«¼ª® ¡®«¼¸¥ ¨§¬¥-
¿¥²±¿ ´®°¬  ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¨ ®¡º¥¬ ¤¥´®°¬¨°®¢ ®© ®¡®«®·ª¨. � ¨²®£¥ § ·¥¨¥
¢³²°¨£« §®£® ¤ ¢«¥¨¿   8{10 % ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¢¥«¨·¨ , ¯®«³·¥ ¿ ¯°¨ °¥¸¥¨¨
«¨¥©»µ ³° ¢¥¨©. �«¿ ¸¨°®ª®© «¥²» (¸¨°¨®© 9 ¬¬) ¨§¬¥¥¨¥ ���, ¢»·¨-
±«¥®¥ ¯® ¥«¨¥©»¬ ³° ¢¥¨¿¬, ®ª §»¢ ¥²±¿   6{10 % ¬¥¼¸¥, ·¥¬ § ·¥¨¥,
®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ¯® «¨¥©»¬ ³° ¢¥¨¿¬, ® ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ±«³· ¥ ³§ª®© «¥²», ¨§-
¬¥¥¨¿ ´®°¬» ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¨ ®¡º¥¬  ¤¥´®°¬¨°®¢ ®© ®¡®«®·ª¨ ¯°¨¢®¤¿² ª ¡®«¥¥
¢»±®ª®¬³ (  7{12 %) § ·¥¨¾ ¢³²°¨£« §®£® ¤ ¢«¥¨¿.

� ±¢¿§¨ ± ¡®«¼¸®© ®²®±¨²¥«¼®© ²®«¹¨®© ±ª«¥° «¼®© ®¡®«®·ª¨ (� 0:1) ¡»«
¯°®¢¥¤¥ ° ±·¥²  ¯°¿¦¥® - ¤¥´®°¬¨°®¢ ®£® ±®±²®¿¨¿ £« §    ®±®¢¥ ³° ¢-
¥¨© ²°¥µ¬¥°®© ²¥®°¨¨ ³¯°³£®±²¨. �° ¢¥¨¿ ¢§¿²» ¢ ´®°¬¥, ¯°¥¤«®¦¥®© �.�.
� ¯ª®¢¨·¥¬. �¯°¥¤¥«¥» ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿ ±´¥°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ ¨ ¬ ª±¨¬ «¼»¥ § -
·¥¨¿  ¯°¿¦¥¨©.

�°®¢¥¤¥® ¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ¨§¬¥¥¨¿ ª®½´´¨¶¨¥²  °¨£¨¤®±²¨ £« §  (¢ ®´² «¼-
¬®«®£¨·¥±ª®© «¨²¥° ²³°¥ ª®½´´¨¶¨¥²®¬ °¨£¨¤®±²¨ £« §   §»¢ ¾² ±®®²®¸¥-
¨¥ ¬¥¦¤³ ¨§¬¥¥¨¥¬ ��� ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ¥¬³ ¨§¬¥¥¨¥¬ ®¡º¥¬  £« §®£®
¿¡«®ª ) ¯®±«¥ ¶¨°ª«¿¦  [39].

� ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼, ®¤®© ¨§ ´®°¬ ¯®±«¥®¯¥° ¶¨®®£® ®±«®¦¥¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼
±¬®°¹¨¢ ¨¥ ³· ±²ª®¢ ±ª«¥°»,  °³¸ ¾¹¥¥ ª°®¢®®¡° ¹¥¨¥, ¯°¨¢®¤¿¹¥¥ ª ®²¥-
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ª ¬. � ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ § ¤ ·  ® «®ª «¼®© ³±²®©·¨¢®±²¨ £« §  ¯°¨
 «®¦¥¨¨ ¶¨°ª«¿¦®£® ¸¢  [38,40]. � ®ª°¥±²®±²¨ «¨¨¨, ¯® ª®²®°®© ¯°®µ®¤¨²
¶¨°ª«¿¦ ¿ «¥² , ®¡®«®·ª  £« §  ¬®¤¥«¨°³¥²±¿ ²®ª®© ±´¥°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª®©,  
¶¨°ª«¿¦ |  «®¦¥¨¥¬   ¡¥§¬®¬¥²®¥ ±®±²®¿¨¥ ®¡®«®·ª¨ ª° ¥¢®©  £°³§ª¨ ¯®
½ª¢ ²®°³. �±¥±¨¬¬¥²°¨·»© ¯°®£¨¡ ®¡®«®·ª¨ £« § , ¢»§¢ »© ¤ ¢«¥¨¥¬ «¥²»,
®¯°¥¤¥«¿¥²±¿, ¨§ ³° ¢¥¨¿ ª° ¥¢®£® ½´´¥ª²  (7.2). � ¤ «¥¥ ¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ±¬¥¦-
®© ¥®±¥±¨¬¬¥²°¨·®© ´®°¬» ° ¢®¢¥±¨¿ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© ¯®«®£¨µ
®¡®«®·¥ª �®¥«« . �«¿ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¬¥²®¤  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® ¨-
²¥£°¨°®¢ ¨¿. �¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª°¨²¨·¥±ª®¥ ³ª®°®·¥¨¥ ¨²¨ ¨«¨ «¥²», ¯°¨¢®¤¿¹¥¥
ª ¥®±¥±¨¬¬¥²°¨·»¬ ¯°®£¨¡ ¬.

�±±«¥¤®¢ ¨¥   ³±²®©·¨¢®±²¼ ¯®ª §»¢ ¥², ·²®, ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ¤«¿ ¶¨°ª«¿¦  ®¯ -
±® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¥° ±²¿¦¨¬»¥ ¨²¨. �®«¥¥ ¶¥«¥±®®¡° §® ¯°¨¬¥¿²¼ ±¨«¨ª®®¢»¥
«¥²» ¨«¨ ¦£³²».

� ±±¬ ²°¨¢ « ±¼ ² ª¦¥ § ¤ ·  ® ¯«®¬¡¨°®¢ ¨¨ £« § , ª ª § ¤ ·  ª®² ª²®£®
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ®¤®°®¤®© ³¯°³£®© ®¡®«®·ª¨ ± ¦¥±²ª¨¬ ª®«¼¶®¬. � ©¤¥  ´³ª-
¶¨¿ �°¨ . �° ¥¢ ¿ § ¤ · , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¨²¥£° «¼®¬³ ³° ¢¥¨¾ ª®² ª² ,
±¢¥¤¥  ª ±¨±²¥¬¥  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨©, ¯°¨ ·¨±«¥®¬ °¥¸¥¨¨ ª®²®°®© ¨±-
¯®«¼§³¾²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ±®¡±²¢¥»µ ´³ª¶¨© ³° ¢¥¨© ±´¥°¨-
·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ | ´³ª¶¨© �¥¦ ¤° . �®«³·¥® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ª®² ª²»µ  -
¯°¿¦¥¨©, ° ±±·¨² »  ¯°¿¦¥¨¿ ¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ®¡®«®·ª¨ £« § .

7.3. �®¤¥«¨ °¥¸¥²· ²®© ¯« ±²¨», ±¢¿§ »¥ ± £« ³ª®¬®©.

�§¢¥±²®, ·²® ¯°¨ ¯®¢»¸¥¨¨ ��� ² ª¨¥ ¿¢«¥¨¿, ª ª ®²¥·®±²¼ §°¨²¥«¼®-
¥°¢»µ  ª±®®¢, ¨µ ¤¥§®°£ ¨§ ¶¨¿, ®±² ®¢ª   ª±®¯« §¬ ²¨·¥±ª®£® ²®ª  ¨ ¤°.,
¢¥¤³¹¨¥ §  ±®¡®©  ²°®´¨¾ (° §°³¸¥¨¥) §°¨²¥«¼®£® ¥°¢  ¨ ¯°¨¢®¤¿¹¨¥ ª ¤¥-
´¥ª² ¬ ¯®«¿ §°¥¨¿, ¯°®¨±µ®¤¿² ¢ ®¡« ±²¨ °¥¸¥²· ²®© ¯« ±²¨ª¨. �¥¸¥²· ²®©
¯« ±²¨ª®© (��)  §»¢ ¥²±¿ ³· ±²®ª ±ª«¥°» (¥¤ «¥ª® ®² § ¤¥£® ¯®«¾±  £« § ).
�¯«®¸®£® ¤¥´¥ª²  ±ª«¥°» ¢ ½²®¬ ¬¥±²¥ ¥², ¨¬¥¾²±¿ ¥¥ ¨±²®·¥¨¿ ¨ ¬®¦¥±²¢®
¬¥«ª¨µ ®²¢¥°±²¨© (·¥°¥§ ª®²®°»¥ ¨ ¯°®µ®¤¿² ¯³·ª¨ §°¨²¥«¼®£® ¥°¢ ).

� ª ®²¬¥· ¾² ®´² «¼¬®«®£¨, ¯¥°¢»¥ ¯°¨§ ª¨ £« ³ª®¬ ²®§®© ½ª±ª ¢ ¶¨¨ (¯°®-
£¨¡ ) ¤¨±ª  §°¨²¥«¼®£® ¥°¢ , ª ª ¯° ¢¨«®, ¯®¿¢«¿¾²±¿ ° ¼¸¥ ¤¥´¥ª²®¢ ¢ ¯®«¥
§°¥¨¿. �°®£°¥±±¨°®¢ ¨¥ ½ª±ª ¢ ¶¨¨ | ¥¥ ° §¬¥°®¢, £«³¡¨», ¨§¬¥¥¨¥ ª®´¨-
£³° ¶¨¨ | ² ª¦¥ ¥°¥¤ª® ¯°¥¤¸¥±²¢³¥² ³¢¥«¨·¥¨¾ ¢»¿¢«¥»µ ° ¥¥ ¤¥´¥ª²®¢
¯®«¿ §°¥¨¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬,  · «¼»¥ ¨§¬¥¥¨¿ ¤¨±ª  §°¨²¥«¼®£® ¥°¢  ¨¬¥¾²
±³¹¥±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ ¤«¿ ¤¨ £®±²¨ª¨ £« ³ª®¬»,   ¨µ ¤¨ ¬¨ª  ¢ ¦  ¤«¿ ®¶¥ª¨
½´´¥ª²¨¢®±²¨ ¯°®¢®¤¨¬®© ²¥° ¯¨¨. �±¥ ½²® ¤¥« ¥² ¢ ¦»¬ ¨§³·¥¨¥  ¯°¿¦¥®-
¤¥´®°¬¨°®¢ ®£® ±®±²®¿¨¿ °¥¸¥²· ²®© ¯« ±²¨ª¨ £« §  ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ���, ¨§³-
·¥¨¥ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»µ ®±®¡¥®±²¥© ±²°®¥¨¿ °¥¸¥²· ²»µ ¯« ±²¨, ª®²®°»¥ ¬®£³²
³¢¥«¨·¨²¼ ¯°¥¤° ±¯®«®¦¥®±²¼ ª £« ³ª®¬ ²®§»¬ ¯®¢°¥¦¤¥¨¿¬. � °¿¤¥ ° ¡®²
¤¥´®°¬ ¶¨¿ °¥¸¥²· ²®© ¯« ±²¨ª¨ £« §  ¨§³· « ±¼   ®±®¢¥ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»µ
¤ »µ ¨ ª«¨¨·¥±ª¨µ  ¡«¾¤¥¨©. �°¥¤±² ¢«¿¥² ² ª¦¥ ¨²¥°¥± ¯®±²°®¥¨¥ ¬ ²¥-
¬ ²¨·¥±ª¨µ ¬®¤¥«¥©, ®¯¨±»¢ ¾¹¨µ  ¤¥ª¢ ²® ¯®¢¥¤¥¨¥ °¥¸¥²· ²®© ¯« ±²¨ª¨ ¯°¨
¨§¬¥¥¨¨ ���.

�¥¸¥²· ² ¿ ¯« ±²¨ª  ¢ 5{6 ° § ²®¼¸¥ ±ª«¥°», ¨ ®±« ¡«¥  ¬®¦¥±²¢®¬ ®²¢¥°-
±²¨©. � ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ³¤®¡® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ °¥¸¥²· ²³¾ ¯« ±²¨³ ª ª ª°³£«³¾ ¨«¨
¡«¨§ª³¾ ª ª°³£«®© ¯« ±²¨³ ± ¦¥±²ª® § ¤¥« »¬ ª° ¥¬. �°®¬¥ ²®£®, ¤«¿ ¨§®-
²°®¯®© ¯« ±²¨ª¨ ¯°®¢¥¤¥® ±° ¢¥¨¥ °¥¸¥¨© § ¤ ·¨ ® ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ±®±² ¢®©
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®¡®«®·ª¨ (±ª«¥°» ¨ °¥¸¥²· ²®© ¯« ±²¨ª¨) ¨ ®²¤¥«¼® § ¤ ·¨ ® ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¯« -
±²¨ª¨ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ®°¬ «¼®£® ¤ ¢«¥¨¿ [41].

� ±·¥²» ¯®ª § «¨, ·²® ª ª ¨ ®²¬¥· ¥²±¿ ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥² µ ®´² «¼¬®«®£®¢, ¤¨ -
¬¥²° ±ª«¥° «¼®£® ª®«¼¶  ¬¥¿¥²±¿ ¬ «® ¨ ¯°®£¨¡» ¯« ±²¨ª¨, ¯®«³·¥»¥ ¯°¨
° ±±¬®²°¥¨¨ ±®±² ¢®© ®¡®«®·ª¨ ¨ ¦¥±²ª® § ¹¥¬«¥®© ¯« ±²¨ª¨ ®²«¨· ¾²±¿
¬¥¼¸¥, ·¥¬   1 %. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤¥´®°¬ ¶¨¾ °¥¸¥²· ²®© ¯« ±²¨ª¨ ¬®¦®
¨§³· ²¼ ®²¤¥«¼® ®² ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ±ª«¥° «¼®© ®¡®«®·ª¨, ·²® ®¡«¥£· ¥² ³·¥² ®±®¡¥-
®±²¥© ±²°®¥¨¿ �� | ¥¥  ¨§®²°®¯¨¾ ¨ ¥®¤®°®¤®±²¼.

�°¨ ° ±·¥² µ  ¯°¿¦¥®-¤¥´®°¬¨°®¢ ®£® ±®±²®¿¨¿ ¯¥°´®°¨°®¢ »µ ¯« -
±²¨ ®¡»·® ¯®±«¥¤¨¥ § ¬¥¿¾² ¥ª®²®°»¬¨ ±¯«®¸»¬¨ ¯« ±²¨ ¬¨ ± ¯°¨¢¥¤¥-
»¬¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨. �¬¥¾¹¨¥±¿ ¢ «¨²¥° ²³°¥ ¤ »¥ ® ±°¥¤¥© £«³¡¨¥ ½ª±ª ¢ ¶¨¨
¤¨±ª  §°¨²¥«¼®£® ¥°¢  ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ »µ § ·¥¨¿µ ���, ¯®§¢®«¿¾² ®¶¥¨²¼
¯°¨¢¥¤¥»© ¬®¤³«¼ ³¯°³£®±²¨ °¥¸¥²· ²®© ¯« ±²¨».

�� ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª ²° ±¢¥°± «¼® ¨§®²°®¯ ¿ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¥®¤®°®¤-
 ¿ ª°³£« ¿ ¯« ±²¨ª  [38,42]. � ª ®²¬¥· ¥²±¿ ®´² «¼¬®«®£ ¬¨, ³ ¯®¤ ¢«¿¾¹¥£®
¡®«¼¸¨±²¢  «¾¤¥© �� ¨¬¥¾² ¥° ¢®¬¥°³¾ ¯® ° ¤¨³±³ ¨ ¯® ³£«³ ¬¥µ ¨·¥±ª³¾
±²°³ª²³°³, ®±®¡¥®±²¨ ª®²®°®© ¬®¦¥² ¯¥°¥¤ ²¼ ¬®¤³«¼ ³¯°³£®±²¨ ¢¨¤ 

E(r; �) = E1(r) + E2(r) cos 2�; (7:4)

£¤¥ E1; E2 | ³¡»¢ ¾¹¨¥ ´³ª¶¨¨ ° ¤¨ «¼®© ª®®°¤¨ ²».
� ¤ ·  ® ¯°®£¨¡¥ ²° ±¢¥°± «¼®-¨§®²°®¯»µ ¥®¤®°®¤»µ (¯® ° ¤¨³±³ ¨ ¯®

³£«³) ª°³£«»µ ¯« ±²¨ °¥¸ « ±¼ ¢ ° ¬ª µ «¨¥©®© ¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ¥«¨¥©®©
®¡¹¥© ³²®·¥®© ²¥®°¨¨ �.�. �¬¡ °¶³¬¿ ,   ² ª¦¥ ¯® ®¢®© ³²®·¥®© ²¥®°¨¨,
¯°¥¤«®¦¥®© �.�.�®¤¨®®¢®©, �.�.�¨² ¥¢»¬ ¨ �.�.�¥°»µ®¬. �°®¢¥¤¥® ±° ¢-
¥¨¥ °¥¸¥¨©, ¯®«³·¥»µ ¯® ° §»¬ ²¥®°¨¿¬. �¢¨¤³ ®²±³²±²¢¨¿ ²®·»µ ¤ -
»µ ® ¬¥µ ¨·¥±ª¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª µ °¥¸¥²· ²®© ¯« ±²¨» (¨¬¥¾²±¿ ½ª±¯¥°¨¬¥-
² «¼»¥ ¤ »¥ ® ´®°¬¥ ¨ ¢¥«¨·¨¥ ¯°®£¨¡®¢ °¥¸¥²· ²»µ ¯« ±²¨ ¯°¨ ° §«¨·»µ
���), ¨§³· «®±¼ ¢«¨¿¨¥ ° §«¨·»µ ¬¥µ ¨·¥±ª¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ (±®®²®¸¥¨¥ ¬®¤³-
«¥© ³¯°³£®±²¨ ¢ ² £¥¶¨ «¼®¬ ¨ ®°¬ «¼®¬  ¯° ¢«¥¨¨, ¬®¤³«¥© ³¯°³£®±²¨ ¢
² £¥¶¨ «¼®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ¨ ¬®¤³«¿ ±¤¢¨£ )   ´®°¬³ ¤¥´®°¬¨°®¢ ¨¿ ª°³£«»µ
¯« ±²¨. �§³· «®±¼ ² ª¦¥ ¢«¨¿¨¥ ±²¥¯¥¨ ¥®¤®°®¤®±²¨ (¯® ³£«³ ¨ ¯® ° ¤¨³±³)
  ¢¥«¨·¨³ ¯°®£¨¡  ¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¾ ±¤¢¨£ .

�±«¨ ³¢¥«¨·¥¨¥ ¯«®²®±²¨ ¯®° (®²¢¥°±²¨©) ¥§ ·¨²¥«¼®, ²® ¬®¦® ¯°¨¿²¼

E1(r) = E(1� "1r + "2 cos 2�)); (7:5)

£¤¥ "1; "2 | ¬ «»¥ ¯ ° ¬¥²°». � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬¥²®¤®¬ ¢®§¬³¹¥¨© ¢ ° ¬ª µ «¨¥©-
®© ®¡¹¥© ³²®·¥®© ²¥®°¨¨ �.�.�¬¡ °¶³¬¿  ¯®«³·¥»  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ±®®²-
®¸¥¨¿ ¤«¿ ¯°®£¨¡  ¨ ¤¥´®°¬ ¶¨© ±¤¢¨£  ��.

�® ¤ »¬ ®´² «¼¬®«®£®¢ ¢ �� ¢¥°²¨ª «¼»© ¤¨ ¬¥²° · ±²® ±«¥£ª  ¡®«¼¸¥ £®°¨-
§®² «¼®£®. � ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ¨§³· «®±¼ ² ª¦¥ ¢«¨¿¨¥ ®²ª«®¥¨© ´®°¬» ¯« ±²¨ª¨
®² ª°³£®¢®©   ¯°®£¨¡ ¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ±¤¢¨£ . �° ¨¶  ² ª®© �� ®¯¨±»¢ « ±¼ ±®-
®²®¸¥¨¥¬ rg = 1 � "3 cos 2�; £¤¥ "3 | ¬ «»© ¯ ° ¬¥²°, ª®²®°»© ¯® ¨¬¥¾¹¨¬±¿
¤ »¬ ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² 0.2.

� ±·¥²» ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ��, ¯°®¢¥¤¥»¥   ®±®¢¥ ¯°®±²¥©¸¨µ ¬®¤¥«¥© ®¤®±«®©-
»µ ¯« ±²¨, ¥ ¯®§¢®«¿¾² ®¡º¿±¨²¼ ²®² ´ ª², ·²®  ²°®´¨¿ §°¨²¥«¼®£® ¥°¢ 
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¯°¨ ¯®¢»¸¥¨¨ ¤ ¢«¥¨¿ ¢®§¨ª ¥² ¯® ¤ »¬ ®´² «¼¬®«®£®¢ ¨¬¥®   " °³¦-
®¬ ±«®¥", ¯°¨ ¢»µ®¤¥ ¨§ ®¡®«®·ª¨ £« § . �® ®¯¨± ¨¿¬ ¥ª®²®°»µ ®´² «¼¬®«®£®¢
�� ±®±²®¨² ¨§ ¥±ª®«¼ª¨µ ¯ ° ««¥«¼® ° ±¯®«®¦¥»µ ±«®¥¢ ±®¥¤¨¨²¥«¼®© ²ª ¨,
ª®«¨·¥±²¢® ª®²®°»µ ¨¤¨¢¨¤³ «¼® ¢ °¼¨°³¥². �¨±²» ¨¬¥¾² ®²¢¥°±²¨¿ ª°³£«®©
´®°¬» ¨ ®²¢¥°±²¨¿ ¢ ° §«¨·»µ «¨±² µ ±®¢¯ ¤ ¾², ®¡° §³¿ ª  «», ¯® ª®²®°»¬
¯°®µ®¤¿² ¥°¢»¥ ¢®«®ª . �°¨ ½²®¬ ¨§¢¥±²®, ·²® ¯®±«¥¤¨© "§ ¤¨©" «¨±² ¿¢«¿-
¥²±¿ ¡®«¥¥ ¯«®²»¬ ¨ ¬ ±±¨¢»¬, ·¥¬ ®±² «¼»¥.

� ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ° ±±¬ ²°¨¢ «¨±¼ ¡®«¼¸¨¥ ®±¥±¨¬¬¥²°¨·»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¬®£®-
±«®©®© ¡¥§¬®¬¥²®© ®¡®«®·ª¨ ¢° ¹¥¨¿ ¢ ´®°¬¥ ª³¯®« . � ±±²®¿¨¥¬ ¬¥¦¤³ ±«®-
¿¬¨ ¯°¥¥¡°¥£ «¨. �°¥¤¯®« £ «®±¼, ·²® ±«®¨ ¬®£³² ¯°®±ª «¼§»¢ ²¼ ¤°³£ ¯® ¤°³£³.
� ¯°¿¦¥¨¿ ª ± ²¥«¼®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ±«®¥¢ ®¡®«®·ª¨ ¯°¨¨¬ «¨±¼ ¢ ¢¨¤¥

qk1 = �k(s
k+1
0 � sk0)(r � r�): (7:6)

�  ª° ¾ ¯« ±²¨» ¯°¨¨¬ «¨±¼ ³±«®¢¨¿ ³¯°³£®© § ¤¥«ª¨ ±«®¥¢

T k
1 = ck(s� sk0) ¯°¨ r = r�; (7:7)

£¤¥ s| ¤«¨  ¤³£¨, ®²±·¨²»¢ ¥¬ ¿ ®² ¢¥°¸¨» ª³¯®« , ´³ª¶¨¨ sk0(s); k = 1; : : : ; n,
| ¤³£®¢»¥ ª®®°¤¨ ²» ²®·ª¨ s k-£® ±«®¿ ¤® ¤¥´®°¬ ¶¨¨, n | ·¨±«® ±«®¥¢, T k

1

| ¬¥°¨¤¨® «¼®¥ ³±¨«¨¥ ¢ k-¬ ±«®¥ ®¡®«®·ª¨, ®²¥±¥®¥ ª ¥¤¨¨¶¥ ¤«¨» ¯®±«¥
¤¥´®°¬ ¶¨¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, § ¤ ·  ±¢®¤¨²±¿ ª ±¨±²¥¬¥ 2n+ 2 ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ
³° ¢¥¨© ®²®±¨²¥«¼® ¥¨§¢¥±²»µ T k

1 (s), s
k
0(s), '(s), r(s), £¤¥ r, ' | ° ±±²®¿¨¥

¤® ®±¨ ¢° ¹¥¨¿ ¨ ³£®« ¬¥¦¤³ ®°¬ «¼¾ ª ®¡®«®·ª¥ ¨ ®±¼¾ ¢° ¹¥¨¿ ±®®²¢¥²-
±²¢¥®. � ±·¥²» ¯°®¢®¤¨«¨±¼ ¤«¿ ²°¥µ- ¨ ·¥²»°¥µ±«®©»µ ¯« ±²¨ ¯°¨ ° §«¨·»µ
¯ ° ¬¥²° µ ck ¨ �k. � ¸¨°®ª®¬ ¤¨ ¯ §®¥ ¨§¬¥¥¨¿ ½²¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯°¨ ³·¥²¥
®±®¡¥®±²¥© ±²°®¥¨¿ °¥¸¥²· ²®© ¯« ±²¨ª¨ (¯®±«¥¤¨© " °³¦»©" ±«®© ¿¢«¿-
¥²±¿ "¡®«¥¥ ¯«®²»¬ ¨ ¬ ±±¨¢»¬",   ² ª¦¥ ¡®«¥¥ ¦¥±²ª¨¬) ¯®«³· ¥²±¿, ·²®  ¨¡®-
«¥¥ ±¨«¼»¥ ®²®±¨²¥«¼»¥ ±¬¥¹¥¨¿ ¯°®¨±µ®¤¿²   ³°®¢¥ ¯®±«¥¤¥£® ±«®¿, ¯°¨·¥¬
½²¨ ±¬¥¹¥¨¿ ³¢¥«¨·¨¢ ¾²±¿ ª ª° ¾ ¯« ±²¨».

7.4. �®¤¥«¨ ®²±«®¥¨¿ ±®±³¤¨±²®© ®¡®«®·ª¨. �®±«¥ ®¯¥° ¶¨©, ±®¯°®¢®-
¦¤ ¾¹¨µ±¿ ¢±ª°»²¨¥¬ £« §®£® ¿¡«®ª , ¨®£¤  ¢®§¨ª ¾² ®±«®¦¥¨¿, ±¢¿§ »¥
± ®²±«®¥¨¥¬ ±°¥¤¥© (±®±³¤¨±²®©) ®¡®«®·ª¨ £« § . � ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ° ±±¬ ²°¨¢ -
« ±¼ ¬¥µ ¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼ ° §¢¨²¨¿ ®²±«®©ª¨ ±®±³¤¨±²®© ®¡®«®·ª¨, ª®²®°³¾ ¬®¦®
¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ®¤³ ¨§ ´®°¬ ° §°³¸¥¨¿ | ¢ ¢¨¤¥ ¬ ª°®²°¥¹¨», ° ±¯°®±²° -
¿¾¹¥©±¿ ¯® ¯®¢¥°µ®±²¨ ° §¤¥« , ². ¥. ²°¥¹¨» ° ±±«®¥¨¿ [38,43] � · ±²®±²¨, ¢
§® µ ±¦ ²¨¿ ¬®¦¥² ¯°®¨§®©²¨ ®²±«®¥¨¥, ¯°¨·¨®© ª®²®°®£® ¿¢«¿¥²±¿ ¬¥±² ¿ ¯®-
²¥°¿ ³±²®©·¨¢®±²¨. �±¯®«¼§³¿ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨© ª°¨²¥°¨© �°¨´´¨²± , ¯®« £ ¥¬, ·²®
¨¦¿¿ £° ¨¶  ®¯ ±®£®  ¯°¿¦¥¨¿ ®²±« ¨¢ ¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨§ ±®®²®¸¥¨¿

U1 = U2 +W; (7:8)

£¤¥ U1 |³¯°³£ ¿ ½¥°£¨¿ ±¦ ²¨¿,  ª®¯«¥ ¿ ¢ ±«®¥ ²®«¹¨®© h0 ¯¥°¥¤ ¢»¹¥«-
ª¨¢ ¨¥¬, U2 | ½¥°£¨¿ ½²®£® ±«®¿ ¯®±«¥ ¯®±«¥ ¢»¹¥«ª¨¢ ¨¿, ½¥°£¨¿ ¨§£¨¡ ,
W = 2S | ° ¡®²  ° §°³¸¥¨¿ (S | ¯«®¹ ¤¼ ¯®¢¥°µ®±²¨ ®²°»¢ ,    | ³¤¥«¼ ¿
° ¡®²  ° §°³¸¥¨¿). �°¥¤¯®« £ «®±¼, ·²® ®¡®«®·ª   µ®¤¨²±¿ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¢¥¸-
¥£® ¤ ¢«¥¨¿ ¨ ·²® ¯°¨ «®ª «¼®© ¯®²¥°¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±´¥°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ ¯®¤
¤¥©±²¢¨¥¬ ° ¢®¬¥°®£® ¢¥¸¥£® ¤ ¢«¥¨¿ ®¡° §³¥²±¿ ®¤  ¢¬¿²¨ , ¨   ¯¥°¢®©
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±² ¤¨¨ ° §¢¨²¨¿ ¢¬¿²¨», ¢¯«®²¼ ¤® ° ±±«®¥¨¿, ¯®¢¥¤¥¨¥ ³¯°³£®© ±´¥°» ¬®¦¥²
¡»²¼ ®¯¨± ® ²¥®°¨¥© ¯®«®£¨µ ®¡®«®·¥ª. �® ½¥°£¥²¨·¥±ª®¬³ ª°¨²¥°¨¾ (7.8) ®¶¥-
¨¢ «®±¼ ±¦¨¬ ¾¹¨¥  ¯°¿¦¥¨¿ ¢ ®¡®«®·ª¥ £« § , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®²±«®¥¨¾
±«®¿ ²®«¹¨®© h0. �ª § «®±¼, ·²® ¬¨¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥ �ª° ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¯°¨ ²®«-
¹¨¥, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ±°¥¤¥© ²®«¹¨¥ ±®±³¤¨±²®© ®¡®«®·ª¨ ¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬,
½²®² ±«®© ¿¢«¿¥²±¿  ¨¡®«¥¥ ±ª«®»¬ ª ®²¹¥¯«¥¨¾. �°¨²¨·¥±ª®¥ § ·¥¨¥  -
¯°¿¦¥¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ½²®¬³ ±«®¾ ±«¥¤³¥², ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª
¨¦¾¾ £° ¨¶³ ®¯ ±®£®  ¯°¿¦¥¨¿, ¢»§»¢ ¾¹¥£® ° ±±«®¥¨¥. �²  ¢¥«¨·¨ 
®ª § « ±¼ § ·¨²¥«¼® ¬¥¼¸¥ ¯°¥¤¥«¼»µ ° §°³¸ ¾¹¨µ  ¯°¿¦¥¨© ¤«¿ ±ª«¥°».
�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°¨ ³¤ °¥ ¢ ®¡« ±²¼ £« § , ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ¡®«¥¥ ¢¥°®¿²¥ ¥ ° §°»¢
±ª«¥°»,   ®²±«®©ª  ±®±³¤¨±²®© ®¡®«®·ª¨ ± ¯®±«¥¤³¾¹¨¬ ° §°»¢®¬ ±¥²· ²ª¨ ¨«¨
±®±³¤¨±²®© ®¡®«®·ª¨.

� ±±¬ ²°¨¢ « ±¼ ² ª¦¥ ³¯°®¹¥ ¿ ¬®¤¥«¼ °®±²  ¨¬¥¾¹¥©±¿ ²°¥¹¨» | ³¯°³-
£ ¿ ±² ²¨·¥±ª ¿ § ¤ ·  ®²±«®¥¨¿ ®² ¯®«³¯°®±²° ±²¢  ²®ª®© ¡ «ª¨ ¨«¨ ²®ª®©
¯« ±²¨ª¨ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¢³²°¥¥£® ¤ ¢«¥¨¿ (²®«±²®© ±ª«¥°») [38].

� ª«¨¨·¥±ª¨µ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿µ  ¡«¾¤ ¾²±¿ ° §«¨·»¥ (¥ ²®«¼ª® ±¨¬¬¥²°¨·»¥)
´®°¬» ®²±«®¥¨¿, ·²® ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¡³±«®¢«¥® ° §«¨·»¬¨ ´ ª²®° ¬¨. � ±¢¿§¨ ±
½²¨¬ ° ±±¬®²°¥  § ¤ ·  ® ¯®²¥°¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±´¥°¨·¥±ª®© ®¡®«®·ª¨ ¯®¤ ¤¥©-
±²¢¨¥¬ ±®±°¥¤®²®·¥®© ±¨«» ¨ ¢³²°¥¥£® ¤ ¢«¥¨¿ [44].

�«¿ ½²®£® ± · «  ± ¯®¬®¹¼¾  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ ¨ ·¨±«¥»µ ¬¥²®¤®¢ ®¯°¥¤¥-
«¿«¨±¼ ¡®«¼¸¨¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ¯°¨«®¦¥¨¿ ±®±°¥¤®²®·¥®© ±¨«» ¨
¤ «¥¥ ®¯°¥¤¥«¿« ±¼ ²®·ª  ¡¨´³°ª ¶¨¿ ®±¥±¨¬¬¥²°¨·®£® ° ¢®¢¥±¨¿ ±´¥°¨·¥±ª®©
®¡®«®·ª¨. �¯°¥¤¥«¿«®±¼ ¢«¨¿¨¥ ¢³²°¥¥£® ¤ ¢«¥¨¿   ¢¥«¨·¨³ ¨ ´®°¬³ ¯®-
²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨.

� ±«³· ¥, ª®£¤  ¢³²°¥¥¥ ¤ ¢«¥¨¥ ° ¢® ³«¾,  ¨¬¥¼¸¥¬³ ¯ ° ¬¥²°³ ±®-
±°¥¤®²®·¥®© ±¨«» ±®®²¢¥²±²¢³¥² ²°¨ ¢®«». �±²¥±²¢¥®, ª°¨²¨·¥±ª®¥ § ·¥¨¥
±®±°¥¤®²®·¥®© ±¨«» ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ ± °®±²®¬ ¢³²°¥¥£® ¤ ¢«¥¨¿. �® ¯°¨ ¬ -
«»µ § ·¥¨¿µ ¢³²°¥¥£® ¤ ¢«¥¨¿ ´®°¬  ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¥ ¬¥¿¥²±¿. �°¨

§ ·¥¨¨ p ¢³²°¥¥£® ¤ ¢«¥¨¿ p > 3:56Eh2=(R2
q
12(1 � �2)) ¯°®¨±µ®¤¨² ¯®²¥°¿

³±²®©·¨¢®±²¨ ± ·¥²»°¼¬¿ ¢®« ¬¨ ¢ ®ª°³¦®¬  ¯° ¢«¥¨¨. �²¥°¥±® ®²¬¥²¨²¼,
·²® ¯°¨ ° §»µ § ·¥¨¿µ ¢³²°¥¥£® ¤ ¢«¥¨¿ ° §¬¥°» §®» ¡®«¼¸¨µ ¤¥´®°¬ -
¶¨© ®ª §»¢ ¾²±¿ ° ¢»¬¨.

7.5. �¡ ®¯¥° ¶¨¿µ   °®£®¢¨¶¥ £« § . �  · «  90-µ £®¤®¢ XX ±²®«¥²¨¿ ° ±-
¯°®±²° ¥»¬¨ °¥´° ª¶¨®»¬¨ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ¯® ¯®¢®¤³ ¬¨®¯¨¨ ¨ ¬¨®¯¨·¥±ª®£®
 ±²¨£¬ ²¨§¬  ±² «¨ ®¯¥° ¶¨¨ ����� ¨ ���, § ª«¾· ¾¹¨¥±¿ ¢ ±°¥§ ¨¨ ®¯°¥¤¥-
«¥®£® ±«®¿ °®£®¢¨¶» £« § . �°¨ ½²®¬ ®¤¨¬ ¨§ ¢ ¦¥©¸¨µ ¢®¯°®±®¢ ®±² ¥²±¿ ¨§³-
·¥¨¥ ¨§¬¥¥¨¿ ¡¨®¬¥µ ¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ °®£®¢®© ®¡®«®·ª¨ ¯®±«¥ ¢»¸¥³ª § »µ
°¥´° ª¶¨®»µ ®¯¥° ¶¨©. � ±¢¿½¨ ± ½²¨¬   ®±®¢¥ «¨¥©®© ²¥®°¨¨ ¨§®²°®¯»µ
±´¥°¨·¥±ª¨µ ®¡®«®·¥ª ±¤¥«   ®¶¥ª  ¨§¬¥¥¨¿ ª®½´´¨¶¨¥²  § ¯ ±  ¯°®·®±²¨
°®£®¢¨¶» ¯®±«¥ ¨§¬¥¥¨¿ ²®«¹¨» °®£®¢¨¶» [45].

| o | O | o |

�¥§³«¼² ²» ¨±±«¥¤®¢ ¨© ¯® ¬¥µ ¨ª¥ ²®ª®±²¥»µ ª®±²°³ª¶¨© ¡»«¨ ®²¬¥-
·¥» I ¯°¥¬¨¥© �¥¨£° ¤±ª®£® ³¨¢¥°±¨²¥²  (1971), �®±³¤ °±²¢¥®© ¯°¥¬¨¥© ��
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¢ ®¡« ±²¨  ³ª¨ ¨ ²¥µ¨ª¨ (1998). �¨ ¡»«¨ ¯®¤¤¥°¦ » £° ² ¬¨ �®±±¨©±ª®£®
´®¤  ´³¤ ¬¥² «¼»µ ¨±±«¥¤®¢ ¨©, ´®¤  �®°®±  ¨ �° ¢¨²¥«¼±²¢  ��. � ±²®-
¿¹ ¿ ±² ²¼¿  ¯¨±   ¯°¨ ¯®¤¤¥°¦ª¥ ���� (£° ²» 01.01.00327 ¨ 01.01.00234).
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