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МЕТОДЫ КОМПЬЮТЕРНОЙ АЛГЕБРЫ
В РЕШЕНИИ ЗАДАЧ МЕХАНИКИ
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Количество часов: лекции 60 часов,
практические занятия: 60 часов

Л Е К Ц И И

11 семестр (32 ч)

I. Устойчивость и колебания механических систем с n
степенями свободы (20 ч)

1. Вывод уравнений Эйлера–Лагранжа (нелинеаризованных) по
заданным кинетической и потенциальной энергии и неконсерватив-
ным обобщенным силам. (2 ч)

2. Стационарные решения механической системы (как частный
случай рассматриваются и положения равновесия). Линеаризация
системы в окрестности стационарных решений. Преобразование к
каноническим переменным и к системе уравнений 1-го порядка. По-
строение областей устойчивости. Критерий Гурвица. (2 ч)

3. Численное интегрирование уравнений движения в окрест-
ности стационарных решений. Сравнение результатов интегриро-
вания исходной системы и линеаризованной. Построение графиков
решений. (4 ч)

4. Фазовое пространство, сечения фазового пространства. Ци-
линдрическое фазовое пространство, траектории в конфигурацион-
ном пространстве. Движение изображающей точки по тору. Фазо-
вые портреты систем в пространствах 2D и 3D. Метод Пуанкаре.
Форма Жордана. Каноническая форма (Смита). (6 ч)

5. Устойчивость решений уравнений типа Матье–Хилла (неав-
тономных). Задачи на собственные значения. Метод Якоби, метод
итераций в подпространстве Ланцоша. LQ и QR декомпозиция.
(6 ч)
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II. Устойчивость и колебания упругих систем (12 ч)

1. Получение уравнений Эйлера–Лагранжа для механической
системы с непрерывно распределенными параметрами по задан-
ным кинетической и потенциальной энергии и неконсервативным
обобщенным силам. Линеаризация уравнений Эйлера–Лагранжа в
окрестности положений равновесия. (4 ч)

2. Решение граничных задач. Численное интегрирование линей-
ных и нелинейных уравнений Эйлера–Лагранжа при заданных гра-
ничных условиях. Построение графиков решений. Анимация дви-
жений. (8 ч)

12 семестр (28 ч)

III. Асимптотические методы в механике (22 ч)

1. Определение корней алгебраического уравнения методом Нью-
тона. (2 ч)

2. Самосопряженное и несамосопряженное возмущение простых
собственных чисел матрицы. Самосопряженное возмущение крат-
ных собственных чисел матрицы. (2 ч)

3. Решение трансцендентных уравнений. (2 ч)
4. Асимптотические оценки интегралов. Метод Лапласа. (2 ч)
5. Асимптотические оценки интегралов. Методы стационарной

фазы и перевала. (2 ч)
6. Регулярно возмущенные обыкновенные дифференциальные

уравнения. Задача Коши. (4 ч)
7. Регулярно возмущенные обыкновенные дифференциальные

уравнения. Краевые задачи. (4 ч)
8. Сингулярно возмущенные системы. (4 ч)

IV. Вычислительная геометрия (6 ч)

1. Выпуклые оболочки. Диаграмма Вороного. Триангуляция Де-
лоне. Метод Ньютона в пространствах 2D и 3D для построения
асимптотических разложений корней полинома.

Визуализация: Изображение поверхностей 2-го порядка. Пара-
метризация поверхностей. Локсодромии на поверхностях.
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П Р А К Т И Ч Е С К И Е Р А Б О Т Ы

I. Устойчивость и колебания механических систем с n
степенями свободы

1. Фазовое пространство, сечения фазового пространства, ци-
линдрическое фазовое пространство, траектории в конфигураци-
онном пространстве. Движение изображающей точки по тору. Фа-
зовые портреты систем в пространствах 2D и 3D.

Ввести: координаты xi(t) = sin[cos](pit) exp(kit).

З а д а н и е
1) Построить траектории (фигуры Лиссажу).
2) Построить графики функций (биения).
3) Построить фазовые кривые в цилиндрическом фазовом про-

странстве.
4) Построить обмотку тора при рациональном и иррациональ-

ном соотношении частот pi и при pi ∼ pj.
Рекомендованная литература: [8,9,11].

2. Ввести: Функции потенциальной и кинетической T энергий
и Q — непотенциальные силы.

З а д а н и е
1) Вывести уравнения Лагранжа.
2) Вывести уравнения Гамильтона.
3) Получить первые интегралы.
Вывод уравнений Эйлера–Лагранжа и Гамильтона (нелинеари-

зованные) по заданным кинетической и потенциальной энергии и
непотенциальным обобщенным силам. Определение первых инте-
гралов.

Рекомендованная литература: [8].

3. Положения равновесия. Стационарные решения. Уравнения
в вариациях.

Ввести: Полученные в работе 2 уравнения Лагранжа.

З а д а н и е
1) Найти положения равновесия.
2) Построить стационарные решения.
3) Получить линеаризованное уравнение Лагранжа в окрестно-

сти положения равновесия.
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4) Получить линеаризованное уравнение Рауса в окрестности
стационарного решения.

5) Построить 2 первых члена уравнение Лагранжа в окрестно-
сти положения равновесия.

6) Построить 2 первых члена уравнение Рауса в окрестности
стационарного решения.

Рекомендованная литература: [5-7].

4. Преобразование к каноническим переменным и к системе урав-
нений 1-го порядка.

Ввести: Линеаризованное уравнение Лагранжа (Рауса).

З а д а н и е
1) Получить уравнение в нормальных координатах (канониче-

ских переменных).
2) Найти собственные числа.
3) Построить эквивалентную систему уравнений 1-го порядка.
Рекомендованная литература: [6-8].

5. Задачи на собственные значения.
Метод Якоби, итераций в подпространстве Ланцоша. LQ и QR

декомпозиция.
Устойчивость движения. Критерий Гурвица. Критерии для би-

квадратного и бикубического уравнений.

Ввести: Линеаризованное уравнение в вариациях.

З а д а н и е
1) Построить матрицу Гурвица. Получить неравенства Гурвица.
2) Области устойчивости в пространстве 2D(3D) параметров [2(3)

параметра], например, ci, li:
Рекомендованная литература: [5,7].

6. Исследование устойчивости решений автономных систем с
кратными нулевыми корнями.

Ввести: Линейное уравнение Y ′ = A · Y.

З а д а н и е
1) Представить уравнение в канонической форме (матрица Жор-

дана, преобразование переменных).
2) Исследовать устойчивость решения.
3) Построить аналитическое решение уравнения.
Рекомендованная литература: [5-7].
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7. Численное интегрирование уравнений движения в окрестно-
сти стационарных решений.

Сравнение результатов интегрирования исходной системы и ли-
неаризованной. Построение фазовых портретов систем.

Ввести:
Линеаризованные и нелинеаризованные уравнения движения.

Начальные условия (несколько) в окрестности положения равно-
весия (стационарного решения).

З а д а н и е
Получить траектории, фазовые кривые и графики решений ли-

неаризованной и нелинеаризованной систем в области устойчиво-
сти, неустойчивости и вблизи границы областей (изменение харак-
тера решений при пересечении границы) при малом возмущении.

8. Метод Пуанкаре. Уравнения с малой нелинейностью. (Ван-
дер-Поль, Дуффинг и пр.)

Ввести: заданное уравнение с малой нелинейностью (варианты
1-11)

З а д а н и е
1) Получить аналитическое выражение(первое приближение) для

предельного цикла, если он есть, и частоты по методу Пуанкаре
(интегралы и корни получившегося уравнения) (см. [14]). Если пре-
дельного цикла нет, то только поправка к частоте и форме колеба-
ний.

2) Численно проинтегрировать уравнение и нарисовать фазо-
вые кривые для 100 случайных начальных условий. Если нет пре-
дельного цикла, то провести сравнение линейного и нелинейного
приближений.

3) Построить фазовые кривые для фиксированного начального
условия при изменении малого параметра (см. уравнение Ван-дер-
Поля). Деформация предельного цикла.

Предельные циклы: ǫ, µ ≪ 1, p, q, q0 > 0

φ(ẋ) =

{

ω2
0 , ẋ > b,
0, ẋ < b,

f0 =

{

−b, ẋ > 0,
b, ẋ < 0.
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Варианты задания:

1. ẍ + x = ǫ(1 − x4)ẋ.

2. ẍ + x = ǫ(1 − x2)ẋ − ǫx2.

3. ẍ + x = ǫ(1 − x6)ẋ.

4. ẍ + x = ǫ(1 − x2)ẋ + ǫx5.

5. ẍ + pẋ − qx + q0x
3 = 0.

6. ẍ + pẋ + qx − sign(x) = 0.

7. ẍ + sign(x) + ǫẋ = µ.

8. ẍ + 2hẋ + ω2
0x = φ(ẋ).

9. ẍ + x = f0.

10. ẍ + x = ǫ(1 − x8)ẋ.

11. ẍ + x = ǫ(1 − x4)ẋ + ǫx3.

9. Метод Пуанкаре–Ляпунова. Консервативная система уравне-
ний с малой нелинейностью.

Ввести: систему уравнений для исходной задачи с учетом ма-
лой нелинейности.

З а д а н и е
Получить уравнения малых колебаний в окрестности устойчи-

вого положения равновесия (стационарного решения) системы, по-
правку к частоте колебаний при учете малой нелинейности.

Рекомендованная литература: [12,15].

10. Ввести:
Уравнение для неавтономной системы вида x′(t) = P (t, a) ∗ x.

З а д а н и е
1) Написать программу, считающую матрицу A (матрица моно-

дромии) и ее собственные числа (мультипликаторы).
2) Найти области для параметра a, в которых движение явля-

ется:
а) устойчивым и
б) неустойчивым.
Изобразить графики решений.
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11. Ввести: T (t), (t), Q исходной задачи (Работа 2). Считать,
что какой-то параметр зависит от времени. Например, l = l(t).

З а д а н и е
1) Выполнить работы 2, 3, 4, получив уравнение для неавтоном-

ной системы вида x′(t) = P (t) ∗ x, написать программу, вычисля-
ющую матрицу A (матрица монодромии) и ее собственные числа
(мультипликаторы).

2) Найти соотношения параметров, при которых движение яв-
ляется:

а) устойчивым и
б) неустойчивым.
Изобразить графики решений.

II. Колебания упругих систем

12. Получение уравнений Эйлера–Лагранжа для механической
системы с непрерывно распределенными параметрами по заданным
кинетической и потенциальной энергии и непотенциальным обоб-
щенным силам.

Ввести: упругий потенциал для тела (стержни, балки, пласти-
ны, мембраны, оболочки).

З а д а н и е
1) Получить уравнения Эйлера–Лагранжа.
2) Провести линеаризацию уравнений Эйлера–Лагранжа в окрест-

ности положений равновесия.
Рекомендованная литература: [5-7].
Варианты заданий:
1. Продольные колебания стержня.
2. Поперечные колебания струны.
3. Поперечные колебания стержня.
4. Крутильные колебания стержня.
5. Поперечные колебания круговой мембраны.
6. Поперечные колебания прямоугольной мембраны.
7. Продольные колебания прямоугольной мембраны.
8. Осесимметричные колебания цилиндрической оболочки.
9. Безмоментные колебания круговой цилиндрической оболоч-

ки.

13. Решение линейной краевой задачи. Разделение переменных.
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Ввести: Линеаризованные одномерные уравнения движения.
Использовать разделение переменных:

- для прямоугольных мембран/пластин
W (x, y, t) = W (x) sin(mπy/l) sin(ωt) (l — ширина по оси y );
- для балок/стержней/струн W (x, t) = W (x) sin(ωt);
- для круглых мембран/пластин W (r, ϕ, t) = W (r) sin(mπϕ) sin(ωt);

З а д а н и е
1) Построить аналитическое решение (p = p(w), P (p, w) = 0).

Найти корни частотного уравнения. Построить графики собствен-
ных форм.

2) Найти решение методом прогонки (W (x, y) = W (x) sin(py);
W (r, ϕ) = W (r) sin(mpj).)

3. Провести сравнение решений.

14. Решение линейной и нелинейной краевой задачи для урав-
нения в частных производных.

Ввести: Уравнения, начальные и граничные условия
W [x, 0] = W1(x); W ′[x, 0] = 0; W [0, t] = 0, W ′′[0, t] = 0, W [1, t] = 0,

W ′′[1, t] = 0.

З а д а н и е
1) Провести сравнение точного решения W (x) = W1(x) sin(w1t),

решение линейного уравнения в частных производных (PDE), ре-
шение нелинейного уравнения в частных производных.

2) Построить траектории в конфигурационном пространстве,
фазовые кривые.

3) Исследовать резонансный случай.
Анимация движений.

III. Алгоритмы асимптотического анализа

15. Определение корней алгебраического уравнения методом Нью-
тона.

Ввести: Уравнение (см. варианты).

З а д а н и е
Используя диаграмму Ньютона, определить первые и вторые

члены корней уравнения.
Варианты:
1. x3 − 3xµ + µ3 = 0.
2. µ4x4 − x2 + x − µ = 0.
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3. µ−3x3 + µ−1x2 − µ−2x + 1 = 0.
4. µ5x5 − µ2x3 + x − µ3 = 0.
5. Найти главные члены корней уравнения при µ ≪ 1

µ4x4 + λ2µ2x4 + µλx2 + λ = 0.

16. Самосопряженное и несамосопряженное возмущение про-
стых собственных чисел матрицы.

Ввести: Матрицу A(µ) (см. варианты)

З а д а н и е
Получить с точностью O(µ) собственные числа и собственные

векторы матрицы A(µ).
Варианты:
1.

A =





µ 1 1 + µ
1 µ −1

1 + µ −1 µ



 .

2.

A =





1 + 2µ 3µ 0
µ 1 + 4µ 0
0 0 1 + 2µ



 .

3.

A =





1 + µ 0 µ
0 1 + µ µ2

−µ 0 1 + 3µ



 .

4.
Ax =

(

λµA1 + λ2E
)

x,

где

A =





1 0 µ2

0 4 + µ2 0
0 0 9



 , A1 =





1 0 0
0 1 −1
0 1 1



 .

5.
Ax =

(

λµA1 + λ2E
)

x,

где

A =





1 0 −µ2

0 4 + µ2 0
µ2 0 9



 , A1 =





0 −1 0
1 0 −1
0 1 0



 .
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17. Решение трансцендентных уравнений.

З а д а н и е
1. Построить первые три члена асимптотических разложений

корней уравнения xe1/x = eu, где u — большое положительное чис-
ло.

2. Задача об устойчивости стержня при воздействии распреде-
ленной силы, один конец которого жестко защемлен, а другой сво-
боден, сводится к уравнению cosx coshx = −1. Построить первые
два члена асимптотических разложений больших положительных
корней этого уравнения.

Построить первые три члена асимптотических разложений боль-
ших положительных корней уравнения:

3. x sin x = 1.
4. x tan x = 1.
5. tanx = xk, где k — положительное целое число.
6. x + tanhx = u, где u — большое положительное число.
7. Построить первые три члена в разложении для корня уравне-

ния x tan x = u, находящегося в интервале (0, π/2), если u — боль-
шое положительное число.

8. Построить первые два члена в разложении для корня урав-
нения x lnx = u, где u — большое положительное число.

9. Построить асимптотическое решение уравнения cos z + z = 0
в комплексной области при больших |z|.

18. Регулярно возмущенные обыкновенные дифференциальные
уравнения. Задача Коши.

1. Движение материальной точки массой m, брошенной с на-
чальной скоростью v0 под углом α к горизонту, описывается урав-
нениями

m
dv

dt
= −P − νvf(v), v =

dr

dt

(P = mg — сила веса, R = νvf(v) — сила сопротивления возду-
ха). После проецирования на оси координат Ox и Oy и перехода к
безразмерным переменным по формулам

t = Tτ, x = Lξ, y = Lη, u =
T

L
vx, w =

T

L
vy,

где T и L — некоторые характерные масштабы времени и длины,
система уравнений и начальные условия имеют вид

du

dτ
= −εuf,

dw

dτ
= −a− εwf,

dξ

dτ
= u,

dη

dτ
= w, (1)
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u = v∗ cosα, w = v∗ sinα, ξ = η = 0 при τ = 0, (2)

где

ε =
νT

m
, a =

gT 2

L
, v∗ =

Tv0

L

— безразмерные параметры.

З а д а н и е
1) В случае f(v) ≡ 1 найти продолжительность и дальность

полета материальной точки с точностью до величин O(ε2). Опре-
делить угол α∗, для которого дальность полета будет наибольшей.

2) Найти точное решение системы (1), (2) при f(v) ≡ 1 и его c
асимптотическое разложение

u = u0 + εu1 + ε2u2 + · · · (3)

Формулы для w, ξ, η получаются заменой u в (3) на соответствую-
щую переменную.

Сравнить точное и асимптотическое решения.

2. Построить первое приближение для решений u и v системы
(1,2) в случае, когда f(v) =

√
u2 + w2 (сила сопротивления пропор-

циональна квадрату скорости). Сравнить численное решение систе-
мы (1,2) с нулевым и первым приближением при разных значениях
ε.

3. Найти двучленное асимптотическое представление решений
системы дифференциальных уравнений

tẋ = x + εy, tẏ = (2 − x)y

с начальными условиями

x(1) = 1, y(1) = e−1.

Сравнить полученное решение с численным решением системы.

4. Найти двучленное асимптотическое представление решения
уравнения

ẍ + ω2x = εẋ2x

с начальными условиями

x(0) = 0, ẋ(0) = v0.
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Сравнить полученное приближенное решение с численным решени-
ем.

5. Система безразмерных уравнений

ẍ = −εẏ sin ϕ, ÿ = ε(ẋ sin ϕ − ż cosϕ), z̈ = 2 + εẏ cosϕ

с нулевыми начальными данными описывает падение материаль-
ной точки на поверхность Земли с высоты h с учетом силы инерции
Кориолиса. Здесь x — отклонение от вертикали к югу, y — отклоне-
ние к западу, ϕ — широта (ϕ < 0 в южном полушарии). Окончанию
движения соответствует значение z = 1. Предполагается, что пара-
метр

ε = ω
√

2h/g,

где ω — угловая скорость вращения Земли, g — ускорение свобод-
ного падения, является малой величиной.

Найти первое приближение для функций x(t), y(t), z(t). Постро-
ить точное решение системы уравнений и сравнить его с прибли-
женным.

19. Регулярно возмущенные обыкновенные дифференциальные
уравнения. Краевые задачи.

1. Найти двучленное асимптотическое приближение для пере-
мещений горизонтально расположенной балки, один конец которой
жестко защемлен, а к другому концу x = l приложена сила P , на-
правленная вертикально вниз. Весом балки пренебречь.

2. Пусть концы балки, описанной в задаче 1, шарнирно оперты.
Найти два первых члена асимптотического разложения для функ-
ции w(x).

3. Поперечные колебания балки прямоугольного поперечного се-
чения, высота которого b0 постоянна, а ширина описывается по ли-
нейному закону a = a0(1 − εx

l ) уравнением

d2

dx2

(

β
d2w

dx2

)

= Λβw,

где

β = 1 − ε
x

l
, Λ =

ρS0ω
2

EJ0
, S0 = a0b0.
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Предполагая, что на краях балки выполнены условия шарнирного
опирания, найти Λ0 и Λ1 для наменьшего собственного значения
краевой задачи.

4. Свободные колебания прямоугольной мембраны описываются
уравнением

T

(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2

)

+ ρω2w = 0, 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b,

где w(x, y) — прогиб мембраны, a, b — длины ее сторон, ω — ча-
стота колебаний, T — растягивающее напряжение, ρ — плотность
материала.

Граничные условия имеют вид:

w = 0 при x = 0, x = a, y = 0, y = b.

Предполагая, что c = ρ/T = c0[1 + εg(x)], где ε — малый па-
раметр, найти первые два члена асимптотических разложений для
частот колебаний мембраны.

5. Безразмерная система уравнений

u′′ +

(

B′

B
u

)

′

− ν

R2
w′ −

(

1

R2

)

′

w = −Λu,

ν

R2
u′ +

B′

R2B
u − w

R2
2

= −Λw

описывает осесимметричные безмоментные колебания усеченной ко-
нической оболочки. Штрихом обозначена производная по безраз-
мерной длине образующей конуса s, u и w — проекции перемеще-
ний точек срединной поверхности оболочки, B(s) = 1 − s sinβ —
расстояние от оси симметрии оболочки до срединной поверхности,
R2(s) = B(s) cos−1 β — радиус кривизны, 2β — угол при вершине
конуса, ν — коэффициент Пуассона, Λ — искомый спектральный
параметр, пропорциональный квадрату частоты.

В случае жесткой заделки краев оболочки граничные условия
для безмоментной системы имеют вид u(0) = u(l) = 0. Рассмотреть
случай β ≪ 1 и найти два первых члена асимптотического разло-
жения по степеням β для наименьшего собственного значения Λ.

6. Найти двучленное асимптотическое разложение по степеням
параметра n−2 ≪ 1 для функции u(x), удовлетворяющей уравне-
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нию

−d2u

dx2
+ cu

n−1
∑

i=1

δ

(

x − i

n

)

= sin πx,

где c ∼ 1/n, и граничным условиям u(0) = u(1) = 0.
Функция u(x) описывает прогиб подкрепленной пружинами стру-

ны под действием распределенной нагрузки.

7. Найти два первых члена асимптотического разложения по
степеням параметра n−4 ≪ 1 для собственного значения Λ краевой
задачи

d4u

dx4
+ cu

n−1
∑

i=1

δ

(

x − i

n

)

= Λu,

u =
d2u

dx2
= 0 при x = 0, x = 1,

описывающей свободные колебания шарнирно опертой балки, под-
крепленной пружинами. При построении асимптотического разло-
жения считать, что cn ∼ 1.

20. Асимптотические оценки интегралов. Метод Лапласа.
З а д а н и е
1. Найти два первых члена асимптотического разложения функ-

ции

F (λ) =

∫ π2/4

0

exp(λ cos
√

x)dx.

Найти первый член асимптотического разложения функций:

2. F (λ) =

∫ 1

0

exp(−1/x − λx)dx.

3. F (λ) =

∫

∞

0

exp(−αx−α − λx)dx, α > 0.

4. F (λ) =

∫ 1

−1

(1 − x2)λx2dx.

5. F (λ) =

∫ 1

−1

(1 − x2)λdx.

6. F (λ) =

∫ 1

0

(1 − x2)λxdx.

7. F (λ) =

∫ π

0

xλ sin xdx, λ ∈ N.
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8. Fν(λ) =

∫

∞

0

exp(−λ coshx) cosh(νx)dx.

21. Асимптотические оценки интегралов. Методы стационарной
фазы и перевала.

З а д а н и е
Найти первый член асимптотического разложения и оценку Остат-

ка:
1. Для функции Бесселя большого вещественного индекса ν при

фиксированном аргументе t > 0

Jν(νt) = π−1

∫ π

0

cos(ν(x − t sin x))dx−

−π−1 sin νπ

∫

∞

0

exp(−ν(x + t sinhx))dx.

2. Для интеграла

F (λ) =

∫ 1

0

exp(iλx3)dx.

3. Для интеграла

Fn(λ) =

∫ 1

0

exp(iλxn)dx.

4. Для функций Эйри при η → −∞.
Найти первый член асимптотического разложения при λ → ∞

для интегралов:

5. F (λ) =

∫

∞

0

exp(λ(x + ix − x3))dx.

6. F (λ) =

∫

∞

−∞

exp(iλx)(1 + x2)−λdx.

7. F (λ) =

∫ +∞

−∞

exp(iλ(3z − z3)).

22. Сингулярно возмущенные системы. Часть 1.
З а д а н и е
1. Построить асимптотическое разложение решений уравнения

µ2 d

dx

(

p(x)
dy

dx

)

− µ2r(x)y + ρ(x)y = 0, p(x), ρ(x) > 0,
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причем функции p(x), r(x), ρ(x) голоморфны. К этому уравнению
сводится исследование асимптотики решений в задаче Штурма–
Лиувилля. Рассмотреть частный случай p = ρ = 1 + αx, r = 0,
соответствующий продольным колебаниям стержня, толщина ко-
торого меняется по линейному закону.

2. Построить асимптотическое разложение решений уравнения

µ2 d2y

dx2
− c(x)y = 0, c(x) > 0,

для голоморфной c(x).

3. Найти u0 и u
(k)
1 для уравнения

µ4 d2

dx2

(

p(x)
d2y

dx2

)

− ρ(x)y = 0, p(x), ρ(x) > 0,

при p(x) = ρ(x) = 1 + αx. В этом случае уравнение описывает
колебания балки, ширина которой меняется по линейному закону.

4. В условиях примера 3 найти u0 и u
(k)
1 для балки, толщина

которой меняется по линейному закону, т.е. p(x) = (ρ(x))3, ρ(x) =
1 + αx.

5. Найти два первых слагаемых асимптотических разложений
решений уравнения

µ4 d2

dx2

(

p(x)
d2y

dx2

)

+ c(x)y = 0, p(x), c(x) > 0,

описывающего прогиб балки на упругом основании.
6. Построить первые члены асимптотических разложений реше-

ний уравнения с постоянными коэффициентами

−µ2 d4y

dx4
+

d2y

dx2
+ Λy = 0,

описывающего колебания неабсолютно гибкой струны.
7. Модифицированные функции Бесселя Iν(x) и Kν(x) удовле-

творяют уравнению

d2y

dx2
+

1

x

dy

dx
−

(

1 +
ν2

x2

)

y = 0.

Найти асимптотические разложения функций Iν(x) и Kν(x) при
фиксированном ν и x → +∞. Для определения постоянных мно-
жителей воспользоваться интегральными представлениями:

Iν(x) =
1

π

∫ π

0

exp(x cos(θ)) cos(νθ)dθ− sin(πν)

π

∫

∞

0

exp(−x cosh t−νt)dt,
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Kν(x) =

∫

∞

0

exp(−x cosh t) cosh(νt)dt,

и применить метод Лапласа
23. Сингулярно возмущенные системы. Часть 2.
З а д а н и е
1. Построить два первых члена асимптотики решений системы

уравнений

µ
dy

dx
= y cosx + z sin x, µ

dz

dx
= y sin x + 3z cosx

для λ1 = 2 cosx − 1.
2. Малые колебания динамически симметричного волчка опи-

сываются системой уравнений

d2y1

dt2
− H

dy2

dt
− k2y1 = 0,

d2y2

dt2
+ H

dy1

dt
− k2y2 = 0,

где y1, y2 — малые отклонения оси волчка от вертикали, t — время,
H = Cω/A, k2 = mgzc/A. Здесь C — момент инерции волчка от-
носительно оси симметрии, A — момент его инерции относительно
перпендикулярной оси, проходящей через точку опоры, mg — вес
волчка, zc — расстояние между центром тяжести и точкой опоры,
ω — угловая скорость вращения волчка.

В предположении, что H → ∞, построить асимптотические раз-
ложения решений системы колебаний симметричного волчка и срав-
нить их с точным решением.

3. Вывести формулы

w0 =

(

λ2 − r2

b2

) (

b
∂f

∂λ

)

−1/2

,

Φ0 = −
(

k2λ
2 − k1r

2

b2

) (

λ2 − r2

b2

)−1 (

b
∂f

∂λ

)

−1/2

для w0, Φ0.
4. Устойчивость безмоментного осесимметричного напряженно-

го состояния оболочки вращения описывается системой уравнений

∆∆w + Λ∆tw − ∆kΦ = 0, ∆∆Φ + ∆kw = 0,

где ∆tw = µ2 1

b
(bt1w

′)′ − t2r
2

b2
w, tk = − T 0

k

ΛEhµ2
, k = 1, 2. Здесь

T 0
k (s) — безмоментные начальные усилия, Λ > 0 — параметр нагру-

жения.
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Построить асимптотические разложения интегралов этой систе-
мы.

5. Вывести уравнения для определения функций w0 и Φ0 в асимп-
тотических разложениях

w(s, µ) ≃
∞
∑

k=0

µkwk(s), Φ(s, µ) ≃
∞
∑

k=0

µkΦk(s).

6. Найти систему уравнений для определения главных членов
рядов

w(s, µ1) ≃
∞
∑

k=0

µk
1wk(s) exp

{

1

µ1

∫ s

s0

q(s) ds

}

,

Φ(s, µ1) ≃
∞
∑

k=0

µk
1Φk(s) exp

{

1

µ1

∫ s

s0

q(s) ds

}

.
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ВОПРОСЫ К ЭКЗАМЕНУ

Билет 1
1. Алгоритм вывода уравнений Эйлера–Лагранжа (нелинеари-

зованные) по заданным кинетической и потенциальной энергии и
непотенциальным обобщенным силам.

2. Решение трансцендентных уравнений.

Билет 2
1. Алгоритм нахождения стационарных решений механической

системы. Линеаризация системы в окрестности стационарных ре-
шений.

2. Асимптотические оценки интегралов. Метод Лапласа.

Билет 3
1. Алгоритм преобразование уравнений движения к канониче-

ским переменным и к системе уравнений 1-го порядка.
2. Численное решение задачи на собственные значения. Метод

прогонки.

Билет 4
1. Критерий Гурвица. Построение областей устойчивости.
2. Сингулярно возмущенные системы.

Билет 5
1. Численное интегрирование уравнений движения в окрестно-

сти стационарных решений.
2. Сравнение результатов интегрирования исходной системы и

линеаризованной. Построение графиков решений.

Билет 6
1. Фазовое пространство, сечения фазового пространства цилин-

дрическое фазовое пространство, траектории в конфигурационном
пространстве. Визуализация движение фазовой точки в простран-
ствах 2D и 3D. Особые точки. Визуализация движение фазовой
точки по тору.

2. Локсодромии на поверхностях.

Билет 7
1. Метод Пуанкаре. Уравнение Ван-дер-Поля.
2. Асимптотические оценки интегралов. Метод стационарной

фазы.
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Билет 8
1. Форма Жордана. Каноническая форма (Смита).
2. Метод Ньютона в 3D для построения асимптотических раз-

ложений корней полинома.

Билет 9
1. Устойчивости неавтономных систем. Устойчивость уравнений

типа Матье–Хилла.
2. Определение собственных значений с использованием LU, Cho-

lesky и QR декомпозиций.

Билет 10
1. Получение уравнений Эйлера–Лагранжа для механической

системы с непрерывно распределенными параметрами по задан-
ным кинетической и потенциальной энергии и непотенциальным
обобщенным силам.

2. Самосопряженное возмущение кратных собственных чисел
матрицы.

Билет 11
1. Решение граничных задач. Численное интегрирование линей-

ных и нелинейных уравнений Эйлера–Лагранжа при заданных гра-
ничных условиях. Построение графиков решений. Анимация дви-
жений.

2. Методы Якоби и Ланцоша.

Билет 12
1. Алгоритм определения стационарных решений механической

системы. Линеаризация системы в окрестности стационарных ре-
шений.

2. Определение корней алгебраических уравнений методом Нью-
тона.

Билет 13
1. Алгоритм преобразования к каноническим переменным и к

системе уравнений 1-го порядка.
2. Самосопряженное возмущение кратных собственных чисел.

Билет 14
1. Численное интегрирование уравнений движения в окрестно-

сти стационарных решений. Сравнение результатов интегрирова-
ния исходной системы и линеаризованной.

2. Регулярно возмущенные обыкновенные дифференциальные
уравнения. Задача Коши.
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Билет 15
1. Метод Пуанкаре. Уравнение Ван-дер-Поля.
2. Регулярно возмущенные обыкновенные дифференциальные

уравнения. Краевые задачи.
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