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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÊÎÍÒÓÐÎÂ
ÒÅÊÓ×ÅÑÒÈ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ ÌÀÒÅÐÈÀËÎÂ

È.Â. Åôèìîâ

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà àêòóàëüíûì âîïðîñàì îáðàáîòêè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Öåëü � ïîñòðîåíèå ðàçëè÷íîãî âèäà êîíòóðîâ
òåêó÷åñòè êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, èìåþùèõ ñëîæíóþ ðåîëîãèþ.
Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè êîýôôèöè-
åíòîâ êîíòóðà è ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ êîíòóðà òåêó÷åñòè ïî ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûì äàííûì: ðó÷íîé ïîäáîð, ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñ-
êà, ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Íà èõ îñíîâå ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà,
ïîçâîëÿþùàÿ ñ íàèìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ äîñòè÷ü ðåçóëüòàòà. Ðàçðà-
áîòàíà ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ äàííóþ ìåòîäèêó.

1. Ââåäåíèå

Ñ êàæäûì ãîäîì ÷åëîâå÷åñòâî ñòàâèò ïåðåä ñîáîé âñå áîëåå
ñëîæíûå çàäà÷è ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è ñòðîèòåëüñòâå. Îáû÷íûå
ìàòåðèàëû è ñïëàâû ïîðîé íå ìîãóò ñïðàâèòüñÿ ñ âîçëîæåííûìè
íà íèõ ôóíêöèÿìè. Íà çàìåíó èì ïðèõîäÿò íîâûå ìàòåðèàëû, ïî-
ëó÷åííûå ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè è ïðîøåäøèå ñïåöèôè÷åñêèå îá-
ðàáîòêè. Èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ è ñîïðîòèâëÿåìîñòè òàêèõ ìàòåðè-
àëîâ â êîíñòðóêöèÿõ çàòðóäíÿåòñÿ ðàçëè÷íûìè âèäàìè àíèçîòðî-
ïèè: ýôôåêò ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè (SD), îðòîòðîïèÿ, îáëàñòè ñ
âíóòðåííèìè íàïðÿæåíèÿìè.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âûÿâëåíèå êðèòåðèåâ òåêó÷åñòè
ìàòåðèàëîâ, ïîñêîëüêó îíè ïîçâîëÿþò ñóäèòü î òîì, êàêèå íàãðóçêè
òîãî èëè èíîãî ðîäà âûäåðæèâàåò ìàòåðèàë, ïðåæäå ÷åì íà÷àòü
íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè [1].

Ìíîãèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäî-
ãî òåëà, òàê èëè èíà÷å, ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì äâóõîñíîãî íàïðÿæåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ, êîãäà íàïðÿæåíèÿ âäîëü îäíîé èç îñåé ëèáî îò-
ñóòñòâóþò, ëèáî ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Íàïðèìåð, èçãèá ðàçëè÷íûõ
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ïëàñòèí ïîä ðàâíîìåðíîé íàãðóçêîé, èñïûòàíèÿ òîíêîñòåííûõ îáî-
ëî÷åê âíåøíèì èëè âíóòðåííèì äàâëåíèåì. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîâåðõ-
íîñòü, çàäàâàåìàÿ êðèòåðèåì òåêó÷åñòè, ñâîäèòñÿ ê êîíòóðó òåêó÷å-
ñòè â ïëîñêîñòè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî ðàçëè÷-
íûõ âèäîâ óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ êîíòóðîâ òåêó÷åñòè ðàçëè÷íûõ
ìàòåðèàëîâ. Â ñîâðåìåííîé ïðàêòèêå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü íå
òîëüêî âûÿâëåíèÿ âèäà ýòèõ óðàâíåíèé, íî è îïðåäåëåíèÿ êîíêðåò-
íûõ çíà÷åíèé èõ êîýôôèöèåíòîâ ïî ðàçëè÷íûì ýêñïåðèìåíòàëü-
íûì äàííûì. Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðåäåëû òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ âèäîâ íàãðóçîê. Îäíàêî äëÿ áîëüøèíñòâà ñóùåñòâóþùèõ
êðèòåðèåâ òåêó÷åñòè íå ñóùåñòâóåò ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ ïî òàêèì äàííûì.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà îáùåãî ìåòîäà îïðå-
äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé êîíòóðîâ òåêó÷å-
ñòè ïî äàííûì ïðåäåëàì òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà, ïîëó÷åííûì èç ýêñ-
ïåðèìåíòà.

2. Îñíîâíûå êðèòåðèè ïëàñòè÷íîñòè

Áîëåå ñòà ëåò íàçàä âîïðîñ íà÷àëà ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè
áûë èçó÷åí Òðåñêà è îïóáëèêîâàí â ðàáîòå, êîòîðàÿ îçíàìåíîâà-
ëà íà÷àëî íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïëàñòè÷íîñòè. Òðåñêà ïðèø¼ë ê
ïðîñòîìó âûâîäó: ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå íà÷èíàåòñÿ, êîãäà íàèáîëü-
øåå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû τY
[2] (ðèñ. 1). Ñîãëàñíî ýòîìó óñëîâèþ, äëÿ íà÷àëà ïëàñòè÷åñêîé äå-
ôîðìàöèè íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

σ1 − σ2 = 2τY . (1)

Â 1948 ã. Õèëëîì áûëî ïðåäëîæåíî óñëîâèå òåêó÷åñòè äëÿ
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ, êîòîðîå â ñëó÷àå ïëîñêîãî
íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàåò âèä

σ2
1 + σ2

2 −Aσ1σ2 = B, (2)

ãäå A è B � ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿåìûå ñâîéñòâàìè êîíêðåòíîãî
ìàòåðèàëà [2]. Ýòî ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò êîíòóð Ìèçåñà ñ òîé ðàç-
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íèöåé, ÷òî îí ìîæåò �âûòÿãèâàòüñÿ“ âäîëü ïðÿìîé, â çàâèñèìîñòè
îò ïàðàìåòðîâ A è B (ðèñ. 2).

Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ Î.Ã. Ðûáàêèíîé [3], êî-
òîðàÿ ïðåäëîæèëà êðèòåðèé òåêó÷åñòè âèäà√
F (σ2 − σ3)2 +G(σ1 − σ3)2 +H(σ1 − σ2)2+

α1σ1
3

+
α2σ2
3

+
α3σ3
3

= 1.

(3)
Â ñëó÷àå ïëîñêîãî íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ îí â ïðåîáðàçîâàííîì
âèäå ïðåäñòàâëÿåò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

a11σ
2
1 + 2a12σ1σ2 + a22σ

2
2 + a13σ1 + a23σ2 + a33 = 0, (4)

ãäå

a11 = G+H − α2
1

9
, a22 = F +H − α2

2

9
,

a12 = 2
α1α2

9
− 2H, a13 = 2

α1

3
,

a23 = 2
α2

3
, a33 = 1.

(5)

Ñîîòíîøåíèå (4) îïðåäåëÿåò êðèâóþ âòîðîãî ïîðÿäêà, ãåîìåò-
ðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé êîòîðîé, ñ ó÷¼òîì ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà,
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûé äåéñòâèòåëüíûé ýëëèïñ, ñîäåðæàùèé âíóò-
ðè ñåáÿ íà÷àëî êîîðäèíàò (ðèñ. 3).

Ïîñëåäíèé êðèòåðèé òåêó÷åñòè ïîäõîäèò äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ
òåêó÷åñòè îðòîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ñ ýôôåêòîì ðàçíîñîïðîòèâëÿ-
åìîñòè, èìåþùèõ íåíóëåâûå íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ.

Â ðÿäå ðàáîò ïðåäëàãàåòñÿ îïðåäåëÿòü êðèòåðèé òåêó÷åñòè ìà-
òåðèàëà â çàâèñèìîñòè îò ôóíêöèè âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.
Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ À.À. Òðåùåâà [7] ïðåäëàãàåòñÿ íîâîå óñëîâèå
ïëàñòè÷íîñòè â ñëåäóþùåì âèäå:

F (σij) = τf(ξ) = kτ , (6)

ãäå f(ξ) � ôóíêöèÿ âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, kτ =
√
2/3τs (τs

� ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ÷èñòîì ñäâèãå). Ïàðàìåòð ξ àâòîð óñëî-
âèÿ (6) ïðåäëàãàåò îïðåäåëÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ξ = σ/S0, ãäå
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S0 =
√
σ2 + τ2, σ � ñðåäíåå íàïðÿæåíèå, èëè íîðìàëüíîå îêòàýä-

ðè÷åñêîå, τ � êàñàòåëüíîå îêòàýäðè÷åñêîå íàïðÿæåíèå.

À.À. Òðåùåâûì ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî àïïðîêñèìàöèé
ôóíêöèé âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ:

1. ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ: f(ξ) = 1 +A1ξ

2. êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ: f(ξ) = 1 + (A1 +A2signξ)ξ

3. ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ: f(ξ) = eA1ξ

4. êóñî÷íî-ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ: f(ξ) = e(A1+A2signξ)ξ

Ãðàôèê êîíòóðîâ òåêó÷åñòè â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä, èçîá-
ðàæåííûé íà ðèñ. 4.

Íà ýòîì ñïèñîê êðèòåðèåâ è êîíòóðîâ íå çàêàí÷èâàåòñÿ. Òàê
æå íàèáîëåå èçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè Ìîðà �
Êóëîíà, Äðóêåðà � Ïðàãåðà, Áðåñåëÿ � Ïèñòåðà è äðóãèõ.

Â îáùåì ñëó÷àå ãðàíèöåé òåêó÷åñòè ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé, îòäåëÿþùàÿ îáëàñòü ïëàñòè÷íîñòè îò îáëà-
ñòè óïðóãîé äåôîðìàöèè. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïëîñ-
êîãî íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîýòîìó â ãëàâíûõ îñÿõ ïîâåðõíîñòü
ñâîäèòñÿ ê êîíòóðó òåêó÷åñòè, çàäàííîìó ñëóäóþùèì óðàâíåíèåì:

Φ(σ1, σ2) = 0. (7)

Ôóíêöèÿ Φ òàêæå çàâèñèò îò íåñêîëüêèê êîýôôèöèåíòîâ
k1, ..., kM , ãäå èõ êîëè÷åñòâîM îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì òîãî èëè èíî-
ãî êðèòåðèÿ:

Φ(σ1, σ2, k1, ..., kM ) = 0. (8)

Ïóñòü èçâåñòåí âèä ôóíêöèè Φ, à òàêæå çàäàíû ðåçóëüòàòû èç-
ìåðåíèé � íàáîð òî÷åê íà ïëîñêîñòè íàïðÿæåíèé, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó òåêó÷åñòè â íàïðàâëåíèè å¼ ðàäèóñ-
âåêòîðà. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåäåíèè êîíòóðà òåêó÷åñòè, íàè-
áîëåå áëèçêîãî ê ïîëó÷åííûì òî÷êàì, ïîñëå ÷åãî ìîæíî áóäåò ñó-
äèòü î ïðåäåëå òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà ïðè íàãðóçêàõ âî âñåõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ.
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Ðèñ. 1: Êðèòåðèé Òðåñêà
Ðèñ. 2: Êðèòåðèé Õèëëà

Ðèñ. 3: Êðèòåðèé
Î.Ã.Ðûáàêèíîé Ðèñ. 4: Êðèòåðèé À.À. Òðå-

ùåâà
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3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êðèâîé îïðåäåë¼ííîãî âèäà, íàèáîëåå áëèç-
êîé ê íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó íàáîðó òî÷åê, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé
ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà è ðåøàåòñÿ ïóò¼ì ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîé
öåëåâîé ôóíêöèè E. Â äàííîì ñëó÷àå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ
ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

E =

N∑
i=1

l2i , (9)

ãäå li � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè, ïîëó÷åííîé èç i-ãî ýêñïåðèìåíòà, äî
êîíòóðà ïëàñòè÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ E, ïîäëå-
æàùàÿ ìèíèìèçàöèè, ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå òî÷åê ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé M êîýôôèöèåíòîâ êîíòóðà (4) (ðèñ. 5).

Ðèñ. 5: Îïðåäåëåíèå öåëåâîé ôóíêöèè

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òàêèõ êîýôôèöèåíòîâ
k1, ..., kM , ïðè êîòîðûõ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ E, îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåí-
ñòâîì (9), áóäåò ìèíèìàëüíà.

4. Ñïîñîáû ðåøåíèÿ

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà âèä êîíòóðà òåêó÷åñòè çàðàíåå íåèçâå-
ñòåí, äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ äî íåãî îò òî÷åê íà ïëîñêîñòè
öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíèòü ÷èñëåííûå ìåòîäû âìåñòî àíàëèòè÷åñêèõ
âû÷èñëåíèé.
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4.1. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êîíòóðà ïðè èçâåñòíûõ êîýô-

ôèöèåíòàõ

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ íåÿâíûõ
çàâèñèìîñòåé. Â äàííîì ñëó÷àå çàðàíåå ïëàíèðîâàëèñü ïîñòðîåíèå
è ïåðåðèñîâêà êîíòóðîâ â ðåàëüíîì âðåìåíè, ïîýòîìó ïðè ðàçðàáîò-
êå àëãîðèòìà êëþ÷åâûì ôàêòîðîì, êðîìå òî÷íîñòè, èãðàëî âðåìÿ
ðàáîòû, ïîýòîìó èñêëþ÷àþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïåðåáîðû òî÷åê ïî
äâóì îñÿì, à òàêæå ðàçëè÷íûå ãðàäèåíòíûå ìåòîäû.

Èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, íà÷àëî êîîðäèíàò âñåãäà íà-
õîäèòñÿ âíóòðè êîíòóðà òåêó÷åñòè. Âñå çàâèñèìîñòè (8) îñíîâíûõ
êðèòåðèåâ ïðåîáðàçóþòñÿ â ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû R, α ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò ê âèäó,

R = Ψ(α). (10)

Íàïðèìåð, òàê âûãëÿäèò êðèòåðèé À.À. Òðåùåâà â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ:

R =
3
√
3k2√

2− 2 cosα · sinα(
√
3 + k1(sinα+ cosα))

. (11)

Êðèòåðèé Î.Ã. Ðûáàêèíîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ïîñëå ïðå-
îáðàçîâàíèé ñäâèãà öåíòðà â íà÷àëî êîîðäèíàò è ïîâîðîòà ïîëóîñåé
âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

R =

√
1/(cosα · sinα/k21) + sin2 α/k22). (12)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíòóðà òåêó÷åñòè íåîáõîäèìî
ïðåîáðàçîâàòü åãî êðèòåðèé â ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, âûáðàòü øàã
óãëà è ïðîáåæàòü âñå çíà÷åíèÿ îò 0 äî 2π, à ïðè âû÷èñëåíèè êîí-
êðåòíûõ êîîðäèíàò òî÷åê ãðàôèêà ñëåäóåò ó÷åñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñäâèãà è ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõ îñåé, åñëè òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
èìåëè ìåñòî, êàê â ñëó÷àå ñ êðèòåðèåì Î.Ã. Ðûáàêèíîé.

Ïîñëå òîãî êàê ïîëó÷åí ìàññèâ òî÷åê, ëåæàùèõ íà êîíòóðå, äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèçèòåëüíîãî çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè E èç (9)
äîñòàòî÷íî ïðîéòèñü ïî âñåìó ïîëó÷åííîìó ìàññèâó è äëÿ êàæäîé
òî÷êè (ýêñïåðèìåíòà) pi âûáðàòü áëèæàéøóþ íà ãðàôèêå è âû÷èñ-
ëèòü ðàññòîÿíèå.
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Òàêîé ñïîñîá ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ñ
òî÷íîñòüþ äî 0,0001% è ïîñòðîèòü êîíòóð òåêó÷åñòè çà íåñêîëüêî
ìèëëèñåêóíä â çàâèñèìîñòè îò àïïàðàòíûõ âîçìîæíîñòåé ÝÂÌ.

4.2. Ìåòîäû ïîäáîðà êîýôôèöèåíòîâ êîíòóðà

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ìåòîäà ïîäáîðà êîýôôè-
öèåíòîâ ki êîíòóðà ïëàñòè÷íîñòè: ìåòîä ðó÷íîãî ïîäáîðà, ìåòîä
ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà, ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.

Äëÿ èõ ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Delphi äëÿ
ÎÑ Windows, â êîòîðîé ðåàëèçîâàíû íåîáõîäèìûå àëãîðèòìû, è
ïðåäîñòàâëåíû â âèäå âèçóàëüíîãî èíòåðôåéñà íóæíûå èíñòðó-
ìåíòû äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ
è ôèêñèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ââèäó ìíîãîìîäóëüíîñòè è ãðîìîçä-
êîñòè êàæäîãî èç ìîäóëåé èñõîäíûé êîä ïðîãðàììû ê ðàáîòå íå
ïðèëàãàåòñÿ.

Ïðîãðàììà ïðåäïîëàãàåò íèëè÷èå: ÎÑ Windows 95 èëè âûøå,
áèáëèîòåêè OpenGL, ïðîöåññîðà Pentium 166 ÌÃö èëè áîëåå, 128
mb îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, 64 mb âèäåî ïàìÿòè.

4.3. Ïîñòðîåíèå ìåòîäîì ïîäáîðà âðó÷íóþ

Äëÿ ðåàëèçàöèè ïåðâîãî ìåòîäà â ïðåäñòàâëåííîé ïðîãðàììå
ïðåäóñìîòðåíû ðàçëè÷íûå âèçóàëüíûå èíñòðóìåíòû. Íà ðèñ. 6
èçîáðàæåíî ãëàâíîå îêíî ñ ãðàôèêàìè è ïðèìåðîì ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ. Öèôðàìè îòìå÷åíû îñíîâíûå ãðóïïû èíñòðóìåíòîâ:
1 � ñðåäñòâà èçìåíåíèÿ è äîáàâëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ;
2 � ñðåäñòâà ðó÷íîãî ïîäáîðà êîýôôèöèåíòîâ, ïåðåòàñêèâèíå, ìàñ-
øòàáèðîâàíèå, ïîâîðîò êîíòóðà; 3 � ïîëå îòîáðàæåíèÿ òåêóùåãî
çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè; 4 � êíîïêè çàïóñêîâ ÷èñëåííûõ ìåòî-
äîâ ïîäáîðà êîýôôèöèåíòîâ; 5 � ïàíåëü èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ki; 9 � îáëàñòü îòîáðàæåíèÿ êîíòóðîâ òåêó÷åñòè ñ çàäàííûìè íà-
áîðàìè òî÷åê è îòðåçêàìè ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷åê
íà êîíòóð.
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Ðèñ. 6: Âèçóàëüíûå èíñòðóìåíòû äëÿ ïîñòîåíèÿ êîíòóðà òåêó÷åñòè

4.4. Ïîñòðîåíèå ìåòîäîì ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà

Ñóòü ýòîãî ñïîñîáà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîî÷åð¼äíîì ôèêñèðîâàíèè
îäíîãî èç M êîýôôèöèåíòîâ è ïîèñêå ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè
E êàê ôóíêöèè îò îäíîé ïåðåìåííîé E(ki), ãäå ki � åäèíñòâåí-
íûé íå çàôèêñèðîâàííûé êîýôôèöèåíò, ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòî-
äîì äèõîòîìèè. Ýòîò ìåòîä èëëþñòðèðîâàí íà ðèñ. 7.

Â äîñòàòî÷íî áîëüøîì èíòåðâàëå ñ øàãîì da îñóùåñòâëÿåòñÿ
âûáîð íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè E(a0).

Äàëåå, â èíòåðâàëå
[
k0 − dk

2 ; k0 +
dk
2

]
îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîä äè-

õîòîìèè. Òàêèì îáðàçîì èçáåãàþòñÿ âñå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû, è
êîýôôèöèåíò ki ïîëó÷àåò íîâîå çíà÷åíèå.

Ïðîöåññ ïîäáîðà êîýôôèöèåíòîâ ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà
èçìåíåíèå öåëåâîé ôóíêöèè E íå ñòàíåò ìåíüøå çàäàííîé òî÷íî-
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Ðèñ. 7: Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä äèõîòîìèè

ñòè.

4.5. Ïîñòðîåíèå ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà

Ñóòü ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â äâèæåíèè â ïðîñòðàíñòâå êî-
ýôôèöèåíòîâ êîíòóðà â ñòîðîíó, îáðàòíóþ âåêòîðó ãðàäèåíòà öå-
ëåâîé ôóíêöèè E [6]. Ãðàäèåíò îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì,

∆E(aij) =

(
∂E

∂k1
, ...,

∂E

∂kM

)
(13)

è íàïðàâëåí â ñòîðîíó íàèáîëüøåãî ðîñòà ôóíêöèè E.
Ñíà÷àëà âûáèðàþòñÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, ò.å.

âåêòîð k⃗i, çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð ãðàäèåíòà ∆E(k⃗i), çàòåì �
íîâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïî ôîðìóëå:

k⃗i = k⃗i − λ∆E, (14)

ãäå λ � çàðàíåå çàäàííîå ÷èñëî, îïðåäåëÿþùåå ñêîðîñòü ñïóñêà.
Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà èçìåíåíèå öåëåâîé ôóíê-

öèè E íå ñòàíåò ìåíüøå çàäàííîé òî÷íîñòè.
Â ðåçóëüòàòå ìåòîä ïðèâîäèò ê òî÷êå k⃗i, êîòîðàÿ ñîîáùàåò

ôóíêöèè E ëîêàëüíûé ìèíèìóì, íà �ñêëîíå“ êîòîðîãî íàõîäèëàñü
îòïðàâíàÿ òî÷êà àëãîðèòìà.
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5. Ñðàâíåíèå ïðèâåäåííûõ ñïîñîáîâ

Ïåðâûé ìåòîä � ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîíòóðà òåêó÷åñòè ïóòåì
ðó÷íîãî ïîäáîðà ïîëíîñòüþ çàâèñèò îò èññëåäîâàòåëÿ, ÷òî îäíî-
âðåìåííî ÿâëÿåòñÿ êàê ïîëîæèòåëüíîé ñòîðîíîé äàííîãî ìåòîäà,
òàê è îòðèöàòåëüíîé.

Âòîðîé ìåòîä � ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà îòëè÷àåò ïðî-
ñòîòà ðåàëèçàöèè, íåñìîòðÿ íà êîòîðóþ, îí ïî÷òè âñåãäà óâåðåííî
íàõîäèò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì. Îäíàêî âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ìåòîä
ðåàëèçóåò ñïóñê ïî ïîâåðõíîñòè òîëüêî ïîî÷åðåäíî âäîëü êàæäîé
èç îñåé, ñóùåñòâóþò ñëó÷àè, êîãäà ìåòîä îñòàíàâëèâàåòñÿ â òî÷êå,
íàõîäÿùåéñÿ ðÿäîì ñ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì, íî íå ñîîòâåòñòâó-
þùåé åìó.

Òðåòèé ìåòîä � ìåòîä íàèñêîðåéøåãî (ãðàäèåíòíîãî) ñïóñêà îò-
ëè÷àåò ãàðàíòèðîâàííàÿ ñõîäèìîñòü ê ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó, âû-
áîð êîòîðîãî, çàâèñèò îò íà÷àëüíîé òî÷êè, êîòîðàÿ ïðèíèìàåòñÿ
ïðè çàïóñêå àëãîðèòìà.

6. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ êîíòóðà íà îñíîâå ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ: ñíà÷àëà ïðî-
âîäÿòñÿ ýêñïåðèìåíòû, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ â âèäå íàáîðà òî÷åê
â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé ïåðåäàþòñÿ ïåðâîìó ìåòîäó � ìåòîäó
ïîñòðîåíèÿ êîíòóðà òåêó÷åñòè âðó÷íóþ. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ïåð-
âîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ êîíòóð òåêó÷åñòè, áëèçêèé ê èñêîìîìó, êîòî-
ðûé è ïåðåäà¼òñÿ âî âòîðîé ìåòîä � ìåòîä ïîäáîðà êîýôôèöèåíòîâ
ïî îäíîìó, êîòîðûé èñïîëüçóåò åãî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè â
ñâî¼ì àëãîðèòìå è óòî÷íÿåò åãî. Ïîëó÷åííûé êîíòóð, íàêîíåö, ïå-
ðåäà¼òñÿ òðåòüåìó ìåòîäó � ìåòîäó íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà, êîòîðûé
ïðèâîäèò ê èñêîìîìó ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó öåëåâîé ôóíêöèè E.

Â ïðåäñòàâëåííîé ïðîãðàììå óêàçàííûé ìåòîä ðåàëèçîâàí äëÿ
ñëåäóþùèõ èçâåñòíûõ âèäîâ êîíòóðîâ òåêó÷åñòè:

• Ë. Ìèçåñà,

• Î.Ã. Ðûáàêèíîé,

• À.À. Òðåùåâà.
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Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåíû îáîáùåíèÿ êîíòóðîâ, êîòîðûå ïîçâî-
ëÿþò óìåíüøèòü çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ
÷èñëà êîýôôèöèåíòîâ ki: äëÿ êîíòóðà Î.Ã. Ðûáàêèíîé � êîíòóð,
ñîñòàâëåííûé èç äâóõ ýëëèïñîâ (ðèñ. 8); äëÿ êîíòóðà À.À. Òðåùå-
âà � äîáàâëåíèå òðåõ ñòåïåíåé ñâîáîäû: ñäâèãè âäîëü äâóõ îñåé è
ïîâîðîò âîêðóã öåíòðà (ðèñ. 9).

Óêàçàííûì ñïîñîáîì, ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, ïðèâå-
äåííûì â äèññåðòàöèè Â.Ø. Ïà÷óëèé [4], ïîñòðîåíû êîíòóðû òå-
êó÷åñòè äëÿ ñïëàâîâ Öèðêîëîé-1 è Öèðêîëîé-2. Íà ðèñ. 10 è 11
ïðèâåäåíû êîíòóðû òåêó÷åñòè äëÿ Öèðêàëîé-1 è Öèðêàëîé-2.

Íà îáîèõ ðèñóíêàõ öèôðîé
”
1“ îòìå÷åíû êîíòóðû òåêó÷åñòè,

îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâîì (4), ó÷èòûâàþùåì îðòîòðîïèþ, ýôôåêò
SD è íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ, à öèôðîé

”
2“ � êîíòóðû Õèëëà, îïðå-

äåëÿåìûå ðàâåíñòâîì (2). Ó÷åò îðòîòðîïèè, ýôôåêòà SD è íà÷àëü-
íûõ íàïðÿæåíèé ïîçâîëèë òî÷íåå ïîñòðîèòü êîíòóð è óìåíüøèòü
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà 88% äëÿ ñïëàâà Öèðêàëîé-1 è íà 98%
äëÿ ñïëàâà Öèðêàëîé-2 [5].

Òàêæå, ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, ïðåäîñòàâëåííûì Ôðàé-
áóðãñêèì èíñòèòóòîì êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ [8], áûëè ïî-
ñòðîåíû âñå ðàññìàòðèâàåìûå âèäû êîíòóðîâ òåêó÷åñòè.

Íà ðèñ. 12 - 16 îíè ïðèâåäåíû âìåñòå ñî çíà÷åíèÿìè öåëåâûõ
ôóíêöèé.
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Ðèñ. 8: Îáîáùåíèå êîíòóðà Î.Ã.
Ðûáàêèíîé

Ðèñ. 9: Îáîáùåíèå êîíòóðà À.À.
Òðåùåâà

Ðèñ. 10: Êîíòóðû òåêó÷åñòè äëÿ
Öèðêàëîé-1

Ðèñ. 11: Êîíòóðû òåêó÷åñòè äëÿ
Öèðêàëîé-2
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òóð À.À. Òðåùåâà.
E = 18400ÌÏà2
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÃÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ
ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ Â ÒÎÍÍÅËÅ ÏÐÈ ÄÂÈÆÅÍÈÈ

ÂÛÑÎÊÎÑÊÎÐÎÑÒÍÎÃÎ ÏÎÅÇÄÀ

À. Í. Íîâèêîâ

Â äàííîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ANSYS Fluent áûëî ñìîäåëè-
ðîâàíî äâèæåíèå âûñîêîñêîðîñòíîãî ïîåçäà ïî òîííåëþ. Ïðè ýòîì ðàñ-
ñìàòðèâàëîñü, êàê íà âåëè÷èíó ïåðåïàäîâ äàâëåíèÿ â òîííåëå âëèÿþò
òàêèå ïàðàìåòðû, êàê äëèíà òîííåëÿ, îòíîøåíèå ïëîùàäåé ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ ïîåçäà è òîííåëÿ, ôîðìà ãîëîâíîé ÷àñòè è ñêîðîñòü äâèæåíèÿ
ïîåçäà. Òàêæå áûëè ïîëó÷åíû ãðàôèêè äëÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ è ïîäú-
åìíîé ñèëû ïîåçäà.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëüøåå ðàçâèòèå ïîëó÷àþò âûñîêîñêî-
ðîñòíûå ïîåçäà. Àýðîäèíàìèêà ïîåçäà íå ìåíåå ñëîæíà, ÷åì àýðîäè-
íàìèêà ñàìîëåòà, è çäåñü åñòü ñâîè âîïðîñû, òðåáóþùèå ðåøåíèÿ.
Îäíèì èç òàêèõ âîïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà âîëí äàâëåíèÿ, âîç-
íèêàþùèõ ïðè ïðîõîæäåíèè âûñîêîñêîðîñòíîãî ïîåçäà ÷åðåç òîí-
íåëü [1, 2]. Ïðè âúåçäå ïîåçäà â òîííåëü ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ïåðåä
ãîëîâíîé ÷àñòüþ ïîåçäà óâåëè÷èâàåòñÿ, îáðàçóåòñÿ âîëíà ñæàòèÿ,
êîòîðàÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà ïî òîííåëþ. Äîñòèã-
íóâ ïðîòèâîïîëîæíîãî êîíöà òîííåëÿ, âîëíà ñæàòèÿ îòðàæàåòñÿ
îò ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â âèäå âîëíû ðàçðÿæåíèÿ è äâèæåòñÿ
íàâñòðå÷ó ïîåçäó. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ñëîæíûé êîëåáàòåëü-
íûé ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñæàòèÿ è ðàñøèðåíèÿ îò îäíî-
ãî êîíöà òîííåëÿ ê äðóãîìó. Ïðè ýòîì âîëíû îòðàæàþòñÿ îò ñòåí
òîííåëÿ è îò äâèæóùåãîñÿ ïîåçäà, ÷òî ïîðîæäàåò âñå íîâûå âîëíû.
Âîëíû äàâëåíèÿ â òîííåëå ïðèâîäÿò ê ïåðåïàäó äàâëåíèÿ ïî äëèíå
ïîåçäà è ìîãóò âûçâàòü ñëóõîâîé äèñêîìôîðò ïàññàæèðîâ. ×òîáû
èçáåæàòü ýòîãî, íóæíî âûÿñíèòü, êàêèå ôàêòîðû íàèáîëüøèì îá-
ðàçîì âëèÿþò íà âåëè÷èíó ýòèõ ïåðåïàäîâ. Òàêèìè ôàêòîðàìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ñêîðîñòü ïîåçäà, îòíîøåíèå ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 20 ñåíòÿáðÿ 2011 ã.
c⃝ À. Í. Íîâèêîâ, 2012
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ïîåçäà è òîííåëÿ, äëèíà òîííåëÿ, ôîðìà ãîëîâíîé ÷àñòè ïîåçäà.
Òàêæå âàæåí åñòåñòâåííûé ïåðåïàä äàâëåíèÿ â òîííåëå, êîòîðûé
âîçíèêàåò, â ñëó÷àå, åñëè âõîä è âûõîä èç íåãî ðàñïîëîæåíû íà ðàç-
íûõ âûñîòàõ, à çíà÷èò, íà êîíöàõ òîííåëÿ àòìîñôåðíîå äàâëåíèå
áóäåò ðàçëè÷àòüñÿ. À åñëè òîííåëü äâóõïóòíûé, òî ìàêñèìàëüíûé
ïåðåïàä äàâëåíèÿ áóäåò ïðè âñòðå÷å äâóõ ïîåçäîâ âíóòðè òîííåëÿ.
Êðîìå ýòîãî, åñòü ìíîæåñòâî äðóãèõ ôàêòîðîâ, íî îíè, âåðîÿòíî,
ìåíåå çíà÷èìû. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíî, êàê íà âåëè÷èíó ïå-
ðåïàäîâ äàâëåíèÿ âëèÿþò òàêèå ïàðàìåòðû, êàê ñêîðîñòü ïîåçäà,
îòíîøåíèå ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïîåçäà è òîííåëÿ, äëèíà
òîííåëÿ, ôîðìà ãîëîâíîé ÷àñòè ïîåçäà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ ðàñ÷åòà áûëè ïîñòðîåíû ðàçëè÷íûå ãåîìåòðèè, îòëè÷àþ-
ùèåñÿ äëèíîé òîííåëÿ, åãî ïîïåðå÷íîé ïëîùàäüþ, à òàêæå òèïîì
ïîåçäà. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû äâå ìîäåëè ïîåçäîâ. Îäíà ìîäåëü
òèïà ÿïîíñêîãî ïîåçäà Fastech 360, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ î÷åíü âû-
òÿíóòîé íîñîâîé ÷àñòüþ. Âòîðàÿ ìîäåëü òèïà åâðîïåéñêîãî ïîåçäà
Eurostar. Ñëåäóåò îãîâîðèòüñÿ, ÷òî äàííûå ìîäåëè âåñüìà ïðèáëè-
æåííûå è ëèøü ïî ôîðìå íàïîìèíàþò óêàçàííûå ïîåçäà. Â ìîäå-
ëÿõ îòñóòñòâóþò çàçîðû ìåæäó âàãîíàìè, îêíà è äâåðè, à òàêæå
êîëåñà è ìåõàíèçìû ïîä äíèùåì ïîåçäà. Ýòè äîïóùåíèÿ îïðàâäàí-
íû, ïîñêîëüêó äàííàÿ ðàáîòà íå ñòàâèò öåëüþ ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ
èçìåðÿåìûõ ïàðàìåòðîâ, â òî÷íîñòè ñîâïàäàþùèõ ñ ðåàëüíûìè. Â
ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ëèøü êà÷åñòâåííàÿ îöåíêà èññëåäóåìûõ ïðîöåñ-
ñîâ â çàâèñèìîñòè îò èíòåðåñóþùèõ ïàðàìåòðîâ. Ãîâîðÿ î ìîäåëÿõ,
ñëåäóåò óêàçàòü, ÷òî äëèíà êàæäîãî èç ïîåçäîâ ñîñòàâëÿåò 200 ì,
ýòî ïðèìåðíàÿ äëèíà 8 âàãîíîâ. Ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òîãî
è äðóãîãî ïîåçäà � 11.24 ì2. Äëèíû òîííåëåé � 1 è 2 êì, ïëîùàäü
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òîííåëåé � 40 è 60 ì2. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü
äëÿ ñêîðîñòè ïîåçäà 250 è 300 êì/÷.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùèå óðàâíå-
íèÿ:

∂ρ

∂t
+ ρdivv = 0
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� óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè;
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∂t
= −pdivv + ϵ

� óðàâíåíèå ýíåðãèè.
Äëÿ ðàñ÷åòà òóðáóëåíòíîñòè ïðèìåíÿëàñü ìîäåëü k − ϵ :
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� òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü.

3. Îñîáåííîñòè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì ñ
èñïîëüçîâàíèåì äèíàìè÷åñêèõ ñåòîê, ïðåäóñìîòðåííûõ â ïàêåòå
ANSYS Fluent. Èäåÿ äèíàìè÷åñêèõ ñåòîê çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè ïðîèñõîäèò ôèçè÷åñêîå ïåðåìåùåíèå ñåòêè
îäíîé çîíû îòíîñèòåëüíî äðóãîé. Èç-çà ýòîãî çàäà÷à ñ òàêèì ïîäõî-
äîì ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî â íåñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå. Ïî-
ýòîìó îñíîâíûìè íåäîñòàòêîì èñïîëüçîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñåòîê
ÿâëÿþòñÿ çíà÷èòåëüíûå ðåñóðñû êîìïüþòåðà è ïðîäîëæèòåëüíîå
âðåìÿ ðàñ÷åòà. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èññëåäóåìîå òåëî (ïîåçä)
îêðóæåí ñåòêîé, êîòîðàÿ ïðè äâèæåíèè òåëà áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ
âìåñòå ñ íèì. Â îáëàñòè ïåðåä òåëîì ñåòêà áóäåò ñæèìàòüñÿ, è ñæà-
òûå ÿ÷åéêè áóäóò îáúåäèíÿòüñÿ, à â îáëàñòè çà òåëîì ÿ÷åéêè áóäóò
ðàñòÿãèâàòüñÿ è âñëåäñòâèå ÷åãî ðàçäåëÿòüñÿ, îáðàçîâûâàÿ íîâûå.
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Îáúåìû ïîäâèæíîé, äåôîðìèðóåìîé è íåïîäâèæíîé ñåòêè íóæ-
íî ðàçäåëèòü ïîâåðõíîñòüþ èíòåðôåéñà. Ïðè ýòîì øàã ïî âðåìåíè
ïîäîáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èâàòü ïîëíîå ñîâïàäåíèå
óçëîâ ïîäâèæíîé è íåïîäâèæíîé ðàñ÷åòíûõ ñåòîê (ðèñ. 1).

Çàäà÷à ðåøàëàñü íà ãåêñàýäðàëüíîé ñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêå ñ
êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 280000.

4. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Íà âêëåéêå íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû êîíòóðû ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëå-
íèÿ âîêðóã ïîåçäà â ìîìåíò, êîãäà îí ïîëíîñòüþ âîøåë â òîííåëü.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñêîðîñòü ïîåçäà 250 êì/÷, ïëîùàäü ïî-
ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òîííåëÿ 40 ì2. Õîðîøî âèäíî, ÷òî ïåðåä íîñîì
ïîåçäà äàâëåíèå ïîâûøåíî. Çà õâîñòîì ïîåçäà äàâëåíèå ðàâíî äàâ-
ëåíèþ îêðóæàþùåé ñðåäû. À ïî äëèíå ïîåçäà äàâëåíèå ïàäàåò îò
ïåðâîãî âàãîíà ê ïîñëåäíåìó, ãäå âîçíèêàåò çîíà ðàçðÿæåíèÿ.

Íà âêëåéêå íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû êîíòóðû ðàñïðåäåëåíèÿ ñêî-
ðîñòè è âåêòîðà ñêîðîñòè ïðè äâèæåíèè ïîåçäà ïî òîííåëþ.Âèäíî,
÷òî íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä íîñîì ïîåçäà ïðèñóòñòâóåò íåêàÿ îá-
ëàñòü, â êîòîðîé ñêîðîñòü ïîòîêà áëèçêà ê íóëþ. Ýòà îáëàñòü ðàç-
äåëÿåò âîçäóõ â òîííåëå íà òó ÷àñòü, êîòîðàÿ òîëêàåòñÿ ïîåçäîì,
êàê ïîðøíåì, âïåðåä ïî äâèæåíèþ ñîñòàâà, è òó ÷àñòü, êîòîðàÿ òå-
÷åò â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòüþ 25�30 ì/ñ. Çà
ïîñëåäíèì âàãîíîì íàáëþäàåòñÿ îáëàñòü çàâèõðåííîñòè, â êîòîðîé
âñòðå÷àþòñÿ äâà ïîòîêà: ñïóòíûé çà ïîåçäîì è âñòðå÷íûé, òåêøèé
ìåæäó ïîåçäîì è òîííåëåì.

Íà âêëåéêå íà ðèñ. 3 ìîæíî íàáëþäàòü ðàñïðåäåëåíèå èçáûòî÷-
íîãî äàâëåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ìåñòàõ òîííåëÿ â çàâèñèìîñòè îò âðå-
ìåíè. Â äàííîì ñëó÷àå ïëîùàäü òîííåëÿ ñîñòàâëÿåò 60 ì2, ïëîùàäü
ïîåçäà � 11.24 ì2 (îòíîøåíèå ïëîùàäåé ñîñòàâëÿåò 0.187), ñêîðîñòü
ïîåçäà � 250 êì/÷, äëèíà òîííåëÿ � 1000 ì. Ðàññìàòðèâàÿ êðèâûå
L=0 ì è L=1000 ì èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èíòåðâàë âðåìåíè ìåæ-
äó òåì, êàê âîëíà äàâëåíèÿ çàðîäèëàñü â íà÷àëå òîííåëÿ (÷åðíàÿ
êðèâàÿ, âðåìÿ 2.3 ñ) è ìîìåíòîì åå ïîäõîäà ê âûõîäó èç òîííåëÿ
(ðîçîâàÿ êðèâàÿ, âðåìÿ 5.4 ñ), ñîñòàâëÿåò îêîëî 3 ñåêóíä. Ïîëó÷à-
åòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü âîëíû äàâëåíèÿ â òîííåëå ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà
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Ðèñ. 16: Îáîáùåííûé êîí-
òóð Î.Ã. Ðûáàêèíîé. E =
13100ÌÏà2

Ðèñ. 1. Ñõåìà äèíàìè÷åñêîé ñåòî÷íîé îáëàñòè.
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330 ì/ñ. Ýòî ïîäòâåðæäàåò òî, ÷òî âîëíû äàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿ-
þòñÿ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà. Êàê âèäíî, ïåðåïàäû äàâëåíèÿ íà âõîäå
è âûõîäå íåçíà÷èòåëüíû, à ïðè ïðîäâèæåíèè ê ñåðåäèíå òîííåëÿ
ïåðåïàäû óâåëè÷èâàþòñÿ è ñîñòàâëÿþò ïîðÿäêà 3.4 êÏà íà ðàññòî-
ÿíèå 500 ì îò âúåçäà â òîííåëü.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî èçìåíåíèå èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ â òîííåëå
äëÿ ïëîùàäåé òîííåëÿ 40 è 60 ì2, èçìåðåííîãî íà ðàññòîÿíèè 100
ì îò âõîäà â òîííåëü.

Ðèñ. 2. Èçìåíåíèå èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ â òîííåëå äëÿ ðàçëè÷íûõ ïëî-
ùàäåé òîííåëÿ (íà ðàññòîÿíèè 100 ì îò âõîäà â òîííåëü).

Êàê âèäíî, ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåïàäîâ äàâëåíèÿ â òîí-
íåëå ïëîùàäüþ 40 ì2 áîëüøå, ÷åì â òîííåëå ñ ïëîùàäüþ 60 ì2 íà
83%. Ýòî î÷åíü ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà.

Â äàííîé ñòàòüå íå ïðèâåäåíû âñå ãðàôèêè, ïîëó÷åííûå â õî-
äå ðàáîòû, ïîýòîìó äàëåå ñðàâíåíèå áóäåò ñëîâåñíîå. Â ñëó÷àå äëÿ
ðàçëè÷íûõ ãîëîâíûõ ÷àñòåé ïîåçäà ïîëó÷àåì, ÷òî àáñîëþòíûå çíà-
÷åíèÿ ïåðåïàäîâ äàâëåíèÿ â òîííåëå äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîåçäîâ
îòëè÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Òàê, ïðè ïðîõîæäåíèè ïîåçäà Eurostar
ìàêñèìàëüíûå ïåðåïàäû äàâëåíèÿ íà 5.6% âûøå, ÷åì ó ïîåçäà òè-
ïà Fastech 360. Ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè õàðàêòåð êðèâûõ èçìåíå-
íèÿ äàâëåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ, õîòÿ âñå ïðîöåññû ïðîèñõîäÿò áûñòðåå
è c áîëüøèìè àìïëèòóäàìè. Òàê, ìàêñèìàëüíûé ïåðåïàä äàâëåíèÿ
â òîííåëå ïðè ñêîðîñòè ïîåçäà 250 êì/÷ ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 5,5
êÏà, à ïðè ñêîðîñòè 300 êì/÷ � 8 êÏà, ÷òî íà 45% áîëüøå. Äëÿ
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ðàçëè÷íîé äëèíû òîííåëÿ (1 è 2 êì) ïîëó÷àåì, ÷òî âíà÷àëå êðè-
âûå èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ â òîííåëå ñîâïàäàþò, à ïîñëå íåêîòîðîãî
âðåìåíè ïîÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷èÿ. Ñîâïàäåíèå êðèâûõ âíà÷àëå ìîæíî
îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïðè âúåçäå ïîåçäà â òîííåëü âîçíèêàþò âîë-
íû ñæàòèÿ, èíòåíñèâíîñòü êîòîðûõ çàâèñèò îò ñêîðîñòè ïîåçäà è
îòíîøåíèÿ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ïîåçäà è òîííåëÿ. À ðàçëè÷èÿ ïî-
ëó÷àþòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî â òîííåëå äëèíîé 1 êì âîëíû áûñòðåå
äîéäóò äî ïðîòèâîïîëîæíîãî âûõîäà, îòðàçÿòñÿ è âåðíóòñÿ â òî÷-
êó èçìåðåíèÿ.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî èçìåíåíèå ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, äåéñòâóþ-
ùåé íà ïîåçä â òîííåëå äëÿ ðàçëè÷íûõ ãîëîâíûõ ÷àñòåé ïîåçäà.

Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ äåéñòâóþùåé íà ïîåçä â òîííåëå
äëÿ ðàçëè÷íûõ ãîëîâíûõ ÷àñòåé ïîåçäà.

Èíòåðåñíî, ÷òî ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ â òîííåëå ïî ñðàâíåíèþ ñ
äâèæåíèåì íà îòêðûòîì ïðîñòðàíñòâå óâåëè÷èâàåòñÿ â 3.83 ðàçà
êàê äëÿ ïîåçäà òèïà Fastech 360, òàê è äëÿ ïîåçäà òèïà Eurostar,
õîòÿ íà îòêðûòîì ïðîñòðàíñòâå ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ïåðâîãî ïîåçäà
íà 20% ìåíüøå, ÷åì ó âòîðîãî. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü áîëåå âûòÿíó-
òîé àýðîäèíàìè÷åñêè îáòåêàåìîé ãîëîâíîé ÷àñòüþ ïîåçäà Fastech
360.

Òàêæå â ðàáîòå ñðàâíèâàþòñÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, äåéñòâóþ-
ùåé íà ïîåçä ïðè äâèæåíèè ïî òîííåëþ ñ ïëîùàäüþ 40 è 60 ì2.
Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ïîåçäà â òîííåëå ïî ñðàâíåíèþ ñ äâèæåíèåì
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íà îòêðûòîì ïðîñòðàíñòâå óâåëè÷èâàåòñÿ â 2.7 ðàçà (äëÿ òîííåëÿ
60 ì2) è â 3.83 ðàçà (äëÿ òîííåëÿ 40 ì2). Âåëè÷èíà ìàêñèìàëü-
íîé ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ òîííåëÿ ñ ïîïåðå÷íîé ïëîùàäüþ 40
ì2 áîëüøå, ÷åì äëÿ òîííåëÿ ñ ïëîùàäüþ 60 ì2 íà 51%. Åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ïîåçäà â òîííåëå ðàçëè÷íîé äëèíû, òî â
íà÷àëå òîííåëÿ ñèëû ñîâïàäàþò, à ïîñëå ïîäõîäà îòðàæåííîé âîë-
íû ê ïîåçäó ãðàôèêè ðàñõîäÿòñÿ. Íî ïîñëå âûåçäà ïîåçäà èç òîííå-
ëÿ ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ òàêîé æå, êàê äî âúåçäà â íåãî.
Äëÿ ñêîðîñòåé ïîåçäà 250 è 300 êì/÷ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå. Ñèëà
ñîïðîòèâëåíèÿ ïîåçäà ïðè äâèæåíèè íà îòêðûòîé ìåñòíîñòè ñî ñêî-
ðîñòüþ 250 êì/÷ ñîñòàâëÿåò 15 êÍ, à ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè äî
300 êì/÷ ñèëà âîçðàñòàåò íà 40%. Ïðè äâèæåíèè â òîííåëå ñèëà
ñîïðîòèâëåíèÿ ïîåçäà äëÿ ñêîðîñòè 250 êì/÷ óâåëè÷èâàåòñÿ â 3,83
ðàçà è ðàâíà 57,5 êÍ, à äëÿ ñêîðîñòè 300 êì/÷ ýòà âåëè÷èíà íà 43%
áîëüøå.

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ è
ïîäúåìíîé ñèëû, äåéñòâóþùèõ íà ïîåçä â òîííåëå.

Ðèñ. 4. Èçìåíåíèå ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ è ïîäúåìíîé ñèëû äåéñòâóþùåé
íà ïîåçä â òîííåëå.

Âèäíî ÷òî äî âúåçäà â òîííåëü è â ïåðâûå ñåêóíäû ïîñëå âõîäà
íà ïîåçä äåéñòâóåò ïðèæèìíàÿ ñèëà ïîðÿäêà 2,5 êÍ, ÷òî âïîëíå
ëîãè÷íî ó÷èòûâàÿ àýðîäèíàìè÷åñêóþ ôîðìó ïîåçäà. Ìîìåíò âðå-
ìåíè 5 ñ ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ, êîãäà õâîñò ïîåçäà ïîëíîñòüþ
âõîäèò â òîííåëü, ïîñëå ÷åãî ðåàëèçóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ,
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ïîêàçàííîå íà Ðèñ. 2. Â ýòîì ñëó÷àå èçáûòî÷íîå äàâëåíèå íàä ïî-
åçäàì óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïîäúåìíîé ñèëû
äåéñòâóþùåé íà ïîåçä.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðåçóëüòàòå ïðîäåëàííîé ðàáîòû áûëè ïîëó÷åíû äàííûå î òîì,
êàê ìåíÿåòñÿ äàâëåíèå â òîííåëå ïðè ïðîõîæäåíèè ïî íåìó âûñî-
êîñêîðîñòíîãî ïîåçäà. Áûëî âûÿñíåíî, ÷òî ôîðìà ãîëîâíîé ÷àñòè
ïîåçäà ñëàáî âëèÿåò íà ìàêñèìàëüíûå ïåðåïàäû äàâëåíèÿ â òîí-
íåëå (ðàçëè÷èå 5,6 %) è óìåðåííî âëèÿåò íà ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ
ïîåçäà (ðàçëè÷èå 20%). Äëèíà òîííåëÿ íå âëèÿåò íà âåëè÷èíó ìàê-
ñèìàëüíûõ ïåðåïàäîâ äàâëåíèÿ è ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ. Âïðî÷åì,
ìîæåò áûòü ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû òîííåëÿ ïîÿâÿòñÿ íîâûå ýô-
ôåêòû, êîòîðûå â äàííîé ðàáîòå íå áûëè ðàññìîòðåíû. Ñêîðîñòü
ïîåçäà òàêæå îêàçûâàåò âëèÿíèå íà èññëåäóåìûå ïðîöåññû. Òàê ïðè
óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè ïîåçäà ñ 250 êì/÷ äî 300 êì/÷ ìàêñèìàëüíàÿ
âåëè÷èíà ïåðåïàäîâ äàâëåíèÿ â òîííåëå óâåëè÷èâàåòñÿ íà 45%, à
ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ïîåçäà óâåëè÷èâàåòñÿ íà 43%. Ïëîùàäü ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òîííåëÿ îêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå. Áûëî
ïîêàçàíî ÷òî óìåíüøåíèå ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òîííåëÿ ñ
60 äî 40 ì2 ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ìàêñèìàëüíîãî ïåðåïàäà äàâëå-
íèÿ â òîííåëå íà 83%, è óâåëè÷åíèþ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ íà 51%.
Â çàêëþ÷åíèè ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèøü äëÿ êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ èññëåäóå-
ìûõ ïðîöåññîâ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñðàâíèìûõ ñ îïûòíûìè
äàííûìè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü áîëåå ïîäðîáíóþ ñåòêó, óòî÷-
íèòü ìîäåëü ïîåçäà è ñòðîåíèé âíóòðè òîííåëÿ, ó÷èòûâàòü ìàòåðè-
àë âíóòðåííèõ ñòåí òîííåëÿ. Òàêæå â ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàëîñü,
êàêèì îáðàçîì âîëíû äàâëåíèÿ â òîííåëå âëèÿþò íà ïåðåïàäû äàâ-
ëåíèÿ âíóòðè ïîåçäà. Òàêæå íå ó÷èòûâàëèñü àâòîêîëåáàòåëüíûå
ïðîöåññû êîðïóñà ïîåçäà è êîëåáàíèÿ ïîñëåäíåãî âàãîíà ñîñòàâà
ïðè äâèæåíèè â òîííåëå. Íå ðàññìàòðèâàëèñü ñëó÷àè íàðóøåíèÿ
ãåðìåòè÷íîñòè ïîåçäà. Ýòè çàäà÷è åùå ïðåäñòîèò ðåøèòü.

Ëèòåðàòóðà
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Äëÿ îöåíêè ïðî÷íîñòè ñîåäèíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíûé â ìåõà-
íèêå ðàçðóøåíèÿ ñèëîâîé êðèòåðèé, ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å ñ óãëîì
ñâîäÿùèéñÿ ê òðåáîâàíèþ ïîïàäàíèÿ ÊÈÍ âíóòðü äèàïàçîíà äîïóñòè-
ìûõ çíà÷åíèé.

Ïðåäëîæåí ìåòîä ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ ÊÈÍ, îñíîâàííûé íà
ïðèìåíåíèè òåîðåìû âçàèìíîñòè ðàáîò â îêðåñòíîñòè óãëîâîé òî÷êè.
Ìåòîä äîïóñêàåò îáîáùåíèå äëÿ ñëó÷àÿ òåìïåðàòóðíûõ âîçäåéñòâèé

1. Ñèëîâîé êðèòåðèé ïðî÷íîñòè

Ïðè îöåíêå ïðî÷íîñòè êðåïëåíèÿ îáëèöîâêè îñîáîå ìåñòî çà-
íèìàåò àíàëèç ÍÄÑ â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ïðèëåãàíèÿ ïëèòîê.
Ëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè äàåò íà ðåáðå ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå.
Äëÿ òàêèõ îáëàñòåé ýôôåêòèâíû ìåòîäû ìåõàíèêè òðåùèí. ÍÄÑ â
îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû îïèñûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûìè àñèìï-
òîòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè

τ (r, θ) = KrλT (θ), u (r, θ) = Krλ+1U(θ), (1)

â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å î òðåùèíå λ = −1/2. Óíèâåðñàëüíîñòü
àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèè T è U è ïîêà-

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 4 îêòÿáðÿ 2011 ã.
c⃝ À. Ê. Êóçèí, 2012
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çàòåëü ñòåïåíè λ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ãåîìåòðèåé è ñâîéñòâà-
ìè ìàòåðèàëà îêðåñòíîñòè ôðîíòà è íå çàâèñÿò îò ïðèëîæåííûõ
íàãðóçîê è îñîáåííîñòåé ãåîìåòðèè âäàëè îò ôðîíòà. Ôîðìîé êîí-
ñòðóêöèè è íàãðóçêàìè îïðåäåëÿåòñÿ ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü K �
êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé (ÊÈÍ).

Èçâåñòíûé â ìåõàíèêå òðåùèí ñèëîâîé êðèòåðèé ïðî÷íîñòè [1]
òðåáóåò, ÷òîáû çíà÷åíèå ÊÈÍ íå ïðåâûøàëî ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû
� òðåùèíîñòîéêîñòè:

K < K∗.

Åñëè ÊÈÍ ìåíüøå K∗, òðåùèíà íå ðàñòåò, à ïîòîìó íå îïàñíà.
Àñèìïòîòè÷åñêîå ÍÄÑ â îêðåñòíîñòè ðåáðà îáëèöîâêè òàêæå èìååò
âèä (1). Ïîýòîìó ñèëîâîé êðèòåðèé â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ïðèìåíèì,
íî òðåáóåò èçìåíåíèÿ ôîðìóëèðîâêè

K−
∗ < K < K+

∗ , K−
∗ 6 0, K+

∗ > 0. (2)

Â çàäà÷å î òðåùèíå ýòî áûëî èçëèøíå èç-çà ñâîéñòâ ÷åòíîñòè ðå-
øåíèé.

Ìåõàíèêà òðåùèí ðàññìàòðèâàåò è ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèé
ïðî÷íîñòè [1], òðåáóþùèé, ÷òîáû âåëè÷èíà òðåùèíîäâèæóùåé ñè-
ëû íå ïðåâûøàëà êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Îäíàêî ïðèìåíåíèå ýíåð-
ãåòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ äëÿ ðåáðà îáëèöîâêè âñòðå÷àåò ñëîæíîñòè.
Ïîíÿòèå òðåùèíîäâèæóùåé ñèëû, îñíîâàííîå íà ïðåäñòàâëåíèÿõ
àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè, íå ìîæåò áûòü ââåäåíî èç-çà îòñóòñòâèÿ
âîçìîæíîñòè âèðòóàëüíîãî ïðîäâèæåíèÿ ôðîíòà.

Óíèâåðñàëüíîñòü àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë ïðåäîñòàâëÿåò âîç-
ìîæíîñòü àïðèîðíîé îöåíêè ïðî÷íîñòè ñîåäèíåíèé íà îñíîâàíèè
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ òåñòîâûìè îáðàçöàìè. Äëÿ âûáðàí-
íûõ îáðàçöîâ ïî èçâåñòíîé ðàçðóøàþùåé íàãðóçêå F∗ íàõîäèòñÿ
êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå K∗ (K−

∗ èëè K+
∗ ). Ýòè æå çíà÷åíèÿ ÊÈÍ

ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êðèòè÷åñêèå è äëÿ èññëåäóåìîé êîíñòðóêöèè.
Íàõîæäåíèå ÊÈÍ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ íåòðèâèàëü-

íóþ ïðîáëåìó, ïîñêîëüêó òðåáóåò ó÷åòà ÍÄÑ âî âñåì òåëå, à íå
òîëüêî â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñèíãóëÿðíîñòè. ÊÈÍ ìîæåò áûòü íàé-
äåí íåïîñðåäñòâåííî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ
â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû (óãëîâîé òî÷êè) [1, 3]. Âîçìîæåí
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ïîäõîä, ïðè êîòîðîì äëÿ òåëà ñ óãëîâîé òî÷êîé ôîðìóëèðóåòñÿ
âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà ñ ÊÈÍ êàê íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé [2].
Íàêîíåö, ÊÈÍ ìîæåò áûòü íàéäåí, èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòîâ íà îáû÷íûõ ýëåìåíòàõ [4]. Èçëàãàåìûé â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû âçàèì-
íîñòè ðàáîò â îêðåñòíîñòè óãëîâîé òî÷êè, áûë ðàíåå îïèñàí â [6].
Ïðåäïîñûëêè ýòîãî ìåòîäà ìîæíî íàéòè â [5]. Îí ïîçâîëÿåò îïðå-
äåëèòü ÊÈÍ ïî èçâåñòíîìó êîíå÷íî-ýëåìåíòíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è
óïðóãîñòè è äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé òåìïåðàòóðíûõ âîç-
äåéñòâèé. Ïîäðîáíåå î ñïîñîáàõ âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍ ìîæíî óçíàòü èç
ðàáîòû [7].

2. Ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè óãëîâîãî âûðåçà

Â ïëîñêîñòè, íîðìàëüíîé ê ðåáðó ãðàíèöû ìåæäó ïëèòêîé è
îñíîâàíèåì, ââåäåì ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x1x2. Îñè îðè-
åíòèðîâàíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Ñåêòîð 1 � îáëèöîâêà,
ñåêòîð 2 � îñíîâàíèå. Îñü x3 íàïðàâëåíà âäîëü ðåáðà ãðàíèöû è
ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ðèñóíêà.

Ìàòåðèàëû ñåêòîðîâ ëèíåéíî-óïðóãèå, èçîòðîïíûå ñ ìîäóëÿìè
ñäâèãà µ(α) è êîýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà ν(α), α = 1..2. Çäåñü è
äàëåå âåðõíèé èíäåêñ â ñêîáêàõ óêàçûâàåò, ê êàêîìó ñåêòîðó îòíî-
ñèòñÿ âåëè÷èíà.

ÍÄÑ â îêðåñòíîñòè ðåáðà � ñóïåðïîçèöèÿ ñîñòîÿíèé ïëîñêîé è
àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèé.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé àíòèïëîñêîé äåôîð-
ìàöèè. Âåêòîð ïåðåìåùåíèé íàïðàâëåí âäîëü ðåáðà:

u = u (x1, x2) e3, (3)

òåíçîðû äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé èìåþò ñòðóêòóðó

ε =
1

2
(∇ue3 + e3∇u) ,

τ = e3τ + τe3, τ = e1τ1 + e2τ2, τ = µ∇u.
(4)

Ââåäåí ∇ � íàáëà-îïåðàòîð íà ïëîñêîñòè:

∇ ≡ eα∂α, α = 1..2. (5)
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x
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2

12 q

r

Ðèñ. 1. Îêðåñòíîñòü êðàÿ ãðàíèöû
îáëèöîâêà/îñíîâàíèå.

Îáúåìíûå ñèëû îòñóòñòâóþò, ïîýòîìó

∇ · τ = 0 ⇐⇒ τ = µ∇ψ × e3, (6)

ãäå ψ � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé. Ñîãëàñíî (4) è (6), u è
ψ ñâÿçàíû óñëîâèÿìè Êîøè�Ðèìàíà:

∇u = ∇ψ × e3. (7)

è çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ÍÄÑ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ îäíîé ðåãóëÿð-
íîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé:

f (z) = u+ iψ, z ≡ x1 + ix2 = reiθ,
u = Re (f) , τ1 − iτ2 = µf ′ (z) ,

(8)

ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà.
Ðåøåíèå èùåì â âèäå

f (z) = Czλ+1, (9)

ãäå C, λ � íåèçâåñòíûå ÷èñëà: C � êîìïëåêñíîå, λ � âåùåñòâåííîå.
Èç (8) ñëåäóåò:

µu = rλ+1 (A cos (λ+ 1) θ −B sin (λ+ 1) θ) ,
τ1 = (λ+ 1) rλ (A cosλθ −B sinλθ) ,
τ2 = − (λ+ 1) rλ (A sinλθ +B cosλθ) .

(10)
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Çäåñü A è B � íåèçâåñòíûå âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû. Ïàðàìåòð λ
äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

−1 < λ < 0. (11)

Íåðàâåíñòâî ñïðàâà ñëåäóåò èç òðåáîâàíèÿ îãðàíè÷åííîñòè íàïðÿ-
æåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè, ñëåâà � èç óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè â îêðåñòíîñòè óãëîâîé òî÷êè.

Â ñåêòîðàõ 1 è 2 ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ôîð-
ìóëàìè (10) ñî ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè A(k), B(k), k = 1..2. Ïîêà-
çàòåëü ñòåïåíè λ â îáîèõ ñåêòîðàõ îäèí è òîò æå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
A(k), B(k) è λ èìååì îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñòîðîíàõ
âûðåçà:

τ
(1)
2

∣∣∣∣
θ=0

= 0, τ
(2)
1

∣∣∣∣
θ=3π/2

= 0 (12)

è óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå
ìàòåðèàëîâ:(

u(1) − u(2)
)∣∣∣∣

θ=π/2

= 0,
(
τ
(1)
1 − τ

(2)
1

)∣∣∣∣
θ=π/2

= 0. (13)

Èç (12) è (13) ñëåäóåò ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ A(k), B(k). λ íàõîäèòñÿ èç
óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ â 0 åå îïðåäåëèòåëÿ. Åäèíñòâåííî âîçìîæíûé
êîðåíü íà èíòåðâàëå (−1; 0):

λ = − 1

π
arccos

m

m+ 1
, (14)

ãäå

m ≡ µ(2)

µ(1)
. (15)

Êîýôôèöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë A(k), B(k) íå ìîãóò
áûòü îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè λ, ðàâíîì (14),
ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ïîíèæàåòñÿ íà 1 è ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ
ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíîãî ìíîæèòåëÿ �
êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé:(

A(1), B(1), A(2), B(2)
)T

= KY, ∥Y ∥ = 1. (16)
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Y � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèé íó-
ëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Y =

√
2

3 +m

(
1, 0,

3m+ 1

2(m+ 1)
,

(1−m)
√
2m+ 1

2(m+ 1)

)T

. (17)

Êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé K íåèçâåñòåí, äëÿ åãî
íàõîæäåíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü ÍÄÑ âäàëè îò óãëîâîé òî÷êè.

Â ñëó÷àå ïëîñêîé äåôîðìàöèè

u = uα (x1, x2) eα, α = 1..2. (18)

Òåíçîðû äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé èìåþò âèä

ε = ∇uS = εαβeαeβ ,
τ = τ̃ + σ3e3e3, τ̃ ≡ ταβeαeβ

(19)

è ñâÿçàíû çàêîíîì Ãóêà:

τ̃ = 2µ

(
ε+

ν

1− 2ν
εẼ

)
, σ3 = ντ̃ ,

Ẽ = eαeα, ε = εαα, τ̃ = ταα,
(20)

ãäå Ẽ � åäèíè÷íûé òåíçîð â ïëîñêîñòè x1x2.
Ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ íàãðóçîê ðåøåíèå ïëîñêîé çàäà÷è

òåîðèè óïðóãîñòè îïðåäåëÿåòñÿ áèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé Ýðè:

τ̃ = −e3 ×∇∇Φ× e3, ∆∆Φ = 0, (21)

ãäå ∆ ≡ ∂21 + ∂22 � äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà.
Â ïëîñêîé çàäà÷å ýôôåêòèâíû ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèè êîì-

ïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Ââåäåì z = x1 + ix2, z̄ ≡ x1 − ix2. Òîãäà

x1 =
1

2
(z + z̄) , x2 =

i

2
(z̄ − z) ,

∂1 = ∂z + ∂z̄, ∂2 = i (∂z − ∂z̄) ,
∆ = (∂1 + i∂2) (∂1 − i∂2) = 4∂z∂z̄.

(22)

Èíòåãðèðîâàíèå áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
(22) âåäåò ê ôîðìóëå Ãóðñà:

Φ = Re (z̄φ(z) + χ(z)) =
1

2

(
z̄φ(z) + zφ(z) + χ(z) + χ(z)

)
, (23)
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ãäå φ(z) è χ(z)� ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè. Íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè Êîëîñîâà�Ìóñõåëèøâèëè:

σ1 + σ2 = 2
(
φ′ + φ′

)
, σ2 − σ1 + 2iτ12 = 2 (z̄φ′′ + ψ′) ,

2µ (u1 + iu2) = (3− 4ν)φ− zφ′ − ψ′,
ψ ≡ χ′, σ1 ≡ τ11, σ2 ≡ τ22.

(24)

Ðàçûñêèâàÿ ðåøåíèå â âèäå

φ = Azλ+1, ψ = Bzλ+1, (25)

ãäå A, B � êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå, λ � âåùåñòâåííàÿ, ïîëó÷èì:

σ1 = rλ (λ+ 1)
{
λ (−A1 cos(λ− 2)θ +A2 sin(λ− 2)θ)+

+ (2A1 −B1) cosλθ − (2A2 −B2) sinλθ
}
,

σ2 = rλ (λ+ 1)
{
λ (A1 cos(λ− 2)θ −A2 sin(λ− 2)θ)+

+ (2A1 +B1) cosλθ − (2A2 +B2) sinλθ
}
,

τ12 = rλ (λ+ 1)
{
λ (A1 sin(λ− 2)θ +A2 cos(λ− 2)θ)+

+B1 sinλθ +B2 cosλθ
}
,

(26)

2µu1 = rλ+1
{
(3− 4ν) (A1 cos(λ+ 1)θ −A2 sin(λ+ 1)θ)−

−(λ+ 1) (A1 cos(λ− 1)θ −A2 sin(λ− 1)θ)−
−B1 cos(λ+ 1)θ +B2 sin(λ+ 1)θ

}
,

2µu2 = rλ+1
{
(3− 4ν) (A1 sin(λ+ 1)θ +A2 cos(λ+ 1)θ)+

+(λ+ 1) (A1 sin(λ− 1)θ +A2 cos(λ− 1)θ)+

+B1 sin(λ+ 1)θ +B2 cos(λ+ 1)θ
}
.

(27)

A1, A2, B1, B2 � íåèçâåñòíûå âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû, ïàðàìåòð
λ, êàê è â ñëó÷àå àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè, äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü
íåðàâåíñòâó

−1 < λ < 0. (28)

Ãðàíèöû ñåêòîðà ñâîáîäíû îò íàãðóçîê:

θ = 0 : σ
(1)
2 = 0, τ

(1)
12 = 0,

θ = 3π
2 : σ

(2)
1 = 0, τ

(2)
12 = 0.

(29)
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Íà ãðàíèöå ìàòåðèàëîâ � óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è
íàïðÿæåíèé:

θ =
π

2
: u(1) = u(2), σ

(1)
1 = σ

(2)
1 , τ

(1)
12 = τ

(2)
12 . (30)

Ïîäñòàíîâêà àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë (26)�(27) â (29) è (30) ïðè-
âîäèò ê îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ A
(β)
α , B

(β)
α , âñåãî 8 óðàâíåíèé äëÿ 8 íåèçâåñò-

íûõ. Èç òðåáîâàíèÿ ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû ñëåäóåò
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ λ:

χ
(
λ,m, ν(1), ν(2)

)
= 0. (31)

ßâíîå âûðàæåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæåò áûòü
â îáîçðèìîì âèäå ïîëó÷åíî ñðåäñòâàìè êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè.
Êîýôôèöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ
äî ìàñøòàáíîãî ìíîæèòåëÿ K � êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íà-
ïðÿæåíèé:(

A
(1)
1 , A

(1)
2 , B

(1)
1 , B

(1)
2 , A

(2)
1 , A

(2)
2 , B

(2)
1 , B

(2)
2

)T
= KY,

∥Y ∥ = 1,
(32)

ãäå Y � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèé
íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó, ïðè λ, ðàâíîì íàèìåíüøåìó êîðíþ
óðàâíåíèÿ (31) íà èíòåðâàëå (−1; 0).

3. Ìåòîä ðàñ÷åòà ÊÈÍ íà îñíîâå òåîðåìû âçàèìíî-

ñòè ðàáîò

Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü ðåáðà ãðàíèöû ïðèëåãàíèÿ îáëèöîâêè,
îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì L è ëó÷àìè íà îñÿõ x1 è x2 (ðèñ. 2). Â îá-
ëàñòè ðåàëèçóåòñÿ ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ ñ ïîëÿìè ïåðåìåùåíèé u
è íàïðÿæåíèé τ , îáúåìíûìè ñèëàìè f è ïîâåðõíîñòíûìè p. ÍÄÑ
òàêîâî, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ê óãëó îíî îïðåäåëÿåòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêèìè ôîðìóëàìè ñ íåèçâåñòíûì ÊÈÍ:

u ∼ KU, τ ∼ KT, (33)
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ãäå U è T � àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå åäèíè÷-
íîìó ÊÈÍ. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (27) è

(26), â êîòîðûõ A
(β)
α , B

(β)
α çàìåíåíû íà êîìïîíåíòû íîðìèðîâàííî-

ãî âåêòîðà Y èç ôîðìóëû (32).
Ìûñëåííî âûðåæåì èç îáëàñòè îêðåñòíîñòü óãëà, îãðàíè÷åííóþ

äóãîé îêðóæíîñòè C ðàäèóñà a. Ê îáëàñòè F , îãðàíè÷åííîé êðè-
âûìè C, L è ñîåäèíÿþùèìè èõ îòðåçêàìè îñåé L1 è L2, ïðèìåíèì
òåîðåìó âçàèìíîñòè ðàáîò:

A12 ≡
∫
F

f
1
· u2 dF +

∫
L∪L1∪L2∪C

p
1
· u2 dl = A21 (34)

� ðàáîòà ñèë ïåðâîãî ñîñòîÿíèÿ íà ïåðåìåùåíèÿõ âòîðîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ðàâíà ðàáîòå ñèë âòîðîãî ñîñòîÿíèÿ íà ïåðåìåùåíèÿõ ïåðâîãî.
Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ñîñòîÿíèÿ âîçüìåì ÍÄÑ, îáóñëîâëåííîå íàãðóç-
êàìè f è p:

u1 = u, τ
1
= τ , f

1
= f, p

1

∣∣∣∣
L∪L1∪L2

= p. (35)

Ðàäèóñ a ìàë íàñòîëüêî, ÷òî íà C óæå ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷å-
ñêèå ôîðìóëû, ïîýòîìó

p
1

∣∣∣∣
C

= −er ·KT
∣∣∣∣
r=a

. (36)

Âî âòîðîì ñîñòîÿíèè âî âñåé îáëàñòè ÍÄÑ îïðåäåëÿåòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè ñ K = 1:

u2 = U, τ
2
= T , f

2
= 0, p

2

∣∣∣∣
L1∪L2

= 0,

p
2

∣∣∣∣
C

= −er · T
∣∣∣∣
r=a

, p
2

∣∣∣∣
L

= n · T
∣∣∣∣
L

.
(37)

Ïîäñòàâèâ (35)�(37) â (34), ïîëó÷èì

K =
J

J0
, (38)
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Ðèñ. 2. Îáëàñòü äëÿ òåîðåìû âçàèì-
íîñòè.

ãäå

J =

∫
L∪L1∪L2

p · U dl+
∫
F

f · U dF −
∫
L

n · T · u dl+
∫
C

er · T · u dl, (39)

J0 =

∫
C

er · T · U dl. (40)

Ôîðìóëà (38) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÊÈÍ. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïî íåé íåîáõîäèìî çíàòü ïîëå ïåðåìåùåíèé u, ñîçäà-
âàåìîå ïðèëîæåííûìè íàãðóçêàìè. Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøå-
íà ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ U è
T ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ãåîìåòðèåé è ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà
îêðåñòíîñòè óãëà. Òî÷íîå çíà÷åíèå ÊÈÍ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî
ïðè a→ 0: òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (36) âûïîëíÿåòñÿ òî÷íî.

Ôîðìóëà (38) äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé òåìïåðàòóðíûõ
äåôîðìàöèé. Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåðìî-
óïðóãîñòè èìååò âèä

∇ · τ + f = 0, n · τ
∣∣∣∣
O1

= p, u

∣∣∣∣
O2

= u0,

τ = 2µ

(
ε+

ν

1− 2ν
εE

)
− 2µα

1 + ν

1− 2ν
ΘE,

ε = ∇uS , ε = εαα.

(41)
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Çäåñü Θ � òåìïåðàòóðà, α � êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ.
Íà O1 çàäàíû óñëîâèÿ â íàïðÿæåíèÿõ, íà O2 � â ïåðåìåùåíèÿõ.
Ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü òåëà � îáúåäèíåíèå O1 è O2. Ïðåäñòàâèâ òåí-
çîð íàïðÿæåíèé â âèäå

τ = τ
ε
+ τ

Θ
, τ

Θ
≡ −2µ

1 + ν

1− 2ν
αΘE, (42)

ïîëó÷èì çàäà÷ó ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ñ ìîäèôèöèðîâàííûìè
íàãðóçêàìè:

τ
ε
= 2µ

(
ε+

ν

1− 2ν
εE

)
, ∇ · τ

ε
+∇ · τ

Θ
+ f = 0,

n · τ
ε

∣∣∣∣
O1

= p− n · τ
Θ

∣∣∣∣
O1

, u

∣∣∣∣
O2

= u0.
(43)

Ïðèìåíèâ ê ýòîé çàäà÷å (38), ïîëó÷èì îáîáùåíèå (39) íà ñëó÷àé
òåìïåðàòóðíûõ âîçäåéñòâèé:

J =

∫
L∪L1∪L2

(
p− n · τ

Θ

)
· U dl +

∫
F

(
f +∇ · τ

Θ

)
· U dF−

−
∫
L

n · T · u dl +
∫
C

er · T · u dl.
(44)

Â èçëîæåííûõ âûøå ïîñòðîåíèÿõ âûáîð êîíòóðà L íå ðåãëàìåí-
òèðîâàí. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ â êà÷åñòâå L óäîáíî áðàòü äó-
ãó îêðóæíîñòè ðàäèóñà R. Òîãäà åäèíñòâåííûì ïðîèçâîëîì ìåòîäà
îñòàåòñÿ îòíîøåíèå ðàäèóñîâ η = a/R. Òàê êàê êîíòóð L îáû÷íî íå
ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöàìè òåëà, òî âåêòîð ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê íà
íåì îïðåäåëÿåòñÿ ïî íàéäåííîìó ÷èñëåííî ïîëþ íàïðÿæåíèé.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé èçëîæåííóþ ìåòîäèêó.
Ïëèòêà è îñíîâàíèå ñâîáîäíû îò âíåøíèõ íàãðóçîê è íàãðåòû äî
ðàâíîìåðíîé òåìïåðàòóðû Θ. Ìàòåðèàëû ïëèòêè è îñíîâàíèÿ îäè-
íàêîâû: µ(1) = µ(2) ≡ µ, ν(1) = ν(2) ≡ ν, α(1) = α(2) ≡ α. Çàäà÷à
ðàññìàòðèâàåòñÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè. Èìååì äåôîðìè-
ðîâàííîå ñîñòîÿíèå áåç íàïðÿæåíèé:

u = α (1 + ν)Θrer, τ = 0. (45)
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Ïðè ýòîì òåíçîðû τ
ε
è τ

Θ
íóëþ íå ðàâíû. Î÷åâèäíî, ÷òî ÊÈÍ â

ýòîé çàäà÷å ðàâåí 0. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ λ:(
cos

3πλ

2
+ λ+ 1

)(
cos

3πλ

2
− λ− 1

)
= 0. (46)

Íàèìåíüøèé êîðåíü íà èíòåðâàëå (−1; 0): λ = −0.4555. Âû÷èñëèì
ÊÈÍ ïî ôîðìóëàì (38), (40) è (44), âçÿâ â êà÷åñòâå êðèâîé L äóãó
îêðóæíîñòè ðàäèóñà R. Ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

K =
2µ (1 + ν)αΘI1

(1− 2ν) I0
a−λ, (47)

ãäå

I0 =

3π/2∫
0

er · T̃ · Ũ dθ, I1 =

3π/2∫
0

er · Ũ dθ,

Ũ ≡ U

∣∣∣∣
r=1

, T̃ ≡ T

∣∣∣∣
r=1

.

(48)

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò R. Îäíàêî, äîñòèãàåò-
ñÿ ýòî âçàèìíûì ñîêðàùåíèåì èíòåãðàëîâ ïî äóãå L, è ïðè ÷èñëåí-
íûõ ðàñ÷åòàõ âûáîð R ìîæåò ïîâëèÿòü íà ðåçóëüòàò.

Òàêæå âàæíî, ÷òî K (a) ïðè a → 0 èìååò áåñêîíå÷íóþ ïðîèç-
âîäíóþ. Ýòî ìîæåò ñîçäàâàòü ñëîæíîñòè ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ.

4. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ôîðìóë â óãëîâîé òî÷êå îáðàçöà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 3 (òî÷êà
D). Ìàòåðèàëû ïëèòêè (I) è îñíîâàíèÿ (II) ëèíåéíî-óïðóãèå:

EI = 306ÃÏà, νI = 0.1, αI = 1.156 · 10−5K−1

EII = 128ÃÏà, νII = 0.33, αII = 1.672 · 10−5K−1.
(49)

Ðàçìåðû:

AB = 25ìì, AC = 8ìì, CF = 8ìì, DE = 20ìì. (50)
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Ðèñ. 3. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü.

Îáðàçåö ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè y, íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà
òîëüêî åãî ïðàâàÿ ïîëîâèíà. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â óñëîâèÿõ
ïëîñêîé äåôîðìàöèè.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè D ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû
(26) è (27). Èõ ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëîâ è
ãåîìåòðèåé, ïîýòîìó ñðàçó ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû èç ñîîòâåòñòâó-
þùåé ëèíåéíîé îäíîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû:

λ = −0.478,

Y = (0.231, 0.528, −0.351, 0.253, 0.177, 0.489, −0.422, 0.181)
T
.
(51)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÊÈÍ íåîáõîäèìî çíàòü ÍÄÑ îáðàçöà, îáóñëîâ-
ëåííîå êîíêðåòíûì ñïîñîáîì íàãðóæåíèÿ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå
èç íèõ.

Íîðìàëüíûé îòðûâ. Ê ãðàíè AB ïðèëîæåíà ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííàÿ íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà py = 100ÌÏà. Çàêðåïëåí îáðà-
çåö ñëåäóþùèì îáðàçîì:

AF : ux = 0, FG : uy = 0, EG : ux = const . (52)

Ïðè òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ âåëè÷èíû uy, σx, σy � ÷åòíûå
ôóíêöèè x, à ux, τxy � íå÷åòíûå.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè ìåòîäîì êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÊÈÍ âû÷èñëÿåòñÿ ïî îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå ìåòîäèêå. Â êà÷åñòâå êîíòóðà L áåðåòñÿ äóãà îêðóæíî-
ñòè. Çà çíà÷åíèå ÊÈÍ áûë ïðèíÿò ðåçóëüòàò ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàäèóñà
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äóãè C a = 0.005ìì:

K = 35.9.

Ðàâíîìåðíûé íàãðåâ. Âíåøíèå íàãðóçêè îòñóòñòâóþò, ñïî-
ñîá çàêðåïëåíèÿ òàêîé æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. Îáðàçåö
ðàâíîìåðíî íàãðåò íà T = 10K îòíîñèòåëüíî òåìïåðàòóðû íåäå-
ôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû
íå çàâèñÿò, àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû õàðàêòåðèçóþòñÿ ïàðàìåò-
ðàìè (51). Â ýòîì ïðèìåðå ÊÈÍ ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ

K = 22.7.

Ñäâèã. Ê ãðàíè AB ïðèëîæåíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ êà-
ñàòåëüíàÿ íàãðóçêà px = 100ÌÏà. Ñïîñîá çàêðåïëåíèÿ ñëåäóþùèé:

AF : uy = 0, FG : uy = 0, EG : ux = 0. (53)

Âåëè÷èíû uy, σx, σy � íå÷åòíûå ôóíêöèè x, à ux, τxy � ÷åòíûå.
Çíà÷åíèå ÊÈÍ â ýòîì ñëó÷àå

K = 658.5.

Òàê êàê âî âñåõ òðåõ ïðèìåðàõ ïàðàìåòðû àñèìïòîòè÷åñêèõ
ôîðìóë îäíè è òå æå, òî íàéäåííûå ÊÈÍ ìîæíî ñðàâíèâàòü. Â
÷àñòíîñòè, ðàâíîìåðíûé íàãðåâ îáðàçöà íà 1 ãðàäóñ ñîçäàåò òàêîå
æå àñèìïòîòè÷åñêîå ÍÄÑ, ÷òî è ïðèëîæåíèå íîðìàëüíîé íàãðóçêè
â 6.3ÌÏà èëè ñäâèãîâîé íàãðóçêè â 0.345ÌÏà.

5. Âûâîäû

Ñèëîâîé êðèòåðèé îöåíêè ïðî÷íîñòè êðåïëåíèÿ îáëèöîâêè òðå-
áóåò ââåäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë, îïðåäåëÿþùèõ ÍÄÑ â
îêðåñòíîñòè ðåáðà ïëèòêè. Ýòî ìîæåò áûòü óñïåøíî ñäåëàíî ðàñ-
ñìîòðåíèåì çàäà÷è îá îêðåñòíîñòè âõîäÿùåãî óãëà. Äëÿ èññëåäóå-
ìûõ îáúåêòîâ ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî â ôîðìå ñòåïåííîé
ôóíêöèè rλ, ãäå λ � âåùåñòâåííîå ÷èñëî â èíòåðâàëå (−1; 0).

Íàèáîëåå òðóäîåìêîé çàäà÷åé îñòàåòñÿ ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ
ÊÈÍ. Ðàññìàòðèâàåìûé â ðàáîòå ïîäõîä ïîçâîëÿåò ýòî ñäåëàòü ïî
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ðåçóëüòàòàì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà, â òîì ÷èñëå äëÿ ñëó÷àÿ
òåìïåðàòóðíûõ âîçäåéñòâèé.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ
ÏËÀÑÒÈÍ È ÎÁÎËÎ×ÅÊ

Ê ÇÀÄÀ×ÀÌ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Â. Â. Ïëàòîíîâ

Äëÿ ñæàòîé â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ïëàñòèíêè, íàõîäÿùåéñÿ â
êàíàëå ñ æåñòêèìè ñòåíêàìè, ïîëó÷åíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñæèìàþ-
ùåãî íàïðÿæåíèÿ è äëèíû ïðÿìûõ ó÷àñòêîâ íàëåãàíèÿ íà êàæäîì ýòà-
ïå íàãðóæåíèÿ ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè è òåîðèè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà.
Ïðîâåäåí àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè
è ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåõìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè â ïàêåòå ANSYS.
Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè îñåâîì
ñæàòèè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.À. Àìáàðöóìÿíà ïîëó÷åíà êðèòè÷åñêàÿ íà-
ãðóçêà, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïî òåîðèè
Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà.

1. Ââåäåíèå

Â ñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèÿõ â êà÷åñòâå êîíñòðóêöèîííûõ ìà-
òåðèàëîâ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ êîìïîçèòíûå, ñèíòåòè÷åñêèå è
äðóãèå íåìåòàëëè÷åñêèå ìàòåðèàëû. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ
ýòèõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ ïîâûøåííàÿ ïîäàòëèâîñòü íà ìåæñëîå-
âîé ñäâèã. Äëÿ íèõ äàæå íåáîëüøèå ïî âåëè÷èíå êàñàòåëüíûå íà-
ïðÿæåíèÿ ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà îáùóþ äåôîðìàöèþ. Ïîýòîìó
ðàñ÷åò ïëàñòèí è îáîëî÷åê èç òàêèõ ìàòåðèàëîâ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì òåîðèè Êèðõãîôà�Ëÿâû ìîæåò ïðèâîäèòü ê áîëüøèì ïîãðåø-
íîñòÿì.

Â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé âñå ÷àùå èñïîëüçóþòñÿ íàíî-
îáúåêòû, è îäíîé èç çàäà÷ íàíîìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü
ðàñ÷åòà äåôîðìàöèè, ïðî÷íîñòè, óñòîé÷èâîñòè íàíîîáúåêòîâ. Ïðî-
áëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñâîéñòâà íàíîðàçìåðíûõ ñòðóêòóðíûõ ýëå-

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 29 íîÿáðÿ 2011 ã.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 09-01-

00623a.
c⃝ Â. Â. Ïëàòîíîâ, 2012
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ìåíòîâ îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ â êëàññè÷åñêîé êîíòèíóàëüíîé ìå-
õàíèêå. Ýòè ðàçëè÷èÿ çàâèñÿò îò ðàçìåðà ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà.

Äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðóåìîãî ñîñòîÿíèÿ, ðåøåíèÿ
çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè íàíîîáúåêòîâ òî÷íîñòü êëàññè÷åñêîé òåîðèè
ïëàñòèí è îáîëî÷åê ñòàíîâèòñÿ íåäîñòàòî÷íîé. Â ñâÿçè ñ ýòèì èñ-
ïîëüçóþòñÿ íåêëàññè÷åñêèå òåîðèè, ïîñòðîåííûå, êàê è êëàññè÷å-
ñêàÿ òåîðèÿ, ìåòîäîì ãèïîòåç, íî ìåíåå æåñòêèõ, ÷åì ãèïîòåçû
Êèðõãîôà�Ëÿâû.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïëà-
ñòèí è îáîëî÷åê íà îñíîâå íåêëàññè÷åñêèõ òåîðèé: òåîðèè èçãè-
áà ïëàñòèí Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà, òåîðèè àíèçîòðîïíûõ îáîëî÷åê
Ñ.À. Àìáàðöóìÿíà.

2. Óñòîé÷èâîñòü íàíîãîôðèðîâàííîé ñèñòåìû

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ðàçâèòèå íàóêè ïîçâîëèëî ñîçäàòü äâóìåð-
íûå ìèêðî- è íàíîñòðóêòóðû. Äëÿ íåêîòîðûõ êâàíòîâûõ ïðèáîðîâ,
íàïðèìåð êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ, íåîáõîäèìû ñòðîãî ïåðèîäè÷å-
ñêèå êâàíòîâûå ñèñòåìû. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñèñòåìû,
ñîñòîÿùèå èç îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ îäíîãî è òîãî æå ðàçìåðà, êî-
òîðûå ðàñïîëîæåíû â äâóõ èëè òðåõ èçìåðåíèÿõ ñ âûñîêîé ïåðè-
îäè÷íîñòüþ. Ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ íàíîòåõíîëîãèè ïðåäïîëàãàþò
âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ êâàíòîâûõ ñòðóêòóð èç îòäåëüíûõ ìîëåêó-
ëÿðíûõ ñëîåâ, ìîëåêóë è àòîìîâ.

Ñîâðåìåííàÿ ìîëåêóëÿðíî-ëó÷åâàÿ ýïèòàêñèÿ ïîçâîëÿåò èç îò-
äåëüíûõ ìîíîñëîåâ, ìîíîñëîé çà ìîíîñëîåì, ñîçäàâàòü ñëîæíûå ãå-
òåðîñòðóêòóðû èç ïîëóïðîâîäíèêîâ GaAs, InAs, AlAs è ò.ä., òâåð-
äûõ ðàñòâîðîâ íà èõ îñíîâå, ìåòàëëîâ, äèýëåêòðèêîâ. Ñ ïîìîùüþ
äàííîãî ïîäõîäà áûëè ñîçäàíû: íàíîãîôðèðîâàííûå êâàíòîâûå ñè-
ñòåìû, êâàíòîâûå òî÷êè, ìîëåêóëû èç êâàíòîâûõ òî÷åê, ñâåðõ-
ðåøåòêè, êðèñòàëëû, íàíîâîëîêíà è êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû.
Óïðîùåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ âûïóêëîé InAs-
ïëåíêè, îñâîáîæäåííîé îò ñâÿçè ñ InP-ïîäëîæêîé â ëîêàëüíîé îá-
ëàñòè äëèííîé L, ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíà íà Ðèñ. 1. Èñõîäíàÿ ñæàòàÿ
ïëåíêà ïðè åå îñâîáîæäåíèè îò ñâÿçè ñ ïîäëîæêîé óïðóãî ðåëàêñè-
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ðóåò, óâåëè÷èâàåò ñâîþ äëèíó è âûïó÷èâàåòñÿ. Ïðè ñîçäàíèè äàí-

Ðèñ. 1. Ñåëåêòèâíîå óäàëåíèå æåðòâåííîãî ñëîÿ.

íûõ íàíîñòðóêòóð äëÿ îòñîåäèíåíèÿ ïëåíêè îò ïîäëîæêè ìîãóò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ æåðòâåííûå ñëîè (AlAs) è íàïðÿæåííûå ïñåâäîìîðô-
íûå InGaAs-ñëîè, âûðàùåííûå íà GaAs-ïîäëîæêå [9, 13]. Äâèæó-
ùåé ñèëîé îòñîåäèíåíèÿ ïëåíêè îò ïîäëîæêè ÿâëÿåòñÿ óïðóãàÿ äå-
ôîðìàöèÿ ñæàòèÿ, âûçâàííàÿ íåñîîòâåòñòâèåì ïàðàìåòðîâ ðåøå-
òîê ïëåíêè è ïîäëîæêè. Äëÿ îòñîåäèíåíèÿ ïëåíêè îò ïîäëîæêè
èñïîëüçóþòñÿ æåðòâåííûå ñëîè òîëùèíîé 1�10 íì. Íàïðÿæåííûå
ïëåíêè, îòñîåäèíÿÿñü îò ïîäëîæêè, èçìåíÿþò ñâîþ ôîðìó, äâè-
ãàþòñÿ è âñòóïàþò âî âçàèìîäåéñòâèå ñ ñîñåäíèìè ñëîÿìè. Îñâî-
áîæäåíèå íàïðÿæåííûõ ïëåíîê îò ñâÿçè ñ ïîäëîæêîé, ó êîòîðûõ
çàïàñåíà óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ïîðÿäêà 0.5 ýÂ íà àòîì, ïîçâîëÿåò ôîð-
ìèðîâàòü íàíîñòðóêòóðû ðàçëè÷íûõ ôîðì. Äîñòèãíóâ ðàçìåðîâ,
õàðàêòåðíûõ äëÿ äàííîé ïëåíêè, îáîëî÷êà ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâîé
ê äàëüíåéøåìó òðàâëåíèþ.

Íà Ðèñ. 2 ïîêàçàíà ïðîñòåéøàÿ êîíñòðóêöèÿ, ñîäåðæàùàÿ ãîô-
ðèðîâàííóþ ïëåíêó (íàïðÿæåííûé InGaAs-ñëîé ðàñïîëîæåí ìåæ-
äó äâóìÿ æåðòâåííûìè AlAs-ñëîÿìè). Ñïðàâà � ôîòîãðàôèÿ, ñäå-
ëàííàÿ ýëåêòðîííûì ìèêðîñêîïîì. Ñåëåêòèâíîå óäàëåíèå æåðò-
âåííûõ ñëîåâ ïðèâîäèò ê îñâîáîæäåíèþ è ãîôðèðîâàíèþ InGaAs-
ñëîÿ. Äâèæóùåé ñèëîé ôîðìèðîâàíèÿ ýòîé ãîôðèðîâàííîé ïëåí-
êè òàêæå ÿâëÿþòñÿ óïðóãèå íàïðÿæåíèÿ, ñóùåñòâóþùèå â èñõîä-
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íûõ ñòðóêòóðàõ èç-çà íåñîîòâåòñòâèÿ ïàðàìåòðîâ ðåøåòîê ïëåíêè
è ïîäëîæêè. Ïîñòîÿííûå ðåøåòêè ìàòåðèàëîâ InAs- è GaAs-ñëîåâ
ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷èòåëüíî (∆a/a = 7, 2%), âíóòðåííèå óïðóãèå íà-
ïðÿæåíèÿ ìîãóò äîñòèãàòü 1 ÃÏà. Òàêèõ íàïðÿæåíèé äîñòàòî÷íî
äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ãîôðèðîâîê ñ íàíîïåðèîäîì. Ïåðèîä è àìïëè-
òóäà çàäàþòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïîäëîæêîé è âåðõíèì ñëîåì.

Ðèñ. 2. Ãîôðèðîâêà ñ ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäîé è ïåðèîäîì. Ñïðàâà �
ôîòîãðàôèÿ, ñäåëàííàÿ ýëåêòðîííûì ìèêðîñêîïîì.

Â ïàðàãðàôå 2 èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïëàñòèíêè, ïîêàçàí-
íîé íà Ðèñ. 2. Êîíñòðóêöèÿ ìîäåëèðóåòñÿ òîíêîé ïëàñòèíêîé äëè-
íîé a, çàùåìëåííîé ìåæäó äâóìÿ æåñòêèìè îñíîâàíèÿìè ñ çàçîðîì
∆. Ïëàñòèíêà ñæèìàåòñÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè íàïðÿæåíèåì
σx. Ïðè äîñòèæåíèè íàïðÿæåíèåì ïåðâîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ
ïëàñòèíêà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è íà÷èíàåò ïðîãèáàòüñÿ. Ïîñëå ñî-
ïðèêîñíîâåíèÿ ñ îñíîâàíèåì íà÷èíàåòñÿ îáðàçîâûâàòüñÿ ó÷àñòîê
íàëåãàíèÿ ïëàñòèíêè ê æåñòêîìó îñíîâàíèþ. Êîãäà ó÷àñòîê íàëå-
ãàíèÿ ñòàíîâèòüñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, îí òîæå òåðÿåò óñòîé÷è-
âîñòü. Ïëàñòèíêà "ïðîùåëêèâàåòñÿ"âòîðîé ðàç è îáðàçóþòñÿ òðè
çîíû íàëåãàíèÿ ïëàñòèíêè ê îñíîâàíèÿì. Ïðè ïîñëåäóþùåì íàãðó-
æåíèè ó÷àñòêè íàëåãàíèÿ òàêæå òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü. Ïî òàêîìó
àëãîðèòìó ïîëó÷àåòñÿ ãîôðèðîâàííàÿ ñèñòåìà (ñì. Ðèñ. 2).

2.2. Ðåøåíèå ïî òåîðèè Êèðõãîôà�Ëÿâû

Ðàññìîòðèì ïëàñòèíêó, ñæàòóþ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè îñè
Ox). Ðàçìåðû ïëàñòèíêè a × b, òîëùèíà h. Êðàÿ ïëàñòèíêè x = 0
è x = a çàùåìëåíû. Âåëè÷èíà çàçîðà ìåæäó ïëàñòèíêîé è îñíîâà-
íèÿìè ðàâíà ∆ (Ðèñ. 3). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
ïðîãèá ïëàñòèíêè ïðè x = const îäèí è òîò æå, ò.å. îí íå çàâèñèò
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Ðèñ. 3. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñæàòîé ïëàñòèíêè.

îò y. Ðåøàåòñÿ äâóõìåðíàÿ çàäà÷à. Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûì äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì èçãèáà æåñòêèõ ïëàñòèíîê [3], ïîëó÷èì

D
d4w

dx4
− q0 = 0,

ãäå â íàøåì ñëó÷àå q0 = −
(
σx
d2w

dx2

)
h� ôèêòèâíàÿ ïîïåðå÷íàÿ íà-

ãðóçêà [4], D =
Eh3

12(1− ν)
� öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíêè.

Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåì
âèäå:

w(x) = A sinαx+B cosαx+ C + C1x, α2 =
σxh

D
.

Äëÿ æåñòêî çàùåìëåííûõ êðàåâ ïëàñòèíêè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìå-
þò âèä

w = 0, x = 0, a,

dw

dx
= 0, x = 0, a.

Ïîëüçóÿñü ýòèìè óñëîâèÿìè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

B + C = 0,

Aα+ C1 = 0,

A sinαa+B cosαa+ C + C1a = 0,

Aα cosαa−Bα sinαa+ C1 = 0.
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Äëÿ ïîñòîÿííûõ A è B ñèñòåìà èç 4 óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåòñÿ â
ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé:

A(sinαa− αa) +B(cosαa− 1) = 0,

A(cosαa− 1)−B sinαa = 0.

Ýòà ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, êîãäà åå äèñêðèìèíàíò
ðàâåí íóëþ. Èç ýòîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

sin
αa

2

(
sin

αa

2
− αa

2
cos

αa

2

)
= 0.

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ïåðâûé ìíîæèòåëü, ïîëó÷èì

αa = 2πn, n = 1, 2, 3, ...

Íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå αa ðàâíî 2π. Åñëè æå ïðèðàâíÿòü
íóëþ âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ, òî íàèìåíüøèé êîðåíü áóäåò
αa ∼= 8, 99. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî íàïðÿ-
æåíèÿ íåîáõîäèìî ïîëîæèòü αa = 2π. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå
äëÿ α2, èìååì

σkr1
x =

4π2D

ha2
. (1)

Ïðèìåì, ÷òî ïðè σx >
4π2D
ha2 ñóùåñòâóåò çîíà a2 ïëîòíîãî ïðè-

ëåãàíèÿ ïëàñòèíêè ê îñíîâàíèþ. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ñðåäèííîé
ëèíèè ïëàñòèíêè íà ó÷àñòêå 0 6 x 6 a1:

D
d4w

dx4
− q0 = Rx.

Ðåøåíèå èùåì â âèäå

w(x) = A sinαx+B cosαx+
R

σx
x, α2 =

hσx
D

.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

w(0) = 0, w(a1) = ∆, w′(a1) = 0,

îòêóäà
B = 0,
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A sinαa1 +
R

σx
a1 = ∆,

Aα cosαa1 +
R

σx
= 0.

Íà ó÷àñòêå a2 ïëàñòèíêà îñòàåòñÿ ïðÿìîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
Mi = 0. Ïîýòîìó

σx∆−Rx1 +R (x1 − a1) = 0.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåì:

R = σx
∆

a1
, A =

∆

π
,

a1 =
π

α
, σx =

4π2D

ha21
, (2)

w(x) =
∆

π
(sinαx+ αx).

Èç âûðàæåíèÿ (2), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè çíà÷åíèè a1 =
a

2
íàïðÿæåíèå áóäåò

σx =
16π2D

ha2
. (3)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå

4π2D

ha2
6 σx 6 16π2D

ha2

ïëàñòèíêà ñîïðèêàñàåòñÿ ñ îñíîâàíèåì òîëüêî ïî îäíîé ïðÿìîé.

Ïðèìåì, ÷òî ïðè íàãðóçêå σx >
16π2D

ha2
îáðàçóåòñÿ çîíà ïëîò-

íîãî íàëåãàíèÿ ïëàñòèíêè ê æåñòêîìó îñíîâàíèþ [12]. Îáîçíà÷èì
äëèíó ýòîãî ó÷àñòêà âäîëü îñè Ox a2 = a−2a1. Ýòîò ó÷àñòîê îñòàåò-
ñÿ ïðÿìûì. Êîãäà ïðÿìîé ó÷àñòîê ñòàíåò äîñòàòî÷íî áîëüøèì, íà
íåì òîæå ïðîèçîéäåò ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè. Êðèòè÷åñêîå íàïðÿæå-

íèå äëÿ ñðåäíåãî ó÷àñòêà áóäåò σx =
16π2D

ha22
. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
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σx =
4π2D

ha21
. Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé, íàõîäèì:

a1 =
a

4
, σkr2

x =
64π2D

ha2
. (4)

Ïîñëå òîãî êàê ñðåäíèé ó÷àñòîê èçîãíåòñÿ, a1 ñêà÷êîì èçìåíèò

ñâîå çíà÷åíèå è ñòàíåò ðàâíûì
a

6
(íóæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå

ðàññóæäåíèÿ, âçÿâ òîëüêî a2 =
a

2
− a1). Ðàññìàòðèâàÿ òåïåðü êàæ-

äóþ òðåòü ïëàñòèíêè êàê íîâóþ ñàìîñòîÿòåëüíóþ ïëàñòèíêó, ìû
ìîæåì ñîõðàíèòü ïîëó÷åííûå âûøå óðàâíåíèÿ (1)�(4), çàìåíèâ â

íèõ a íà
a

3
. Âûðàæåíèå (3) ïðè ýòîì äàñò:

a1 =
a

6
, σx =

144π2D

ha2
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè

σx >
144π2D

ha2

íà÷èíàåòñÿ ñíîâà ïðèëåãàíèå ïëàñòèíêè ê îñíîâàíèÿì ïî ó÷àñòêàì,
Ïðè

64π2D

ha2
6 σx 6 144π2D

ha2

ïëàñòèíêà ñîïðèêàñàåòñÿ ñ îñíîâàíèÿìè ïî òðåì ïðÿìûì. Â Òàáë. 1
ïðåäñòàâëåíû èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ ïðè íàãðóçêå, ïðè
ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ ïëàñòèíêè. Íà Ðèñ. 4 ïîêàçàíû îñíîâíûå
ôîðìû ðàâíîâåñèÿ ïëàñòèíêè, â Òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû èíòåðâàëû
èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ ïðè íàãðóçêå.

Òàáëèöà 1. Èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ ïðè íàãðóçêå

σx,
h

a
=

1

20
σx,

h

a
=

1

40
σx,

h

a
=

1

80
[0, 0.24 · 10−2] [0, 0.61 · 10−3] [0, 0.15 · 10−3]

[0.24 · 10−2, 0.98 · 10−2] [0.61 · 10−3, 0.24 · 10−2] [0.15 · 10−3, 0.61 · 10−3]
[0.98 · 10−2, 0.39 · 10−2] [0.24 · 10−2, 0.98 · 10−2] [0.61 · 10−3, 0.24 · 10−2]
[0.39 · 10−2, 0.88 · 10−1] [0.98 · 10−2, 0.22 · 10−1] [0.24 · 10−2, 0.55 · 10−2]
[0.88 · 10−1, 0.35 · 10−1] [0.22 · 10−1, 0.88 · 10−1] [0.55 · 10−2, 0.22 · 10−1]



Íåêëàññè÷åñêèå ìîäåëè ïëàñòèí è îáîëî÷åê â çàäà÷àõ óñòîé÷èâîñòè 51

2.3. Òåîðèÿ Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà

Ðàññìîòðèì òó æå çàäà÷ó, èñõîäÿ èç óòî÷íåííîé òåîðèè ïëà-
ñòèí Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà, íî áåç ó÷åòà ïîïåðå÷íîãî îáæàòèÿ [5].
Èíûìè ñëîâàìè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîãèá íå ìåíÿåòñÿ ïî òîëùèíå
ïëàñòèíêè. Ïëàñòèíêà ñæàòà â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè. Êðàÿ ïëà-
ñòèíêè çàùåìëåíû, âåëè÷èíà çàçîðà ìåæäó ïëàñòèíêîé è îñíîâà-
íèÿìè ðàâíà ∆ (ñì. ðèñ. 3). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîãèá ïëàñòèíêè
ïðè x = const îäèí è òîò æå, ò.å. îí íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû y.
Êàê è ðàíüøå, ðåøàåì äâóõìåðíóþ çàäà÷ó.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðàçðåøàþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå òåîðèè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà äëÿ ïðîãèáà [5] èìååò âèä

D
d4w

dx4
= q0 +

h2

10

2− ν

1− ν

d2q0

dx2
, (5)

ãäå q0 = −
(
σx
∂2w

∂x2

)
h � ôèêòèâíàÿ ïîïåðå÷íàÿ íàãðóçêà, D =

Eh3

12(1− ν)
� öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíêè. Äëÿ çàùåìëåí-

íûõ êðàåâ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

w = 0 x = 0, a,

dw

dx
= 0 x = 0, a.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé, ââåäÿ áåçðàçìåðíóþ êîîðäèíàòó x̃ =
x

a
. Ñ ó÷åòîì ýòîé çàìåíû óðàâíåíèå (5) äëÿ ïðîãèáà ïðèíèìàåò âèä

d4w

dx̃4

(
1− h3σx(2− ν)

10D(1− ν)

)
+
hσxa

2

D

d2w

dx̃2
= 0. (6)

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:

α2 =
σxa

2h

D
, β =

h2

a2
(2− ν)

10(1− ν)
,

êîòîðûå ïîçâîëÿþò óðàâíåíèå (6) çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

d4w

dx̃4
+

α2

(1− α2β)

d2w

dx̃2
= 0.
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Èíòåãðàë ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

w(x̃) = A cos ᾱx̃+B sin ᾱx̃+ C + C1x̃, ᾱ2 =
α2

1− α2β
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ äëÿ âåëè÷èíû ïðîãèáà w(x̃) â ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

B + C = 0,

Aᾱ+ C1 = 0,

A sin ᾱ+B cos ᾱ+ C + C1 = 0,

Aᾱ cos ᾱ−Bᾱ sin ᾱ+ C1 = 0.

Äëÿ ïîñòîÿííûõ A è B ñèñòåìà èç 4 óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåòñÿ â
ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé:

A(sin ᾱ− ᾱ) +B(cos ᾱ− 1) = 0,

A(cos ᾱ− 1)−B sin ᾱ = 0.

Ýòà ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïðè ðàâåíñòâå äèñêðè-
ìèíàíòà íóëþ. Èç ýòîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

sin
ᾱ

2

(
sin

ᾱ

2
− ᾱ

2
cos

ᾱ

2

)
= 0.

Ðåøàÿ åãî òàê æå, êàê äëÿ ñëó÷àÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ, ìû äîëæíû ïîëîæèòü ᾱ = 2π.
Òîãäà

ᾱ2 = 4π2 =
α

1− α2β
,

èëè, ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ äëÿ α2,

4π2
(
1− 4π2β

)
=
σxa

2h

D
.

Îòñþäà êðèòè÷åñêîå íàïðÿæåíèå òàêîâî

σkr1
x =

4π2D

ha2
(1− 4π2β), (7)
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ãäå β � ìàëûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà O

(
h2

a2

)
.

Èç âûðàæåíèÿ (7), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè çíà÷åíèè

a1 =
a

2
íàïðÿæåíèå áóäåò σx =

16π2D

ha2

(
1− 4π2β

(a
2

))
=

16π2D

ha2
(
1− 16π2β(a)

)
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå

16π2D

ha2

(
1− 4π2β

(a
2

))
6 σx 6 16π2D

ha2
(
1− 16π2β(a)

)
ïëàñòèíêà ñîïðèêàñàåòñÿ ñ îñíîâàíèåì òîëüêî ïî îäíîé ïðÿìîé.

Ïðèìåì, ÷òî ïðè íàïðÿæåíèè σx > 16π2D
ha2

(
1− 16π2β(a)

)
îáðà-

çóåòñÿ çîíà ïëîòíîãî íàëåãàíèÿ ïëàñòèíêè ê æåñòêîìó îñíîâàíèþ.
Îáîçíà÷èì, êàê è ïðåæäå, äëèíó ýòîãî ïðÿìîãî ó÷àñòêà âäîëü îñè
Ox a2 = a−2a1. Êîãäà ïðÿìîé ó÷àñòîê ñòàíåò äîñòàòî÷íî áîëüøèì,
íà íåì òîæå ïðîèçîéäåò ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè. Êðèòè÷åñêîå íàïðÿ-

æåíèå äëÿ ñðåäíåãî ó÷àñòêà áóäåò σx =
16π2D

ha22

(
1− 16π2β(a2)

)
. Íî,

ñ äðóãîé ñòîðîíû, σx =
4π2D

ha21

(
1− 4π2β(a1)

)
. Ïðèðàâíÿâ âûðàæå-

íèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

a21a
4
2 − 4Ka42 = 4a41a

2
2 − 64Ka41, K =

π2h2(2− ν)

10(1− ν)
.

Áóäåì ðåøàòü ýòî áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî a2:

(a21 − 4K)a42 − 4a41a
2
2 + 64Ka41 = 0.

Èñêîìûé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò

a22 = 4a21

(
1 +

4K

a21

)
.

Èçâëå÷åì êâàäðàòíûé êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé, ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå
a2 = a− 2a1, ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî äëèíû a1:

4a21 − aa1 + 4K = 0,
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îòêóäà íàéäåì èñêîìîå çíà÷åíèå

a11 =

a+ a

√
1− 64π2

(2− ν)

10(1− ν)

h2

a2

8
=

(
1 +

√
1− 64π2β(a)

8

)
a.

Êðèòè÷åñêîå íàïðÿæåíèå òîãäà ïîëó÷èòñÿ

σkr2
x =

4π2D

ha211

(
1− 4π2β(a11)

)
.

Ïîñëå òîãî êàê ñðåäíèé ó÷àñòîê èçîãíåòñÿ, a11 ñêà÷êîì èçìåíèò

ñâîå çíà÷åíèå è ñòàíåò ðàâíûì

(
1 +

√
1− 192π2β(a)

12

)
a. Ðàññìàò-

ðèâàÿ òåïåðü êàæäóþ ÷àñòü ïëàñòèíêè êàê íîâóþ ñàìîñòîÿòåëüíóþ
ïëàñòèíêó, ìû ìîæåì ñîõðàíèòü ïîëó÷åííûå âûøå óðàâíåíèÿ. Âû-
ðàæåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ ïðè ýòîì äàñò

a12 =

(
1 +

√
1− 192π2β(a)

12

)
a, σx =

4π2D

ha212

(
1− 4π2β(a12)

)
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè

σx > 4π2D

ha212

(
1− 4π2β(a12)

)
íà÷èíàåòñÿ ñíîâà ïðèëåãàíèå ïëàñòèíêè ê îñíîâàíèÿì ïî ó÷àñòêàì.
Ïëàñòèíêà ñîïðèêàñàåòñÿ ñ îñíîâàíèÿìè ïî òðåì ïðÿìûì ïðè

4π2D

ha211

(
1− 4π2β(a11)

)
6 σx 6 4π2D

ha212

(
1− 4π2β(a12)

)
.

Íà Ðèñ. 4 ïîêàçàíû îñíîâíûå ôîðìû ðàâíîâåñèÿ ïëàñòèíêè ïðè
íàãðóçêå. Â Òàáë. 2 äàíû èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ áåçðàçìåðíîãî íà-

ïðÿæåíèÿ σ∗
x =

ha2

4pi2D
σx ïðè íàãðóçêå ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè è

òåîðèè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà.
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Ðèñ. 4. Ïåðâûå ôîðìû ðàâíîâåñèÿ ïëàñòèíêè ïðè íàãðóçêå.

Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé êðèòè-
÷åñêèõ íàïðÿæåíèé â òåîðèÿõ Êèðõãîôà�Ëÿâû è Òèìîøåíêî�
Ðåéññíåðà ïîêàçûâàåò, ÷òî íàïðÿæåíèÿ â óòî÷íåííîé òåîðèè ìåíü-
øå íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûõ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè íà âåëè÷èíó

ïîðÿäêà

(
h

a

)2

. À äëèíû ïðÿìûõ ó÷àñòêîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè òåî-

ðèè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà áîëüøå íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà

(
h

a

)
.

2.4. Ðàñ÷åò çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Ðàñ÷åò çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðîèçâîäèëñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ïàêåòà ANSYS [7]. Òåîðåòè÷åñêîå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî
â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Â ïàêåòå ANSYS ðåøàëèñü
çàäà÷à ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïî íåëèíåéíîé òåîðèè è êîíòàêòíàÿ
çàäà÷à. Ðàññìàòðèâàëàñü òîíêàÿ ïëàñòèíêà, çàùåìëåííàÿ ìåæäó
äâóìÿ æåñòêèìè îñíîâàíèÿìè ñ çàçîðîì. Ïëàñòèíêà ñæèìàëàñü â
ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè è òåðÿëà óñòîé÷èâîñòü. Ïðè ïîñòåïåííîì
óâåëè÷åíèè íàãðóçêè áûë ðåàëèçîâàí àëãîðèòì, ðàññìîòðåííûé â
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Òàáëèöà 2. Èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ ïðè íàãðóçêå

Êëàññè÷åñêàÿ Òåîðèÿ Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà, σ∗
x

òåîðèÿ, σ∗
x

[0, 1] [0, (1− 4π2β(a))]

[1, 4] [(1− 4π2β(a)), 4(1− 16π2β(a))]

[4, 16] [4(1− 16π2β(a)),
(

a
a11

)2

(1− 4π2β(a11))]

[16, 36] [

(
a

a11

)2

(1− 4π2β(a11)),

(
a

a21

)2

(1− 4π2β(a21))]

[36, 144] [

(
a

a21

)2

2(1− 4π2β(a21)),

(
a

a22

)2

(1− 4π2β(a22))]

àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè. Íà âêëåéêå Ðèñ. 8 è 10 ïîêàçàíû ñëó÷àè
îäíîé è òðåõ çîí êîíòàêòà ñîîòâåòñòâåííî, íà âêëåéêå Ðèñ. 9 è 11
ïðåäñòàâëåíû êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ äëÿ íèõ.

Â Òàáë. 3 ïðåäñòàâëåíî ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ àíà-
ëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèé. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ âòîðîãî
è òðåòüåãî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé (”ø” � øàðíèðíîå îïèðàíèå, ”ó”
� óïðóãàÿ çàäåëêà, ”ç” � çàùåìëåíèå), ò.å. äëÿ ñëó÷àåâ êîíòàêòà
ïëàñòèíêè c æåñòêèìè îñíîâàíèÿìè. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçû-
âàåò, ÷òî óñëîâèå óïðóãîé çàäåëêè äëÿ ñëó÷àÿ òåîðèè Òèìîøåíêî�
Ðåéññíåðà íàèáîëåå áëèçêî ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ â ïàêåòå ANSYS.

Òàáëèöà 3. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî
ðåøåíèé

ÒÐ�ø ÊË�ø ANSYS ÒÐ�ó ÊË�ó ÒÐ�ç ÊË�ç

σkr1
x · 104 0.923 0.962 0.974

σkr2
x · 103 0.0383 0.0384 0.121 0.127 0.136 0.147 0.153

σkr3
x · 102 0.033 0.034 0.110 0.115 0.122 0.131 0.137

2.5. Î âåëè÷èíå çàçîðà ∆

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî íà îñíîâå ëèíåé-
íîé òåîðèè òîíêèõ ïëàñòèíîê, êîòîðàÿ ïðèìåíèìà ëèøü ê äîâîëü-
íî ñëàáûì èçãèáàì. Óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ
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ìàëîñòü ïðîãèáà ïî ñðàâíåíèþ ñ òîëùèíîé h ïëàñòèíêè [8]. Äëÿ
ñèëüíî èçîãíóòîé ïëàñòèíêè ïðîãèá w óæå íå ìîæåò ïðåäïîëàãàòü-
ñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ òîëùèíîé h. Äåôîðìàöèÿ, îäíàêî, ïî-
ïðåæíåìó ìàëà â òîì ñìûñëå, ÷òî òåíçîð äåôîðìàöèè äîëæåí áûòü
ìàë. Ïðàêòè÷åñêè ýòî îáû÷íî îçíà÷àåò, ÷òî ñîáëþäàåòñÿ óñëîâèå
w ≪ a, ò. å. ïðîãèá äîëæåí áûòü ñóùåñòâåííî ìåíüøå ïî ñðàâíå-
íèþ ñ äëèíîé ïëàñòèíêè a. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èçãèá ïëàñòèíêè
ñîïðîâîæäàåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, åå îáùèì ðàñòÿæåíèåì. Îäíàêî â
ëèíåéíîé òåîðèè ýòèì ðàñòÿæåíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðîãèá äîëæåí áûòü ìåíüøåãî ïîðÿäêà, ÷åì òîëùèíà ïëà-
ñòèíêè. Âåëè÷èíà ïðîãèáà ñîèçìåðèìà ñ âåëè÷èíîé çàçîðà ∆, ïî-
ýòîìó çàçîð äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

∆ ∼ h.

Ïðè áîëüøèõ èçãèáàõ âëèÿíèåì ðàñòÿæåíèÿ ïëàñòèíêè íà âåëè-
÷èíó åå ïðîãèáà ïðåíåáðåãàòü íåëüçÿ. Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû ∆ â
ýòîì ñëó÷àå âîñïîëüçóåìñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ñèëüíîãî èçãèáà [6]:

D∆2w − h

(
∂2Φ

∂y2
∂2w

∂x2
+
∂2Φ

∂x2
∂2w

∂y2
− 2

∂2Φ

∂x∂y

∂2w

∂x∂y

)
= q0, (8)

∆2Φ+ E

(
∂2w

∂x2
∂2w

∂y2
−
(
∂2w

∂x∂y

)2
)

= 0. (9)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ Φ � ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé. Îöåíêà ïîðÿäêà ìà-
ëîñòè ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ (9) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèÿ
Φ ∼ Ew2. Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà îïðàâäàííà, òàê êàê ôóíêöèÿ ïðî-
ãèáà îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòüþ. Ïðè óñëîâèè∆ ≫ h ïåðâûé
÷ëåí â (8) ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðûì ÷ëåíîì, êîòîðûé èìååò ñëå-
äóþùèé ïîðÿäîê ìàëîñòè:

hwΦ

a4
∼ Ehw3

a4
.

Ñðàâíèâàÿ âòîðîé ÷ëåí ðàâåíñòâà ñ âíåøíèì íàïðÿæåíèåì q0, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ïîðÿäîê ìàëîñòè ïðîãèáà áóäåò

w ∼
(
a4q0

Eh

) 1
3
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è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîðÿäîê äëÿ âåëè÷èíû çàçîðà ïîëó÷èòñÿ

∆ ∼
(
a4q0

Eh

) 1
3

.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà çàçîðà∆ ïðîïîðöèîíàëü-
íà êóáè÷åñêîìó êîðíþ èç íàïðÿæåíèÿ è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà
êóáè÷åñêîìó êîðíþ èç òîëùèíû ïëàñòèíêè.

3. Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè

îñåâîì ñæàòèè â íåêëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äëèííîé öèëèíäðè-
÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä âîçäåéñòâèåì ðàäèàëüíîãî äàâëåíèÿ [2] ïîêà-
çàëî, ÷òî, êàê è ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñòàòèêè è êîëåáàíèé îáîëî÷åê
[10], ó÷åò ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííûì ïî-
ïðàâêàì ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé. Â äàííîé ñòàòüå
ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä äåé-
ñòâèåì îñåâîãî ñæàòèÿ. Èñïîëüçóåòñÿ óòî÷íåííàÿ òåîðèÿ, ó÷èòûâà-
þùàÿ ïîïåðå÷íûå äåôîðìàöèè ñäâèãà ñîãëàñíî Ñ.À. Àìáàðöóìÿ-
íó [1]. Îïðåäåëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-
èçîòðîïíîãî è èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëîâ.

3.2. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ óòî÷íåííîé òåîðèè

Ðàññìîòðèì êðóãîâóþ öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó ñ ðàäèóñîì
êðèâèçíû R = const, ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîé îòíåñåíà ê
êðèâîëèíåéíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò α, β. Ïóñòü α íà-
ïðàâëåíà âäîëü îáðàçóþùåé, à β � ïî äóãå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.
Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû è ðàäèóñîâ êðè-

âèçíû áóäåì èìåòü A = B = 1, R1 = ∞, R2 = R, κ2 =
1

R
. Âûðà-

æåíèÿ äëÿ âíóòðåííèõ ñèë è ìîìåíòîâ, ñîãëàñíî ðàáîòå [1], èìåþò
âèä

T1 =
Eh

1− ν2

[
∂u

∂α
+ ν

(
∂v

∂β
+
w

R

)]
,
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T2 =
Eh

1− ν2

[
∂v

∂β
+
w

R
+ ν

∂u

∂α

]
,

Q1 =
h3

12
ϕ,

Q2 =
h3

12
ψ,

T =
Eh

2(1 + ν)

(
∂u

∂β
+
∂v

∂α

)
,

M1 = − Eh3

12(1− ν2)

[
∂2w

∂α2
+ ν

∂2w

∂2β
− h2

10G′

(
∂ϕ

∂α
+ ν

∂ψ

∂β

)]
,

M2 = − Eh3

12(1− ν2)

[
∂2w

∂β2
+ ν

∂2w

∂2α
− h2

10G′

(
∂ψ

∂α
+ ν

∂ϕ

∂β

)]
,

H = − Eh3

12(1− ν2)

[
2
∂2w

∂α∂β
− h2

10G′

(
∂ϕ

∂β
+
∂ψ

∂α

)]
.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äàííûå
âíóòðåííèå ñèëû è ìîìåíòû, âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂T1
∂α

+
∂T

∂β
= 0,

∂T

∂α
+
∂T2
∂β

= 0,

T2
R

− ∂Q1

∂α
− ∂Q2

∂β
= Z,

∂M1

∂α
+
∂H

∂β
= Q1,

∂H

∂α
+
∂M2

∂β
= Q2.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ âíóòðåííèõ ñèë è ìîìåíòîâ â
óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷èì ñèñòåìó ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé u(α, β), v(α, β), w(α, β), ϕ(α, β) è ψ(α, β):(

∂2

∂α2
+

1− ν

2

∂2

∂β2

)
u+

1 + ν

2

∂2v

∂α∂β
+
v

R

∂w

∂α
= 0,
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1 + ν

2

∂2u

∂α∂β
+

(
1− ν

2

∂2

∂α2
+

∂2

∂β2

)
v +

1

R

∂w

∂β
= 0,

Eh

R(1− ν2)

(
∂v

∂β
+ ν

∂u

∂α
+
w

R

)
− h3

12

(
∂ϕ

∂α
+
∂ψ

∂β

)
= Z,

∂

∂α
∆w− h2

10G′

[(
∂2

∂α2
+

1− ν

2

∂2

∂β2

)
ϕ+

1 + ν

2

∂2ψ

∂α∂β

]
+

1− ν2

E
ϕ = 0,

∂

∂β
∆w− h2

10G′

[(
∂2

∂β2
+

1− ν

2

∂2

∂α2

)
ψ +

1 + ν

2

∂2ϕ

∂α∂β

]
+

1− ν2

E
ψ = 0,

ãäå

∆ =
∂2

∂α2
+

∂2

∂β2
.

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ôóíêöèé ϕ(α, β) è ψ(α, β) èç òðåõ ïîñëåäíèõ
óðàâíåíèé ñèñòåìû ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî èñ-
êîìûõ ïåðåìåùåíèé:(

∂2

∂α2
+

1− ν

2

∂2

∂β2

)
u+

1 + ν

2

∂2v

∂α∂β
+
v

R

∂w

∂α
= 0,

1 + ν

2

∂2u

∂α∂β
+

(
1− ν

2

∂2

∂α2
+

∂2

∂β2

)
v +

1

R

∂w

∂β
= 0,

Eh3

12(1− ν2)
∆2w − Eh

R(1− ν2)
(1− h∗∗∆)

(
∂v

∂β
+ ν

∂u

∂α
+
w

R

)
=

= −(1− h∗∗∆)Z,

ãäå

h∗∗ =
Eh2

10(1− ν2)G′ .

Âåëè÷èíà h∗∗ õàðàêòåðèçóåò âëèÿíèå ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà íà
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè. Ïðè h∗∗ = 0
ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè.

Âûïîëíèì îïåðàöèþ
∂2

∂α2
íàä ïåðâûì óðàâíåíèåì, îïåðàöèþ

∂2

∂β2
íàä âòîðûì, ïîñëå ñëîæåíèÿ ïîëó÷èì

∂2

∂α2
∆u+

∂2

∂α∂β
∆v +

v

R

∂3w

∂α3
+

1

R

∂3

∂α∂β2
= 0.
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Äàëåå âûïîëíèì îïåðàöèþ
∂2

∂β2
íàä ïåðâûì óðàâíåíèåì è îïåðà-

öèþ
∂2

∂α2
íàä âòîðûì; ïîñëå âû÷èòàíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ èç ïåð-

âîãî ïîëó÷èì:

∂2

∂β2
∆u− ∂2

∂α∂β
∆v − 2

R

∂3

∂α∂β2
= 0.

Ñëîæèì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, íàéäåì

∆2u = − ν

R

∂3w

∂α3
+

1

R

∂3w

∂α∂β2

è àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå

∆2v = −2 + ν

R

∂3w

∂α2∂β
− 1

R

∂3w

∂β3
.

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ u è v èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì ñèñòåìó
òðåõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ ôóíêöèé u, v, w:

∆2u = − ν

R

∂3w

∂α3
+

1

R

∂3w

∂α∂β2
,

∆2v = −2 + ν

R

∂3w

∂α2∂β
− 1

R

∂3w

∂β3
,

D∆4w +
Eh

R2
(1− h∗∗∆)

∂4w

∂α4
= (1− h∗∗∆)∆2Z,

ãäå D =
Eh3

12(1− ν2)
� öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü, Z � íîðìàëüíàÿ

ñîñòàâëÿþùàÿ âíåøíåé íàãðóçêè, E � ìîäóëü Þíãà â òàíãåíöèàëü-
íûõ íàïðàâëåíèÿõ, ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, G

′
� ìîäóëü ñäâèãà

äëÿ ïëîñêîñòåé, íîðìàëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Â ñèñòåìå

∆ = R2 1

AB

[
∂

∂α

(
B

A

∂

∂α

)
+

∂

∂β

(
A

B

∂

∂β

)]
îïåðàòîð Ëàïëàñà â áåçðàçìåðíîì âèäå. Â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷àì
óñòîé÷èâîñòè ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ñïðàâåäëèâà äëÿ îáîëî÷åê
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ñðåäíåé äëèíû. Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç, ïðåäñòàâëåííûé â ðàáîòå
[4], ïîêàçûâàåò, ÷òî ïàðàìåòðû îáîëî÷êè ñðåäíåé äëèíû äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

1, 38

√
h

R
6 L

R
6 0, 57

√
R

h
,

ãäå h � òîëùèíà, R � ðàäèóñ, L � äëèíà îáîëî÷êè.

3.3. Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà

Îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì îñåâîãî ñæàòèÿ. Íàãðóçêà,
ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó äëèíû äóãè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îáîëî÷-
êè, ðàâíà p. Äëÿ íà÷àëüíîãî áåçìîìåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ âíóòðåííèå
ñèëû èìåþò âèä

T 0
1 = −p, T 0

2 = 0, T 0 = 0.

Òîãäà äëÿ èíòåíñèâíîñòè ôèêòèâíîé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè Z∗

èìååì

Z∗ = −p∂
2w

∂α2
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè Z∗ â ñèñòåìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé:

∆2u = − ν

R

∂3w

∂α3
+

1

R

∂3w

∂α∂β2
,

∆2v = −2 + ν

R

∂3w

∂α2∂β
− 1

R

∂3w

∂β3
, (10)

∆4w +
Eh

R2
(1− h∗∗∆)

∂4w

∂α4
+ (1− h∗∗∆)∆2

(
p
∂2w

∂α2

)
= 0.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (10) â ñëåäóþùåì âèäå:

u = A cos
mπα

L
sin

nβ

R
,
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v = B sin
mπα

L
cos

nβ

R
, (11)

w = C sin
mπα

L
sin

nβ

R
.

Âûáîð ðåøåíèÿ â âèäå (11) îçíà÷àåò, ÷òî óäîâëåòâîðÿåì óñëîâèÿì
øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ ïî òîðöàì. Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ äëÿ u(α, β),
v(α, β), w(α, β) â ñèñòåìó (10), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïîñòîÿííûõ A, B è C:

A(λ2 + n2) = Cλ(νλ2 − n2),
B(λ2 + n2) = −Cλ((2 + ν)λ2 + n2),

C

[
c2

(λ2 + n2)2

1 + h∗(λ2 + n2)
+

λ4

(λ2 + n2)2
+
pλ2

E

]
= 0,

ãäå

λ =
mπR

L
, c2 =

h2

12(1− ν2)R2
, h∗ =

Eh2

10(1− ν2)R2G′ .

Èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ òðåòüåãî óðàâ-
íåíèÿ ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóç-
êè:

c2
(λ2 + n2)2

1 + h∗(λ2 + n2)
+

λ4

(λ2 + n2)2
= −pλ

2

E
. (12)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä
äåéñòâèåì îñåâîãî ñæàòèÿ â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. Óðàâíåíèå
óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êè [4] â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

D

h
∆4w +

E

R2

∂4w

∂α4
+ p∆2

(
∂2w

∂α2

)
= 0. (13)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ w(α, β) èç ñèñòåìû (10) â óðàâíåíèå
(13) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè:

c2
(
λ2 + n2

)2
+

λ4

(λ2 + n2)2
= −pλ

2

E
. (14)

Óðàâíåíèå (12) îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ êëàññè-
÷åñêîé òåîðèè (14) ëèøü íàëè÷èåì ÷ëåíà ñ h∗, êîòîðûé ó÷èòûâàåò
ÿâëåíèå ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà.
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Èç óðàâíåíèé (12) è (14) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè:

pkl = −E
[
c2

(λ2 + n2)2

λ2
+

λ2

(λ2 + n2)2

]
, (15)

pa = −E
[
c2

(λ2 + n2)2

λ2 (1 + h∗(λ2 + n2))
+

λ2

(λ2 + n2)2

]
. (16)

Ìèíèìèçèðóÿ pkl ïî ξ, ãäå ξ =
(λ2 + n2)2

λ2
, äëÿ ξ ïîëó÷èì

ξ =
1

c
.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà áóäåò ðàâíà:

pklkp = −2cE. (17)

Ìèíèìèçèðóÿ pa êàê ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ λ2 è n2, ïîëó÷èì
êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ óòî÷íåííîé òåîðèè:

pakp = −2cE + h∗E. (18)

Íà Ðèñ. 5 ïîêàçàí ãðàôèê ñæèìàþùåé íàãðóçêè. Âåðõíÿÿ âåòâü
ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, ïîñòðîåíà ïî ôîðìóëå (17),
îñòàëüíûå âåòâè ñîîòâåòñòâóþò óòî÷íåííîé òåîðèè è ïîñòðîåíû ïî
ôîðìóëå (18) ïðè ðàçíûõ îòíîøåíèÿõ G

′
/E. Ìèíèìóì ñîîòâåòñòâó-

åò êðèòè÷åñêîé íàãðóçêå. Âèäíî, ÷òî, ÷åì ìåíüøå îòíîøåíèå G
′
/E,

òåì ìåíüøå êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà è ñóùåñòâåííåå óòî÷íåíèå ñ êëàñ-
ñè÷åñêîé ïîñòàíîâêîé.

3.4. Ñðàâíåíèå ñ ìîäåëüþ Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà

Â ðàáîòå Ï.Å. Òîâñòèêà [11] ðàññìàòðèâàëàñü óñòîé÷èâîñòü òîí-
êîé òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-
êè ïðè îñåâîì ñæàòèè. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïî äâó-
ìåðíûì ìîäåëÿì Êèðõãîôà�Ëÿâû è Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà. Ïî ìî-
äåëè Êèðõãîôà�Ëÿâû äëÿ óñèëèÿ −T 0

1 èìååì

−T 0
1 =

D(k2 +m2)2

R2k2
+

Ehk2

(k2 +m2)2
,
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Ðèñ. 5. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñæèìàþùåé íàãðóçêè pkl è pa

îò ïàðàìåòðà λ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèÿ G
′
/E.

ãäå R � ðàäèóñ îáîëî÷êè, h � òîëùèíà, E � ìîäóëü Þíãà, D �
öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü, k èm � âîëíîâûå ÷èñëà. Ìèíèìèçèðóÿ
−T 0

1 ïî âîëíîâûì ÷èñëàì, íàéäåì èñêîìîå çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé
íàãðóçêè:

T 0
1 = σ0h, −σ0 =

Eh√
3(1− ν2)R

, (19)

ãäå σ0 � íà÷àëüíîå íàïðÿæåíèå, ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, à ìè-
íèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé:

µ
(
k2 +m2

)
= k, µ4 =

1

12(1− ν2)

h2

R2
,

ãäå µ≪ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð òîíêîñòåííîñòè.
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Äëÿ ìîäåëè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà äëÿ îñåâîãî óñèëèÿ èìååì
âûðàæåíèå:

−T 0
1 =

D(k2 +m2)2

R2k2[1 + (D/(R2Γh))(k2 +m2)]
+

Ehk2

(k2 +m2)2
,

ãäå

Γ =
5

6
G13.

Âû÷èñëÿÿ ìèíèìóì, íàõîäèì êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå:

−σ0 = µ2E(2− η); η 6 1, (20)

ãäå η =
µ2E

Γ
� ñäâèãîâîé ïàðàìåòð.

Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé (17) è (19), (18) è (20) ïîêàçûâàåò, ÷òî
äàííûå âûðàæåíèÿ îäèíàêîâû, òîëüêî çàïèñàíû â ðàçíûõ ïåðåìåí-
íûõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîäåëü Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà è óòî÷íåííàÿ
òåîðèÿ Àìáàðöóìÿíà ïðèâîäÿò â äàííîé çàäà÷è ê îäèíàêîâûì ðå-
çóëüòàòàì.
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ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎ-ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ
ÓÏÐÓÃÎÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ Ñ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÌ
ÎÒÂÅÐÑÒÈÅÌ ÍÀÍÎÌÅÒÐÎÂÎÃÎ ÐÀÇÌÅÐÀ

À.À. ßçîâñêàÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óïðóãîé ïëîñêîñòè, îñëàáëåííîé ýëëèï-
òè÷åñêèì âûðåçîì íàíîìåòðîâîãî ðàçìåðà ïîä äåéñòâèåì íàïðÿæåíèé
íà áåñêîíå÷íîñòè. Ó÷èòûâàþòñÿ ñòàòî÷íîå íàïðÿæåíèå è äîïîëíèòåëü-
íîå ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå, äåéñòâóþùåå íà ãðàíèöå. Îñíîâûâàÿñü
íà ìåòîäå Êîëîñîâà � Ìóñõåëèøâèëè ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðå-
øåíèþ ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íå-
èçâåñòíîãî ïîâåðõíîñòíîãî íàïðÿæåíèÿ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äëÿ êðóãî-
âîãî îòâåðñòèÿ ïîëó÷åíî ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ â ÿâíîì âèäå. Ïî-
ñòðîåíû çàâèñèìîñòè îêðóæíîãî íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå îòâåðñòèÿ îò
ðàäèóñà êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà îñòàòî÷íîãî è ïîâåðõ-
íîñòíîãî íàïðÿæåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â íàíîìåòðîâîì äèàïàçîíå ïðè
ó÷åòå ïîâåðõíîñòíîãî íàïðÿæåíèÿ êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé çàâèñèò
îò ðàçìåðà îòâåðñòèÿ, à òàêæå îò óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ ïîâåðõíîñòè è
îáúåìíîãî ìàòåðèàëà.

1. Ââåäåíèå

Ïîíèìàíèå ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòåé òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ
âàæíûì ñ íàó÷íîé è òåõíîëîãè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Ïîâåðõíîñòè
òâåðäûõ òåë îáëàäàþò èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
îíè èìåþò àòîìû ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì ñîñåäåé, è, ñëåäîâàòåëü-
íî, èçáûòêîì ýíåðãèè ïî ñðàâíåíèþ ñ àòîìàìè â îáúåìå. Ñâîéñòâà
ïîâåðõíîñòåé èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ïðîöåññàõ, íà÷èíàÿ îò ìåæ-
êëåòî÷íîãî òðàíñïîðòà â áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ è êîí÷àÿ ðîñòîì
òîíêèõ ïëåíîê â ìèêðîýëåêòðîíèêå [1].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòàëî âîçìîæíûì ñîçäàâàòü ñòðóêòóðû è
ïðèáîðû íàíîìåòðîâûõ ðàçìåðîâ. Ýòè ñòðóêòóðû õàðàêòåðèçóþò-
ñÿ áîëüøèì îòíîøåíèåì êîëè÷åñòâà ÷àñòèö (ìàññû) ïîâåðõíîñòè

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 13 äåêàáðÿ 2011 ã.
c⃝ À.À. ßçîâñêàÿ, 2012
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ê êîëè÷åñòâó ÷àñòèö (ìàññå) îáúåìà è ïîêàçûâàþò ïîâåäåíèå ¾çà-
âèñèìîñòè îò ðàçìåðà¿. Íàïðèìåð, ìîäóëü Þíãà öèëèíäðè÷åñêîãî
îáðàçöà çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò, êîãäà äèàìåòð öèëèíäðà ñòàíîâèò-
ñÿ î÷åíü ìàë. Âàæíûì ñâîéñòâîì òâåðäûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ
ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå. Êîãäà æèäêàÿ ïîâåðõíîñòü äåôîðìèðó-
åòñÿ, àòîìû èç îáúåìà ñâîáîäíî ìèãðèðóþò íà ïîâåðõíîñòü (òàêèì
îáðàçîì, ÷èñëî àòîìîâ íà åäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè îñòàåòñÿ
ïîñòîÿííûì â ïðîöåññå äåôîðìàöèè). Â òâåðäîì òåëå ïîâåðõíîñò-
íîå íàïðÿæåíèå âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî àòîìû èç îáúåìà íå
ìîãóò äâèãàòüñÿ, ÷òîáû çàíÿòü ïîâåðõíîñòü. Ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûå óñèëèÿ [1, 2], êîòîðûå çàäàþòñÿ ôîðìóëîé Øàòëâîðòà:

τ(ε) = γ +
∂γ

∂ε
,

ãäå τ � ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå, γ � ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ, ε �
äåôîðìàöèÿ.

Ó÷åò ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé â òâåðäûõ òåëàõ[3 � 6] ìîæåò
áûòü îñîáî ñóùåñòâåííûì äëÿ íàíîîáúåêòîâ. Çäåñü èìåþò ìåñòî
íåîæèäàííûå ýôôåêòû, íå ñîîòâåòñòâóþùèå íàøèì òðàäèöèîííûì
ïðåäñòàâëåíèÿì [7, 8]. Â ÷àñòíîñòè, ïîâåðõíîñòíûå ýôôåêòû îòâå-
÷àþò çà ðàçìåðíûé ýôôåêò (size-e�ect) � ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà
îáðàçöà çàâèñÿò îò åãî ðàçìåðà. Íàïðèìåð, ìîäóëüÞíãà öèëèíäðè-
÷åñêîãî îáðàçöà çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò, êîãäà äèàìåòð öèëèíäðà
ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ìàë.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðóãàÿ ïëîñêîñòü ñ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòè-
åì ïîä äåéñòâèåì íàïðÿæåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè (ðèñ. 1). Ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî çàêîíà Ëàïëàñà
�Þíãà. Â ñëó÷àå ïëîñêîé äåôîðìàöèè îíè èìåþò âèä

σnn − σs
tt

R1
= 0,

σnt +
1

H

∂σs
tt

∂θ
= 0,

(1)

ãäå σs
tt � îêðóæíîå ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå, σnn, σnt è σtt �
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Ðèñ. 1. Ýëëèïòè÷åñêîå îòâåðñòèå ïîä íàãðóçêîé íà áåñêîíå÷íîñòè.

êëàññè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ â ëîêàëüíîé äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò (n, t), H � ìåòðè÷åñêèé êîýôôèöèåíò Ëàìý,
îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H = [(a2 − b2) sin2 θ + b2]1/2,

R1 = H3/ab � ðàäèóñ êðèâèçíû ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòíîé ëè-
íèè.

Óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ íàïðÿæåíèé σij â äåêàðòîâîé
ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x1, x2 ïðèíèìàþò âèä

lim
r→∞

σij = sij , lim
r→∞

ω = 0, (2)

ãäå sij (i, j = 1, 2) � íàãðóçêè íà áåñêîíå÷íîñòè, ω � ïîâîðîò ìà-
òåðèàëüíîé ÷àñòèöû.
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Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé è îáúåìíîé ëèíåé-
íîé óïðóãîñòè ñâîäÿòñÿ â ñëó÷àå ïëîñêîé äåôîðìàöèè, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ê ñëåäóþùèì:

σs
tt = γs + (2µs + λs − γs)ε

s
tt, σs

33 = γs + (λs + γs)ε
s
tt (3)

è
σtt = (2µ+ λ)εtt + λεnn, σnn = (2µ+ λ)εnn + λεtt,

σnt = 2µεnt, σ33 = λ(εtt + εnn).
(4)

Çäåñü γs � îñòàòî÷íîå ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå, îòâå÷àþùåå
íåäåôîðìèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ òåëà; εstt � îêðóæíàÿ ïîâåðõíîñò-
íàÿ äåôîðìàöèÿ, εtt, εnn, εnt � êîìïîíåíòû òåçîðà äåôîðìàöèè
â îáúåìå, λs, µs � ìîäóëè ïîâåðõíîñòíîé óïðóãîñòè, àíàëîãè÷íûå
ïîñòîÿííûì Ëàìý λ, µ äëÿ îáúåìíîé èçîòðîïíîé óïðóãîñòè.

3. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ

Â êîìïëåêñíîé çàïèñè óðàâíåíèÿ (1) ïðèìóò âèä

σnn + iσnt =
σs
tt

R1
− i

1

H

∂σs
tt

∂θ
≡ ts(ζ). (5)

Âîñïîëüçóåìñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì âíåøíîñòè ýëëèïñà
íà âíåøíîñòü êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé

z = ω(ζ) = R

(
ζ +

m

ζ

)
, R > 0, m > 0, (6)

ãäå z = x1 + ix2, ζ = ρeiθ, R = (a+ b)/2, m = (a− b)/(a+ b).
Ñëåäóÿ òåõíèêå Í.È. Ìóñõåëèøâèëè [9], çàïèøåì âûðàæåíèå

äëÿ âåêòîðà íàïðÿæåíèé σn = σnn+ iσnt â ñèñòåìå êîîðäèíàò (n, t),
ïîâåðíóòîé îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò (x1, x2) íà óãîë α−π/2
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ÷åðåç ôóíêöèè Φ è Ψ, ãîëîìîðôíûå âíå
ýëëèïòè÷åñêîãî îòâåðñòèÿ:

σn = Φ(z) + Φ(z) +
dz̄

dz

(
zΦ′(z) + Ψ(z)

)
, (7)

ãäå dz = |dz|eiα, α = (t̂, x1) (ðèñ. 2), ò. å. dz áåðåòñÿ âäîëü
íàïðàâëåíèÿ îñè t.
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Ðèñ. 2. Óãîë α ìåæäó íàïðàâëåíèåì îñè t è îñüþ x1.

Ïîäñòàâèâ (6) â (7), ïîëó÷èì

σnn + iσnt = Φ(ζ) + Φ(ζ) +
ω′(ζ)dζ̄

ω(ζ)dζ

[
ω(ζ)

ω′(ζ)
Φ′(ζ) + Ψ(ζ)

]
=

= Φ(ζ) + Φ(ζ) +
1

ω′(ζ)

dζ̄

dζ

[
ω(ζ)Φ′(ζ) + ω′(ζ)Ψ(ζ).

]
(8)

Â (8) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ Φ(ζ) = Φ(ω(ζ)),Ψ(ζ) = Ψ(ω(ζ)).

Ïðè t, ñîâïàäàþùåì ñ êàñàòåëüíîé ëèíèåé ρ = const, ôîðìóëà
(8) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé Ìóñõåëèøâèëè [10] è σnn + iσnt → σρρ +
iσρθ. Ïðè ýòîì dζ = ρei(θ+π/2), dζ̄/dζ = −e−2iθ = ζ̄2/ρ2. Ñëåäóÿ
Ìóñõåëèøâèëè, ðàñïðîñòðàíèì ôóíêöèþ Φ(ζ) íà îáëàñòü |ζ| < 1,
ïîëàãàÿ

ω′(ζ)Φ(ζ) = −ω′(ζ)Φ
(
1/ζ̄−1

)
+

+
1

ζ2
ω(ζ)Φ′

(
1/ζ̄−1

)
+

1

ζ2
ω′
(
1/ζ̄−1

)
Ψ
(
1/ζ̄−1

)
.

Îòñþäà, çàìåíèâ ζ íà ζ̄ −1 è ïåðåéäÿ ê êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîìó
âûðàæåíèþ, ïîëó÷èì

ω′(ζ)Ψ(ζ) =
1

ζ2
ω′
(
1

ζ̄

)[
Φ(ζ) + Φ

(
1

ζ̄

)]
− ω

(
1

ζ̄

)
Φ′(ζ). (9)
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Ïîäñòàâèâ (9) â (8), ïðèõîäèì ê îñíîâíîìó ðàâåíñòâó ïðè |ζ| > 0:

σnn + iσnt = Φ(ζ) + Φ(ζ)+

+
e−2iα

ω′(ζ)

{
1

ζ
2ω

′
(
1

ζ̄

)[
Φ(ζ) + Φ

(
1

ζ̄

)]
+

+

[
ω(ζ)− ω

(
1

ζ̄

)]
Φ′(ζ)

}
. (10)

Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ïðèìåì â (10) α = θ + 3π/2, ñëåäîâà-
òåëüíî dζ = −i|ζ|eiθ, è ïðè ó÷åòå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5) ïîëó÷àåì

Φ+(ζ0)− Φ−(ζ0) = −ts(ζ0), (11)

ãäå Φ±(ζ0) = lim
|ζ|→1∓0

Φ(ζ) � ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ãîëîìîðôíîé

ôóíêöèè Φ(ζ) íà îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà.
Ñîãëàñíî ðàáîòå [10], ôóíêöèÿ Φ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

(11) è óñëîâèÿì íà áåñêîíå÷íîñòè (2), à òàêæå èìåþùàÿ ïîëþñ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà â íóëå, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Φ(ζ) = −I(ζ) + S(ζ); |ζ| ̸= 1, (12)

ãäå

I(ζ) =
1

2πi

∮
|η|=1

ts(η)

η − ζ
dη, S(ζ) = c+

c1
ζ

+
c2
ζ2
.

Ïðè ýòîì c = lim
|z|→∞

Φ(ζ) = (s11 + s12) /4. Ïðè ðàâåíñòâå íóëþ

ãëàâíîãî âåêòîðà ñèë, ïðèëîæåííûõ ê ãðàíèöå âûðåçà, c1 = 0 è
c2 = (s22 − s11 − 2is12) /2.

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé ïðè ïåðåõîäå îò îáúåìà
ê ãðàíèöå èìååì ñëåäóþùåå óñëîâèå

lim
ζ→ζ0

u = us; |ζ| > 1, |ζ0| = 1, (13)

ãäå us � âåêòîð ïåðåìåùåíèé òî÷åê ãðàíèöû âûðåçà. Èç (13) âûòå-
êàåò óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè äåôîðìàöèè εθθ:

lim
ζ→ζ0

εθθ(ζ) = εsθθ(ζ0); |ζ| > 1, |ζ0| = 1. (14)



74 À.À. ßçîâñêàÿ

Îòíîøåíèÿ (12)�(14) ñâîäÿòñÿ ê âûðàæåíèþ äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî
íàïðÿæåíèÿ:

σs
θθ(ζ0) = γs +Msσθθ(ζ0); |ζ0| = 1, (15)

ãäå Ms = 2µs + λs − γs.
Âûðàçèì îêðóæíóþ äåôîðìàöèþ εθθ ÷åðåç ôóíêöèþ Φ. Èç çà-

êîíà Ãóêà (4) ñëåäóåò, ÷òî

εθθ =
1

4µ(λ+ µ)
[(λ+ 2µ)σθθ − λσrr]. (16)

Ïîëàãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî â (10) dζ = ireiθdθ (α = θ + π/2) è
dζ = −eiθdr (α = θ + π), ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî

σrr + iσrθ =Φ(ζ) + Φ(ζ)−

− ζ
2

ω′(ζ)

{
1

ζ
ω′
(
1

ζ

)[
Φ(ζ) + Φ

(
1

ζ

)]
+

+

[
ω(ζ)− ω

(
1

ζ

)]
Φ′(ζ)

}
,

σθθ − iσrθ =Φ(ζ) + Φ(ζ)+

+
ζ
2

ω′(ζ)

{
1

ζ
ω′
(
1

ζ

)[
Φ(ζ) + Φ

(
1

ζ

)]
+

+

[
ω(ζ)− ω

(
1

ζ

)]
Φ′(ζ)

}
.

(17)

Ïåðåõîäÿ â (17) ê ïðåäåëó ïðè ζ → ζ0, ïîäñòàâèì â (16) ïîëó-
÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé σθθ è σrr íà ãðàíèöå âûðåçà.
Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì

2µεθθ(ζ0) = Re
[
κΦ−(ζ0) + Φ+(ζ0)

]
; κ =

λ+ 3µ

λ+ µ
. (18)

Ïîäñòàâèâ (18) â (15), ñ ó÷åòîì (12) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâ-
íåíèþ:

σs
θθ = γs−Re

[
κI−(ζ0) + I+(ζ0)

]
+

1

2
M(κ+1)

(
S(ζ0) + S(ζ0)

)
, (19)
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ãäå M =Ms/2µ � áèóïðóãàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ïðè ∂σs/∂θ = iζ0∂σs/∂ζ0 = iζ0σ

′
s(ζ0) ôîðìóëû Ñîõîöêîãî �

Ïëåìåëÿ äëÿ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

I±(ζ0) = ∓σs(ζ0)
2R1

± ζ0σ
′
s(ζ0)

2H
+

1

2πi

∫
|η|=1

σs/R1 + ησ′
s/H

η − ζ0
dη, (20)

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè.
Ïîäñòàâèâ (20) â (19), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñèíãóëÿðíîå èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îòâåðñòèÿ:

[2R1 −M(χ− 1)]σs(ζ0)+

+

M(χ+ 1)

2πi

∫
|η|=1

τ(σs/R1) + ησ′
s/H

η − ζ0
dη−

−ζ0
∫

|η|=1

η−1σs/R1 − σ′
s/H

η̄ − ζ0
dη̄

 =

= 2R1γs +MR1(χ+ 1)(S(ζ0) + S(ζ0)). (21)

Â ñëó÷àå, êîãäà a = b, ïîëó÷àåì êðóãîâîå îòâåðñòèå, è óðàâíåíèå
(21) òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ãèïåðñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè τ(ζ0). Îáîçíà÷èì τ = σs−γs, η = η1/a,
ζ0 = ζ1/a, ãäå η1, ζ1 � òî÷êè íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà a:

[2a−M(χ− 1)] τ(ζ0) +
M(χ+ 1)

2πi

∫
|η|=1

(η + ζ20/η)τ(η)

(η − ζ0)2
dη =

=Ma(χ+ 1)(S(ζ0) + S(ζ0)
)
; |ζ0| = 1. (22)

Î÷åâèäíî,÷òî äëÿ êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ σs
θθ = const â (22), åñëè

âíåøíèå íàãðóçêè îòñóòñòâóþò. Ïóñòü sij = 0 è σs
θθ = σs

0. Òîãäà
ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòíîãî íàïðÿæåíèÿ σs

0 íà ãðàíèöå
êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ ïðè îòñóòñòâèè íàïðÿæåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè:

σs
0 =

a

a+M
γs. (23)
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Âàæíî ó÷åñòü, ÷òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå
èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (22), íå èìååò íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (22) íàéäåì ðåøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîãî åìó óðàâíåíèÿ (19) â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà, ìèíóÿ ôîð-
ìóëû (20) Ñîõîöêîãî � Ïëåìåëÿ:

τ = a
+∞∑

k=−∞

dkζ
k
0 . (24)

4. Ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå äëÿ êðóãîâîãî îòâåð-

ñòèÿ

Äëÿ ñëó÷àÿ êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (22) ïðèìåò
ïðîñòîé âèä

τ = d0 + d2ζ
2
0 + d2ζ

−2
0 , (25)

ãäå
d0 = 4H1c, d2 = d−2 = H2c2,

H1 =
M(1 + κ)

4(a+M)
, H2 =

M(1 + κ)

2a+M(3 + κ)
.

(26)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîëüöåâûõ íàïðÿæåíèé ïðè-
ìåì â (10) dζ = −eiθdr. Òîãäà ïîëó÷àåì

σθθ(ζ1) = Re
[
3Φ−(ζ1) + Φ+(ζ1)

]
; |ζ1| = a. (27)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (12), (23), (25) è (26), ìû èìååì èç (27)

σθθ = H0γs + (2− 3H2)(s22 − s11) cos 2θ−
− 2(2− 3H2)s12 sin 2θ + (1−H1)(s11 + s22),

(28)

ãäå H0 = −1/(a+M). Ýòà ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì â ðàáîòå
[11], êîòîðîå áûëî ïîëó÷åíî äðóãèì ïóòåì.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè íàãðóæåíèÿ (ðèñ. 3, 4).

1. Îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå. Ïðè s11 = p è s22 = s12 = 0 ïîâåðõ-
íîñòíîå íàïðÿæåíèå áóäåò

σθθ = H0γs + (H1 − 3H2 cos 2θ)s11 + (1− 2 cos 2θ)s11. (29)
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Ðèñ. 3. Ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå äëÿ êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ.

Êàê è â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å Êèðøà áåç ó÷åòà ïîâåðõíîñòíûõ
íàïðÿæåíèé èìåþò ìåñòî ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîëüöåâûõ
íàïðÿæåíèé ïðè θ = ±π/2

maxσθθ = − γs
a+M

− M(1 + κ)[M(7 + κ) + 6a]

4(a+M)[M(3 + κ) + 2a]
s11 + 3s11.

Â çàäà÷å Êèðøà ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ ñíèæàþò êîíöåí-
òðàöèþ íàïðÿæåíèÿ, åñëèM > 0, è â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ
ðàäèóñà ìîãóò óìåíüøàòü èëè óâåëè÷èâàòü.

2. ×èñòûé ñäâèã. Ïðè s12 = p è s22 = s11 = 0:

σθθ = H0γs − 2s12 [2− 3H2] sin 2θ. (30)

3. Âñåñòîðîííåå ðàñòÿæåíèå/ñæàòèå. Ïðè s12 = 0 è s22 = s11 = p:

σθθ = H0γs + 2s22(1−H1). (31)

Ðàâåíñòâà (29)�(31) ïîêàçûâàþò, ÷òî íàëè÷èå ïîâåðõíîñòíîãî
íàïðÿæåíèÿ óìåíüøàåò êîíöåíòðàöèþ íàïðÿæåíèé, åñëè M > 0.
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Ðèñ. 4. Ìàêñèìàëüíîå ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå äëÿ êðóãîâîãî
îòâåðñòèÿ.

Îñòàòî÷íîå íàïðÿæåíèå ñîçäàåò òàêîé æå ýôôåêò. Êðîìå òîãî, êîí-
öåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé çàâèñèò îò ðàäèóñà îòâåðñòèÿ (size-e�ect).
Ñîãëàñíî òåîðåòè÷åñêèì ðàñ÷åòàì äëÿ ìåòàëëîâ ñ êóáè÷åñêîé ðå-
øåòêîé â ðàáîòå [1] è îöåíêè, ïðîèçâåäåííîé â [8], ïàðàìåòð M =
(µs+λ−γs)/2µ, â êîòîðîì îñòàòî÷íîå íàïðÿæåíèÿ γs èìååò ïîðÿäîê
M ∼ (10−10÷10−9)ì è γs ∼ 1 Í/ì. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè a ∼ 10 íì, òî
ïåðâîå ñëàãàåìîå (29)�(31) ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà 108 Í/ì2=100 ÌÏà.
Òàê, äëÿ çíà÷åíèé óäàëåííîé íàãðóçêè p èç (29)�(31) äî 100 ÌÏà
âëèÿíèå îñòàòî÷íîãî íàïðÿæåíèÿ γs íà ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé
íà ãðàíèöå, â îñîáåííîñòè íà êîíöåíòðàöèþ íàïðÿæåíèÿ, ñðàâíè-
ìî ñ äåéñòâèåì íàãðóçîê, äåéñòâóþùèõ íà ðàññòîÿíèè. Êðîìå òî-
ãî, âëèÿíèå îñòàòî÷íîãî ïîâåðõíîñòíîãî íàïðÿæåíèÿ ïðåâîñõîäèò
ïîâåðõíîñòíóþ óïðóãîñòü, òàê êàê îñòàëüíûå ÷ëåíû â (29)�(31) ñî-
äåðæàò â ñåáå ïàðàìåòð ìåíüøèé, ÷åì ïåðâûé. Ýòî ÿâëåíèå áûëî
íåäàâíî âûÿñíåíî Ãîëüøòåéíîì è äð. [8].

5. Çàêëþ÷åíèå

Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è îá ýëëèïòè÷åñêîì îòâåðñòèè íàíîìåòðî-
âîãî ðàçìåðà â óïðóãîé ïëîñêîñòè ñâåäåíî ê ðåøåíèþ ñèíãóëÿðíîãî
èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî
ïîâåðõíîñòíîãî íàïðÿæåíèÿ. Â ñëó÷àå êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ ðåøå-
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íèå ïîëó÷àåì â ÿâíîì âèäå. Ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè îêðóæíîãî
êîëüöåâîãî íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ îò ðàäèó-
ñà ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà îñòàòî÷íîãî è ïîâåðõíîñòíîãî íàïðÿæåíèé.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàäèóñà îòâåðñòèÿ â ïðåäåëàõ íåñêîëüêèõ äåñÿò-
êîâ íàíîìåòðîâ ïðè ó÷åòå ïîâåðõíîñòíîãî íàïðÿæåíèÿ êîíöåíòðà-
öèÿ íàïðÿæåíèÿ çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ðàäèóñà, à òàêæå îò óïðóãèõ
ïîñòîÿííûõ ïîâåðõíîñòè è îáúåìà ìàòåðèàëà.
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ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎ�ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ
È ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÑÅÃÌÅÍÒÀ

ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÃÐÓÇÀ Ñ ÏËÎÑÊÈÌ ÎÑÍÎÂÀÍÈÅÌ.

À.Ì. Åðìàêîâ

Äåôîðìàöèè îáîëî÷åê ïðè ïðèëîæåíèè ãðóçà ñ ïëîñêèì îñíîâàíèåì
ÿâëÿþòñÿ áîëüøèìè è îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ãåîìåòðè÷åñêè íåëè-
íåéíîé òåîðèè îáîëî÷åê. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé íåëèíåéíîé
òåîðèè îáîëî÷åê ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè. Îíè çàìåò-
íî óìåíüøàþòñÿ, åñëè ðå÷ü èäåò îá îãðàíè÷åííûõ ïåðåìåùåíèÿõ, ïðè
êîòîðûõ ôîðìà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ ñðàâíè-
òåëüíî ìàëî ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó â îñíîâó ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëîæåí ìå-
òîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé � äåëüòà-ìåòîä. Îñîáåííîñòü äåëüòà-
ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ ëèíåéíûõ ôèçè÷åñêèõ
ñîîòíîøåíèé óäàåòñÿ ñâåñòè çàäà÷ó íà êàæäîì îòäåëüíîì øàãå ê ðåøå-
íèþ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñîâïàäàþùåé
ñ ëèíåéíîé ñèñòåìîé íåíàãðóæåííîãî òåëà. Ðàñ÷åò çàêàí÷èâàåòñÿ, êî-
ãäà íàãðóçêà èëè äåôîðìàöèÿ äîñòèãàåò çàäàííîé êîíå÷íîé âåëè÷èíû.
Äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ àíèçîòðîï-
íûõ îáîëî÷åê ñðåäíåé òîëùèíû Ïàëèÿ�Ñïèðî. Çàäà÷è î íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ìÿãêèõ è áëèçêèõ ê ìÿãêèì îáîëî÷åê ïîä
äåéñòâèåì ãðóçà ñ ïëîñêèì îñíîâàíèåì âàæíû äëÿ àíàëèçà äàííûõ, ñâÿ-
çàííûõ ñ èçìåðåíèåì î÷åíü âàæíîé â îôòàëüìîëîãèè õàðàêòåðèñòèêè �
âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷è î íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ìÿãêèõ è
áëèçêèõ ê ìÿãêèì îáîëî÷åê ïîä äåéñòâèåì ãðóçà ñ ïëîñêèì îñíî-
âàíèåì âàæíû äëÿ àíàëèçà äàííûõ, ñâÿçàííûõ ñ èçìåðåíèåì î÷åíü
âàæíîé â îôòàëüìîëîãèè õàðàêòåðèñòèêè � âíóòðèãëàçíîãî äàâëå-
íèÿ (ÂÃÄ). Çíà÷åíèå èçìåðåíèÿ ÂÃÄ âïåðâûå áûëî ïîä÷åðêíóòî
Àëüáðåõòîì ôîí Ãðåôå â 1862 ã. ïðè èçó÷åíèè ïðè÷èíû âîçíèêíî-
âåíèÿ ãëàóêîìû [1]. Îí òàêæå ñîçäàë ïåðâûé òîíîìåòð èìïðåññè-
îííîãî òèïà. ×åì ìÿã÷å ãëàç, ò.å. ÷åì íèæå ÂÃÄ, òåì áîëüøå îí
äåôîðìèðóåòñÿ ïîä âëèÿíèåì îäíîé è òîé æå ñèëû. Ïðè èìïðåñ-
ñèîííîì ìåòîäå íà ãëàç ïðîèçâîäÿò äàâëåíèå êîíöîì íåêîòîðîãî
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øòèôòà íåáîëüøîãî äèàìåòðà, à î äåôîðìàöèè ñóäÿò ïî ãëóáèíå
îáðàçóåìîé ïîëîãîé ÿìêè.

Â 1882 ã. À.Í. Ìàêëàêîâûì áûë ñîçäàí òîíîìåòð, ïîëîæèâøèé
íà÷àëî ðàçâèòèþ àïïëàíàöèîííîé òîíîìåòðèè [2]. Ïðè àïïëàíàöè-
îííîé òîíîìåòðèè ãëàç äåôîðìèðóåòñÿ ãðóçîì ñ ïëîñêèì îñíîâà-
íèåì (ðèñ. 1). Ïîä äåéñòâèåì ýòîãî ãðóçà ðîãîâèöà äåôîðìèðóåòñÿ.
Äàëåå èëè ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå ãðóçà (5, 7.5, 10, 15 ã) ðåãèñòðè-
ðóþò äèàìåòð çîíû êîíòàêòà ãðóçà è ðîãîâèöû è ïî èçìåðåííîìó
äèàìåòðó îöåíèâàþò ÂÃÄ (ìåòîä Ìàêëàêîâà).

Ðèñ. 1. Âîçäåéñòâèå øòàìïà íà ðîãîâèöó..

Ïðè èçìåðåíèè ÂÃÄ ïî Ãîëüäìàíó ñîçäàåòñÿ íåáîëüøàÿ çîíà
êîíòàêòà. Î âåëè÷èíå ÂÃÄ ñóäÿò ïî ñèëå, êîòîðàÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
ñäåëàòü ïëîñêîé ýòó ÷àñòü ðîãîâèöû.

Òîíîìåòð Ãîëüäìàíà ïîëâåêà ñ÷èòàëñÿ îäíèì èç ñàìûõ íàäåæ-
íûõ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ èçìåðåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ.
Îäíàêî ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü ïðèáîðû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
ïðè îáñëåäîâàíèè ïàöèåíòà òî÷íåå îïðåäåëèòü ãåîìåòðè÷åñêèå ïà-
ðàìåòðû ðîãîâèöû, è, êàê ñëåäñòâèå, ïîÿâèëîñü ìíîãî ðàáîò, â êîòî-
ðûõ îáñóæäàåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïîêàçàòåëåé òîíîìåòðà Ãîëüä-
ìàíà ê òîëùèíå ðîãîâèöû â öåíòðàëüíîé çîíå. Îñîáåííî ýòà çà-
âèñèìîñòü ìîæåò ñèëüíî ïðîÿâëÿòüñÿ ïîñëå êåðàòîðåôðàêöèîííûõ
îïåðàöèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ êîððåêöèè çðåíèÿ, òàê êàê â èõ ðå-
çóëüòàòå ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ òîëùèíà ðîãîâèöû â ñðåäíåé çîíå
è êðèâèçíà ðîãîâèöû [3]. Ïðè ýòîì ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå îôòàëü-
ìîëîãîâ ãîâîðÿò î òîì, ÷òî äàííûå, ïîëó÷åííûå òîíîìåòðîì Ìà-
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êëàêîâà âåñîì 10 ã, ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê èçìåíåíèÿì òîëùèíû
îáîëî÷êè [3]. Îäíàêî ïîñëåäíèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ
¾ïëîñêèõ¿ ðîãîâèö ïîñëå îïåðàöèé èíîãäà òîíîìåòð Ìàêëàêîâà äà-
åò çàíèæåííîå çíà÷åíèå ÂÃÄ [4], ÷òî ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî ïîòå-
ðåé êîíòàêòà ðîãîâèöû è ãðóçà èëè ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè ðîãîâèöû
(ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Èçìåðåíèå ÂÃÄ..

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿ-
íèè è óñòîé÷èâîñòè ìÿãêèõ îáîëî÷åê ïðè ïðèëîæåíèè ê íèì ãðóçà
ñ ïëîñêèì îñíîâàíèåì â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé.

2. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé

Äåôîðìàöèè îáîëî÷åê ïðè ïðèëîæåíèè ãðóçà ñ ïëîñêèì îñíîâà-
íèåì ÿâëÿþòñÿ áîëüøèìè è îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ãåîìåòðè÷å-
ñêè íåëèíåéíîé òåîðèè îáîëî÷åê. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé
íåëèíåéíîé òåîðèè îáîëî÷åê ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿ-
ìè [5�7], êîòîðûå çàìåòíî óìåíüøàþòñÿ, åñëè ðå÷ü èäåò îá îãðàíè-
÷åííûõ ïåðåìåùåíèÿõ, ïðè êîòîðûõ ôîðìà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè â
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ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ ñðàâíèòåëüíî ìàëî ìåíÿåòñÿ. Ïîñëåäíåå èìå-
åò ìåñòî äî ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Â îñíîâó äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðóåìîì ñîñòîÿíèè è óñòîé÷èâîñòè ñôåðè÷åñêîãî ñåãìåíòà
ïîä äåéñòâèåì ãðóçà ñ ïëîñêèì îñíîâàíèåì ïîëîæåí ìåòîä ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé, êîòîðûé îñíîâàí íà èäåå ëèíåàðèçàöèè
óðàâíåíèé òåîðèè îáîëî÷åê íà ìàëîì îòðåçêå íàãðóæåíèÿ, òàêèì
îáðàçîì, îí ïîçâîëÿåò ó÷åñòü èñòîðèþ íàãðóæåíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ,
â îáùåì ñëó÷àå ìåòîä ëèíåàðèçàöèè ïðèâîäèò ê íåîïðàâäàííîìó
çàâûøåíèþ îáúåìà âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû. Ïðèâåäåì èñïîëüçóå-
ìûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷:

P = ∆P1 +∆P2 + ...+∆Pn (∆P > 0, n >> 1). (1)

Ïðåäñòàâèì äàâëåíèå P êàê ñóììó ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ íàãðóæåíèé.

1-é øàã. Ðåøàåì çàäà÷ó î ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ ïðåäâàðèòåëü-
íî íåíàãðóæåííîãî òåëà, ò. å. íàãðóæàåì åãî òîëüêî ÷àñòüþ îáùåé
íàãðóçêè ∆P1 òàê, ÷òîáû äåôîðìàöèè îñòàëèñü ìàëûìè.

2-é øàã. Ñ÷èòàåì èñõîäíîé êîíôèãóðàöèåé òåëà òó, êîòîðóþ îíî
ïîëó÷èëî ïîñëå íàãðóæåíèÿ íà ïåðâîì øàãå.

Äëÿ îïèñàíèÿ ãåîìåòðèè ïîëó÷åííîé îáîëî÷êè âûáåðåì íà íåé
òî÷êè è ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíî-
ìû 10-ãî ïîðÿäêà. Èñïîëüçóÿ èõ, ìîæíî ïîëó÷èòü íîâûå êîýôôèöè-
åíòû Ëàìå è êðèâèçíû, îïèñûâàþùèå ãåîìåòðèþ äåôîðìèðîâàííîé
îáîëî÷êè.

Â ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèÿõ ó÷èòûâàþòñÿ âåëè÷èíû ïàðàìåò-
ðîâ íàïðÿæåííîãî è äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèé îáîëî÷êè íà
¾ïðåäûäóùåì¿ óðîâíå íàãðóçêè: ∆T1, ∆T2, ∆ϑ, ∆ϑ0, ∆ψ , ∆ψ0,
∆γ1, ∆γ2. Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè îíè ðàâíû íóëþ. Çàòåì ê
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîé îáîëî÷êå ïðèêëàäûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ íàãðóçêà ∆P2, è ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ,
ò. å. ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðèðàùåíèå íàãðóçêè íå äîëæíî âûçûâàòü äå-
ôîðìàöèè, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à ñòàíåò íåëèíåéíîé. Òàêèì îáðàçîì,
ïðèðàùåíèÿ íàãðóçêè ∆P1, ∆P2, ∆P3 äîëæíû áûòü ìàëû ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ òåìè çíà÷åíèÿìè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò âåðõíÿÿ êðèòè-
÷åñêàÿ íàãðóçêà.
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Íà k-ì øàãå ïîâòîðÿåì òî, ÷òî áûëî ñäåëàíî íà ïðåäûäóùåì,
çà èñõîäíîå ïðèíèìàåì ñîñòîÿíèå ïîñëå k-1-ãî øàãà. Ïðè ýòîì ãåî-
ìåòðè÷åñêè íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðå-
øåíèþ ëèíåéíûõ çàäà÷ äëÿ îáîëî÷êè âðàùåíèÿ, äåôîðìèðîâàííàÿ
êîíôèãóðàöèÿ êîòîðîé îïðåäåëåíà ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäøåñòâîâàâ-
øèõ íàãðóæåíèé äàâëåíèÿìè ∆Pi.

Îñîáåííîñòü ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé ñîñòîèò â
òîì, ÷òî áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ ëèíåéíûõ ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøå-
íèé óäàåòñÿ ñâåñòè çàäà÷ó íà êàæäîì îòäåëüíîì øàãå ê ðåøåíèþ
ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñîâïàäàþùåé
ñ ëèíåéíîé ñèñòåìîé íåíàãðóæåííîãî òåëà. Ðàñ÷åò çàêàí÷èâàåòñÿ,
êîãäà íàãðóçêà èëè äåôîðìàöèÿ äîñòèãàåò çàäàííîé êîíå÷íîé âå-
ëè÷èíû.

3. Ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ òåîðèè îáîëî÷åê

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ îáî-
ëî÷åê Ïàëèÿ�Ñïèðî [6]. Ýòî òåîðèÿ îáîëî÷åê ñðåäíåé òîëùèíû, â
êîòîðîé ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:

1) ïðÿìîëèíåéíûå âîëîêíà îáîëî÷êè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê åå
ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè äî äåôîðìàöèè, îñòàþòñÿ ïîñëå äåôîðìà-
öèè òàêæå ïðÿìîëèíåéíûìè;

2) êîñèíóñ óãëà íàêëîíà îáîëî÷êè òàêèõ âîëîêîí ê ñðåäèííîé
ïîâåðõíîñòè äåôîðìèðîâàííîé îáîëî÷êè ðàâåí îñðåäíåííîìó óãëó
ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðèíÿòûõ ãèïîòåç ñâîäèòñÿ ê
ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì:

u1 = u+ ϕ · z, u2 = v + ψ · z,
u3 = w + F (α1, α2, z),
ϕ = γ1 + ϕ0, ψ = γ2 + ψ0,

ϕ0 = − 1

A1

∂w

∂α1
+ k1u, ψ0 = − 1

A2

∂w

∂α2
+ k2v,

(2)

ãäå φ è ψ � óãëû ïîâîðîòà íîðìàëè â ïëîñêîñòÿõ (α1, z) è (α2, z); φ0,
ψ0, γ1 è γ2 � óãëû ïîâîðîòà íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è óã-
ëû ñäâèãà â òåõ æå ïëîñêîñòÿõ. Ôóíêöèÿ F(α1, α2, z) õàðàêòåðèçóåò
èçìåíåíèå äëèíû íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè.



Èññëåäîâàíèå ÍÄÑ è óñòîé÷èâîñòè ìÿãêèõ îáîëî÷åê 85

Ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ ñâÿçè äåêàðòîâûõ X,Y, Z è ñôåðè÷åñêèõ
α1, α2 êîîðäèíàò, îïèñûâàþùèå ñðåäèííóþ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè
â ïðîñòðàíñòâå:

X = R · cos(α1) cos(α2),
Y = R · cos(α1) sin(α2),
Z = R · sin(α1).

(3)

Â ñèëó ñèììåòðèè ñå÷åíèÿ âäîëü ãëàâíûõ îñåé (ðèñ. 3), ðàñ-
ñìîòðèì ëèøü äóãó ñ ââåäåííûìè â òî÷êå ïîëþñà è íà ýêâàòîðåå
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñèììåòðèè è øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ.

Ðèñ. 3. Ñôåðè÷åñêèé ñåãìåíò.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíóþ çàäà÷ó, òàê
êàê âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîé êîîðäèíàòû α1 ∈ [0, π/2],
õàðàêòåðèçóþùåé ëèíèþ ïàðàëëåëè, h � òîëùèíà, R � ðàäèóñ ñðå-
äèííîé ïîâåðõíîñòè, E1, E2 � ìîäóëè óïðóãîñòè â òàíãåíöèàëüíûõ
è E3 â íîðìàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ, νij � êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà.
Â èñõîäíûõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèÿõ X(α1), Y (α1), Z(α1) òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ìîæíî çàìåíèòü èõ ðàçëîæåíèÿìè â ðÿä Òåé-
ëîðà ñòàðøåé ñòåïåíè äåñÿòîãî ïîðÿäêà, áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè
òî÷íîñòè.
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Êîýôôèöèåíòû ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, âûðàæåí-
íûå ÷åðåç êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè, èìåþò âèä

A = (∂α1X)2 + (∂α1Y )2 + (∂α1Z)
2,

B = (∂α1X)(∂α2X) + (∂α1Y )(∂α2Y ) + (∂α1Z)(∂α2Z),
C = (∂α2X)2 + (∂α2Y )2 + (∂α2Z)

2,

ω =
√
A · C −B2;

(4)

L =
1

ω

 ∂2α1
X ∂2α1

Y ∂2α1
Z

∂α1
X ∂α1

Y ∂α1
Z

∂α2
X ∂α2

Y ∂α2
Z

 ; N =
1

ω

 ∂2α2
X ∂2α2

Y ∂2α2
Z

∂α1
X ∂α1

Y ∂α1
Z

∂α2
X ∂α2

Y ∂α2
Z

 ;

(5)

M =
1

ω

 ∂2α1
X ∂2α1

Y ∂2α1
Z

∂α1,α2
X ∂α1,α2

Y ∂α1,α2
Z

∂α2
X ∂α2

Y ∂α2
Z

 .
Êîýôôèöèåíòû Ëàìå è êðèâèçíû, îïðåäåëÿþùèå ãåîìåòðèþ

îáîëî÷êè, ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì ïîâåðõíîñòè è íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

A1 =
√
A, A2 =

√
C, k1 = L/A, k2 = N/C. (6)

òàê, äëÿ ñëó÷àÿ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè îíè ïðèìóò âèä

A1 = R, A2 = R · cos(α1), k1 = 1/R, k2 = 1/R. (7)

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

E11 =
E1

1− ν12ν21
, E12 = E21 =

E2

1− ν12ν21
, E22 =

ν12E1

1− ν12ν21
,

Ez =
E3

1− ν13µ1 − ν23µ2
, µ1 =

ν31 + ν21ν32
1− ν12ν21

, µ2 =
ν32 + ν21ν31
1− ν12ν21

,

K11 = −E11hρ, K21 = E22hp, ρ = k1 − k2,

K21 =
3

2
E11(k1h+ k2ν12h)µ1, K22 =

3

2
E22(ν21k1h+ k2h)µ2,

K13 = E11
h

2
k1(µ2 + 2ν12µ1) + E22

h

2
k2(2µ1 + ν21µ2), (8)
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K23 = E11
h

2
k1(2µ2 + ν12µ1) + E22

h

2
k2(µ1 + 2ν21µ2),

mj =
h

2
P+
j

(
1 +

h

2
k1

)(
1 +

h

2
k2

)
+
h

2
P−
j

(
1− h

2
k1

)(
1− h

2
k2

)
,

qj = P+
j

(
1 +

h

2
k1

)(
1 +

h

2
k2

)
− P−

j

(
1− h

2
k1

)(
1− h

2
k2

)
;

(j = 1, 2, 3).

Äåôîðìàöèè îáîëî÷êè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû ïåðåìå-
ùåíèÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

ε1 =
1

A1

∂u

∂α1
+k1w+ϑ·∆ϑ−γ1 ·∆ϑ−∆γ1 ·ϑ, ε2 =

1

A1A2

∂A2

∂α1
u+k2w;

(9)

η1 =
1

A1

(
∂ϑ

∂α1

)
, η2 =

1

A1A2

(
∂A2

∂α1

)
ϑ.

Óðàâíåíèÿ ñâÿçè äåôîðìàöèé ñ óñèëèÿìè è ìîìåíòàìè èìåþò
âèä

T1 = h(E11ε1 + E12ε2) +
h2

12
((K11 −K12)η1 −K13η2) + µ1

q3
2
h,

T2 = h(E12ε1 + E22ε2) +
h2

12
((K21 −K22)η1 −K23η2) + µ2

q3
2
h,

M1 =
h2

12
(E11η1h+ E12η2h+ (K11 −K12)ε1 −K23ε2) + µ1

q3
8
h2,

(10)

M2 =
h2

12
(E12η1h+ E22η2h+ (K21 −K22)ε2 −K13ε1) + µ2

q3
8
h2,

N1 = G13hγ1 −∆T1ϑ0 − T1∆ϑ0,

σ33 =
P+
j

(
1 + h

2k1
) (

1 + h
2k2
) (

0.5 + z
h

)
(1 + k1z)(1 + k2z)

−

−
P−
j

(
1− h

2k1
) (

1− h
2k2
) (

0.5− z
h

)
(1 + k1z)(1 + k2z)

;
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F (α, β, z) =

∫ z

0

σ33
Ez

dz − (µ1ε1 + µ2ε2) z−

− (µ1(η1 − ε1k1) + µ2(η2 − ε2k2))
z2

2
+ (µ1η1k1 + µ2η2k2)

z3

3
.

Ïîäñòàâèì â ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ (10) ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äå-
ôîðìàöèé (9). Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿ äëÿ óñèëèé è ìîìåíòîâ
áóäóò ñâåäåíû çàâèñèìîñòè îò òðåõ îñíîâíûõ êîìïîíåíòîâ � ñìå-
ùåíèé u, w è óãëà ïîâîðîòà γ1. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè
â óðàâíåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ (11), òàê æå ïåðåéäåì
ê çàâèñèìîñòè òîëüêî îò êîìïîíåíòîâ ñìåùåíèÿ:

1

A1A2

(
∂(A2T1)

∂α1
− ∂A2

∂α1
T2

)
+ k1N1 = 0,

1

A1A2

(
∂(A2N1)

∂α1

)
− k1T1 − k2T2 + q3 = 0, (11)

1

A1A2

(
∂(A2M1)

∂α1
− ∂A2

∂α1
M2

)
−N1 −∆T1ϑ0 − T1∆ϑ0 = 0.

Ðèñ. 4. Ñå÷åíèå ñôåðè÷åñêîãî ñåãìåíòà.

Íà êîíöàõ äóãè À, B (ðèñ. 4) äëÿ êîìïîíåíòîâ ñìåùåíèÿ äîëæ-
íû âûïîëíÿòüñÿ 3 óñëîâèÿ ñèììåòðèè è 3 ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ øàð-
íèðíîãî îïèðàíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ïðè
α1 = π/2 èìåþò îñîáåííîñòü. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ìàëóþ ëåâóþ
îêðåñòíîñòü òî÷êè α0 = π/2-φ :

u(0) = 0, w/(0) = 0, γ1(0) = 0,
u(α0) = 0, w/(α0) = 0, γ1(α0) = 0.

(12)
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñèñòåìà èç òðåõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé 6-ãî ïîðÿäêà ñ 6 ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è òðåìÿ
íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè. Ïóòåì ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ êîìïî-
íåíòîâ äåôîðìàöèè â ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé îáîëî÷êè.
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà â ïàêå-
òå Mathematica 8.0, ðåàëèçóþùàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ÷èñëåííûé
ìåòîä.

4. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ðîãîâèöû ãëàçà, ïðåäñòàâëåííóþ â âèäå
øàðíèðíî îïåðòîãî ïî êðàÿì ñåãìåíòà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé
ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Ïðèìåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ ìîäóëåé
óïðóãîñòè è êîýôôèöèåíòîâ [8, 9] Ïóàññîíà

E1 = E2 = 2.86 · 106Pa, E3 = 2.86 · 104Pa,
ν12 = ν23 = 0.01, ν21 = ν31 = ν12 = ν32 = 0.4.

(13)

Ñðåäíèé ðàäèóñ êðèâèçíû ðîãîâèöû (äî îïåðàöèé ïî êîððåêöèè
çðåíèÿ) R = 8 ìì, ïîëóñåêòîð ñåãìåíòà α ∈ [0, 38.6o]. Íà ïåðâîì
ýòàïå îáîëî÷êà íàãðóæàåòñÿ âíóòðåííèì ðàâíîìåðíûì äàâëåíèåì
∆P1 = 10 (â mm Hg) � ñðåäíåå çíà÷åíèå âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ.
Íàïîìíèì, ÷òî 1 mm Hg=133.3 Ïà.

Íà ïîñëåäóþùèõ ýòàïàõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âîçäåéñòâèÿ ãðóçà
ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ

∆q3 =

 ∆PiY (α1)k1, 0.05 > ∆Y
∆X (α) > 0,

−∆PiY (α1)k1, 0 > ∆Y
∆X (α1) > −0.05.

(14)

Îáùèé âèä ôóíêöèè ãîâîðèò î òîì, ÷òî íàãðóçêà äåéñòâóåò òîëüêî
â ïîëîãîé îáëàñòè, òàì, ãäå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè, îïèñû-
âàþùåé ôîðìó îáîëî÷êè, áóäåò ìàëî. Â ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèå ïðî-
ãèáà, ïðèâîäÿùåãî ê îòñëîåíèþ îáîëî÷êè îò ãðóçà, íà÷èíàåò äåé-
ñòâîâàòü îòðèöàòåëüíàÿ íàãðóçêà, ñíèìàþùàÿ ÷àñòü îáùåé íàãðóç-
êè ñ âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Êðîìå òîãî, íàãðóçêà áóäåò
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äåéñòâîâàòü âñåãäà ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Â ñðåäíåì ôóíê-
öèÿ òîëùèíû ðîãîâèöû îáû÷íîãî ãëàçà � h ëèíåéíî ìåíÿåòñÿ îò
0.8 ìì íà êîíöàõ ñåãìåíòà äî 0.52 ìì â òî÷êå ïîëþñà. Â ñëó÷àå
æå ìîäåëèðîâàíèÿ ðîãîâèöû ïîñëå êåðàòîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè
h ∈ [0.8; 0.44]. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ôóíêöèé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé äëÿ ¾íîðìàëüíîé¿ è ¾òîíêîé¿ îáî-
ëî÷åê, ïîëó÷åíûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû è
êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ïàêåòà ANSYS 14.

Ðèñ.5. Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæå-
íèé.

Âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ïî ðàçíûì ìåòîäàì ðåçóëüòàòû õîðîøî
ñîãëàñóþòñÿ. Â ñëó÷àå ¾òîíêîé¿ îáîëî÷êè â îêðåñòíîñòè ïîëþñà
õîðîøî âèäíà îòñëàèâàþùàÿñÿ îáëàñòü, íà êîòîðîé îòñóòñòâóþò
êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ðàäèóñà êðèâèçíû ¾òîíêîé¿
îáîëî÷êè îò âåñà ïðèëîæåííîãî ãðóçà (â ãðàììàõ), ïðè êîòîðîì
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íà÷èíàåòñÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè � ¾îòäåëåíèå¿ ðîãîâèöû îò òîíî-
ìåòðà.

Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê

R, ìì 7.5 8 8.5 9 9.5

P , ãð 11.1 9.9 9.1 8.5 7.9

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðè ¾íîðìàëüíîé¿ òîëùèíå ðîãîâèöû è ¾ñðåäíèõ¿ ïàðàìåòðàõ
îáîëî÷êè ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðè ïðèëîæåíèè òîíîìåòðà Ìàêëà-
êîâà íå ïðîèñõîäèò. Òîíîìåòð Ìàêëàêîâà èìååò âåñ 5; 7.5; 10 èëè 15
ãðàììîâ. Äëÿ ¾òîíêèõ¿ îáîëî÷åê, èëè óòîí÷åííûõ ïîñëå ðåôðàê-
öèîííûõ îïåðàöèé, âîçìîæíà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðè íîðìàëüíîì
ÂÃÄ â ñëó÷àå, åñëè ïðèêëàäûâàåìûé ãðóç áîëüøå 10 ãðàììîâ. Ïðè
ïîíèæåííîì ÂÃÄ � ãèïîòîíèè ãëàçà � âîçìîæíà ïîòåðÿ óñòîé÷èâî-
ñòè è ïðè âåñå òîíîìåòðà 10 ãð, åñëè ðîãîâèöà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
¾ïëîñêîé¿, ò.å. èìååò áîëüøîé ðàäèóñ êðèâèçíû. Ýòî ìîæåò îáú-
ÿñíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå äàí-
íûå, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå [4], òàê êàê ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè â
äàííîì ñëó÷àå ìîæåò ïðèâîäèòü êàê ðàç ê çàíèæåííûì çíà÷åíè-
ÿì ÂÃÄ. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âåëè÷èíà êðèòè÷åñêîãî ãðóçà
ñ ïëîñêèì îñíîâàíèåì, ñîîòâåòñòâó-þùåãî îòäåëåíèþ íàãðóæåííîé
âíóòðåííèì äàâëåíèåì òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ìÿãêîé îáîëî÷-
êè, óìåíüøàåòñÿ ïðè ðàäèóñå êðèâèçíû îáîëî÷êè è ïðè óìåíüøå-
íèè òîëùèíû îáîëî÷êè.
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Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè

ïîäêðåïëåííûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ

ïðè ó÷åòå ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 18 îêòÿáðÿ 2011 ã.

Ä.À. Áàðàíîâà

ÐÅÇÞÌÅ

Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äåôîðìèðîâàíèÿ ïîäêðåïëåííûõ îáî-
ëî÷åê âðàùåíèÿ ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêîé è ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè, âîçìîæ-
íîñòè ðàçâèòèÿ äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè ïðè äëèòåëüíîì íàãðóæåíèè, ïîïå-
ðå÷íûõ ñäâèãîâ, ð¼áðà ââîäÿòñÿ ïî ìåòîäó êîíñòðóêòèâíîé àíèçîòðîïèè ïðè
ó÷åòå èõ ñäâèãîâîé è êðóòèëüíîé æåñòêîñòè. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì èññëåäî-
âàíèÿ ýòîé ìîäåëè íà îñíîâå ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà L-BFGS è àïïðîêñèìàöèè
NURBS-ïîâåðõíîñòÿìè. Ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ÏÝÂÌ íà îñíîâå
ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè ïîäêðåï-
ëåííûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíî- è íåëèíåéíî-óïðóãèõ çàäà÷ è
çàäà÷ ïîëçó÷åñòè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàçëè÷-
íûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà.
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Ìîäåëè è àëãîðèòìû èññëåäîâàíèÿ

óñòîé÷èâîñòè è çàêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ

ïîëîãèõ îáîëî÷åê, ïîäêðåïëåííûõ

ðåáðàìè ïåðåìåííîé âûñîòû

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 15 íîÿáðÿ 2011 ã.

Ë.Ï. Ìîñêàëåíêî

ÐÅÇÞÌÅ

Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äåôîðìèðîâàíèÿ ïîëîãèõ îáîëî÷åê
ïðÿìîóãîëüíîãî ïëàíà, ïîäêðåïëåííûõ ðåáðàìè ïåðåìåííîé âûñîòû. Ïðåä-
ëîæåí âàðèàíò ìåòîäà êîíñòðóêòèâíîé àíèçîòðîïèè, ñâîäÿùèé îáîëî÷êó
äèñêðåòíî-ïåðåìåííîé òîëùèíû ê îáîëî÷êå íåïðåðûâíî-ïåðåìåííîé òîëùè-
íû. Íà îñíîâå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó ðàç-
ðàáîòàíû àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîäêðåïëåííûõ ïîëîãèõ îáî-
ëî÷åê è ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî àëãîðèòìà. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, óñòîé÷èâîñòè è çàêðèòè÷åñêîãî ïî-
âåäåíèÿ ïîëîãèõ îáîëî÷åê, ïîäêðåïëåííûõ ðåáðàìè ïîñòîÿííîé è ïåðåìåííîé
âûñîòû. Ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ïîäêðåïëåíèÿ îáîëî÷êè ðåáðàìè.
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Ïðèìåíåíèå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ çàäà÷

ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 21 ôåâðàëÿ 2012 ã.

Ê.Ã. Øàøêèí

ÐÅÇÞÌÅ

Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð èñòîðèè ðàçðàáîòêè îòå÷åñòâåííîãî
ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà FEM models äëÿ ðàñ÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ îñíîâàíèÿ
êîíñòðóêöèé çäàíèé è ñîîðóæåíèé. Ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ îáñóæäåíèÿ ñòðàòåãèÿ
ðàçðàáîòêè íîâîé âåðñèè ïðîãðàììû â âèäå îòêðûòîé ñèñòåìû ñ øèðîêèìè
âîçìîæíîñòÿìè ïî ðàçðàáîòêå íîâûõ ÊÝ ìîäåëåé. Ïðèâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå
îñíîâû è ïðàêòè÷åñêèé îïûò èñïîëüçîâàíèÿ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
áîëüøèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñî ñïåöèàëüíûìè ìåòîäàìè ïîñòðîåíèÿ
ïðåäîáóñëîâëèâàòåëÿ. Ïðèâåäåíû ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû è ïðàêòè÷åñêèå îñî-
áåííîñòè ðåàëèçàöèè íåëèíåéíîãî ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ ðåøå-
íèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþùåãî ñóùåñòâåí-
íî ñîêðàòèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷. Ðàññìîòðåíû ïðàêòè÷åñêèå îñîáåííîñòè
èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàôè÷åñêèõ ïðî-
öåññîðîâ ñ ïðèìåíåíèåì òåõíîëîãèè CUDA. Ïðåäëàãàþòñÿ ê îáñóæäåíèþ îò-
êðûòûå âîïðîñû òåîðèè è ïðàêòèêè ðàçðàáîòêè íåëèíåéíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
áîëüøèõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ÌÊÝ.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèëüòðàöèè

èç êàíàëîâ è îðîñèòåëåé

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 6 ìàðòà 2012 ã.

Í.Â. Ëèõà÷åâà

ÐÅÇÞÌÅ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ñõåìû ôèëüòðàöèîííûõ òå÷åíèé èç êàíàëîâ è
îðîñèòåëåé èððèãàöèîííûõ ñèñòåì ÷åðåç ïî÷âåííûé ñëîé, ïîäñòèëàåìûé íèæå-
ëåæàùèì õîðîøî ïðîíèöàåìûì íàïîðíûì âîäîíîñíûì ãîðèçîíòîì èëè âîäîíå-
ïðîíèöàåìûì îñíîâàíèåì. Äëÿ èõ èçó÷åíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ è ñ ïðèìåíåíèåì
ìåòîäà Ï. ß. Ïîëóáàðèíîâîé-Êî÷èíîé ðåøàþòñÿ ñìåøàííûå êðàåâûå ìíîãî-
ïàðàìåòðè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Íà áàçå ýòèõ ìîäå-
ëåé ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ðàñ÷åòà ðàçìåðîâ çîíû íàñûùåíèÿ â ñèòóàöèÿõ,
êîãäà ïðè ôèëüòðàöèè ïðèõîäèòñÿ îöåíèâàòü ñîâìåñòíîå âëèÿíèå íà êàðòèíó
äâèæåíèÿ òàêèõ âàæíûõ ôèëüòðàöèîííûõ ôàêòîðîâ, êàê ïîäïîð ñî ñòîðîíû
íèæåëåæàùåãî íàïîðíîãî âîäîíîñíîãî ãîðèçîíòà èëè íåïðîíèöàåìîãî îñíîâà-
íèÿ, ôîðìà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðóñëà èñòî÷íèêà ïèòàíèÿ è óðîâåíü âîäû â
íåì, êàïèëëÿðíîñòü ãðóíòà è èñïàðåíèå ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ãðóíòîâûõ
âîä. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ âñåõ ñõåì ôèëüòðàöèè ñîïîñòàâëÿþòñÿ ïðè îäè-
íàêîâûõ ôèëüòðàöèîííûõ ïàðàìåòðàõ â çàâèñèìîñòè êàê îò ôîðìû ðóñëà èñ-
òî÷íèêîâ ïèòàíèÿ (êàíàë èëè îðîñèòåëü), òàê è îò âèäà îñíîâàíèÿ ïî÷âåííîãî
ñëîÿ (ñèëüíî ïðîíèöàåìûé íàïîðíûé âîäîíîñíûé ãîðèçîíò èëè âîäîóïîð).
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Ìîäåëèðîâàíèå ñïóòíûõ ñòðóé ñî ñìåøåíèåì

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 20 ìàðòà 2012 ã.

Î.Ê. Îâ÷èííèêîâà

ÐÅÇÞÌÅ

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ñòðóé, èñòåêàþùèõ ñî-
ïåë äâèãàòåëåé, ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ îêðóæàþùåé ñðåäû è ñîñòàâàõ ïðî-
äóêòîâ ñãîðàíèÿ. Ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå ðåøàåìîé çàäà÷è � îïòè÷åñêàÿ èäåí-
òèôèêàöèÿ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ, ïîýòîìó ïðè ìîäåëèðîâàíèè âàæíî ó÷è-
òûâàòü ñìåøåíèå, äîãîðàíèå, íàëè÷èå äèñïåðñíîé ôàçû. Òàêæå îñîáåííîñòüþ
ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ øèðîêèé äèàïàçîí åãî ïðèìåíåíèÿ. Â îñ-
íîâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ëåæàò ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è
èçâåñòíûå ýìïèðè÷åñêèå çàâèñèìîñòè.
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Ìîäåëè ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíû äèñêà çðèòåëüíîãî íåðâà

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 17 àïðåëÿ 2012 ã.

Ä.Ç. Ñàáèòîâà

ÐÅÇÞÌÅ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíû
ãëàçà (ÐÏ), êîòîðûå îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ÐÏ ïðè èçìåíåíèè ÂÃÄ è ó÷èòûâàþò
òàêèå îáùèå ñâîéñòâà æèâîé òêàíè, êàê ñèëüíàÿ àíèçîòðîïèÿ, íåîäíîðîäíîñòü,
âÿçêîóïðóãîñòü. ÐÏ ìîäåëèðóåòñÿ òðàíâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé êðóãëîé ïëàñòè-
íîé. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàçëè÷íûõ òåîðèé è ðåçóëüòàòîâ, ïî-
ëó÷åííûõ â ïðèêëàäíîì ïàêåòå ANSYS (êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå),
ïðè ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ, à òàêæå ó÷èòû-
âàåòñÿ ñëîèñòîå ñòðîåíèå ÐÏ. Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå (ÍÄÑ)
ÐÏ, êàê äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè äëÿ êàæäîãî ñëîÿ,
ñðàâíèâàåòñÿ ñ ÍÄÑ îäíîñëîéíîé ïëàñòèíû ñ ýêâèâàëåíòíûìè ìåõàíè÷åñêèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè. Ìàòåðèàë ÐÏ ñ÷èòàåòñÿ âÿçêîóïðóãèì. Ðàññìîòðåíî âëèÿ-
íèå êðàòêî- è äîëãîâðåìåííîãî íàãðóæåíèé íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå
ñîñòîÿíèå ÐÏ.



ÕÐÎÍÈÊÀ

Ïÿòàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ÷èñëåííîìó àíàëèçó

è åãî ïðèëîæåíèÿì

15�20 èþíÿ 2012 ã. â ìåñòå÷êå Ëîçåíåö (Áîëãàðèÿ) ïðîøëà Ïÿòàÿ
êîíôåðåíöèÿ ïî ÷èñëåííîìó àíàëèçó è åãî ïðèëîæåíèÿì NAA-12
(Numerical Analysis and its Applications), îðãàíèçîâàííîé óíèâåðñè-
òåòîì ã. Ðóñå (Áîëãàðèÿ). Ïåðâàÿ ïîäîáíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïðîøëà â
1996 ã. Ïðåäñåäàòåëåì êîíôåðåíöèè òðàäèöèîííî ÿâëÿåòñÿ ïðîôåñ-
ñîð Ëþáèí Âúëêîâ (Óíèâåðñèòåò ã. Ðóñå, Áîëãàðèÿ).

Â 2012 ã. â êîíôåðåíöèè ïðèíÿëè ó÷àñòèå ïðåäñòàâèòåëè ðîññèé-
ñêîé íàó÷íîé øêîëû, ïîñòîÿííûå ó÷àñòíèêè ñåìèíàðà �Êîìïüþòåð-
íûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû�: Ñ.Ì. Áàóýð, À.Ì. Åðìà-
êîâ, À.Â. Ëåáåäåâ, À.Ë. Ñìèðíîâ è Ñ.Á. Ôèëèïïîâ (ÑÏáÃÓ).

Êîíôåðåíöèÿ áûëà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ âû÷èñ-
ëèòåëüíûìè ìåòîäàìè è èõ ïðèëîæåíèÿì ê øèðîêîìó êëàññó çà-
äà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. Â ðàìêàõ êîíôåðåí-
öèè áûë ïðîâåäåí ìèíè-ñèìïîçèóì �×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îáî-
ëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ� (Numerical modeling of
shell-like structure and applications), îðãàíèçàòîðàìè êîòîðîãî áûëè
ïðîô. Ñ.Ì. Áàóýð è äîö. À.Ë. Ñìèðíîâ, à ñïèêåðîì � äîö. Ðóìåí
ßíêîâ (Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÁÀÍ, Áîëãàðèÿ) (ðèñ. 8 íà âêëåéêå).

Äîöåíòû Ðóìåí ßíêîâ è Ìàðèÿ Äà÷åâà, âûïóñêíèöà Ìîñêîâ-
ñêîãî óíèâåðñèòåòà, ðàáîòàþùèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ â îòäåëå Áèî
è íàíî- ìåõàíèêè Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ÁÀÍ, ïðåäëîæèëè îáñóäèòü
âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ
îïðåäåëåíèåì ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ áèîîáúåêòîâ.

Ñ.Ì. Áàóýð, À.Ë. Ñìèðíîâ
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Âîñüìàÿ åâðîïåéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ

ïî ìåõàíèêå òâåðäîãî òåëà

09�13 èþëÿ 2012 ã. â ãîðîäå Ãðàö (Àâñòðèÿ) ïðîøëà 8-àÿ åâ-
ðîïåéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìåõàíèêå òâåðäîãî òåëà ESMC2012
(European Solid Mechanics Conference). Ïåðâàÿ ïîäîáíàÿ êîíôåðåí-
öèÿ ñîñòîÿëàñü â 1991 ã. â Ìþíõåíå. Â 2012 ãîäà êîíôåðåíöèÿ áû-
ëà îðãàíèçîâàíà Òåõíè÷åñêèì óíèâåðñèòåòîì ã. Ãðàö. Ïðåäñåäàòå-
ëåì íàó÷íîãî êîìèòåòà êîíôåðåíöèè áûë ïðîôåññîð R.W. Ogden
(University of Aberdeen, UK), îðãêîìèòåò âîçãëàâëÿë ïðîôåññîð
G.A. Holzapfel (Graz University of Technology, Austria). Â 2012 ã. â
êîíôåðåíöèè ïðèíÿëè ó÷àñòèå áîëåå 2 òûñÿ÷ ÷åëîâåê. Ñàìûì áîëü-
øèì áûëî ïðåäñòàâèòåëüñòâî Àâñòðèè è Ãåðìàíèè, Ðîññèÿ çàíÿëà
6-å ìåñòî ïî ÷èñëó ó÷àñòíèêîâ ôîðóìà.

Ðàáîòà êîíôåðåíöèè ïðîõîäèëà ïî 7 îñíîâíûì ñåêöèÿì, 46
ìèíè-ñèìïîçèóìàì, à òàêæå ñåêöèÿ ñòåíäîâûõ äîêëàäîâ. Ñ ïðè-
ãëàøåííûìè äîêëàäàìè âûñòóïèëè James R. Rice èç óíèâåðñèòåòà
Ãàðâàðäà, Ferdinando Auricchio (Óíèâåðñèòåò ã. Ïàâèÿ), Norman A.
Fleck (Êýìáðèäæ), Peter J. Hunter (óíèâåðñèòåò Àóêëàíäà), Robert
M. McMeeking (Êàëèôîðíèéñêèé óíèâåðñèòåò) è Michael Ortiz (Êà-
ëèôîðíèéñêèé òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò). Â ðàáîòå êîíôåðåíöèè ïðè-
íÿëà ó÷àñòèå áîëüøàÿ ãðóïïà ïîñòîÿííûõ ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà
"Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû"(ðèñ. 9 íà
âêëåéêå). Òàê íà çàñåäàíèÿõ ìèíè-ñèìïîçèóìà �Re�ned Theories of
Plates and Shells� (Óòî÷íåííûå òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê), îð-
ãàíèçàòîðàìè êîòîðîãî áûëè ïðîôåññîðà Â. Ïåòðàøêåâè÷ (Ïîëü-
ñêàÿ àêàäåìèÿ íàóê) è Â. Åðåìååâ (Óíèâåðñèòåò Îòòî ôîí Ãåðèêå
(Ìàãäåáóðã)) âûñòóïèëè ïðîô. Ï.Å. Òîâñòèê, ê.ô.-ì.í. Å.Á. Âîðîí-
êîâà, ê.ô.-ì.í. À.Ì. Åðìàêîâ (ÑÏáÃÓ). Àêàäåìèê Í.Ô. Ìîðîçîâ
(ÑÏáÃÓ) ñîâìåñòíî ñ ïðîô. Õ. Àëüòåíáàõîì èç óíèâåðñèòåòà Îò-
òî ôîí Ãåðèêå (Ìàãäåáóðã) áûëè îðãàíèçàòîðàìè ìèíè-ñèìïîçèóìà
�Surface E�ects in Nano-Mechanics� (Ïîâåðõíîñòíûå ýôôåêòû â íà-
íîìåõàíèêå). Íà ýòîì ìèíè-ñèìïîçèóìå ñäåëàëè äîêëàäû ïðîô.
Ì.À. Ãðåêîâ, àñï. Ñ.Â. Êàøòàíîâà (ÑÏáÃÓ).

Å.Á. Âîðîíêîâà



ÎÁ ÀÂÒÎÐÀÕ

Áàðàíîâà Äàðüÿ Àëåêñàíäðîâíà� âûïóñêíèöà è â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ àñïèðàíòêà êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èí-
ôîðìàòèêè ôàêóëüòåòà ãîðîäñêîãî ñòðîèòåëüñòâà è æèëèùíî-
êîììóíàëüíîãî õîçÿéñòâà ÑÏáÃÀÑÓ. Àâòîð 5 îïóáëèêîâàí-
íûõ ðàáîò. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðîô. Â.Â. Êàðïîâ. E-
mail: insya@ya.ru.

Åðìàêîâ Àíäðåé Ìèõàéëîâè÷� âûïóñêíèê êàôåäðû òåîðå-
òè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÑÏáÃÓ 2009 ã., êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
èíæåíåð-èññëåäîâàòåëü ÑÏáÃÓ, àññèñòåíò ÑÏáÃÌÒÓ. Àâòîð 16
îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò. E-mail: khopesh_ra@mail.ru

Åôèìîâ Èâàí Âëàäèìèðîâè÷� âûïóñêíèê êàôåäðû òåîðå-
òè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÑÏáÃÓ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ � àñïèðàíò 3-ãî êóðñà ÑÏá-
ÃÓ. Ñôåðà íàó÷íûõ èíòåðåñîâ � èçó÷åíèå ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ
ìàòåðèàëîâ ñî ñëîæíîé ðåîëîãèåé è ïîñòðîåíèå ìîäåëåé äåôîðìè-
ðîâàíèÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � äîö. Ã.Â. Ïà-
âèëàéíåí. E-mail: sqr.e�mov@gmail.com.

Êóçèí Àëåêñåé Êîíñòàíòèíîâè÷� àññèñòåíò êàôåäðû êîì-
ïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé â ìàøèíîñòðîåíèè ' Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêî-
ãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. Îáëàñòü íà-
ó÷íûõ èíòåðåñîâ � ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.
E-mail: kuzin_aleksei@mail.ru.

Ëèõà÷åâà Íàòàëüÿ Âëàäèìèðîâíà� âûïóñêíèöà êàôåäðû
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà ãðàæäàíñêîé àâèàöèè 2010 ã. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ �
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àñïèðàíòêà ÑÏáÃÓÃÀ ïî ñïåöèàëüíîñòè �Ìåõàíèêà æèäêîñòè, ãàçà
è ïëàçìû". Àâòîð 6 îïóáëèêîâííûõ ðàáîò ïî ïðîáëåìàì ôèëüòðà-
öèîííûõ òå÷åíèé èç êàíàëîâ. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðîô. Ý.Í.
Áåðåñëàâñêèé. E-mail: nataly_gate@mail.ru.

Ìîñêàëåíêî Ëþäìèëà Ïàâëîâíà� ñ îòëè÷èåì çàêîí÷è-
ëà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò
(ÑÏáÃÀÑÓ) ïî ñïåöèàëüíîñòè �Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà�. Â íàñòî-
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SUMMARIES

E�mov I.V.Anisotropic materials �uidity contour mathema-
tical models

The article is devoted to the actual questions about data processing
in the experimental studies. The experimental data which should be
processed are the material yield limits in di�erent directions. The
purpose is a construction of di�erent types of �uidity contours of
the various constructional materials having a di�cult rheology. The
material yield limits are represented by points in the principal stress
plane. The yield contours are build in the same plane. The problem is
to �nd the contour factors sending a minimum to the criterion function.
This problem is classi�ed to a regression analysis classical problem.

Three �uidity contour construction methods on experimental data
are considered: manual selection, a coordinate descent and a quickest
descent methods. A comparison of these methods helps to identify their
positive and negative sides: accuracy, convergence to the desired result
and requirements for the initial approximation. On the basis of this
comparison the technique allowing to reach the result with the least
error is proposed. The program realizing the given technique with some
material yield contours are represented in this article.
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Ermakov A.M. Stress-strain state and stability of spherical
segment under the in�uence of load with a �at base.

The deformations of shells in applying a load with a �at base are
signi�cant and described by equations of geometrically nonlinear theory
of shells. These arch of solutions of nonlinear theory of shells presents
certain di�culties. These di�culties reduce dramatically in case of
limited displacements under which the form of the shell does not change
much in the process of loading. That is why the solution of this problem
is based on the method of gradual loadings � delta method. The delta
method is characterized by the fact that because of the application
of linear physical relations it is possible to minimize the problem
at each step to the solving linear system with constant coe�cients.
The calculation is �nished when the loading or deformations reaches
the given �nite value. For solving the considered problem Paliy�Spiro
theory of anisotropic shells of medial thickness is used.

The problems of membrane and soft shells under the load with a �at
base are important for the analysis of the data related to measurement
of intraocular pressure � the characteristic which is very important for
ophthalmology.
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Kuzin A.K.Numerical analysis of the strength of tile joining
based on linear fracture mechanics.

A problem of stress concentration in vicinity of edge of joint between
the tile and the base is considered. The singular state of stress and strain
is described by asymptotic formulas, which are de�ned by geometry of
vicinity of the joint and material properties. An information about the
loads applied far from the joint is concentrated in scaling factor - stress
intensity factor (SIF).

Known in fracture mechanics force strength criterion is being used
to estimate the strength of the joint, which requires SIF to be in the
range of admissible values in the case of the problem of an edge of joint.
Because of universality of asymptotic formulas a priori assessment of
the strength is possible based on the results of the experiments with
test specimens.

A method of SIF numerical calculation from known results of
�nite element analysis of elastic problem based on reciprocal theorem
usage in vicinity of the edge is being introduced. The method allows
generalization to the case of thermal loads.
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Novikov A.N. Modelling gasdynamics processes in a tunnel
at movement of a high-speed train.

In the given work by means of package ANSYS Fluent movement
of a high-speed train on a tunnel has been simulated. At entrance of
a train to a tunnel there is a wave of compression which extends with
speed of a sound on a tunnel. Having reached the opposite end of a
tunnel, the compression wave is re�ected in a wave mode of expansion
and moves towards to a train. Thus, there is a di�cult oscillatory
process of distribution of waves of compression and expansion on a
tunnel. It leads to pressure di�erence on length of a train and can
cause acoustical discomfort of passengers. This circumstance imposes
restriction on speed of an input of a train in a tunnel. In the given
work it is considered, how the size of pressure di�erences in a tunnel is
in�uenced by such parametres, as:
� length of a tunnel,
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� the relation of the areas of cross-section section of a train and a
tunnel,
� the form of a head part of a train,
� speed of movement of a train.
In work two models of trains are used. One model of Japanese
train Fastech 360. The second model of European train Eurostar.
It is necessary to make a reservation, that the given models rather
approached and only under the form remind the speci�ed trains.
The problem dared numerical modelling with use dynamic mesh. The
problem dared on a grid with quantity of elements of an order 280000.

As a result of the decision conclusions have been drawn on what
factors make solving impact on size of pressure di�erences in a tunnel
at passage on it of a high-speed train.
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Platonov V. V. Nonclassical models of plates and shells for
buckling problems.

In modern designs composite, synthetic and other non-metallic
materials are used. The distinctive characteristic of these materials
is high compliance in the interlaminar shear. For them, even small
in magnitude shear stresses signi�cantly in�uence on the overall
deformation. Therefore, the calculation of plates and shells of such
materials using the theory of Kirchho� �Love can be lead to large errors.
In the article few problems of stability of plates and shells on the basis
of non-classical theories are discussed.

For compressed in the longitudinal direction plate, located in the
channel with hard walls, critical values of the compressive stress
and the length of straight sections overlap at each stage loading
were obtained on the classical theory and the theory of Timoshenko�
Reissner. The analysis of the results from the analytical solution and
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using three-dimensional theory of elasticity in the package ANSYS was
performed. For a transversely isotropic cylindrical shells under axial
compression the critical load was received by the Ambartsumyan's
theory. Comparison with results obtained in the theory of Timoshenko�
Reissner was conducted.
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Yazovskaya A.A. Stress-Strain State of an Elastic Plane with
Nanosize Elliptical Hole.

The e�ect of the surface energy in traditional continuum mechanics
is ignored as it is small compared to the bulk energy. For nanoscale
materials and structures, however, the surface e�ects become signi�cant
due to the high surface/volume ratio. In particular, the surface stresses
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are directly related to the scale e�ect that means the material properties
of a specimen depend on its size. Solid surface stresses are known like
the prestress in a prestressed membrane which is perfectly �tted on
the bounding surface of a bulk material. Inclusion of such a surface
stress in an otherwise traction-free surface of the bulk material leads
to additional loads applied to this boundary surface.

In the presented paper, an elastic plate with a elliptical hole under
the action of the remote load and unknown surface stress is considered.
It is supposed that the conditions of the plane stress state are satis�ed.
So, the boundary value problem is to de�ne the stress-strain state of an
elastic half-plane under corresponding boundary conditions which are
formulated according to the generalized Young�Laplace equations. By
means of Goursat�Kolosov's complex potentials and Muskhelishvili's
representations, we reduce the solution of the problem to the singular
integral equation in the surface stress. For particular case of a circular
nanometer hole, this equation is solved in an explicit form. General
solution of this equation allows us to study e�ect of the surface stress
on the stress-strain distribution near the circular hole. It is shown the
dependence of this distribution on the size of the hole and on the elastic
parameters of the surface and bulk material as well if surface stress is
taken into account.
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ÐÅÔÅÐÀÒÛ

ÓÄÊ 519.63:539.3
Åôèìîâ È.Â. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êîíòóðîâ òåêó÷å-

ñòè àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþ-
òåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2011�2012 ãã. Ñ. 3�16.

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà àêòóàëüíûì âîïðîñàì îáðàáîòêè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Öåëü � ïîñòðîåíèå ðàçëè÷íîãî âèäà êîí-
òóðîâ òåêó÷åñòè êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, èìåþùèõ ñëîæíóþ
ðåîëîãèþ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Â êà÷åñòâå ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäåëû òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà â
ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ, êîòîðûå èçîáðàæàþòñÿ òî÷êàìè íà ïëîñ-
êîñòè ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé. Â ýòîé æå ïëîñêîñòè ñòðîÿòñÿ êîíòó-
ðû òåêó÷åñòè. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà öåëåâîé
ôóíêöèè êîýôôèöèåíòîâ êîíòóðà è ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà-
÷åé ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ êîíòóðà òåêó÷åñòè ïî
ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì: ðó÷íîé ïîäáîð, ìåòîä êîîðäèíàòíî-
ãî ñïóñêà, ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ìå-
òîäîâ, âûÿâëÿþòñÿ èõ ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûõ ñòîðîíû:
òî÷íîñòü, ñõîäèìîñòü ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó, òðåáîâàíèÿ ê íà-
÷àëüíûì ïðèáëèæåíèÿì. Íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ìåòîäîâ ïðåäëàãà-
åòñÿ ìåòîäèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ñ íàèìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ äîñòè÷ü
ðåçóëüòàòà. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ äàí-
íóþ ìåòîäèêó, à òàêæå ïðåäñòàâëåíû ïîñòðîåííûå êîíòóðû òåêó-
÷åñòè äëÿ íåêîòîðûõ ìàòåðèàëîâ.

Áèáëèîãð. 8 íàçâ. Èë. 16

ÓÄÊ 519.63:539.3
Åðìàêîâ À.Ì. Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðóåìîå ñîñòîÿíèå è

óñòîé÷èâîñòü ñôåðè÷åñêîãî ñåãìåíòà ïîä äåéñòâèåì ãðóçà.
ñ ïëîñêèì îñíîâàíèåì // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìå-
òîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2011�2012 ãã. Ñ. 78�90.

Äåôîðìàöèè îáîëî÷åê ïðè ïðèëîæåíèè ãðóçà ñ ïëîñêèì îñíîâà-
íèåì ÿâëÿþòñÿ áîëüøèìè è îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ãåîìåòðè÷å-
ñêè íåëèíåéíîé òåîðèè îáîëî÷åê. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé
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íåëèíåéíîé òåîðèè îáîëî÷åê ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿ-
ìè, êîòîðûå çàìåòíî óìåíüøàþòñÿ, åñëè ðå÷ü èäåò îá îãðàíè÷åí-
íûõ ïåðåìåùåíèÿõ, ïðè êîòîðûõ ôîðìà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè â
ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ ñðàâíèòåëüíî ìàëî ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó â îñíî-
âó ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëîæåí ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé �
äåëüòà-ìåòîä. Îñîáåííîñòü äåëüòà-ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî áëàãî-
äàðÿ ïðèìåíåíèþ ëèíåéíûõ ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé óäàåòñÿ ñâå-
ñòè çàäà÷ó íà êàæäîì îòäåëüíîì øàãå ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé ñèñòå-
ìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñîâïàäàþùåé ñ ëèíåéíîé ñè-
ñòåìîé íåíàãðóæåííîãî òåëà. Ðàñ÷åò çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà íàãðóç-
êà èëè äåôîðìàöèÿ äîñòèãàåò çàäàííîé êîíå÷íîé âåëè÷èíû. Äëÿ
ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ àíèçîòðîïíûõ
îáîëî÷åê ñðåäíåé òîëùèíû Ïàëèÿ�Ñïèðî.

Çàäà÷è î íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ìÿãêèõ è
áëèçêèõ ê ìÿãêèì îáîëî÷åê ïîä äåéñòâèåì ãðóçà ñ ïëîñêèì îñíî-
âàíèåì âàæíû äëÿ àíàëèçà äàííûõ, ñâÿçàííûõ ñ èçìåðåíèåì î÷åíü
âàæíîé â îôòàëüìîëîãèè õàðàêòåðèñòèêè � âíóòðèãëàçíîãî äàâëå-
íèÿ.

Áèáëèîãð. 9 íàçâ. Èë. 5. Òàáë.1.

ÓÄÊ 539.3
À.Ê. Êóçèí ×èñëåííûé àíàëèç ïðî÷íîñòè îáëèöîâêè íà

îñíîâå ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. // Òðóäû ñåìèíàðà
¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2011�2012 ãã.
Ñ. 26�40.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â îêðåñò-
íîñòè óãëà êðåïëåíèÿ îáëèöîâêè ê îñíîâàíèþ. Ñèíãóëÿðíîå
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêèìè ôîðìóëàìè, îïðåäåëÿåìûìè ãåîìåòðèåé îêðåñòíîñòè è
ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà. Èíôîðìàöèÿ î íàãðóçêàõ âäàëè îò óãëà ñî-
ñðåäîòî÷åíà â ìàñøòàáíîì ìíîæèòåëå - êîýôôèöèåíòå èíòåíñèâ-
íîñòè íàïðÿæåíèé (ÊÈÍ).

Äëÿ îöåíêè ïðî÷íîñòè ñîåäèíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíûé â ìå-
õàíèêå ðàçðóøåíèÿ ñèëîâîé êðèòåðèé, ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å ñ
óãëîì ñâîäÿùèéñÿ ê òðåáîâàíèþ ïîïàäàíèÿ ÊÈÍ âíóòðü äèàïà-
çîíà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé. Â ñèëó óíèâåðñàëüíîñòè àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ ôîðìóë âîçìîæíà àïðèîðíàÿ îöåíêà ïðî÷íîñòè èññëåäóåìîé



Ðåôåðàòû 117

êîíñòðóêöèè íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ èñïûòàíèé òåñòîâûõ îáðàçöîâ.
Ïðåäëîæåí ìåòîä ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ ÊÈÍ ïî èçâåñòíî-

ìó êîíå÷íî-ýëåìåíòíîìó ðåøåíèþ óïðóãîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà
ïðèìåíåíèè òåîðåìû âçàèìíîñòè ðàáîò â îêðåñòíîñòè óãëîâîé òî÷-
êè. Ìåòîä äîïóñêàåò îáîáùåíèå äëÿ ñëó÷àÿ òåìïåðàòóðíûõ âîçäåé-
ñòâèé.

Áèáëèîãð. 7 íàçâ. Èë. 3.

ÓÄÊ 519.6
Íîâèêîâ À.Í. Ìîäåëèðîâàíèå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ â òîííåëå ïðè äâèæåíèè âûñîêîñêîðîñòíîãî ïîåçäà //
Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðå-
äû¿ 2010�2011 ãã. Ñ. 17�25,

Â äàííîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ANSYS Fluent ìîäåëèðó-
åòñÿ äâèæåíèå âûñîêîñêîðîñòíîãî ïîåçäà ïî òîííåëþ. Ïðè ýòîì
ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê íà âåëè÷èíó ïåðåïàäîâ äàâëåíèÿ â òîííåëå
âëèÿþò òàêèå ïàðàìåòðû, êàê äëèíà òîííåëÿ, îòíîøåíèå ïëîùà-
äåé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïîåçäà è òîííåëÿ, ôîðìà ãîëîâíîé ÷àñòè
è ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîåçäà.

Áèáëèîãð. 2 íàçâ. Èë. 7

ÓÄÊ 539.3
Ïëàòîíîâ Â.Â. Ïðèìåíåíèå íåêëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé

ïëàñòèí è îáîëî÷åê ê çàäà÷àì óñòîé÷èâîñòè.. // Òðóäû ñåìè-
íàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2011�
2012 ãã. Ñ. 41�65.

Äëÿ ñæàòîé â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ïëàñòèíêè, íàõîäÿùåé-
ñÿ â êàíàëå ñ æåñòêèìè ñòåíêàìè, ïîëó÷åíû êðèòè÷åñêèå çíà÷å-
íèÿ ñæèìàþùåãî íàïðÿæåíèÿ è äëèíû ïðÿìûõ ó÷àñòêîâ íàëåãà-
íèÿ íà êàæäîì ýòàïå íàãðóæåíèÿ ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè è òåîðèè
Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà. Ïðîâåäåí àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ
ïðè àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè è ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåõìåðíîé òåî-
ðèè óïðóãîñòè â ïàêåòå ANSYS. Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé
öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè îñåâîì ñæàòèè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.À.
Àìáàðöóìÿíà ïîëó÷åíà êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà, ïðîâåäåíî ñðàâíå-
íèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïî òåîðèè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà.

Áèáëèîãð. 13 íàçâ. Èë. 10. Òàáë. 3.



118 Òðóäû ñåìèíàðà Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû

ÓÄÊ 539.3
ßçîâñêàÿ À.À. Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå

óïðóãîé ïëîñêîñòè ñ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì íàíîìåò-
ðîâîãî ðàçìåðà. // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â
ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2011�2012 ãã. Ñ. 66�77.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óïðóãîé ïëîñêîñòè, îñëàá-
ëåííîé ýëëèïòè÷åñêèì âûðåçîì íàíîìåòðîâîãî ðàçìåðà ïîä äåé-
ñòâèåì íàïðÿæåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Ó÷èòûâàþòñÿ îñòàòî÷íîå
íàïðÿæåíèå è äîïîëíèòåëüíîå ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå, äåé-
ñòâóþùåå íà ãðàíèöå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Êîëîñîâà�
Ìóñõåëèøâèëè ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèíãóëÿðíîãî
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíî-
ãî ïîâåðõíîñòíîãî íàïðÿæåíèÿ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, äëÿ êðóãîâîãî
îòâåðñòèÿ ïîëó÷åíî ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ â ÿâíîì âèäå. Ïî-
ñòðîåíû çàâèñèìîñòè îêðóæíîãî íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå îòâåðñòèÿ
îò ðàäèóñà êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà îñòàòî÷íîãî è
ïîâåðõíîñòíîãî íàïðÿæåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â íàíîìåòðîâîì äèàïà-
çîíå ïðè ó÷åòå ïîâåðõíîñòíîãî íàïðÿæåíèÿ êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿ-
æåíèé çàâèñèò îò âåëè÷èíû ðàçìåðà îòâåðñòèÿ, à òàêæå óïðóãèõ
ïîñòîÿííûõ ïîâåðõíîñòè è îáúåìíîãî ìàòåðèàëà.

Áèáëèîãð. 11 íàçâ. Èë. 4.
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