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1. Зафиксируем  комплексных чисел

Возьмем натуральные  и , . Положим
N = mn.

Обозначим через , , дискретный
N�периодический сплайн порядка , удовлетво�
ряющий интерполяционным условиям

Такой сплайн существует и единствен [1].
Сформулируем основной результат данной ра�

боты.
Те о р е м а. При всех вещественных  суще�

ствуют и равны между собой повторные пределы

где ⎣nx⎦ – целая часть числа nx. Общим пределом яв�
ляется тригонометрический m�периодический по�
лином  порядка ⎣m/2⎦, удовлетворяющий ин�
терполяционным условиям

(1)

2. Наметим схему доказательства, в котором
используются некоторые идеи из [2, 3].

Пусть  – дискретное преобразова�
ние Фурье (ДПФ) порядка N от сплайна  и  –
дискретный n�периодический импульс, равный
единице, когда j делится на n, и равный нулю при
остальных  j ∈ Z.

Л е м м а  1. Справедлива формула
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Введем N�периодический спектр V∗ следую�

щим образом:

При четном m дополнительно положим V∗  =

= . С помощью равенства V∗(N – k) = V∗(k) рас�

пространим V∗ на весь основной период

.
Л е м м а  2. Справедливо предельное соотноше�

ние

Напомним определение m�периодического ядра
Дирихле:

В обоих случаях  является четным
m�периодическим тригонометрическим полино�

мом порядка  удовлетворяющим условиям

(2)

Обозначим  = Dm . Нетрудно прове�

рить, что

Это равенство вместе с леммами 1, 2 и формулой
обращения для ДПФ приводит к такому утвер�
ждению.

Л е м м а  3. Справедливо предельное соотноше�
ние
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где

Следующий факт практически очевиден.
Л е м м а  4. При всех вещественных 

где

(3)

На основании лемм 3 и 4 приходим к заключе�
нию

Отметим, что предельная функция  явля�
ется �периодическим тригонометрическим по�

линомом порядка , который в силу (2) удо�

влетворяет интерполяционным условиям (1).
3. Обратимся к случаю, когда повторный пре�

дел вычисляется в другом порядке. Введем m�пе�
риодический B�сплайн первого порядка

Периодические B�сплайны более высоких поряд�
ков определим с помощью свертки

Можно показать, что существует единственный
m�периодический сплайн порядка  вида

(4)

удовлетворяющий интерполяционным условиям

Для коэффициентов  можно записать явные
формулы.

Л е м м а  5. При всех вещественных x

Интерполяционный сплайн (4) допускает
представление через фундаментальный сплайн
hr(x), удовлетворяющий условиям

Точнее, справедлива формула

Л е м м а  6. При всех вещественных x выполня�
ется предельное соотношение

где Dm(x) – ядро Дирихле.
Теперь становится очевидным, что

Согласно (3), правая часть этого равенства совпа�
дает с .

Таким образом, при всех вещественных x

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (код проекта 08–01–00676).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Малоземов В.Н., Певный А.Б. // ЖВМиМФ. 1998.
Т. 38. № 8. С. 1235–1246.

2. Бер М.Г., Малоземов В.Н. // Пробл. передачи ин�
формации. 1992. Т. 28. № 4. С. 60–68.

3. von Golitschek M. // Numer. Math. 1972. V. 19. № 2.
P. 146–154.

( )
−

=

= −∑
1

,

0

( ) ( ) .
m

m n m

p

jT j z p D p
n

x

( )
→∞

=⎢ ⎥⎣ ⎦,lim ( ),m n
n

T T xnx

−

=

= −∑
1

0

( ) ( ) ( ).
m

m

p

T x z p D x p

( )
→∞ →∞

= ∈⎢ ⎥⎣ ⎦ Rпри всех .,lim lim ( )r n
n r

S nx T x x

( )T x
m

m
2
���

− ∈⎧
⎪

= ∈ −⎨
⎪ − + ∈ −⎩

          при  

               при  

   при  
1

1 [0, 1),

( ) 0 [1, 1],

1 ( 1, ].

x x

B x x m

x m x m m

ν ν−
= − ν =∫ …1 1

0

( ) ( ) ( ) , 2, 3,

m

B x B t B x t dt

r
−

=

= −∑
1

0

( ) ( ) ( ),
m

r r

p

S x c p B x p

= ∈ −…( ) ( ), {0, 1, , 1}.rS l z l l m
( )c p

( )
→∞

=⎢ ⎥⎣ ⎦,lim ( ).r n r
n

S nx S x

= δ ∈ −…( ) ( ), {0,1, , 1}.r mh l l l m

−

=

= −∑
1

0

( ) ( ) ( ).
m

r r

p

S x z p h x p

→∞

=lim ( ) ( ),r m
r

h x D x

−

→∞

=

= −∑
1

0

lim ( ) ( ) ( ).
m

r m
r

p

S x z p D x p

( )T x

( )
→∞ →∞

=⎢ ⎥⎣ ⎦,lim lim ( ).r n
r n

S nx T x



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 149
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 149
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 599
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /DEU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


