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ÁÁÊ 22.25Ò78Ð å ä à ê ö è î í í à ÿ ê î ë ë å ã è ÿ:êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äîö. À.Ë. Ñìèðíîâ (ðåäàêòîð) (ÑÏáÃÓ),êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äîö. Å. Á. Âîðîíêîâà (îòâ. ñåêðåòàðü) (ÑÏáÃÓ),ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Ñ.Ì. Áàóýð (ÑÏáÃÓ),ïðîô. Ð. Âàéàíêóð (Óíèâåðñèòåò Îòòàâû, Êàíàäà),ä-ð òåõí. íàóê, ïðîô. Â.Í. Åìåëüÿíîâ (ÁÃÒÓ),ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Å.Ô. Æèãàëêî (ÏÃÓÏÑ),ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Ã.È. Ìèõàñåâ (ÁÃÓ, Áåëàðóñü),ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Ñ.Ï. Ïîìûòêèí (ÑÏá ÃÓÀÏ),ä-ð òåõí. íàóê, ïðîô. Ñ.Â. Ñîðîêèí (Óíèâåðñèòåò Îëüáîðãà, Äàíèÿ),ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Ï.Å. Òîâñòèê (ÑÏáÃÓ),ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Ñ.Á. Ôèëèïïîâ (ÑÏáÃÓ)Ïå÷àòàåòñÿ ïî ïîñòàíîâëåíèþÐåäàêöèîííî-èçäàòåëüñêîãî ñîâåòàìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòàÑ.-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòàÒ78 Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõà-íèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿. 2014�2015 ãã. � ÑÏá.: Èçä-âîÑ.-Ïåòåðá. óí-òà, 2015.� 151 ñ.ISSN 2218-7421Â ñáîðíèêå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî ìåõàíèêå ñïëîøíîéñðåäû, â îñíîâíîì çàäà÷ êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ êîíñòðóêöèé. Õà-ðàêòåðíîé ÷åðòîé èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ðàçíîîáðàçíûõ êîì-ïüþòåðíûõ ìåòîäîâ: ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, êîì-ïüþòåðíîé àëãåáðû, âèçóàëèçàöèè è äð. Àíàëèç îïèðàåòñÿ íà ñîïîñòàâëåíèåäàííûõ, ïîëó÷åííûõ â ðàçëè÷íûõ ïîäõîäàõ, ïðè÷åì íàèáîëåå ÷àñòî ñîïîñòàâ-ëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè è ïî ìåòîäó êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èññëåäîâàòåëåé, ñïåöèàëèçèðó-þùèõñÿ â îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ â ìåõàíèêå ñïëîøíîéñðåäû.ISSN 2218-7421 ÁÁÊ 22.25c© Ñ.-Ïåòåðáóðãñêèéãîñóäàðñòâåííûéóíèâåðñèòåò, 2015Ñïîíñîð èçäàíèÿ � Íåêîììåð÷åñêàÿ îðãàíèçàöèÿ ¾Ôîíä ñîäåéñòâèÿ ìàòåìàòè÷åñêîìó îáðàçîâà-íèþ è ïîääåðæêè èññëåäîâàíèé â îáëàñòè òî÷íûõ íàóê ¾ÓíèØàíñ¿ ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêåèíâåñòèöèîííî-ñòðîèòåëüíîé ãðóïïû "ÌÀÂÈÑ



Ñïîíñîð èçäàíèÿ � Íåêîììåð÷åñêàÿ îð-ãàíèçàöèÿ ¾Ôîíä ñîäåéñòâèÿ ìàòåìà-òè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ è ïîääåðæêèèññëåäîâàíèé â îáëàñòè òî÷íûõ íàóê¾ÓíèØàíñ¿ ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæ-êå èíâåñòèöèîííî-ñòðîèòåëüíîé ãðóïïû¾ÌÀÂÈÑ¿.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜÈÌÌÓÍÍÎÃÎ ÎÒÂÅÒÀ ÍÀ ÏÐÈÌÅÐÅÑÈÑÒÅÌÍÎÉ ÊÐÀÑÍÎÉ ÂÎË×ÀÍÊÈÑ. Ð. ÊóçíåöîâÂ ðàáîòå ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà íààóòîèììóííîå çàáîëåâàíèå ñèñòåìíóþ êðàñíóþ âîë÷àíêó. Îïèñàíû ïðî-ëèôåðàöèÿ è äèôôåðåíöèðîâêà Â-ëèìôîöèòîâ â ëèìôîóçëå, ïåðåêëþ-÷åíèå èçîòèïîâ èììóíîãëîáóëèíîâ ñ IgM íà IgG, ïðîëèôåðàöèÿ è äèô-ôåðåíöèðîâêà Th ëèìôîöèòîâ â òðè ôåíîòèïà Th1, Th2 è Th17, ñèíòåçöèòîêèíîâ IFN-γ, IL-2, IL-4 è IL-21. Îñîáåííîñòüþ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ èñ-ïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ �õðàíåíèÿ� ïàìÿòèî êîëè÷åñòâå äåëåíèé, ïðîéäåííûõ êàæäûì ëèìôîöèòîì, ÷òî ïîçâîëÿ-åò ñòðîèòü áîëåå òî÷íûå ìîäåëè èììóííîãî îòâåòà, ó÷èòûâàþùèå ãå-íåòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïðîöåññîâ ïðîëèôåðàöèè, äèôôåðåíöèðîâêè èñèíòåçà öèòîêèíîâ êëåòêàìè. Ïîêàçàíî ïðèìåíåíèå ìîäåëè äëÿ èññëå-äîâàíèÿ âëèÿíèÿ Th17 òèïà èììóííîãî îòâåòà íà ïàòîãåíåç ñèñòåìíîéêðàñíîé âîë÷àíêè.1. ÂâåäåíèåÂ ñîâðåìåííîé èììóíîëîãèè, ïîñòàâëåííîé ïåðåä âûçîâàìè òåõ-íîëîãè÷åñêîãî ïðîãðåññà ñ åãî ýêñòðàîðäèíàðíûì òåìïîì ïîëó-÷åíèÿ òî÷íåéøèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, çíà÷èòåëüíî âîç-ðîñ èíòåðåñ ê ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ [4]. Íîâåé-øèå îòêðûòèÿ â îáëàñòè èììóíîëîãèè çàñòàâëÿþò ïåðåñìîòðåòüòðàäèöèîííûå âçãëÿäû íà ñòðîåíèå èììóííîé ñèñòåìû, âûÿâëÿþòåå íåòðèâèàëüíóþ ñëîæíîñòü, áîãàòûé ïîëèìîðôèçì, íåîäíîçíà÷-íîñòü ôóíêöèé, ñëîæíûé ìíîãîóðîâíåâûé ñèãíàëüíûé ÿçûê åå ÷ëå-íîâ è ò.ä. Âñå ÷àñòè èììóííîé ñèñòåìû ãëóáîêî ïðîíèêàþò îäíàâ äðóãóþ, è äëÿ ïîñòðîåíèÿ öåëüíîé êàðòèíû èììóííûõ ïðîöåñ-ñîâ íåîáõîäèìû ìîùíûå èíñòðóìåíòû ñèñòåìíîãî ïîäõîäà, îäíèìèç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â èììóíîëîãèè, êàê îòäåëüíîåíàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, çàðîäèëîñü â êîíöå 1960-õ � íà÷àëå1970-õ ãã. Îäíîé èç ïåðâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò ñòàëà ìîäåëüÄîêëàä íà ñåìèíàðå 11 íîÿáðÿ 2014 ã.c© Ñ. Ð. Êóçíåöîâ, 2014



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà... 5À.Â. Ìîë÷àíîâà, îïèñûâàâøàÿ èììóííûé îòâåò, êàê âçàèìîäåé-ñòâèå äâóõ �íà÷àë� � èììóííîãî è èíôåêöèîííîãî, è ñîñòîÿâøàÿèç 2 îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [9]. Â 1970 ã.Î.À. Ñìèðíîâà è Í.Â. Ñòåïàíîâà ïðåäëîæèëè ìîäåëü èììóííî-ãî îòâåòà, ïîñòðîåííóþ ñîãëàñíî òåîðèè Áåðíåòà è Éåðíå [11]. Ìî-äåëü ñîñòîÿëà èç 4 îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èîïèñûâàëà 3 ñòàäèè èçìåíåíèé Â-ëèìôîöèòîâ â õîäå èììóííîãî îò-âåòà: íàèâíàÿ êëåòêà, çðåëàÿ êëåòêà è ïëàçìîöèò, ñèíòåçèðóþùèéàíòèòåëà. Ýòî íàïðàâëåíèå ïðîäîëæèë Ã.È. Ìàð÷óê, êîòîðûé ñíà-÷àëà ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ çàïàçäûâàíèÿ ñîêðàòèë ÷èñëî óðàâíåíèéñèñòåìû, à çàòåì ïî ìåðå íàêîïëåíèÿ íîâûõ çíàíèé îá èììóííîéñèñòåìå ðàñøèðÿë ìîäåëü, âïîñëåäñòâèè íàñ÷èòûâàâøóþ óæå 12�14 äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (÷àñòü èç íèõ ñ çàïàçäûâàþùèìàðãóìåíòîì) [1, 8].Îäíîâðåìåííî ñ ïåðâûìè îòå÷åñòâåííûìè ìîäåëÿìè Äæ. Áåë-ëîì â ÑØÀ áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà, ñîäåð-æàâøàÿ 4 îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ è îïèñû-âàâøàÿ 4 ñòàäèè ðàçâèòèÿ Â-ëèìôîöèòîâ: íàèâíàÿ êëåòêà, çðåëàÿêëåòêà, ïëàçìîöèò è êëåòêà ïàìÿòè. Ïðèäåðæèâàÿñü êëîíàëüíî-ñåëåêöèîííîé òåîðèè, Äæ. Áåëë íå îãðàíè÷èëñÿ òîëüêî îïèñàíèåìèìåâøèõñÿ äàííûõ, íî ïðîâåðèë òàêæå íåêîòîðûå íîâûå ãèïîòåçûî ïðèðîäå ôîðìèðîâàíèÿ èììóííîé ïàìÿòè [16]. Çà ïîñëåäóþùèåäåñÿòèëåòèÿ èññëåäîâàòåëÿì ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ óäàëîñü ïðîëèòü ñâåò íà íåêîòîðûå âàæíûå âîïðîñû èì-ìóíîëîãèè. Ñðåäè ýòèõ ðàáîò îñîáóþ öåííîñòü ïðåäñòàâëÿþò èñ-ñëåäîâàíèÿ âèðóñíîé äèíàìèêè, ïåðåêðåñòíîãî ñâÿçûâàíèÿ ðåöåï-òîðîâ Â-ëèìôîöèòîâ, äèíàìèêè ïðîëèôåðàöèè ëèìôîöèòîâ è äð.(ñì. îáçîð íà ýòó òåìó [4]). Äàííûå ìîäåëè, êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâ-ëÿþò ñîáîé íåáîëüøèå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé.Ñëàáîé ñòîðîíîé ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òà-êèå êëþ÷åâûå ïðîöåññû ôîðìèðîâàíèÿ èììóíèòåòà, êàê äèôôå-ðåíöèðîâêà êëåòîê, â íèõ ëèáî âîâñå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, ëèáîðàññìàòðèâàþòñÿ íà óïðîùåííîì óðîâíå, ïðè÷èíîé ÷åìó ÿâëÿåò-ñÿ âûñîêàÿ ñëîæíîñòü ïðîöåññîâ, èõ ìàëàÿ èçó÷åííîñòü è îòñóò-ñòâèå äîñòàòî÷íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ñ íà÷àëà XXI âåêàïðîáëåìà îòñóòñòâèÿ òî÷íûõ äàííûõ áûëà ÷àñòè÷íî ðåøåíà, òåî-



6 Ñ. Ð. Êóçíåöîâðåòè÷åñêîå ïîíèìàíèå ïðîöåññîâ òàêæå çíà÷èòåëüíî óëó÷øèëîñü,è ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ìîäåëè, áîëåå àäåêâàòíî îòðà-æàþùèå âíóòðåííèå ìåõàíèçìû äèôôåðåíöèðîâêè.Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ îáîáùåíèå èìåþùèõñÿ äàííûõ îäèíàìèêå ëèìôîöèòîâ â ëèìôîóçëå ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîéìîäåëè, ïîçâîëÿþùåé ïîäðîáíî îïèñàòü ñëîæíûå ïðîöåññû äèôôå-ðåíöèðîâêè è ïðîëèôåðàöèè Th è Â-ëèìôîöèòîâ ñ ïîìîùüþ óðàâ-íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äàëåå ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííîé ìîäå-ëè ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå îäíîãî èç ñëîæíåéøèõ àóòîèììóííûõçàáîëåâàíèé � ñèñòåìíîé êðàñíîé âîë÷àíêè. Íåñìîòðÿ íà èíòåí-ñèâíîå èçó÷åíèå ýòîãî çàáîëåâàíèÿ â òå÷åíèè íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâëåò è âûñîêèé èíòåðåñ ê íåìó íàó÷íîãî ñîîáùåñòâà, ýòèîëîãèÿ è ïà-òîãåíåç ýòîãî çàáîëåâàíèÿ äî ñèõ ïîð äî êîíöà íå ÿñíû, à ïðîöåíòñìåðòåëüíûõ ñëó÷àåâ îñòàåòñÿ âûñîêèì. Ãåíåòè÷åñêèå èññëåäîâà-íèÿ óêàçûâàþò íà ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïðè÷èí, íî îïðåäåëèòü èõðåàëüíîå âëèÿíèå íà âîçíèêíîâåíèå è ðàçâèòèå çàáîëåâàíèÿ êðàéíåñëîæíî, ò.ê. çäåñü èìåþò ìåñòî äèíàìè÷íûå ïðîöåññû î÷åíü âûñî-êèõ ïîðÿäêîâ: õðîíè÷åñêîå ñèñòåìíîå âîñïàëåíèå, àêòèâàöèÿ âñåõçâåíüåâ èììóíèòåòà è ò.ä. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðîáëåìà àäåêâàòíîãîîïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ïðîëèôåðàöèè è äèôôåðåíöèðîâêè âñòàåò îñî-áåííî îñòðî. Â îñíîâó ýòîé ðàáîòû ëåãëè íàøè ïðåäûäóùèå èññëå-äîâàíèÿ [2, 3, 5].2. Îáùàÿ ñõåìà èììóííîãî îòâåòàÍàèáîëåå îáùóþ ñõåìó èììóííîãî îòâåòà ìîæíî ïðåäñòà-âèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: àíòèãåí (ò.å. ãåíåòè÷åñêè ÷óæåðîä-íûå îðãàíèçìû, êëåòêè è ìîëåêóëû) çàõâàòûâàåòñÿ àíòèãåí-ïðåçåíòèðóþùèìè êëåòêàìè, êîòîðûå ïåðåðàáàòûâàþò åãî è �âóäîáíîé ôîðìå� ïðåäñòàâëÿþò (ïðåçåíòèðóþò) õåëïåðíûì Th ëèì-ôîöèòàì. Th ëèìôîöèòû â çàâèñèìîñòè îò òèïà àíòèãåíà è îò ðàç-ëè÷íûõ ôàêòîðîâ âíåøíåé ñðåäû �ðåøàþò�, êàêîé òèï èììóííî-ãî îòâåòà òðåáóåòñÿ äëÿ ýôôåêòèâíîé íåéòðàëèçàöèè àíòèãåíà. Âçàâèñèìîñòè îò ïðèíÿòîãî �ðåøåíèÿ� îíè â òîé èëè èíîé ñòåïåíèÀóòîèììóííûìè íàçûâàþòñÿ çàáîëåâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ èììóííûé îòâåòôîðìèðóåòñÿ ïðîòèâ ñîáñòâåííûõ òêàíåé, êëåòîê è ìîëåêóë.



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà... 7âîâëåêàþò â èììóííûé îòâåò ðàçëè÷íûå ýôôåêòîðíûå ìåõàíèçìûàäàïòèâíîãî èììóíèòåòà, èç êîòîðûõ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå èìåþòãóìîðàëüíûé è êëåòî÷íûé. Ãóìîðàëüíûé èììóííûé îòâåò îáåñïå-÷èâàþò Â-ëèìôîöèòû, êîòîðûå â áîëüøèõ êîëè÷åñòâàõ ñèíòåçèðó-þò àíòèòåëà, íåéòðàëèçóþùèå àíòèãåí è îáëåã÷àþùèå åãî óíè÷òî-æåíèå. Ïðè ýòîì Â-ëèìôîöèòàì àêòèâíî ïîìîãàþò Th ëèìôîöèòû.Êëåòî÷íûé èììóííûé îòâåò îáåñïå÷èâàþò ãëàâíûì îáðàçîì öèòî-òîêñè÷åñêèå Tc ëèìôîöèòû (Ò-êèëëåðû), êîòîðûå íàõîäÿò ñîäåð-æàùèå àíòèãåí êëåòêè (çàðàæåííûå âèðóñîì, îïóõîëåâûå è ò.ï.) èóíè÷òîæàþò èõ. Â íàøåé ìîäåëè êëåòî÷íûé èììóííûé îòâåò áóäåòïðåäñòàâëåí òîëüêî êîñâåííî, ò.ê. íàèáîëüøóþ ðîëü ïðè ÑÊÂ èãðà-åò ãóìîðàëüíûé èììóííûé îòâåò, êîãäà ñèíòåç êðèòè÷åñêè âûñîêèõîáúåìîâ àíòèòåë ïðèâîäèò ê ïîâðåæäåíèþ ñîáñòâåííîãî îðãàíèçìà.Àêòèâàöèÿ, ïðîëèôåðàöèÿ è äèôôåðåíöèðîâêà Th è Â-ëèìôîöèòîâ ìîæåò ïðîòåêàòü ïî ðàçíûì ñõåìàì, çàâèñÿùèì îòðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ èììóííîãî îòâåòà è âêëþ÷àþùèì â ñåáÿ ó÷à-ñòèå ðàçíûõ òèïîâ êëåòîê. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñïåöèôè÷åñêîé àê-òèâàöèè Òh ëèìôîöèòîâ íåîáõîäèìî ïðèñóòñòâèå ïðîôåññèîíàëü-íûõ àíòèãåí-ïðåçåíòèðóþùèõ êëåòîê. Â íàøåé ìîäåëè ìû âçÿ-ëè çà îñíîâó îäíó èç ñõåì, îïèñàííûõ â [12], ãäå ðîëü àíòèãåí-ïðåçåíòèðóþùèõ êëåòîê âûïîëíÿþò Â-ëèìôîöèòû. Ýòî ïîçâîëè-ëî íå ââîäèòü â ìîäåëü äðóãèå òèïû êëåòîê, è òåì ñàìûì ñîêðà-òèòü ÷èñëî óðàâíåíèé è óïðîñòèòü ïðîöåññ. Ñîãëàñíî ýòîé ñõåìåäèíàìèêà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó Th2 è Â-ëèìôîöèòàìè â ëèì-ôîóçëå ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà 4 ñòàäèé: I � ïðåìèðîâàíèåÂ-êëåòîê, ïåðåâîäÿùåå èõ â ñîñòîÿíèå àíòèãåí-ïðåçåíòèðóþùåéêëåòêè; II � àêòèâàöèÿ Ò-êëåòîê â ðåçóëüòàòå âñòðå÷è ñ àíòèãåí-ïðåçåíòèðóþùèìè Â-ëèìôîöèòàìè; III � àêòèâàöèÿ Â-ëèìôîöèòîâ÷åðåç âçàèìîäåéñòâèå ñ àêòèâèðîâàííûìè Òh ëèìôîöèòàìè; IV �ïðîëèôåðàöèÿ è äèôôåðåíöèðîâêà Th è Â-ëèìôîöèòîâ; V � âû-õîä äèôôåðåíöèðîâàâøèõñÿ ëèìôîöèòîâ èç ëèìôîóçëà è ñèíòåçàíòèòåë Â-ëèìôîöèòàìè (âñå ñòàäèè îòîáðàæåíû íà ðèñ. 1).Äàííàÿ ñõåìà äàëåå áóäåò îáúÿñíåíà áîëåå ïîäðîáíî ïî õîäóîïèñàíèÿ ìîäåëè. Ìîäåëü áóäåò ñîäåðæàòü 20 óðàâíåíèé, 16 èç êî-òîðûõ ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿ-ìè, à 4 � äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-íûõ. Ïðè ýòîì îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ áó-
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Ðèñ. 1. Âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó Th2 è Â-ëèìôîöèòàìè: I � ïðåìèðî-âàíèå Â-êëåòîê, ïåðåâîäÿùåå èõ â ñîñòîÿíèå àíòèãåí-ïðåçåíòèðóþùåéêëåòêè (ÀÏÊ); II � àêòèâàöèÿ Ò-êëåòîê â ðåçóëüòàòå âñòðå÷è ñ ÀÏÊ;III � àêòèâàöèÿ Â-êëåòîê ÷åðåç âçàèìîäåéñòâèå ñ àêòèâèðîâàííûìè Ò-êëåòêàìè; IV � ïðîëèôåðàöèÿ è äèôôåðåíöèðîâêà Ò- è Â-êëåòîê; V �âûõîä äèôôåðåíöèðîâàâøèõñÿ ëèìôîöèòîâ èç ëèìôîóçëà è ñèíòåç àí-òèòåë Â-êëåòêàìè.äóò ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ ïîäõîäîâ ê ìîäåëè-ðîâàíèþ æèâûõ ñèñòåì, êîãäà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèèîïèñûâàåìîãî àãåíòà ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåíòðàöèè ñàìîãî àãåí-òà èëè äðóãèõ àãåíòîâ (êàê â ìîäåëÿõ ðîñòà áèîìàññû), à òàêæåìîæåò çàâèñåòü îò âåðîÿòíîñòè âñòðå÷è äàííîãî àãåíòà ñ äðóãèìèàãåíòàìè (êàê, íàïðèìåð, â óðàâíåíèè �õèùíèê�æåðòâà� Ëîòêè�Âîëüòåððà) [10]. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ïðîëèôåðàöèè è äèô-ôåðåíöèðîâêè áóäóò èñïîëüçîâàíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûå íàìè äëÿ ýòèõöåëåé [2, 3, 5].3. Äèíàìèêà àíòèãåíàÎñíîâíîå íàçíà÷åíèå èììóííîé ñèñòåìû ñîñòîèò â âûÿâëåíèèàíòèãåíà è åãî óíè÷òîæåíèè èëè íåéòðàëèçàöèè åãî ïàòîãåííîãîäåéñòâèÿ. Àíòèãåí ìîæåò èìåòü êàê âíåøíåå ïðîèñõîæäåíèå (áàê-òåðèè, âèðóñû, òîêñèíû, ëåêàðñòâåííûå ïðåïàðàòû, ìåäèöèíñêèåïðîòåçû, ïåðåñàæåííûå îðãàíû è ò.ï.), òàê è âíóòðåííåå (îïóõîëå-âûå êëåòêè, ñòàðåþùèå ñîáñòâåííûå òêàíè, îðãàíèçìû íîðìàëüíîé



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà... 9ìèêðîôëîðû è ò.ï.). Â ñëó÷àå ÑÊÂ â êà÷åñòâå àíòèãåíà âûñòóïàþòñîáñòâåííûå ìîëåêóëû îðãàíèçìà. Ïóñòü S(t) îïèñûâàåò ñðåäíþþêîíöåíòðàöèþ àíòèãåíà â ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäà óðàâíåíèå äè-íàìèêè àíòèãåíà ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
dS

dt
= λ̂s(t)− k

Am +Ag

1 + δa(Am +Ag)
S, (1)ãäå ôóíêöèÿ λ̂s(t) îïèñûâàåò ðîñò êîíöåíòðàöèè àíòèãåíà, âòîðîåñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàåò óäàëåíèå àíòèãåíà ÷åðåç ýëèìè-íàöèþ IgM è IgG àíòèòåëàìè (Am è Ag, ñîîòâåòñòâåííî), k ÿâëÿåò-ñÿ áèîõèìè÷åñêîé êîíñòàíòîé ñêîðîñòè ôîðìèðîâàíèÿ êîìïëåêñààíòèãåí-àíòèòåëî (îïðåäåëÿåò ýôôåêòèâíîñòè íåéòðàëèçàöèè àí-òèãåíà àíòèòåëàìè), δa � ñìÿã÷àþùèé êîýôôèöèåíò (ñòàáèëèçè-ðóåò äèíàìèêó ìîäåëè â ñëó÷àå, êîãäà êîíöåíòðàöèÿ àíòèòåë ïðå-âûøàåò êîíöåíòðàöèþ àíòèãåíà íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ).Â ñëó÷àå ÑÊÂ êîíöåíòðàöèÿ àíòèãåíà êàê ïðàâèëî ðàñòåò â õî-äå èììóííîãî îòâåòà è ìîæåò äîñòèãàòü î÷åíü âûñîêèõ ïîêàçàòå-ëåé. Ìû èñïîëüçîâàëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î êîíöåíòðàöèèàíòèãåíà ïðè ÑÊÂ, ïîäðîáíî îïèñàííûå â [6], â ðåçóëüòàòå ÷å-ãî áûëà ïîñòðîåíà ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ ðîñòà àíòèãåíà: λ̂s(t) =

1, 5 ∗ 10−9t+ 10−9 Ìë−1äåíü−1.4. Äèíàìèêà íàèâíûõ Â è Th ëèìôîöèòîâ èàíòèãåí-ïðåçåíòèðóþùèõ êëåòîêÏàòîãåíåç ÑÊÂ õàðàêòåðåí òåì, ÷òî ãóìîðàëüíûé îòâåò ôîðìè-ðóåòñÿ ñðàçó ïðîòèâ íåñêîëüêèõ òèïîâ àíòèãåíîâ, ò.å. ôîðìèðóåòñÿìíîãîêëîíàëüíûé èììóííûé îòâåò. Äëÿ ïîäðîáíîãî îïèñàíèÿ òàêî-ãî îòâåòà òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå ñåòåâîé ìîäåëè (îòäåëüíàÿ ìîäåëüèììóííîãî îòâåòà äëÿ êàæäîãî êëîíà). Îäíàêî äëÿ íàøåãî èññëåäî-âàíèÿ âàæíî áûëî îöåíèòü îáùóþ êîíöåíòðàöèþ ôîðìèðóþùèõñÿàíòèòåë áåç ó÷åòà èõ ñïåöèôè÷íîñòè, ïîýòîìó ìû îïèñûâàëè êîí-öåíòðàöèþ ñðàçó íåñêîëüêèõ êëîíîâ îäíîé ïåðåìåííîé. Ïðè ýòîììû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî â èììóííûé îòâåò ðàçíûå êëîíû âîâëåêà-þòñÿ ïîñòåïåííî (÷òî â îáùåì ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûìäàííûì). Ò.î. â ìîäåëè îäíîâðåìåííî ñ ðîñòîì êîíöåíòðàöèè àí-



10 Ñ. Ð. Êóçíåöîâòèãåíà ïîñòåïåííî ôîðìèðîâàëèñü íîâûå àóòîñïåöèôè÷íûå êëîíûTh è Â-ëèìôîöèòîâ, êîòîðûå ñðàçó âîâëåêàëèñü â èììóííûé îòâåò,÷òî íàøëî ñâîå îòðàæåíèå â ñëåäóþùèõ óðàâíåíèÿõ:
dB0

dt
= σbλ̂c(t)− αs

S

S + S*B0
B0 − wbB0, (2)

dH0

dt
= σhλ̂c(t)− αb

B1 +Bσ

B1 +Bσ +B*H0
H0 − w0H0. (3)Óðàâíåíèå (2) îïèñûâàåò äèíàìèêó íàèâíûõ Â-ëèìôîöèòîâ: ïåð-âîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìûå � ãîìåîñòàç êëåòîê, âòîðîå � ïåðåõîäâ ñîñòîÿíèå ÀÏÊ â ðåçóëüòàòå âñòðå÷è ñ àíòèãåíîì (ñì. ðèñ. 1,I). S* � ñìÿã÷àþùèé êîýôôèöèåíò, âûâåäåííûé íà îñíîâå äàí-íûõ î ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè àíòèãåíà â âèäå ôðàãìåíòîâ ñâîáîä-íîé ÄÍÊ â êðîâè çäîðîâûõ ëþäåé. Íàèâíûå Ò-õåëïåðíûå êëåò-êè (3): ïåðâîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìûå îïèñûâàþò ãîìåîñòàç êëå-òîê, âòîðîå � ïåðåõîä â àêòèâèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â ðåçóëüòàòåâñòðå÷è ñ ÀÏÊ è àêòèâèðîâàííûìè Â-êëåòêàìè (ñì. ðèñ. 1, II).

σb è σh � ñêîðîñòü åñòåñòâåííîãî ïðèðîñòà ñïåöèôè÷åñêèõ êëî-íîâ Â è Th ëèìôîöèòîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Âîâëå÷åíèå íîâûõ êëîíîâëèìôîöèòîâ â èììóííûé îòâåò ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
λ̂c(t) = 1+0, 045 t ë−1äåíü−1 (ò.å. â òå÷åíèè 200 äíåé â èììóííûé îò-âåò âîâëåêàþòñÿ äî 10 ðàçëè÷íûõ êëîíîâ). Ñóììà ôóíêöèé B1+Bσ,à òàêæå êîíñòàíòà B* õàðàêòåðèçóþò âëèÿíèå íà íàèâíûå Th ëèì-ôîöèòû àêòèâèðîâàííûõ Â-ëèìôîöèòîâ (ôóíêöèè áóäóò îïèñàíûíèæå).Äèíàìèêà êîíöåíòðàöèè àíòèãåí-ïðåçåíòèðóþùèõ êëåòîê (â ðî-ëè êîòîðûõ âûñòóïàþò â íàøåì ñëó÷àå ïðèìèðîâàííûå, ò.å. âñòðå-òèâøèåñÿ ñ àíòèãåíîì Â-ëèìôîöèòû, ñì. ðèñ. 1, III) îïèñûâàåòñÿñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

dB1

dt
= αs

S

S + S*B0
B0 − αh

Hσ

Hσ +H*B1
B1 − wbB1, (4)ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå � ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå ÀÏÊ íàèâíûõ êëåòîê;âòîðîå ñëàãàåìîå � ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå ïðîëèôåðàöèè â ðåçóëüòàòåâñòðå÷è ñ àêòèâèðîâàííûìè Ò-õåëïåðàìè. Ôóíêöèÿ Hσ(t) � êîí-öåíòðàöèÿ ïðîëèôåðèðóþùèõ Ò-õåëïåðîâ (áóäåò îïèñàíà äàëåå).Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå � åñòåñòâåííàÿ óáûëü êëåòîê.



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà... 115. Îïèñàíèå ïðîëèôåðàöèè è äèôôåðåíöèðîâêèÎïèñûâàÿ äèíàìèêó èììóííîãî îòâåòà ëèìôîöèòîâ íåîáõîäèìîó÷èòûâàòü, ÷òî íàèâíûå êëåòêè ïîñëå íà÷àëà àêòèâàöèè íå ñðà-çó ñòàíîâÿòñÿ ýôôåêòîðíûìè, íî ñîçðåâàþò (äåëÿòñÿ, äèôôåðåí-öèðóþòñÿ, ìèãðèðóþò) â òå÷åíèè äëèòåëüíîãî âðåìåíè (íåñêîëü-êî ñóòîê), ïðîõîäÿ íåñêîëüêî ñòàäèé-ýòàïîâ, íà êàæäîì èç êîòî-ðûõ ìåíÿåòñÿ íàáîð ñèíòåçèðóåìûõ èìè ìîëåêóë (öèòîêèíîâûéïðîôèëü) è íàáîð ðåöåïòîðîâ íà èõ ïîâåðõíîñòè [12, 13]. Ñîãëàñ-íî ýêñïåðèìåíòàëüíûì èññëåäîâàíèÿì, äèíàìèêà äèôôåðåíöèðîâ-êè êëåòêè íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ ÷èñëîì ïðîéäåííûõ êëåòêîé äåëå-íèé [22]. Òàêæå è ñêîðîñòü äåëåíèÿ çàâèñèò îò ÷èñëà ïðîéäåííûõäåëåíèé [27, 28]. Ýòî ïîáóäèëî íàñ ïîñòðîèòü ìîäåëü, ó÷èòûâàþ-ùóþ êîëè÷åñòâî äåëåíèé, ïðîéäåííîå êàæäîé êëåòêîé.Íà äàííûé ìîìåíò èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-äåëåé, ïîäðîáíî îïèñûâàþùèõ ïðîëèôåðàöèþ èììóííûõ êëåòîê, èïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõïðîòî÷íîé öèòîìåòðèè [4]. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ìîäåëåé, îñíîâàííûåíà óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðåäñòàâëÿëè äëÿ íàñ îñî-áûé èíòåðåñ [14, 15, 28]. Ýòè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ìîäèôèêàöèåé ñòðóê-òóðíîé ïîïóëÿöèîííîé ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé åùå â 1967 ã. [17, 31].Òîãäà â äâóõ íåçàâèñèìûõ ðàáîòàõ áûëà èñïîëüçîâàíà îäíà è òàæå èäåÿ: ïðîöåññ äåëåíèÿ ðàññìàòðèâàëñÿ êàê ðåçóëüòàò íåïðåðûâ-íîãî ðîñòà ðàçìåðà (îñü Ox) îòäåëüíûõ êëåòîê âî âðåìåíè (îñü
Ot). Îòëè÷èå ìåæäó óêàçàííûìè ðàáîòàìè çàêëþ÷àëîñü â òîì, ÷òîâ ñëó÷àå [17] ïîä ðàçìåðîì ïîäðàçóìåâàëñÿ îáúåì, à â ñëó÷àå [31] �ìàññà êëåòêè. Â ìîìåíò ìèòîçà êëåòêè (ðàçäåëåíèÿ íà äâå íîâûõ)îíà ïðîïàäàëà ñ ïðàâîé ÷àñòè îñè Ox, à â ëåâîé ÷àñòè îñè â òîòæå ìîìåíò âîçíèêàëî 2 íîâûõ êëåòêè. Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçî-âàòü ìàññó è îáúåì äèêòîâàëàñü íåîáõîäèìîñòüþ èíòåðïðåòèðîâàòüñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [17]. Â ñîâðåìåííûõðàáîòàõ [14, 15, 28] ìàññó è îáúåì çàìåíèë ïîêàçàòåëü ôëóîðèåñöåí-öèè êðàñèòåëÿ CFSE, êîòîðûì ìåòÿòñÿ êëåòêè äëÿ ïîñëåäóþùåãîèçìåðåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðîòî÷íîãî öèòîôëóîðèìåòðà. Â íàøåé ìî-äåëè, èìåþùåé öåëüþ íå èíòåðïðåòàöèè äàííûõ, à, ñîáñòâåííî, ìî-äåëèðîâàíèÿ ïðîëèôåðàöèè, áóäåò èñïîëüçîâàí íåñêîëüêî äðóãîéïîäõîä.



12 Ñ. Ð. ÊóçíåöîâÁóäåì ìîäåëèðîâàòü êîëè÷åñòâî äåëåíèé, ïðîéäåííîå ëèìôî-öèòîì, òî÷êàìè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïîñëåäîâàòåëüíî îòêëàäûâàÿíåñêîëüêî èäóùèõ äðóã çà äðóãîì îòðåçêîâ åäèíè÷íîé äëèíû, ñî-îòâåòñòâóþùèõ ïîëíîìó êëåòî÷íîìó öèêëó (ò.å. îäíîìó ïîëíîìóäåëåíèþ êëåòêè). Ëþáîé äåëÿùåéñÿ êëåòêå íà ýòîé ïðÿìîé ñîîò-âåòñòâóåò òîëüêî îäíà òî÷êà, çíàÿ êîîðäèíàòó êîòîðîé ìîæíî òî÷-íî ñêàçàòü, êàêîå êîëè÷åñòâî äåëåíèé ïðîéäåíî êëåòêîé, è â êàêîéñòàäèè ïðîëèôåðàöèè êëåòêà íàõîäèòñÿ. Äàííóþ ïðÿìóþ íàçîâåìïðÿìîé ïðîëèôåðàöèè è áóäåì àññîöèèðîâàòü ñ îñüþ Oz äåêàðòî-âîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôèçè÷åñêîå ðàç-äåëåíèå êëåòêè íà äâå íîâûõ ïðîèñõîäèò â òî÷êàõ zi, êîòîðûå ÿâëÿ-þòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîëèôåðàöèþíå êàê ïðîöåññ óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà êëåòîê, à êàê ïðîöåññ äâèæåíèÿêëåòêè ïî ïðÿìîé ïðîëèôåðàöèè; ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ïîäåëèâ-øèõñÿ êëåòîê áóäåò ðàâíî 2zN0, ãäå N0 � íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿâñòóïèâøèõ â äåëåíèå êëåòîê, à z � êîîðäèíàòà íà ïðÿìîé ïðîëè-ôåðàöèè.Íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðîëèôåðàöèè Th ëèìôîöèòîââ ëèìôîóçëå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñêîðîñòü ïðîëèôåðàöèè è âåðîÿòíîñòüàïîïòîçà ýòèõ êëåòîê çàâèñÿò îò ÷èñëà ïðîéäåííûõ äåëåíèé. Ïî çà-âåðøåíèè äèôôåðåíöèðîâêè êëåòêè ìèãðèðóþò èç ëèìôîóçëà, ñëå-äîâàòåëüíî ýòîò ïðîöåññ òàêæå ñâÿçàí ñ êîëè÷åñòâîì ïðîéäåííûõäåëåíèé. Ïóñòü âðåìÿ, óõîäÿùåå íà îäèí êëåòî÷íûé öèêë, îïðåäå-ëÿåòñÿ ôóíêöèåé 1/p̂h(z), âåðîÿòíîñòü àïîïòîçà � ôóíêöèåé ŵh(z),âåðîÿòíîñòü ìèãðàöèè � ôóíêöèåé m̂h(z). Ïóñòü ôóíêöèÿ H(t, z)õàðàêòåðèçóåò êîíöåíòðàöèþ Th ëèìôîöèòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ñî-ñòîÿíèè z â ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäà çà âðåìÿ ∆t êëåòêè ïðîéäóòïî ïðÿìîé ïðîëèôåðàöèè ðàññòîÿíèå, ðàâíîå p̂h(z)∆t, è ñïðàâåäëè-âà áóäåò ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:
H (t+∆t, z + p̂h(z)∆t) = H(t, z)− (m̂h(z) + ŵh(z))H(t, z)∆t.Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H(t+∆t, z + p̂h(z)∆t)−H(t, z + p̂h(z)∆t) =

= − (H(t, z + p̂h(z)∆t)−H(t, z))− (m̂h(z) + ŵh(z))H(t, z)∆t.



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà... 13Äàëåå:
H(t+∆t, z + p̂h(z)∆t)−H(t, z + p̂h(z)∆t)

∆t
=

= −H(t, z + p̂h(z)∆t)−H(t, z)

∆t
− (m̂h(z) + ŵh(z))

H(t, z)∆t

∆t
.Ïóñòü ∆z = p̂h(z)∆t, òîãäà:

H(t+∆t, z + p̂h(z)∆t)−H(t, z + p̂h(z)∆t)

∆t
=

= −p̂h(z)
H(t, z +∆z)−H(t, z)

∆z
− (m̂h(z) + ŵh(z))H(t, z).Åñëè òåïåðü ∆t → 0, òî ýòî âûðàæåíèå àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñëå-äóþùèì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂H

∂t
= −p̂h(z)

∂H

∂z
− (m̂h(z) + ŵh(z))H. (5)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïèøåì ïðîëèôåðàöèþ Â-ëèìôîöèòîâ,ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî íà èõ àïîïòîç ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå îêà-çûâàåò IL-17, ñèíòåçèðóåìûé Th17 ëèìôîöèòàìè (îäíîé èç ñóá-ïîïóëÿöèé Th ëèìîôöèòîâ). Êëåòêè Th17 ñïîñîáåíû â 3�4 ðàçàñíèæàòü àïîïòîç Â-ëèìôîöèòîâ ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí-íûì [19, 20]:

∂B

∂t
= −p̂b(z)

∂B

∂z
−
(

m̂b(z) +
ŵb(z)

1 + γ(H, t, z)

)

B, (6)ãäå ôóíêöèÿ γ(H, t, z) ∈ [0, 3] õàðàêòåðèçóåò âëèÿíèå ñî ñòîðîíûTh17 � îíà áóäåò îïèñàíà äàëåå.Ôóíêöèè p̂h,b(z), m̂h,b(z) è ŵh,b(z) îïðåäåëÿëèñü ýìïèðè÷åñêè íàîñíîâàíèè äàííûõ èç ëèòåðàòóðû (ñì. ðèñ. 2).Òåïåðü íåîáõîäèìî îïèñàòü äèôôåðåíöèðîâêó T-ëèìôîöèòîââ òðè ðàçíûõ ôåíîòèïà � Th1, Th2 è Th17. Ýòîò ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿêëþ÷åâûì â âûáîðå òèïà èììóííîãî îòâåòà, è çíà÷èòåëüíî âëèÿ-åò íà åãî ñèëó. Èìååòñÿ ðÿä ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ìàòåìàòè÷åñêî-ìó ìîäåëèðîâàíèþ ïåðåêëþ÷åíèÿ ôåíîòèïîâ Ò-ëèìôîöèòîâ â õîäå
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Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ýìïèðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñêîðîñòè ïðîëè-ôåðàöèè (p̂), ìèãðàöèè (m̂) è óáûëè (ŵ) äëÿ Th (h) è B-ëèìôîöèòîâ (b) â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïðîéäåííûõ äåëå-íèé (z). Ñêîðîñòè äàíû â åäèíèöàõ: äåíü−1.äèôôåðåíöèðîâêè [30, 33], îäíàêî äëÿ íàøåé ìîäåëè îíè íå ïîäõî-äÿò, ò.ê. âî-ïåðâûõ, îíè ðàññìàòðèâàþò äèôôåðåíöèðîâêó òîëüêîíà äâà ôåíîòèïà � Th1, Th2, à âî-âòîðûõ, â íèõ íå ðàññìàòðèâàåòñÿâëèÿíèå ðàçëè÷íûõ öèòîêèíîâ íà âûáîð ôåíîòèïà.Ïðåäðàñïîëîæåííîñòü êëåòîê ê òðåì îñíîâíûì ôåíîòèïàì äèô-ôåðåíöèðîâêè (Th1, Th2 è Th17) áóäåì ìîäåëèðîâàòü ñ ïîìîùüþòî÷êè, äâèæóùåéñÿ âíóòðè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, êîòî-ðûé áóäåì íàçûâàòü �òðåóãîëüíèêîì äèôôåðåíöèðîâêè� � ÷åì áëè-æå òî÷êà ê îäíîé èç åãî âåðøèí, òåì áîëüøàÿ ôðàêöèÿ êëåòîêäèôôåðåíöèðóåòñÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè. Ôèãóðà òðåóãîëüíèêàâûáðàíà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè äâèæåíèè ê îäíîé èç âåðøèí òî÷êàïðè ýòîì îáÿçàòåëüíî óäàëÿëàñü îò äâóõ äðóãèõ.Êàê óæå ãîâîðèëîñü, äèíàìèêà äèôôåðåíöèðîâêè Ò-ëèìôîöèòàçàâèñèò îò òîãî, êàêèå öèòîêèíû ïðåäñòàâëåíû â îêðóæàþùåé ñðå-äå, à òàêæå îò ÷èñëà ïðîéäåííûõ êëåòêîé äåëåíèé. Ïðè ïîÿâëåíèèâî âíåøíåé ñðåäå öèòîêèíîâ äðóãîãî ïðîôèëÿ êëåòêà, óæå íà÷àâ-



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà... 15øàÿñÿ äèôôåðåíöèðîâêó ïî îäíîìó èç ïóòåé, ìîæåò èçìåíèòü ïðî-ôèëü è ïîéòè ïî äðóãîìó ïóòè, íî ñäåëàòü ýòî åé òåì òðóäíåå, ÷åìáîëüøåå ÷èñëî äåëåíèé ïðîéäåíî; òàêîå ÿâëåíèå áûëî íàçâàíî ïëà-ñòè÷íîñòüþ Ò-ëèìôîöèòîâ [22, 24, 29]. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî, ÷òî-áû ðàñïðåäåëåíèå êëåòîê ïî ôåíîòèïàì ìîäåëèðîâàëîñü îòäåëüíîäëÿ êëåòîê, íàõîäÿùèõñÿ â ðàçíûõ ñîñòîÿíèÿõ êëåòî÷íîãî öèêëà èïðîøåäøèõ ðàçíîå ÷èñëî äåëåíèé, ò.å. íåîáõîäèìî ïîñòðîåíèå �òðå-óãîëüíèêà äèôôåðåíöèðîâêè� äëÿ âñåõ òî÷åê ïðÿìîé ïðîëèôåðà-öèè.

Ðèñ. 3. �Òðåóãîëüíèê äèôôåðåíöèðîâêè� Òh ëèìôîöèòîâ. ×åì áëèæåòî÷êà ê îäíîé èç âåðøèí, òåì áîëüøå êëåòîê ñîîòâåòñòâóþùåãî ôåíîòèïàâ ïîïóëÿöèè. Âåëè÷èíà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òî÷êó, çàâèñèò îò êîíöåí-òðàöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèðîâî÷íûõ ôàêòîðîâ (öèòîêèíîâ).Ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé ðàâ-íîé 1, ëåæàùèé â ïëîñêîñòè Oxy äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò(ñì. ðèñ. 3). Ïóñòü öåíòð òðåóãîëüíèêà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîð-äèíàò, à îñíîâàíèå ïàðàëëåëüíî îñè Ox. Ïóñòü ïîëîæåíèå èñêîìîéòî÷êè âíóòðè òðåóãîëüíèêà â ìîìåíò âðåìåíè t äëÿ êëåòîê, íàõî-äÿùèõñÿ â òî÷êå z ïðÿìîé ïðîëèôåðàöèè (ïðîøåäøèõ [z] äåëåíèé)îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè X(t, z) è Y (t, z). Òîãäà åñëè ïðîëèôåðà-öèÿ õåëïåðíûõ Ò-ëèìôîöèòîâ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (5), òî èç-ìåíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ôåíîòèïàì ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ



16 Ñ. Ð. Êóçíåöîâñëåäóþùèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:
∂X

∂t
= −p̂h(z)

∂X

∂z
+ b̂(z)F ∗

x (F1,F2,F17), (7)
∂Y

∂t
= −p̂h(z)

∂Y

∂z
+ b̂(z)F ∗

y (F1,F2,F17). (8)Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ïðîåêöèè âåêòîðà F∗ = F1+F2+F17, êîòî-ðûé õàðàêòåðèçóåò âîçäåéñòâèå íà òî÷êó ñî ñòîðîíû äèôôåðåíöè-ðîâî÷íûõ ôàêòîðîâ (öèòîêèíîâ), à êóñî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ b̂(z)îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ïëàñòè÷íîñòè Th ëèìôîöèòîâ â õîäå ïðîëè-ôåðàöèè.
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Ðèñ. 4. Ôóíêöèè âëèÿíèÿ IL-6 è IL-21 íà äèôôåðåíöèðîâêóíàèâíûõ Ò-ëèìôîöèòîâ â ñòîðîíó Th17 è ¾ôóíêöèÿ ïëà-ñòè÷íîñòè¿ b̂(z); êàê è ðàíåå z õàðàêòåðèçóåò ÷èñëî ïðîé-äåííûõ êëåòêîé äåëåíèé. Åäèíèöû ïî îñè îðäèíàò: 1/äåíü.Âûáîð êîíå÷íîãî ôåíîòèïà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàêèåöèòîêèíû ïðåäñòàâëåíû â îêðóæàþùåé ñðåäå. Äèôôåðåíöèðîâêóâ ñòîðîíó Th1 íàïðàâëÿåò IFN-γ è IL-2, à IL-4, íàîáîðîò, ÿâëÿåòñÿèíãèáèòîðîì (�òîðìîçîì�) äàííîé ðåàêöèè. Äèôôåðåíöèðîâêà Th2çàâèñèò îò íàëè÷èÿ IL-2 è IL-4 è èíãèáèðóåòñÿ IFN-γ. Äèôôåðåíöè-ðîâêà Th17 íàïðàâëÿåòñÿ IL-6 è IL-21 è èíãèáèðóåòñÿ IL-2 [12]. Íà



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà... 17îñíîâàíèè èìåþùèõñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ìîäóëè âåêòîð-ôóíêöèé F1,F2,F17 ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
|F1| =

Iγ
∑

I

(

1 +
I2
∑

I

)

h1(X,Y ),

|F2| =
I4
∑

I

(

1 +
I2
∑

I

)

h2(X,Y ),

|F17| =
(

I6
∑

I
ĝ6(z) +

I21
∑

I
ĝ21(z)

)

h17(X,Y ),

∑

I = Iγ + I2 + I4 + I6 + I21, hi(X,Y ) = 1− dh
ri

,ãäå dh < 1 � êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé ðàññòîÿíèå îò âåð-øèíû òðåóãîëüíèêà äèôôåðåíöèðîâêè, íà êîòîðîì âîçíèêàåò ýô-ôåêò çàìåäëåíèÿ òî÷êè ïðè äâèæåíèè ê âåðøèíå; ri � ðàññòîÿ-íèå îò òî÷êè (X,Y ) äî i-îé âåðøèíû �òðåóãîëüíèêà äèôôåðåíöè-ðîâêè�, à êîîðäèíàòû âåðøèí âñåãäà ïîñòîÿííû: Th1(− 1
2 ,− 1

2 tgπ
6

),Th2(− 1
2 ,

1
2 tgπ

6

), Th17(0, 12 cos−1 π
6

).Ôóíêöèè b̂(z), ĝi(z) îïðåäåëÿëèñü ýìïèðè÷åñêè íà îñíîâàíèèäàííûõ èç ëèòåðàòóðû (ñì. ðèñ. 4). Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿ (7�8)îïèñûâàþò ìíîæåñòâî �òðåóãîëüíèêîâ äèôôåðåíöèðîâêè�, ïî êîòî-ðûì äâèæóòñÿ òî÷êè, à ñàìè òðåóãîëüíèêè äâèæóòñÿ ïî ïåðïåíäè-êóëÿðíîé èì ïðÿìîé ïðîëèôåðàöèè (ñì. ðèñ. 5).Ââåäåì êðàåâûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà, óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçü(3) ñ (5). Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t â ñîñòîÿíèå ïðîëèôåðà-öèè ïåðåõîäèò αb
B1+Bσ

B1+Bσ+B*H0

∆t íàèâíûõ Th ëèìôîöèòîâ, êîòîðûåçà ýòî âðåìÿ óñïåâàþò ïðîéòè ïî ïðÿìîé ïðîëèôåðàöèè ðàññòîÿ-íèå, ðàâíîå p̂h(0)∆t. Ñîãëàñíî íàøåé ìîäåëè êîëè÷åñòâî äåëÿùèõ-ñÿ Th ëèìôîöèòîâ, â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè
z ∈ [z1, z2] áóäåò ðàâíî z2

∫

z1

H(t, ζ)dζ. Èñõîäÿ èç ýòîãî ìîæíî çàïèñàòüñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
H(t, p̂h(0)∆t)p̂h(0)∆t = αb

B1 +Bσ

B1 +Bσ +B*H0
∆t.



18 Ñ. Ð. ÊóçíåöîâÎòêóäà ñëåäóåò ñëåäóþùåå êðàåâîå óñëîâèå äëÿ (5):
H(t, z)

∣

∣

∣

z=0
=

αb

p̂h(0)

B1 +Bσ

B1 +Bσ +B*H0
. (9)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ (6):

B(t, z)
∣

∣

∣

z=0
=

αh

p̂b(0)

Hσ

Hσ +H*B1
B1. (10)Äëÿ óðàâíåíèé (7�8) êðàåâûå óñëîâèÿ áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:

X
∣

∣

z=0
= 0, (11)

Y
∣

∣

z=0
= 0. (12)Óñëîâèÿ (11�12) îòðàæàþò ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïîñëå àê-òèâàöèè Òh ëèìôîöèò èìååò îäèíàêîâóþ ïðåäðàñïîëîæåííîñòü êòðåì îñíîâíûì ôåíîòèïàì, ò.å. åìó ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà â öåíòðå�òðåóãîëüíèêà äèôôåðåíöèðîâêè�.

Ðèñ. 5. Ìîäåëü äèôôåðåíöèðîâêè Òh ëèìôîöèòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå¾òðåóãîëüíèêà äèôôåðåíöèðîâêè¿, ïî êîòîðîìó äâèæåòñÿ òî÷êà, à ñàìòðåóãîëüíèê äâèæåòñÿ ïî ïåðïåíäèêóëÿðíîé åìó ïðÿìîé ïðîëèôåðàöèè.



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà... 196. Cèíòåç öèòîêèíîâ â ëèìôîóçëåÖèòîêèíû - ýòî ãëàâíûå ìåäèàòîðû èììóííûõ ðåàêöèé. Êàêîïèñûâàëîñü â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, îíè îêàçûâàþò îãðîìíîå âëè-ÿíèå íà âåñü õîä ïðîöåññà äèôôåðåíöèðîâêè ëèìôîöèòîâ, ïðè÷åìîñíîâíûì èñòî÷íèêîì öèòîêèíîâ â ëèìôîóçëå ÿâëÿþòñÿ Th ëèì-ôîöèòû. Íå ñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè î êîíöåí-òðàöèè è ïðîäóêöèè öèòîêèíîâ, èìåþùååñÿ â ñîâðåìåííîé ëèòå-ðàòóðå, îáúåìû ïðîäóêöèè öèòîêèíîâ îòäåëüíîé êëåòêîé èçó÷åíûêðàéíå ìàëî. ×àùå âñåãî èññëåäîâàòåëè èçìåðÿþò óðîâåíü öèòî-êèíà â ïåðèôåðè÷åñêîé êðîâè, êóäà ïîïàäàåò ëèøü î÷åíü ìàëàÿ÷àñòü (ñîòûå è òûñÿ÷íûå äîëè) òîãî áåëêà, êîòîðûé ñèíòåçèðóåòñÿin situ (ò.å. â ëèìôîóçëå èëè â î÷àãå âîñïàëåíèÿ). Èíòåðïðåòàöèÿýòèõ äàííûõ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøèå òðóäíîñòè, ò.ê. óðîâåíü öèòî-êèíà in situ, ãäå ïðîèñõîäÿò î÷åíü äèíàìè÷íûå ïðîöåññû, ìîæåòçíà÷èòåëüíî êîëåáàòüñÿ â êîðîòêèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, è ÷èñ-ëî öèòîêèí-ñèíòåçèðóþùèõ êëåòîê òàêæå íå âñåãäà ìîæíî òî÷íîîïðåäåëèòü. Òåì íå ìåíåå íà îñíîâå ðÿäà ðàáîò ìîæíî äàòü íåêî-òîðûå îöåíêè. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî äàííûõ ïî ñèíòåçó è ñêîðîñòèðàñïàäà öèòîêèíîâ IFN-γ, IL-12, IL-10, IL-4 ñîáðàíû â ðàáîòå ïî ìà-òåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ òóáåðêóëåçíîé èíôåêöèè Wiggintonand Kirschner [32].Äàííûå î äèíàìèêå ñèíòåçà IL-4, IFN-γ, IL-5, IL-13 äèôôåðåí-öèðóþùèìèñÿ Ò-êëåêàìè, èçìåðåííûå â [22] íà îñíîâå äàííûõ îáîòíîøåíèè ýêñïðåññèè ìîëåêóë öèòîêèíîâ íà ïîâåðõíîñòè êëåòêèê ýêñïðåññèè êîíñòèòóöèîííî ýêñïðåññèðóåìîãî áåëêà HPRT, ïîêà-çûâàþò, ÷òî ñêîðîñòü ñèíòåçà ïðè äèôôåðåíöèðîâêå Ò-êëåòêè çíà-÷èòåëüíî ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïðîéäåííûõ åþ äåëåíèéè íà÷èíàåò ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ òîëüêî ïîñëå äâóõ (äëÿ IL-5 è IL-13)èëè ÷åòûðåõ (äëÿ IL-4 è IFN-γ) äåëåíèé. Äèíàìèêà ñèíòåçà IL-2Ò-êëåòêàìè èññëåäîâàíà â [25, 21, 18].Òàêæå íóæíî ó÷åñòü, ÷òî ðàçëè÷íûå ñóáïîïóëÿöèè Th ëèìôî-öèòîâ ñèíòåçèðóþò ðàçíûå öèòîêèíû. Â ÷àñòíîñòè, IFN-γ ñèíòåçè-ðóþò Th1 ëèìôîöèòû, IL-4 ñèíòåçèðóþò Th2 ëèìôîöèòû, IL-2 �Th1 è Th2 îäíîâðåìåííî, IL-21 ñèíòåçèðóþò Th17 ëèìôîöèòû. Òî-ãäà äëÿ ïðåäëîæåííûõ âûøå óðàâíåíèé ïðîëèôåðàöèè è äèôôå-ðåíöèðîâêè (5�8) óðàâíåíèÿ ñèíòåçà öèòîêèíîâ IFN-γ, IL-2, IL-4,



20 Ñ. Ð. ÊóçíåöîâIL-21 â ëèìôîóçëå â õîäå ïðîëèôåðàöèè áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:
dIγ
dt

= ργ

ν
∫

0

2ζH(t, ζ)fh1(t, ζ)ŝγ(ζ)dζ − wγIγ , (13)
dI2
dt

= ρ2

ν
∫

0

2ζH(t, ζ) (fh1(t, ζ) + fh2(t, ζ)) ŝ2(ζ)dζ − w2I2, (14)
dI4
dt

= ρ4

ν
∫

0

2ζH(t, ζ)fh2(t, ζ)ŝ4(ζ)dζ − w4I4, (15)
dI21
dt

= ρ21

ν
∫

0

2ζH(t, ζ)fh17(t, ζ)ŝ21(ζ)dζ − w21I21, (16)ãäå ρi õàðàêòåðèçóåò ñðåäíþþ ñêîðîñòü ñèíòåçà i-ãî öèòîêèíà ñî-îòâåòñòâóþùåé Th êëåòêîé; 2z � êîëè÷åñòâî êëåòîê, ïîëó÷àåìûõâ ðåçóëüòàòå z äåëåíèé; ŝi(z) îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ñèí-òåçà i-ãî öèòîêèíà îò ÷èñëà ïðîéäåííûõ êëåòêîé äåëåíèé (ôóíêöèèîïðåäåëÿëèñü ýìïèðè÷åñêè íà îñíîâàíèè îïèñàííûõ âûøå ýêñïåð-ìåíòàëüíûõ äàííûõ, ñì. ðèñ. 6); wi � ñêîðîñòü äåãðàäàöèè i-ãîöèòîêèíà. Ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ fhi(t, z) îïðåäåëÿåò äîëþ êëåòîê ñóá-ïîïóëÿöèè Thi, îò ÷èñëà âñåõ êëåòîê, íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè z(ò.å. ïðîøåäøèõ z äåëåíèé). Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
fhi(t, z) = 1

2

(

1− r2i
r21 + r22 + r217

)

,ãäå ri � ðàññòîÿíèå îò i-îé âåðøèíû òðåóãîëüíèêà äî òî÷êè
(X(t, z), Y (t, z)) (ñì. êîììåíòàðèè ê óðàâíåíèÿì (7�8)). Ò.î., ôóíê-öèè fh1, fh2 è fh17 îïðåäåëÿþò ôðàêöèþ äåëÿùèõñÿ Òh ëèìôî-öèòîâ, ïðèõîäÿùóþñÿ íà Th1, Th2 è Th17, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì
fh1+fh2+fh17 ≡ 1. Äàííûå ôóíêöèè ïîñòðîåíû ñ ó÷åòîì êîñâåííûõäàííûõ î äèíàìèêå äèôôåðåíöèðîâêè Òh ëèìôîöèòîâ, îïèñàííûõâ [22].
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
z

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

ŝ�(z) IFN�
ŝ2 (z) IL-2
ŝ4 (z) IL-4
ŝ21(z) IL-21

Ðèñ. 6. Äèíàìèêà ñèíòåçà öèòîêèíîâ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñ-ëà ïðîéäåííûõ äåëåíèé z. Ôóíêöèè ïîñòðîåíû íà îñíîâåäàííûõ, ïîëó÷åííûõ â [22, 25, 21, 18].Îäíîé èç êîñâåííûõ ïðè÷èí ðàçâèòèÿ ÑÊÂ ñîãëàñíî ãåíåòè÷å-ñêèì èññëåäîâàíèÿì ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèå ïðîëèôåðàöèè Th17 [23].Îäíèì èç ôàêòîðîâ, íàïðàâëÿþùèõ äèôôåðåíöèðîâêó Th17 ëèì-ôîöèòîâ, ÿâëÿåòñÿ ñèíòåç öèòîêèíîâ IL-6 è TGFβ äðóãèìè êëåò-êàìè èììóííîé ñèñòåìû. ×òîáû êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü âëèÿíèåýòîãî ôàêòîðà íà ïàòîãåíåç ÑÊÂ ìû äîáàâèëè â ñèñòåìó âíåøíèéèñòî÷íèê IL-6:
dI6
dt

= λ̂6(t)− w6I6, (17)ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò ïðèòîê öèòîêèíà èç âíåøíåãî èñ-òî÷íèêà, âòîðîå � óáûëü öèòîêèíà â ðåçóëüòàòå åñòåñòâåííîãî ðàñ-ïàäà. Â íàøåì ñëó÷àå ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ñ óñèëåíèåì ïàòîëîãè-÷åñêîãî ïðîöåññà âíåøíèé èñòî÷íèê öèòîêèíà òàêæå áóäåò óâåëè-÷èâàòüñÿ, ïîýòîìó â íàøåì ñëó÷àå λ̂6(t) = 100 + 4, 5t ïã ë−1äåíü−1ëèíåéíî âîçðàñòàåò.



22 Ñ. Ð. Êóçíåöîâ7. Çàâåðøåíèå äèôôåðåíöèðîâêè ëèìôîöèòîâ, âû-õîä íà ïåðèôåðèþËèôîöèòû, çàâåðøèâøèå äèôôåðåíöèðîâêó, ïîêèäàþò ëèìôî-óçåë, îñâîáîæäàÿ ìåñòî êëåòêàì, òîëüêî âñòóïàþùèì â ïðîöåññïðîëèôåðàöèè. Îïèøåì äèíàìèêó ñîçðåâøèõ ñóáïîïóëÿöèé Â-ëèìôîöèòîâ (ïëàçìîöèòîâ), ñèíòåçèðóþùèõ àíòèòåëà êëàññîâ IgMè IgG, ôóíêöèÿìè Bm(t) è Bg(t), ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ó÷òåì,÷òî íà ïåðåêëþ÷åíèå êëàññà ñèíòåçèðóåìûõ àíòèòåë âëèÿþò äèô-ôåðåíöèðóþùèåñÿ Th ëèìôîöèòû:
dBm

dt
=





ν
∫

0

2ζm̂b(ζ)B(t, ζ)dζ + 2ν p̂b(ν)B(ν, t)



 (1− θ)− wmBm,(18)
dBg

dt
=





ν
∫

0

2ζm̂b(ζ)B(t, ζ)dζ + 2ν p̂b(ν)B(ν, t)



 θ − wgBg, (19)ãäå
θ(t) =

ν
∫

d

2ζH(t, ζ)dζ

H∗

g +
ν
∫

d

2ζH(t, ζ)dζ

.Îáà óðàâíåíèÿ ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íû: ïåðâûé ìíîæèòåëü ïåðâî-ãî ñëàãàåìîãî îïèñûâàåò ñóììàðíûé ïðèòîê Â-ëèìôîöèòîâ èç ëèì-ôîóçëà, âòîðîé ìíîæèòåëü � ôðàêöèþ Â-ëèìôîöèòîâ äàííîé ñóá-ïîïóëÿöèè, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå � åñòåñòâåííóþ óáûëü êëåòîê (ïðèýòîì íóæíî îòìåòèòü, ÷òî âðåìÿ æèçíè IgM-ñèíòåçèðóþùèõ ïëàç-ìîöèòîâ ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åìó ó ñèíòåçèðóþùèõ IgG àíòèòåëà [12]).Èíòåãðàë îò ôóíêöèè H(t, z) îïðåäåëÿåò êîíöåíòðàöèþ ïðîëèôå-ðèðóþùèõ Th ëèìôîöèòîâ, âûäåëÿþùèõ öèòîêèíû, íåîáõîäèìûåäëÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ èçîòèïà ñèíòåçèðóåìûõ àíòèòåë ñ IgM íà IgG.Êîíñòàíòà H∗

g õàðàêòåðèçóåò êîíöåíòðàöèþ Th ëèìôîöèòîâ â ëèì-ôîóçëå, ïðè êîòîðîé 50% Â-ëèìôîöèòîâ ïåðåêëþ÷àþòñÿ íà ñèíòåçàíòèòåë êëàññà IgG. Êîíñòàíòà d îïðåäåëÿåò, ïîñëå êàêîãî äåëåíèÿTh ëèìôîöèòû íà÷èíàþò îêàçûâàòü âëèÿíèå íà äèôôåðåíöèðîâêóÂ-ëèìôîöèòîâ.



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà... 23Ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ñèíòåç, ðàñõîä íà ýëèìèíà-öèþ àíòèãåíà è åñòåñòâåííûé ðàñïàä àíòèòåë IgM è IgG, ñîîòâåò-ñòâåííî:
dAm

dt
= ρmBm − k

Am

1 + δaAm
S − wam

Am, (20)
dAg

dt
= ρgBg − k

Ag

1 + δaAg
S − wag

Ag. (21)Òåïåðü îïèøåì äèíàìèêó ñîçðåâøèõ Th ëèìôîöèòîâ (Th1, Th2è Th17, ñîîòâåòñòâåííî) íà ïåðèôåðèè:
dH1

dt
=

ν
∫

0

2ζm̂h(ζ)H(t, ζ)fh1(t, ζ)dζ + 2ν p̂h(ν)H(ν, t)fh1(t, ν)− whH1,(22)
dH2

dt
=

ν
∫

0

2ζm̂h(ζ)H(t, ζ)fh2(t, ζ)dζ + 2ν p̂h(ν)H(ν, t)fh2(t, ν)− whH2,(23)
dH17

dt
=

ν
∫

0

2ζm̂h(ζ)H(t, ζ)fh17(t, ζ)dζ + 2ν p̂h(ν)H(ν, t)fh17(t, ν)− whH17.(24)Âî âñåõ òðåõ óðàâíåíèÿõ ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ îïèñûâàþò ìè-ãðàöèþ ñîçðåâøèõ Th ëèìôîöèòîâ èç ëèìôóçëà, à ïîñëåäíåå �åñòåñòâåííóþ óáûëü Th ëèìôîöèòîâ.Çàäàäèì íå îïðåäåëåííûå ðàíåå ôóíêöèè. Îïðåäåëèì Bσ(t),îïèñûâàþùóþ â óðàâíåíèè (3) êîíöåíòðàöèþ öåíòðîáëàñòîâ (â íà-øåì ñëó÷àå ôðàêöèÿ ïðîëèôåðèðóþùèõ Â-ëèìôîöèòîâ, ñïîñîáíûõâëèÿòü íà àêòèâàöèþ íàèâíûõ Th ëèìôîöèòîâ), èHσ � îáùóþ êîí-öåíòðàöèþ ïðîëèôåðèðóþùèõ Th ëèìôîöèòîâ â óðàâíåíèè (4):
Bσ =

ν−c
∫

0

2ζB(t, ζ)dζ, Hσ =

ν
∫

0

2ζH(t, ζ)dζ,



24 Ñ. Ð. Êóçíåöîâãäå c � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî äåëåíèé Â-ëèìôîöèòîâ, ïðè êîòîðûõîíè âñå åùå ñîõðàíÿþò ôóíêöèè àíòèãåí-ïðåçåíòèðóþùèõ êëåòîê.Îïðåäåëèì ôóíêöèþ γ(H, t, z), îïèñûâàþùóþ ñíèæåíèå àïîïòî-çà Â-ëèìôîöèòîâ â óðàâíåíèè (6):
γ(H, t, z) = δh

(

ν
∫

d

2ζfh17(t, ζ)H(t, ζ)dζ

)2

(

ν
∫

d

2ζfh17(t, ζ)H(t, ζ)dζ

)2

+
(

H*
17

)2

,ãäå H*
17 � êîíöåíòðàöèÿ Th17 ëèìôîöèòîâ â ëèìôîóçëå, ïðè êî-òîðîé èõ ýôôåêòèâíîñòü â ïëàíå ñíèæåíèÿ àïîïòîçà äåëÿùèõñÿÂ-êëåòîê äîñòèãàåò ïîëîâèíû îò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé.Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè.Êîýô. Çíà÷åíèå Åäèíèöû Êîýô. Çíà÷åíèå Åäèíèöû

αb 2 1/äåíü ρg 2, 43× 10
−12 Ì/äåíü

αh 5,15 1/äåíü ργ 0,043 ïã/äåíü
αs 20,25 1/äåíü ρm 1, 5× 10

−10 Ì/äåíü
B∗

0 8730 1/ë S0 2, 12× 10
−10 Ì/ë

B∗ 5 � S∗

2, 6× 10
−11 Ì

c 3,3 öèêëîâ σb 455 1/(ë äåíü)
d 4 öèêëîâ σh 243 1/(ë äåíü)
δa 10

8 ë/Ì w0 0,003229 1/äåíü
δh 2 � w2 2,77 1/äåíü
dh 0,82 � w6 2,77 1/äåíü
H∗

0 47420 1/ë w4 2,77 1/äåíü
H∗

g 1000 1/ë w21 2,77 1/äåíü
H∗

17 15000 1/ë wag 0,143 1/äåíü
H∗ 0,5 � wam 0,8 1/äåíü
k 3, 54× 10

9 1/(M äåíü) wb 0,052 1/äåíü
ν 8,3 öèêëîâ wg 0,0083 1/äåíü
ρ2 0,0221 ïã/äåíü wγ 4,106 1/äåíü
ρ21 0,05 ïã/äåíü wh 0,0051 1/äåíü
ρ4 0,0565 ïã/äåíü wm 0,267 1/äåíü



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà... 258. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïàðàìåòðèçàöèÿ è ÷èñëåí-íûå ìåòîäûÍà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîäåëè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
S = S0, B0 = B∗

0 , H0 = H∗

0 , B1 ≡ 0,

H ≡ 0, B ≡ 0, X ≡ 0, Y ≡ 0,

Bm ≡ 0, Bg ≡ 0, Am ≡ 0, Ag ≡ 0,

H1 ≡ 0, H2 ≡ 0, H17 ≡ 0, Iγ ≡ 0,

I2 ≡ 0, I4 ≡ 0, I6 ≡ 0, I21 ≡ 0,

(25)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ (òàáë. 1) áûëè èñïîëüçîâàíûäàííûå èç ëèòåðàòóðû (áîëåå 20 èñòî÷íèêîâ), à òàêæå äàííûå àíà-ëèçîâ 295 ïàöèåíòîâ, ïðîõîäèâøèõ ëå÷åíèå â Ïåðâîì ìåäèöèíñêîìèíñòèòóòå èì. È.Ï. Ïàâëîâà, â Ãîðîäñêîì ðåâìàòîëîãè÷åñêîì öåí-òðå, íà àëëåðãîëîãè÷åñêîì îòäåëåíèè Ãîðîäñêîé áîëüíèöû �26 èâ äðóãèõ ñòàöèîíàðàõ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà ñ 1967 ïî 1988 ãã., íàáëþ-äàâøèõñÿ ïðîô., ä.ì.í., ðåâìàòîëîãîì Â.È. Øèøêèíûì, ïðåçèäåí-òîì Ðåâìàòîëîãè÷åñêîé àññîöèàöèè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà.Ìîäåëü èññëåäîâàëàñü ÷èñëåííî, áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû2 ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî îáåèì êîîðäèíàòàì. Äëÿ ðåøåíèÿ ÎÄÓèñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Ýéëåðà ñ ïåðåñ÷åòîì; äëÿ ÄÓâ×Ï � ìåòîäËàêñà-Âåíäðîôôà c ýëåìåíòàìè ìåòîäà êîððåêöèè ïîòîêîâ; èíòå-ãðèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà òðàïåöèé. Èìèòèðîâà-ëîñü ðàçâèòèå ÑÊÂ â òå÷åíèè 200 äíåé. Ìåòîäû áûëè ðåàëèçîâàíûíà ÿçûêå Python ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà NumPy, îïòèìèçèðóþùå-ãî ðàáîòó ñ áîëüøèìè ìàññèâàìè äàííûõ, è ïàêåòà Matplotlib, ñ ïî-ìîùüþ êîòîðîãî îñóùåñòâëÿëàñü âèçóàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ â âèäå2D è 3D ãðàôèêîâ. Ñ÷åò ïðîèçâîäèëñÿ íà ÏÊ ñ îäíîÿäåðíûì ïðî-öåññîðîì òàêòîâîé ÷àñòîòîé 2,8 ÃÃö. Øàã ïî îñè Ot ðàâíÿëñÿ 0,03;ïî îñèOz ðàâíÿëñÿ 0,35. Ñðåäíåå âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà: 4 ìèí. 30 ñåê.9. ÐåçóëüòàòûÁûëî èìèòèðîâàíî ðàçâèòèå ÑÊÂ â òå÷åíèå 200 ñóòîê. Áëàãî-äàðÿ âíåøíåìó èñòî÷íèêó IL-6, ïðîèçîøëî ñìåùåíèå èììóííîãîîòâåòà â ñòîðîíó Th17 (ñì. ðèñ. 1 íà âêëåéêå). ×òîáû âûÿâèòü



26 Ñ. Ð. Êóçíåöîâñèëó âëèÿíèÿ Th17 íà ãóìîðàëüíûé èììóííûé îòâåò, áûë ïðîâå-äåí äîïîëíèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ îòêëþ÷åííûì Th17 ôåíîòèïîì(ñì. ðèñ. 2 íà âêëåéêå). Äëÿ ýòîãî áûëà èçìåíåíà ôóíêöèÿ fhi(t, z):
fhi(t, z) = { 1− r2i

r2
1
+r2

2

, åñëè i = 1, 2,

0, åñëè i = 17.Èç ãðàôèêîâ (ñì. ðèñ. 1 è ðèñ. 2 íà âêëåéêå) âèäíî, ÷òî ñóì-ìàðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ Th ëèìôîöèòîâ ïðèìåðíà îäèíàêîâà â îáîèõñëó÷àÿõ. Ïðè ýòîì âêëþ÷åíèå Th17 èììóííîãî îòâåòà ïðèâîäèò êóâåëè÷åíèþ ïðèìåðíî â 6 ðàç êîíöåíòðàöèè ïëàçìîöèòîâ è àíòèòåë(ñì. òàêæå òàáë. 2). Ýòî ÿâèëîñü ðåçóëüòàòîì óâåëè÷åíèÿ âûæèâà-åìîñòè Â-ëèìôîöèòîâ ïðè ïðîëèôåðàöèè çà ñ÷åò öèòîêèíîâ Th17ïðîôèëÿ.Òàáëèöà 2. Îáùàÿ êîíöåíòðàöèÿ Th-ëèìôîöèòîâ, ïëàçìîöèòîâ(äèôôåðåíöèðîâàâøèõñÿ B-ëèìôîöèòîâ), IgM è IgG àíòèòåë íà200-é äåíü âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî ðàçâèòèþ ÑÊÂ.Òèï èììóí- Th ëèìôî- Ïëàçìî- IgM, IgG,íîãî îòâåòà öèòû, 1/ë öèòû, 1/ë Ì/ë Ì/ëTh17 6, 9× 10
6

4, 8× 10
7

2, 2× 10
−6

1, 4× 10
−4Th2 6, 8× 10

6
8, 0× 10

6
3, 5× 10

−7
2, 15× 10

−5Â ñâåòå ïîëó÷åííûõ äàííûõ ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì íàëè÷èå ñâÿ-çè ìåæäó ïðåäðàñïîëîæåííîñòüþ ê ðàçâèòèþ Th17 è ðèñêîì ÑÊÂ:óâåëè÷åíèå âûæèâàåìîñòè Â-ëèìôîöèòîâ ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíî-ìó óâåëè÷åíèþ êîíöåíòðàöèè ïëàçìîöèòîâ, ñëåäñòâèåì ÷åãî ñòà-íîâèòñÿ óâåëè÷åíèå óðîâíÿ àóòîàíòèòåë è óõóäøåíèå ïàòîãåíåçàÑÊÂ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè äîëîæåíû íà V ìåæäóíàðîä-íîé êîíôåðåíöèè �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèîëîãèÿ è áèîèíôîðìàòèêà� âÏóùèíî [7].Äàííàÿ ìîäåëü áûëà òàêæå èñïîëüçîâàíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ äè-íàìèêè ôîðìèðîâàíèÿ èììóííûõ êîìïëåêñîâ ïðè ÑÊÂ� äëÿ ýòîãîìîäåëü áûëà äîïîëíåíà ïÿòüþ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíû-ìè óðàâíåíèÿìè. Â ðåçóëüòàòå áûëà âûÿâëåíà ïðè÷èíà ñíèæåíèÿóðîâíÿ ñâîáîäíîãî C1q ó áîëüíûõ ÑÊÂ, à òàêæå âûÿâëåíà ðîëüýðèòðîöèòàðíîãî ðåöåïòîðà CR1 â ïðîöåññå ýëèìèíàöèè àíòèãå-



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà... 27íà [6]. Ïîëó÷åííûå äàííûå áûëè çàòåì ïîäòâåðæäåíû ñòàòèñòè÷å-ñêè [26].Ëèòåðàòóðà1. Áî÷àðîâ Ã.À., Ìàð÷óê Ã.È. Ïðèêëàäíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-äåëèðîâàíèÿ â èììóíîëîãèè // Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 2000.Ò. 40, � 12. Ñ. 1905�1920.2. Êóçíåöîâ Ñ.Ð. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àêòèâàöèè, ïðîëèôåðàöèè èäèôôåðåíöèðîâêè Ò- è Â-ëèìôîöèòîâ ïðè èõ âçàèìîäåéñòâèè â ëèì-ôîóçëå ñ îïèñàíèåì ïåðåêëþ÷åíèÿ ñèíòåçà èçîòèïîâ èììóíîãëîáóëèíîâIgM è IgG // Ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü: Òðóäû 44-é ìåæäó-íàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ / ïîä ðåä. Ñìèð-íîâà Í.Â., Ñìèðíîâîé Ò.Å. ÑÏá.: Èçäàò. äîì Ñ.-Ïåòåðá. ãîñ. óí-òà, 2013.Ñ. 339�344.3. Êóçíåöîâ Ñ.Ð., Ëûêîñîâ Â.Ì., Îðåõîâ À.Â., Øèøêèí Â.È. Ìîäåëü ïðî-ëèôåðàöèè è äèôôåðåíöèðîâêè íåîäíîðîäíîé êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèè //Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå â áèîëîãèè è õèìèè: IIIÌåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ Èíòåðíåò-êîíôåðåíöèÿ: ìàòåðèàëû êîíô. (Êà-çàíü, 25 ñåíòÿáðÿ 2014 ã.) / ñîñò. Ñèíÿåâ Ä.Í. Êàçàíü: ÈÏ Ñèíÿåâ Ä.Í.,2014. Ñ. 95�103.4. Êóçíåöîâ Ñ.Ð., Øèøêèí Â.È. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êàê èí-ñòðóìåíò òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé â èììóíîëîãèè � äîñòèæåíèÿ èïåðñïåêòèâû // Öèòîêèíû è âîñïàëåíèå. 2012. Ò. 11, � 2. Ñ. 5�13.5. Êóçíåöîâ Ñ.Ð., Øèøêèí Â.È. Îáîáùåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîöåññîâïðîëèôåðàöèè è äèôôåðåíöèðîâêè CD4+ Ò-ëèìôîöèòîâ: ìàòåìàòè÷å-ñêàÿ ìîäåëü // Ðîññèéñêèé èììóíîëîãè÷åñêèé æóðíàë. 2013. Ò. 7(16).� 2�3, Ñ. 176�177.6. Êóçíåöîâ Ñ.Ð., Øèøêèí Â.È., Êóäðÿâöåâà Ã.Â. Äèíàìèêà ôîðìèðîâà-íèÿ è ýëèìèíàöèè èììóííûõ êîìïëåêñîâ ïðè ñèñòåìíîé êðàñíîé âîë-÷àíêå: îïûò âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà // Öèòîêèíû è âîñïàëåíèå.2014. Ò. 13, � 1. Ñ. 23�27.7. Êóçíåöîâ Ñ.Ð., Øèøêèí Â.È., Ëûêîñîâ Â.Ì. Âëèÿíèå Th17 òèïà èì-ìóííîãî îòâåòà íà äèíàìèêó ôîðìèðîâàíèÿ àíòèòåë ïðè ñèñòåìíîé êðàñ-íîé âîë÷àíêå (ÑÊÂ): îïûò âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà // Ìàòåìàòè-÷åñêàÿ áèîëîãèÿ è áèîèíôîðìàòèêà: V Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíô., ã. Ïóùè-íî, 19�24 îêòÿáðÿ 2014 ã. / ïîä ðåä. Â.Ä. Ëàõíî. Ì.: ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2014.Ñ. 154�155.8. Ìàð÷óê Ã.È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â èììóíîëîãèè: âû÷èñëèòåëüíûåìåòîäû è ýêñïåðèìåíòû. Íàóêà, 1991. 299 ñ.9. Ìîë÷àíîâ À.Ì. Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü èììóíèòåòà. � 25. Ïðåïðèíò ÈÏÌÀÍ ÑÑÑÐ, 1970. 22 ñ.



28 Ñ. Ð. Êóçíåöîâ10. Ðèçíè÷åíêî Ã.Þ., Ðóáèí À.Á. Áèîôèçè÷åñêàÿ äèíàìèêà ïðîäóêöèîííûõïðîöåññîâ. 2 èçä. Ìîñêâà-Èæåâñê: Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâà-íèé, 2004. 464 ñ.11. Ñìèðíîâà Î.À., Ñòåïàíîâà Í.Â.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîëåáàíèé ïðèèíôåêöèîííîì èììóíèòåòå // Êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû â áèîëîãè÷å-ñêèõ è õèìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ: Òðóäû Âòîðîãî Âñåñîþçíîãî ñèìïîçèóìàïî êîëåáàòåëüíûì ïðîöåññàì â áèîëîãè÷åñêèõ è õèìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ,Ïóùèíî-íà-Îêå, 23�27 íîÿáðÿ 1970 ã. Ò. 2. Ïóùèíî-íà-Îêå: ÍÖÁÈ ÀÍÑÑÑÐ, 1971. Ñ. 247�251.12. Õàèòîâ Ð.Ì., Ïèíåãèí Á.Â., ßðèëèí À.À. Èììóíîëîãèÿ. Àòëàñ. Ì.:ÃÝÎÒÀÐ-Ìåäèà, 2011. 624 ñ.13. Anderson P. Post-transcriptional control of cytokine production // Nat.Immunol. 2008. Vol. 9, N 4. P. 353�359.14. Banks H.T., Charles F., Jau�ret M.D., Sutton K.L., Thompson W.C. Labelstructured cell proliferation models // Appl. Math. Lett. 2010. Vol. 23, N 12.P. 1412�1415.15. Banks H.T., Sutton K.L., Thompson W.C., Bocharov G., Doumic M.,Schenkel T., Argilaguet J., Giest S., Peligero C., Meyerhans A. A newmodel for the estimation of cell proliferation dynamics using CFSE data //J. Immunol. Methods. 2011. Vol. 373, N 1-2. P. 143�160.16. Bell G.I. Mathematical model of clonal selection and antibody production //J. Theor. Biol. 1970. Vol. 29, N 2. P. 191�232.17. Bell G.I., Anderson E.C. Cell growth and division. I. A mathematical modelwith applications to cell volume distributions in mammalian suspensioncultures // Biophys. J. 1967. Vol. 7, N 4. P. 329�351.18. Busse D., De la Rosa M., Hobiger K., Thurley K., Flossdorf M., Sche�oldA., Hofer T. Competing feedback loops shape IL-2 signaling between helperand regulatory T lymphocytes in cellular microenvironments // Proc. Natl.Acad. Sci. U S A. 2010. Vol. 107, N 7. P. 3058�3063.19. Crispin J.C., Stamatis-Liossis N.C., Kis K. Toth, Lieberman L.A., KyttarisV.C., Juang Y.T., Tsokos G.C. Pathogenesis of human systemic lupuserythematosus: recent advances // Trends. Mol. Med. 2010. Vol. 16, N 2.P. 47�57.20. Doreau A., Belot A., Bastid J., Riche B., Biemont M.T., Ranchin B., FabienN., Cochat P., Noble C.P., Trolliet P., Durieu I., Tebib J., Kassai B.,Ansieau S., Puisieux A., Eliaou J.F., Berard N.B. Interleukin 17 acts insynergy with B cell-activating factor to in�uence B cell biology and thepathophysiology of systemic lupus erythematosus // Nat. Immunol. 2009.Vol. 10, N 7. P. 778�785.21. Feinerman O., Jentsch G., Tkach K.E., Coward J.W., Hathorn M.M.,Sneddon M.W., Emonet T., Smith K.A., Bonnet G.A. Single-cellquanti�cation of IL-2 response by e�ector and regulatory T cells revealscritical plasticity in immune response // Mol. Syst. Biol. 2010. Vol. 6. P. 437.



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà... 2922. Grogan J.L., Mohrs M., Harmon B., Lacy D.A., Sedat J.W., Locksley R.M.Early transcription and silencing of cytokine genes underlie polarization ofT helper cell subsets // Immunity. 2001. Vol. 14, N 3. P. 205�215.23. Guerra S.G., Vyse1 T.J., Cunninghame-Graham D.S. The genetics of lupus:a functional perspective // Arthritis Research Therapy. 2012. Vol. 14, N 3.24. Ham H.J., De Boer R.J. Cell division curtails helper phenotype plasticityand expedites helper T-cell di�erentiation // Immunol. Cell. Biol. 2012.Vol. 90, N 9. P. 860�868.25. Kum W.W., Cameron S.B., Hung R.W., Kalyan S., Chow A.W. Temporalsequence and kinetics of proin�ammatory and anti-in�ammatory cytokinesecretion induced by toxic shock syndrome toxin 1 in human peripheral bloodmononuclear cells // Infect. Immun. 2001. Vol. 69, N 12. P. 7544�7549.26. Kuznetsov S.R., Shishkin V.I. Analysis of immune complex (IC) formationdynamics in systemic lupus erythematosus (SLE) require reconsidering therole of blood clearance by the erythrocyte complement receptor 1 (CR1) //9th International Congresses on Autoimmunity, Nice, France, March 26�30,2014. Abstracts.27. Lee H.Y., Perelson A.S. Modeling T cell proliferation and death in vitrobased on labeling data: generalizations of the Smith-Martin cell cyclemodel // Bull. Math. Biol. 2008. Vol. 70, N 1. P. 21�44.28. Luzyanina T., Roose D., Schenkel T., Sester M., Ehl S., Meyerhans A.,Bocharov G. Numerical modelling of label-structured cell population growthusing CFSE distribution data // Theor. Biol. Med. Model. 2007. Vol. 4. P. 26.29. Murphy K.M., Stockinger B. E�ector T cell plasticity: �exibility in the faceof changing circumstances // Nat. Immunol. 2010. Vol. 11, N 8. P. 674�680.30. Severins M., Borghans J.A.M., De Boer R.J. T-Cell Vaccination /Ed. by J. Zhang, R.R. Cohen. New York: Nova Science Publishers, 2008.P. 139�158.31. Sinko J.W., Streifer W. A new model for age-size structure of a population //Ecology. 1967. Vol. 48, N 6. P. 910�918.32. Wigginton J.E., Kirschner D. A model to predict cell-mediated immuneregulatory mechanisms during human infection with Mycobacteriumtuberculosis // J. Immunol. 2001. Vol. 166, N 3. P. 1951�1967.33. Yates A., Callard R., Stark J. Combining cytokine signalling with T-betand GATA-3 regulation in Th1 and Th2 di�erentiation: a model for cellulardecision-making // J. Theor. Biol. 2004. Vol. 231, N 2. P. 181�196.



ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ,ÐÀÑÑ×ÈÒÀÍÍÀß ÏÎ ÌÎÄÅËÈÒÈÌÎØÅÍÊÎ�ÐÅÉÑÑÍÅÐÀÀ.Â.Çåëèíñêàÿ, Ï.Å.ÒîâñòèêÐàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïðè îñåâîì ñæàòèè òðàíñâåðñàëüíîèçîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Åñëè êðàÿ îáîëî÷êè äîñòàòî÷-íî õîðîøî çàêðåïëåíû, âìÿòèíû ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè çàïîëíÿþòâñþ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè. Åñëè æå îäèí èç êðàåâ ñâîáîäåí èëè ñëà-áî çàêðåïëåí, âìÿòèíû ëîêàëèçóþòñÿ â îêðåñòíîñòè ýòîãî êðàÿ. Äëÿèçîòðîïíîé îáîëî÷êè óêàçàííàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà ðàíåå ïî ìîäåëèÊèðõãîôà�Ëÿâà. Çäåñü, èñõîäÿ èç ìîäåëè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà, ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíàÿ îáîëî÷êà ñ ìàëîé æåñòêîñòüþíà ïîïåðå÷íûé ñäâèã. Ïðèâåäåíû ñëó÷àè ñëàáîãî çàêðåïëåíèÿ êðàÿ. Äëÿêàæäîãî èç íèõ íàéäåíà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè è ôîðìûïðîãèáà îò ñäâèãîâîãî ïàðàìåòðà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ àíàëî-ãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ èçîòðîïíîé îáîëî÷êè.1. ÂâåäåíèåÈññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè êðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî-÷åê ïðè îñåâîì ñæàòèè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ ýòàïîâ èõ ðàñ÷å-òà. Ïåðâûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðàáîòû áûëè âûïîëíåíû Ëèëëè [1]è Ìàëëîêîì [2] â 1908 ãîäó. Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ êðèòè÷å-ñêîé íàãðóçêè ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè òîíêîé êðóãîâîé öèëèíäðè-÷åñêîé îáîëî÷êè ñðåäíåé äëèíû ïðè îñåâîì ñæàòèè áûëà ïîëó÷åíàËîðåíöåì [3] è Òèìîøåíêî [4]. Â äàëüíåéøåì óñòîé÷èâîñòü öèëèí-äðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè îñåâîì ñæàòèè áûëà äåòàëüíî èññëåäîâàíàâ ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ. Èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå äëèíû îáîëî÷êè,ñïîñîáà åå çàêðåïëåíèÿ, ìîìåíòíîñòè íà÷àëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñî-ñòîÿíèÿ, íà÷àëüíûõ íåñîâåðøåíñòâ ôîðìû, íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ,äèíàìè÷åñêèõ è ïàðàìåòðè÷åñêèõ íàãðóçîê è äð. (ñì. îáçîðû [5,6]).Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò 13�01�00523), à òàêæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ðå-ñóðñîâ ÐÖ ÂÖ ÑÏáÃÓ.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 25 íîÿáðÿ 2014 ã.c© À.Â.Çåëèíñêàÿ, Ï.Å.Òîâñòèê, 2015



Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè... ïî ìîäåëè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà 31Çäåñü èññëåäóþòñÿ ëîêàëèçîâàííûå âáëèçè êðàÿ ôîðìû ïîòå-ðè óñòîé÷èâîñòè, ñâÿçàííûå ñî ñëàáûì çàêðåïëåíèåì êðàÿ. Èøëèí-ñêèé [7] ïåðâûì îáðàòèë âíèìàíèå íà âîçìîæíîñòü ëîêàëèçîâàííîéïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñæàòîé ïëàñòèíû ñî ñâîáîäíûì êðàåì, ñîïðî-âîæäàþùåéñÿ ñíèæåíèåì êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Ïðè ýòîì ñíèæå-íèå íàãðóçêè îêàçàëîñü íåçíà÷èòåëüíûì (ìåíåå 1 %). Äëÿ îáîëî÷åêñî ñâîáîäíûì êðàåì ñíèæåíèå íàãðóçêè ìîæåò áûòü â 2 ðàçà è áî-ëåå, ÷òî âïåðâûå óñòàíîâëåíî â ðàáîòàõ Íàõáàðà è Õîôôà [8] èÊèëü÷åâñêîãî [9]. Â äàëüíåéøåì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íå òîëüêî ñâî-áîäíûé, íî è ñëàáî çàêðåïëåííûé êðàé ïîðîæäàåò ëîêàëèçîâàííóþôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè [6, 10-12]. Îáíàðóæåíî 7 âàðèàíòîâ ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ëîêàëèçîâàííîéôîðìû.Ñêàçàííîå âûøå îòíîñèòñÿ ê èçîòðîïíûì îáîëî÷êàì, è óïîìÿ-íóòûå âûøå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû èñõîäÿ èç äâóõìåðíîé ìî-äåëè Êèðõãîôà�Ëÿâà (ÊË). Îáîëî÷êè, èçãîòîâëåííûå èç òðàíñâåð-ñàëüíî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñ îòíîñèòåëüíî ìàëûì ìîäóëåì ïî-ïåðå÷íîãî ñäâèãà, ïðîÿâëÿþò ðÿä îñîáåííîñòåé ïðè ïîòåðå óñòîé÷è-âîñòè ïðè îñåâîì ñæàòèè. Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíîãî ðå-çóëüòàòà äâóõìåðíàÿ ìîäåëü ÊË îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íîé, ëó÷-øèå ðåçóëüòàòû äàåò ìîäåëü Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà (ÒÐ), ó÷èòû-âàþùàÿ ïîïåðå÷íûé ñäâèã. Îáñóæäåíèå ïîãðåøíîñòè ýòèõ ìîäåëåéñîäåðæèòñÿ â ðàáîòàõ [13-15]. Íàðÿäó ñî ñíèæåíèåì íàãðóçêè ïðèìàëîé æåñòêîñòè íà ïîïåðå÷íûé ñäâèã âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ôîðìïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, ëîêàëèçîâàííûõ âáëèçè áîêîâûõ ïîâåðõíî-ñòåé öèëèíäðà, à òàêæå ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ñàìîãî ìàòåðèàëà [14-16].Â ðàáîòå [17] ïîñòðîåíû ëîêàëèçîâàííûå ôîðìû ïîòåðè óñòîé-÷èâîñòè òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè ñî ñëà-áî çàêðåïëåííûì ïðÿìîëèíåéíûì êðàåì. Äàííàÿ ðàáîòà â çíà÷è-òåëüíîé ìåðå ïîâòîðÿåò ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ðàáîòû [17]. Â íåé ïî-ñòðîåíû ëîêàëèçîâàííûå âáëèçè êðèâîëèíåéíîãî êðàÿ ôîðìû ïîòå-ðè óñòîé÷èâîñòè òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè ïðè îñåâîì ñæàòèè. Íàéäåíû âàðèàíòû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,äîïóñêàþùèõ óêàçàííóþ ëîêàëèçàöèþ.



32 À.Â.Çåëèíñêàÿ, Ï.Å.Òîâñòèê2. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ äåôîðìàöèþ òîíêîéêðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñðåäíåé äëèíû ðàäèóñà R, ïî-ëàãàÿ
{u,w, ϕ1, T1, T2, Q1,M1,M2}(x, ϕ) =
= {u,w, ϕ1, T1, T2, Q1,M1,M2}(x) sinmϕ,

{v, ϕ2, S,Q2, H}(x, ϕ) = {v, ϕ2, S,Q2, H}(x) cosmϕ.Çäåñü x, ϕ � äëèíà äóãè îáðàçóþùåé è óãîë â îêðóæíîì íàïðàâ-ëåíèè, u, v, w � ïðîåêöèè ïåðåìåùåíèÿ, ϕ1 è ϕ2 � óãëû ïîâîðîòàíîðìàëüíûõ âîëîêîí, T1, S, T2 � òàíãåíöèàëüíûå óñèëèÿ, Q1, Q2 �ïåðåðåçûâàþùèå óñèëèÿ, M1,M2, H � èçãèáàþùèå è êðóòÿùèé ìî-ìåíòû.Äëÿ çàìêíóòîé â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè îáîëî÷êè m � ÷èñëîâîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè (m = 0, 1, 2, ...). Äëÿ öèëèíäðè÷å-ñêîé ïàíåëè ñ øàðíèðíî îïåðòûìè ïðÿìîëèíåéíûìè êðàÿìè ϕ = 0è ϕ = ϕ0 < 2π

m = kϕ0/π, k = 1, 2, ... (1)Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáîëî÷êè òàêîâû
T ′

1 −
mS

R
= 0, S′ +

mT2

R
= 0, Q′

1 −
mQ2

R
+

T2

R
+ qn = 0,

M ′

1 −
mH

R
+Q1 = 0, H ′ +

mM2

R
+Q2 = 0, ( )′ ≡ d( )

dx
.

(2)Çäåñü qn � èíòåíñèâíîñòü âíåøíåé íîðìàëüíîé íàãðóçêè. Â çàäà÷åóñòîé÷èâîñòè ïðè îñåâîì ñæàòèè óñèëèåì P > 0 ñëåäóåò ñ÷èòàòü
qn = −Pw′′. (3)Óðàâíåíèÿ (2) èìåþò îäèí è òîò æå âèä êàê äëÿ ìîäåëè ÊË, òàêè äëÿ ìîäåëè ÒÐ. Ðàçëè÷èå ýòèõ ìîäåëåé ïîÿâëÿåòñÿ â ñîîòíîøåíè-ÿõ óïðóãîñòè, ñâÿçûâàþùèõ óñèëèÿõ è ìîìåíòàõ ñ äåôîðìàöèÿìè.



Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè... ïî ìîäåëè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà 33Äëÿ ìîäåëè ÊË ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè èìåþò âèä:
T1 = K(ε1 + νε2), {1, 2}, S =

K(1− ν)

2
ω,

M1 = D(κ1 + νκ2), {1, 2}, H = D(1− ν)τ,

D =
Eh3

12(1− ν2)
, K =

Eh

1− ν2
,

(4)ãäå E, ν � ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, h � òîëùèíàîáîëî÷êè, òàíãåíöèàëüíûå (ε1, ε2, ω) è èçãèáíûå (κ1, κ2, τ) äåôîð-ìàöèè ðàâíû
ε1 = u′, ε2 = −mv + w

R
, ω = v′ +

mu

R
,

κ1 = w′′, κ2 = −m2w

R
, τ = −mw′

R
.

(5)Äëÿ ìîäåëè ÒÐ (êðîìå íåèçâåñòíûõ ïåðåìåùåíèé u, v, w) ââî-äÿòñÿ íåèçâåñòíûå óãëû ïîâîðîòà íîðìàëüíûõ âîëîêîí ϕ1 è ϕ2,ñâÿçàííûå ñ óãëàìè ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà γ1 è γ2 ïî ôîðìóëàì
γ1 = ϕ1 + w′, γ2 = ϕ2 −

mw

R
. (6)Äëÿ ìîäåëè Êèðõãîôà�Ëÿâà γ1 = γ2 = 0. Ê ñîîòíîøåíèÿì óïðóãî-ñòè (4) äîáàâëÿþòñÿ ôîðìóëû äëÿ ïåðåðåçûâàþùèõ óñèëèé

Q1 = G∗hγ1, Q2 = G∗hγ2, G∗ = kG13, k =
5

6
, (7)ãäå G13 � ìîäóëü ñäâèãà â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, k = 5/6 � ïî-ïðàâî÷íûé êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïðå-äåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà ïî òîëùèíå îáîëî÷êè.Äëÿ ìîäåëè ÒÐ ôîðìóëû (4) ñîõðàíÿþò ñâîé âèä, îäíàêî, ïðèâû÷èñëåíèè ìîìåíòîâ M1,M2, H êðèâèçíû è êðó÷åíèå âìåñòî (5)âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì [17]

κ1 = −ϕ′

1, κ2 =
mϕ2

R
, 2τ = −ϕ′

2 +
m

R
ϕ1. (8)



34 À.Â.Çåëèíñêàÿ, Ï.Å.ÒîâñòèêÈññëåäóåìàÿ íèæå ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïîðîæäàåò ôîðìó ïðî-ãèáà ñ áîëüøèì ïîêàçàòåëåì èçìåíÿåìîñòè [12], ïîýòîìó ôîðìó-ëû (2)�(8) çàïèñàíû â ïðèáëèæåííîì âàðèàíòå [5,18], ïðèíÿòîì âòåîðèè ïîëîãèõ îáîëî÷åê è èìåþùåì ïîãðåøíîñòü ïîðÿäêà îòíîñè-òåëüíîé òîëùèíû îáîëî÷êè h∗ = h/R.3. Ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé.Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå (ñî çíà÷êîì )̂ ïî ôîðìóëàì
x =

Rx̂

µ
, m =

q

µ
, w = Rŵ, {u, v} = µR{û, v̂},

ϕi =
ϕ̂i

µ
, {Ti, S} = Eh{T̂i, Ŝ}, Qi = EhµQ̂i, i = 1, 2,

{Mi, H} = Ehµ2R{M̂i, Ĥ}, µ4 =
h2

12(1− ν2)R2
, g =

Eµ2

G∗
,

P = 2Ehµ2λ,

(9)

ãäå µ � ìàëûé ïàðàìåòð îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû, g � ñäâèãîâîéïàðàìåòð (â ìîäåëè ÊË ñ÷èòàåì g = 0), λ � èñêîìûé ïàðàìåòðíàãðóæåíèÿ. Â äàëüíåéøåì çíà÷îê ˆ áóäåò îïóùåí. Ïåðåìåííûå (9)ââåäåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè îïèñàíèè ôîðìû ïîòåðè óñòîé-÷èâîñòè âñå âåëè÷èíû èìåëè ïîðÿäîê åäèíèöû ïî îòíîøåíèþ ìà-ëîìó ïàðàìåòðó µ. Â ÷àñòíîñòè, êîýôôèöèåíò 2 â âûðàæåíèè äëÿ
P ââåäåí äëÿ òîãî, ÷òîáû êëàññè÷åñêîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðèïîòåðå óñòîé÷èâîñòè [12] áûëî λ = 1.Ïîñëå ââåäåíèÿ ôóíêöèè óñèëèé Φ ïî ôîðìóëàì

T1 = −q2Φ, S = −qΦ′, T2 = w′′Φïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2) áóäóò âûïîëíåíû.Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåùåíèé u è v èç ñîîòíîøåíèé (4), (5) ïðèâî-äèò ê óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè
∆∆Φ+ w′′ = 0, ∆(·) = (·)′′ − q2(·), (10)êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíèì è òåì æå äëÿ îáåèõ ìîäåëåé ÊË è ÒÐ.



Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè... ïî ìîäåëè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà 35Äëÿ ìîäåëè ÊË òðåòüå óðàâíåíèå (2) ïðèíèìàåò âèä:
−∆∆w − 2λw′′ +Φ′′ = 0 (11)è âìåñòå ñ óðàâíåíèåì (10) îáðàçóåò ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî íåèç-âåñòíûõ ôóíêöèé w,Φ.Äëÿ ìîäåëè ÒÐ âìåñòî óãëîâ ïîâîðîòà íîðìàëüíîãî âîëîêíà ϕ1è ϕ2 ââåäåì íåèçâåñòíûå ôóíêöèè Ψ è Θ ïî ôîðìóëàì

ϕ1 = −Ψ′ − qΘ, ϕ2 = −qΨ−Θ′.Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Θ îòäåëÿåòñÿ
g1∆Θ−Θ = 0, g1 =

(1− ν)g

2
, (12)à îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ äàþò

g−1(∆w −∆Ψ) + Φ′′ − 2λw′′ = 0, w −Ψ+ g∆Ψ = 0. (13)Óðàâíåíèÿ (13) âìåñòå ñ óðàâíåíèåì (10) îáðàçóåò ñèñòåìó îòíîñè-òåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé w,Φ,Ψ. Ïðè g � 1 áóäåò w ' Ψ, èóðàâíåíèÿ (13) ïåðåõîäÿò â óðàâíåíèå (11), à ôóíêöèÿ Θ ÿâëÿåòñÿáûñòðî ìåíÿþùåéñÿ è îïèñûâàåò èíòåãðàë ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.4. Âíóòðåííÿÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.Çäåñü ïî ìîäåëÿì ÊË è ÒÐ ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü öè-ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïî ôîðìàì ïðîãèáà, îïèñûâàåìûì äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
w(x, ϕ) = w0 sin px cosmϕ. (14)Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èãíîðèðóþòñÿ. Òîò æå âèä èìåþòôîðìû ïðîãèáà ïðè øàðíèðíîì îïèðàíèè êðàåâ x = 0 è x = nπ/l,ãäå l = L/µ � áåçðàçìåðíàÿ äëèíà îáîëî÷êè.Äëÿ ìîäåëè ÊË óðàâíåíèÿ (10) è (11) äàþò

λÊË(p, q) = 1

2

(

(p2 + q2)2

p2
+

p2

(p2 + q2)2

)

.



36 À.Â.Çåëèíñêàÿ, Ï.Å.ÒîâñòèêÌèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè λÊË(p, q) ïî âîëíîâûì ÷èñëàì p è q ïðèâî-äèò ê êëàññè÷åñêîìó çíà÷åíèþ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè [3,4,12]
λcl = 1è ñîîòíîøåíèþ p2 + q2 ± p = 0, îïèñûâàþùåìó ìíîæåñòâî ôîðìïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ñðåäè íèõ åñòü è îñåñèììåòðè÷íàÿ ôîðìàïðè p = 1, q = 0.Äëÿ ìîäåëè ÒÐ óðàâíåíèÿ (10) è (13) ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ

λÒÐ(p, q) = 1

2

(

(p2 + q2)2

p2(1 + g(p2 + q2))
+

p2

(p2 + q2)2

)

. (15)Ìèíèìóì ôóíêöèè λÒÐ(p, q) äîñòèãàåòñÿ ïðè q = 0, ò.å. äëÿ îñåñèì-ìåòðè÷íîé ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.
min
p,q

λÒÐ(p, q) = min
p

λÒÐ(p), λÒÐ(p) = 1

2

(

p2

1 + gp2
+

1

p2

)

.Ïðè g < 1 ìèíèìóì ôóíêöèè λÒÐ(p) îïðåäåëÿåò êðèòè÷åñêóþ íà-ãðóçêó λÒÐcr ïî ìîäåëè ÒÐ è äîñòèãàåòñÿ ïðè âîëíîâîì ÷èñëå pcr,ïðè÷åì
λÒÐcr = 1− g

2
, pcr =

1√
1− g

.Ïðè g → 1 áóäåò pcr → ∞, ò.å. äëèíà âîëíû ` ïðè ïîòåðå óñòîé-÷èâîñòè, ðàâíàÿ ` = 2π/pcr, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîñëåäíåå îáñòî-ÿòåëüñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè ÒÐèñ÷åðïàíà.Èçâåñòíî [14,15], ÷òî óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè òðàíñâåðñàëüíîèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïðè ñæàòèè ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî −σ11 <
G13, êîòîðîå â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïðèíèìàåò âèä

P

h
< G13 èëè 2λ <

1

kg
. (16)Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîé îáîëî÷êè ïðèîñåâîì ñæàòèè â ñëó÷àå ` � 1 ïðîâåäåí â [15] èñõîäÿ èç íåëèíåé-íûõ óðàâíåíèé òðåõìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè



Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè... ïî ìîäåëè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà 37ïðèáëèæåíèè ïàðàìåòðà g ê åäèíèöå è óìåíüøåíèè äëèíû âîëíû
` ïðîöåññ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðîõîäèò äâå ñòàäèè. Â ïåðâîé èçíèõ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ëîêàëèçóåòñÿ â îêðåñòíîñòè îäíîéèç áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé öèëèíäðà. Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî (16) ïðè
k = 1, ïî-ïðåæíåìó, âûïîëíåíî. Ïðè äàëüíåéøåì ðîñòå íàãðóçêèíåðàâåíñòâî (16) íàðóøàåòñÿ è ìàòåðèàë òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü (ïîÀäàìàðó). Çíà÷åíèå k = 5/6 â (7) ââåäåíî äëÿ ó÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿïî ïàðàáîëå íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà. Ïðè ïîâåðõíîñòíîéïîòåðå óñòîé÷èâîñòè òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé íå èìååò ìå-ñòà, ïîýòîìó ñëåäóåò ñ÷èòàòü k = 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè k = 1, g = 1è λ = λÒÐcr = 1 − g/2 íåðàâåíñòâî (16) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî,ò.å. ìû âûõîäèì íà ãðàíèöó îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè ÒÐ.5. Ëîêàëèçîâàííûå ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè âîêðåñòíîñòè êðàÿ ïî ìîäåëè ÊË.Çäåñü äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ ñ èçëàãàåìûìè â ï.6 ðåçóëüòàòà-ìè, ïîëó÷åííûìè ïî ìîäåëè ÒÐ, ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû[6,12] äëÿ ìîäåëè ÊË. Èùåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû (10), (11), ëîêàëè-çîâàííîå â îêðåñòíîñòè êðàÿ x = 0 è ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùååïðè óäàëåíèè îò ýòîãî êðàÿ. Ðåøåíèå èùåì â âèäå:

Z(x) =

4
∑

k=1

Ckzke
rkx, Re(rk) < 0, (17)ãäå Z çàìåíÿåò ëþáóþ èç íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé (u, v, w,Φ, T1, S,M1,

H,Q1), âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ (10), (11) è â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, Ck� ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, zk � èçâåñòíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿ-ùèå âûáîðà ôóíêöèè Z, rk � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ ñèñòåìû (10), (11)
(r2 − q2)4 + 2λr2(r2 − q2)2 + r4 = 0. (18)Ïðè λ < 1, q > 0 óðàâíåíèå (18) èìååò ðîâíî 4 êîðíÿ ñ îòðèöàòåëü-íîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ.Â ìîäåëè ÊË ýëåìåíò êðàÿ îáîëî÷êè èìååò 4 ñòåïåíè ñâîáî-äû. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì 16 âàðèàíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,



38 À.Â.Çåëèíñêàÿ, Ï.Å.Òîâñòèêïðè êîòîðûõ êðàé çàêðåïëåí èëè ñâîáîäåí â ñîîòâåòñòâóþùåì íà-ïðàâëåíèè. Óïðóãóþ çàäåëêó êðàÿ íå ðàññìàòðèâàåì. Óêàçàííûåâàðèàíòû ñâåäåíû â òàáëèöó
(1) u = 0, T1 = 0, (0),

(1) v = 0, S = 0, (0),

(1) w = 0, Q∗

1 = 0, (0),

(1) ϕ1 = 0, M1 = 0, (0),

(19)ãäå ϕ1 = −w′, Q∗

1 = Q1 + qH + Pϕ1. Ñëåâà â (19) ñòîÿò îáîá-ùåííûå ïåðåìåùåíèÿ, à ñïðàâà � ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåííûåóñèëèÿ. Èç êàæäîé ñòðîêè áåðåòñÿ ïî îäíîìó ãðàíè÷íîìó óñëî-âèþ, (1) îçíà÷àåò çàêðåïëåíèå, (0) � åãî îòñóòñòâèå (íàïðèìåð,÷åðåç (0000) îáîçíà÷àåì ñâîáîäíûé êðàé). Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿäëÿ êîýôôèöèåíòîâ zk, âõîäÿùèõ â îáùåå ðåøåíèå (17). Âîçüìåì
wk = 1, k = 1, 2, 3, 4. Òîãäà

uk =
rk(q

2 + νr2k)

(r2k − q2)2
, vk =

q((2 + ν)r2k − q2)

(r2k − q2)2
, T1k =

r2kq
2

(r2k − q2)2
,

Sk =
r3kq

(r2k − q2)2
, ϕ1k = −rk, M1k = r2k − νq2,

Q∗

1k = −rk(r
2
k − (2− ν)q2)− 2λrk.

(20)Òåïåðü êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà λ ïðè ëîêàëèçîâàííîé âáëèçèêðàÿ x = 0 ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ
∆4(λ, q) = 0, (21)ãäå ∆4 � îïðåäåëèòåëü ëèíåéíîé ñèñòåìû ÷åòûðåõ óðàâíåíèé îò-íîñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ Ck, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå ðåøå-íèÿ (17) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ñâîáîäíîãî êðàÿ

T1 = S = Q∗

1 = M1 = 0 óðàâíåíèå (21) èìååò âèä
∆4(λ, q) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

T11 T12 T13 T14

S1 S2 S3 S4

Q∗

11 Q∗

12 Q∗

13 Q∗

14

M11 M12 M13 M14

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.



Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè... ïî ìîäåëè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà 39Èç 16 âàðèàíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 8 âàðèàíòîâ äîïóñêàþò ñó-ùåñòâîâàíèå ëîêàëèçîâàííîé ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ãðàôè-êè ôóíêöèé λ(q) äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν = 0.3 ïîêàçàíû íàðèñ. 1. Â 7 âàðèàíòàõ (0000), (1000), (0100), (0010), (0001), (1100),(1010) ïðè q = 0 èìååò ìåñòî äâóêðàòíîå ñíèæåíèå êðèòè÷åñêîéíàãðóçêè ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì çíà÷åíèåì (λ(0) = 1/2), aäëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (0101) ñíèæåíèå íàãðóçêè íåçíà÷èòåëüíîè ñîñòàâëÿåò 3%. Äëÿ òðåõ âàðèàíòîâ ôóíêöèè çàâèñèìîñòè λ(q)ñîâïàäàþò (ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ôóíêöèè λ(q) ïî ìîäåëè ÊË äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðè-àíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: 1 � 0000, 2 � 0100, 3 � 1000, 4� 1100, 5 � 0010, 1010, 0001, 6 � 0101.Äëÿ çàìêíóòîé â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè îáîëî÷êè êðèòè÷å-ñêóþ íàãðóçêó îïðåäåëÿþò ìèíèìàëüíûå ïî q = qm = m/µ çíà÷å-íèÿ ôóíêöèé λ(q). Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (0000), (0100) È (0101)ôóíêöèè λ(q) èìåþò ìèíèìóì ñîîòâåòñòâåííî ïðè q = 0.31, 0.20 è0.36, à äëÿ óñëîâèé (1000), (0010), (0001), (1100) è (1010) ìèíèìóì



40 À.Â.Çåëèíñêàÿ, Ï.Å.Òîâñòèêäîñòèãàåòñÿ ïðè q = 0.Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè ñ óãëîì ðàñòâîðà ϕ0 è ñ øàðíèðíîîïåðòûìè ïðÿìîëèíåéíûìè êðàÿìè êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà íà îñíî-âàíèè ôîðìóëû (1) ðàâíà ìèíèìóìó ïî q = qk = kϕ0/(πµ) çíà÷åíèéôóíêöèé λ(q). Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíê-öèé íå òîëüêî äëÿ òåõ q, âáëèçè êîòîðûõ λ(q) ìèíèìàëüíà.Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùåãî ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïî ìîäå-ëè ÒÐ ââåäåì 4 ãðóïïû âàðèàíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:Ãðóïïà 1 ñîñòîèò èç óñëîâèé (0000) è (0100) è õàðàêòåðèçóåòñÿòåì, ÷òî ôóíêöèÿ λ(q) èìååò ìèíèìóì ïðè q > 0, à êðèòè÷åñêàÿíàãðóçêà (λ < 1/2) ñóùåñòâåííî óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî çíà-÷åíèåì λ = 1 äëÿ õîðîøî çàêðåïëåííîé îáîëî÷êè.Ãðóïïà 2 ñîñòîèò èç óñëîâèé (1000), (0010), (0001), (1100) è(1010), äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ λ(q) èìååò ìèíèìóì λ(0) = 1/2.Ãðóïïà 3 ñîñòîèò èç âàðèàíòà (0101), äëÿ êîòîðîãî ñíèæåíèåíàãðóçêè ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè íåçíà÷èòåëüíî.Ãðóïïà 4 âêëþ÷àåò îñòàëüíûå âàðèàíòû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,äëÿ êîòîðûõ ëîêàëèçàöèÿ ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè âáëèçè êðàÿíå èìååò ìåñòà.6. Ëîêàëèçîâàííûå ôîðìû ïî ìîäåëè ÒÐ.Êàê è äëÿ ìîäåëè ÊË, ëîêàëèçîâàííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (10),(12), (13) èùåì â âèäå
Z(x) =

5
∑

k=1

Ckzke
rkx, Re(rk) < 0, (22)ãäå âåëè÷èíû rk, k = 1, 2, 3, 4 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

(r2 − q2)4 + (2λr2(r2 − q2)2 + r4)(1− g(r2 − q2)) = 0, (23)à âåëè÷èíó r5 íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ (12),
r5 = −

√

q2 + g−1
1 . (24)Â ìîäåëè ÒÐ ýëåìåíò êðàÿ èìååò 5 ñòåïåíåé ñâîáîäû, ïîýòî-ìó ðàññìàòðèâàåì 32 âàðèàíòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, âûòåêàþùèå èç
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(1) u = 0, T1 = 0, (0),

(1) v = 0, S = 0, (0),

(1) w = 0, Q̂1 = 0, (0),

(1) ϕ1 = 0, M1 = 0, (0),

(1) ϕ2 = 0, H = 0, (0),

(25)ãäå Q̂1 = Q1−Pw′. Ïî ñðàâíåíèþ ñ òàáëèöåé (19) çäåñü èçìåíèëàñüòðåòüÿ ñòðîêà, è äîáàâèëàñü ïÿòàÿ.Ïðè k = 1, 2, 3, 4 äëÿ ôóíêöèé u, v, w, T1, S êîýôôèöèåíòû zk,âõîäÿùèå â (22), âû÷èñëÿþòñÿ ïî òåì æå ôîðìóëàì (20), à îñòàëü-íûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû
ϕ1k = − rk

1− g(r2k − q2)
, ϕ2k = − q

1− g(r2k − q2)
,

Hk =
(1− ν)rkq

1− g(r2k − q2)
, M1k =

r2k − νq2

1− g(r2k − q2)
,

Q̂1k = − rk(r
2
k − q2)

1− g(r2k − q2)
− 2λrk.Äëÿ êîðíÿ r5 èìååì

u5 = v5 = w5 = T15 = S5 = 0. (26)Ïîëîæèì Θk = 1 è íàéäåì êîýôôèöèåíòû z5 â (22)
ϕ15 = −q, ϕ25 = −r5, M15 = r5q(1− ν), H5 =

1− ν

2
(r25 + q2),

Q̂15 =
1− ν

2
q(q2 − r25).

(27)Êàê è ðàíåå, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ(q, g) óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-íåíèþ
∆5(λ, q, g) = 0, (28)ãäå ∆5 � îïðåäåëèòåëü ïÿòîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè óäîâëå-òâîðåíèè 5 ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.



42 À.Â.Çåëèíñêàÿ, Ï.Å.ÒîâñòèêÏðåæäå, ÷åì èñêàòü êîðíè óðàâíåíèÿ (28), íàéäåì îáëàñòü ïàðà-ìåòðîâ (λ, p, g), ïîäëåæàùóþ ðàññìîòðåíèþ. Êîðíè λ äîëæíû áûòüìåíüøå çíà÷åíèé, îïðåäåëÿåìûõ èç âûðàæåíèÿ (15), ïðè êîòîðûõðåàëèçóþòñÿ ôîðìû (14) âíóòðåííåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Èñêî-ìàÿ îáëàñòü ñîñòîèò èç çíà÷åíèé
λ(q, g) = min

p
λÒÐ(p, q).Äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà g ýòà îáëàñòü ðàñïîëîæåíà íèæå êðè-âûõ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Îáëàñòü ïîèñêà êîðíåé óðàâíåíèÿ (27).Âàðèàíòû 32 ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ðàçîáüåì íà òå æå 4 ãðóïïû,÷òî è â ï.5.Ãðóïïà 1 âêëþ÷àåò óñëîâèÿ (00000), (01001) è (10000), õàðàêòåð-íûå òåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ñäâèãîâîãî ïàðàìåòðà
g ìèíèìóì ïàðàìåòðà íàãðóçêè λ(q, g) äîñòèãàåòñÿ ïðè q > 0. Äëÿóñëîâèé (00000) è (10000) êðèâûå ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.Ãðóïïà 2 ñîñòîèò èç 9 âàðèàíòîâ (00001), (00010), (00100),(00101), (10001), (10100), (10101), (11000) è (11001). Äëÿ íèõ ôóíê-öèÿ λ(q, g) èìååò ìèíèìóì ïðè q = 0. Êðèâûå λ(q, g) äëÿ (00001) è(10001) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.
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Ðèñ. 3. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè λ îò q ïðè ðàçíûõ g äëÿ âàðèàíòà ãðàíè÷íûõóñëîâèé (a) T1 = S = Q̂1 = M1 = H = 0, (b) u = S = Q̂1 = M1 = H = 0.
Ðèñ. 4. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè λ îò q ïðè ðàçíûõ g äëÿ âàðèàíòà ãðàíè÷íûõóñëîâèé (a) T1 = S = Q̂1 = M1 = ϕ2 = 0, (b) u = S = Q̂1 = M1 = ϕ2 = 0.Ãðóïïà 3 âêëþ÷àåò óñëîâèÿ (00011), (01010) è (11100). Äëÿ íèõêðèâûå λ(q, g) ðàñïîëîæåíû âáëèçè ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 2 ãðàíèö ñó-ùåñòâîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ â îêðåñòíîñòè êðàÿ ðåøåíèé. Ïîýòî-ìó ôîðìà ïðîãèáà ñðàâíèòåëüíî ìåäëåííî çàòóõàåò ïðè óäàëåíèèîò êðàÿ èç-çà òîãî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (23) èìååòêîðíè ñ ìàëîé ïî ìîäóëþ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ (íà ãðàíèöàõ, ïî-êàçàííûõ íà ðèñ. 2, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ). Êðèâûå λ(q, g)äëÿ (01010) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.Ãðóïïó 4 îáðàçóþò âàðèàíòû, äëÿ êîòîðûõ ëîêàëèçàöèÿ ôîðìûïîòåðè óñòîé÷èâîñòè âáëèçè êðàÿ íå èìååò ìåñòà.Ïðè îáñóæäåíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îòìåòèì ñíà÷àëà äâàî÷åâèäíûõ ôàêòà. Âî-ïåðâûõ, ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà g, ò.å. ñ óìåíü-øåíèåì æåñòêîñòè íà ïîïåðå÷íûé ñäâèã, ôóíêöèÿ λ(q, g) óáûâàåò.Âî-âòîðûõ, áîëåå æåñòêîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (÷òî ñâîäèòñÿ êçàìåíå (0) íà (1) â øèôðå âàðèàíòà) ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåå çíà÷å-
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Ðèñ. 5. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè λ îò q ïðè ðàçíûõ g äëÿ âàðèàíòàãðàíè÷íûõ óñëîâèé T1 = v = Q̂1 = ϕ1 = H = 0.íèå λ(q, g) èëè ïåðåõîä â ãðóïïó 4.Âûøå ðàññìîòðåíà ëîêàëèçàöèÿ ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòèâáëèçè êðàÿ x = 0 îáîëî÷êè. Ïðè ýòîì íóæíî èìåòü â âèäó äâàîáñòîÿòåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ, ðàññìàòðèâàåìûé êðàé äîëæåí èìåòüáîëåå ñëàáîå çàêðåïëåíèå, ÷åì ïðîòèâîïîëîæíûé (ò.å. åìó ñîîò-âåòñòâóåò ìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè λ(q, g)). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àåêðàÿ ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè. Åñëè æå çíà÷åíèÿ λ(q, g) ñîâïàäàþò, âîç-ìîæíà ëîêàëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè âáëèçè îáîèõ êðàåâ îäíî-âðåìåííî. Âî-âòîðûõ, íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà òåì, óñïååò ëè çàòóõ-íóòü ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äî ïðèõîäà ê ïðîòèâîïîëîæíîìóêðàþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âëèÿíèåì âòîðîãî êðàÿ íåëüçÿ ïðåíåáðå-ãàòü, è íóæíî ðåøàòü êðàåâóþ çàäà÷ó, óäîâëåòâîðÿÿ 10 ãðàíè÷íûìóñëîâèÿì íà îáîèõ êðàÿõ. Äëÿ çàäà÷è î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè öèëèí-äðè÷åñêîé ïàíåëè ñî ñëàáî çàêðåïëåííûì ïðÿìîëèíåéíûì êðàåì ïîìîäåëè ÊË âëèÿíèå çàêðåïëåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî êðàÿ îáñóæäà-åòñÿ â [19].Äâà ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäà g → 0 è q → 0 çàñëóæèâàþò îòäåëü-íîãî îáñóæäåíèÿ è ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.



Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè... ïî ìîäåëè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà 457. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò ìîäåëè ÒÐ ê ìîäåëè ÊË.Ïîëîæèòü g = 0 â ôîðìóëàõ ï.6 íåëüçÿ, èáî ïðè ýòîì r5 = −∞.Ïîýòîìó ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (28) ïðè g > 0, g → 0. Ðàçëîæèìîïðåäåëèòåëü ∆5(λ, q, g) ïî ýëåìåíòàì ïÿòîãî ñòîëáöà è ïîëó÷èì
∆5(λ, q, g) = A3Z3 + A4Z4 +A5Z5 = 0,ãäå Ak, k = 3, 4, 5 � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ïÿòîãîñòîëáöà Zk. Â ñèëó (25), (26) áóäåò Z1 = Z2 = 0, à â çàâèñèìîñòè îòãðàíè÷íûõ óñëîâèé (25) ñ ó÷åòîì ôîðìóë (27), (24) è (12) ïîëó÷àåì

Z3 = w5 = 0 èëè Q̂15 =
1− ν

2
q(q2 − r25) ∼ g−1,

Z4 = ϕ15 = −q ∼ 1 èëè M15 = r5q(1− ν) ∼ g−1/2,

Z5 = ϕ25 = −r5 ∼ g−1/2 èëè H5 =
1− ν

2
(r25 + q2) ∼ g−1.Íàèáîëüøóþ îñîáåííîñòü ïðè g → 0 èìåþò âåëè÷èíû Q̂15 è

H5. Åñëè â ÷èñëå 5 ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèñóòñòâóþò óñëîâèÿ
Q̂1 = H = 0, òî, çàìåíÿÿ òðåòüþ ñòðîêó îïðåäåëèòåëÿ ∆5(λ, q, g)íà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ Q∗

1 = Q̂1 + qH òðåòüåé è ïÿòîé ñòðîê,ïîëó÷àåì, ÷òî ýëåìåíò H5 èìååò íàèáîëüøèé ïîðÿäîê, à ðàâåíñòâîíóëþ ìíîæèòåëÿ ïðè íåì ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (21) ìîäåëè ÊË.Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñîäåðæàùèå óñëîâèÿ w = H = 0 òàêæå ïðèâî-äÿò ê óðàâíåíèþ (21) ìîäåëè ÊË.Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ϕ2 = 0 â ìîäåëè ÊË íå ñòàâèòñÿ. Ïîýòîìóïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè g → 0 â âàðèàíòàõ, ñîäåðæàùèõ óñëîâèå
ϕ2 = 0, ïðèâîäèò ê íîâûì ðåçóëüòàòàì, íå ïîëó÷àþùèìñÿ èç ìîäå-ëè ÊË.8. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè q → 0.Ïðè q = 0 óðàâíåíèå èìååò äâå ïàðû íóëåâûõ êîðíåé, îòêóäàñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ðåøåíèé â ôîðìóëå (22) ïðèñóòñòâóþò íåçàòó-õàþùèå ïðè óäàëåíèè îò êðàÿ ôóíêöèè. Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé



46 À.Â.Çåëèíñêàÿ, Ï.Å.Òîâñòèêèç ãðóïïû 2 ôóíêöèÿ λ(q, g) ìèíèìàëüíà ïðè q = 0. Ïîýòîìó ïîòå-ðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò ïðè ìèíèìàëüíî âîçìîæíîì çíà÷åíèè
q = µm, à èìåííî, ïðè m = 2, q = 2µ (ñëó÷àé m = 1 ñîîòâåòñòâó-åò ïåðåìåùåíèþ ñå÷åíèÿ, êàê òâåðäîãî òåëà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,ïðè m = 2 òî÷íîñòü èñïîëüçóåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîëîãèõ îáî-ëî÷åê íåäîñòàòî÷íà. Äëÿ óòî÷íåíèÿ âòîðîå óðàâíåíèå (2) íóæíîçàìåíèòü íà S′ +mT2/R + Q2/R = 0 è âçÿòü â (5) óòî÷íåííîå âû-ðàæåíèå äëÿ êðèâèçíû κ2 = −(m2 − 1)w/R. Óêàçàííûå óòî÷íåíèÿèìåþò îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê 1/m2 (ðàâíûé 0.25 ïðè m = 2) èçäåñü íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Îäíàêî ñàì ôàêò ïîÿâëåíèÿ ëîêàëèçî-âàííûõ âáëèçè êðàÿ ôîðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, ñîïðîâîæäàþùèõ-ñÿ ñíèæåíèåì êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, ñîìíåíèé íå âûçûâàåò.9. Çàêëþ÷åíèå.Íàéäåíà êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà è ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòèêðóãîâîé òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êèïðè îñåâîì ñæàòèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðèâîëèíåéíûé êðàé îáî-ëî÷êè ñëàáî çàêðåïëåí èëè ñâîáîäåí. Ïðè ýòîì âîçìîæíî ïîÿâëåíèåôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, ëîêàëèçîâàííîé âáëèçè ýòîãî êðàÿ, ñîäíîâðåìåííûì ñíèæåíèåì êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Ðàíåå ýòà çàäà-÷à áûëà ðåøåíà èñõîäÿ èç äâóõìåðíîé ìîäåëè ÊË. Çäåñü ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî æåñòêîñòü íà ïîïåðå÷íûé ñäâèã ìàëà, è äëÿ ðåøåíèÿèñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ÒÐ.Áåçðàçìåðíàÿ êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà λ(q, g) çàâèñèò îò äâóõ îñ-íîâíûõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ � ïàðàìåòðà âîëíîîáðàçîâàíèÿâ îêðóæíîì íàïðàâëåíèè q è ïàðàìåòðà ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà g. Ïðèâîëíîîáðàçîâàíèè âíóòðè îáîëî÷êè èìååò ìåñòî îñåñèììåòðè÷íàÿïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè (q = 0). Ïðè g = 0 èìååì êëàññè÷åñêîå çíà-÷åíèå íàãðóçêè λ = 1, ïîëó÷åííîå èñõîäÿ èç ìîäåëè ÊË. Ñ ðîñòîì
g (èëè ñ óìåíüøåíèåì æåñòêîñòè íà ïîïåðå÷íûé ñäâèã) íàãðóçêàóáûâàåò ïî ëèíåéíîìó çàêîíó (λ = 1 − 0.5g) âïëîòü äî çíà÷åíèÿ
g ≈ 1. Ïðè g > 1 ìàòåðèàë òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü.Åñëè êðàé îáîëî÷êè ñâîáîäåí èëè ñëàáî çàêðåïëåí, âîçìîæíàïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïî ôîðìå, ëîêàëèçîâàííîé âáëèçè ýòîãî êðàÿ.Ïî ìîäåëè ÒÐ äåôîðìàöèÿ êðàåâîãî ýëåìåíòà îïèñûâàåòñÿ 5-þ



Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè... ïî ìîäåëè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà 47îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè, ïîýòîìó ðàññìîòðåíû 25 = 32 âîç-ìîæíûõ âàðèàíòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â çàâèñèìîñòè îò òîãî, çà-êðåïëåíû èëè ñâîáîäíû ýòè êîîðäèíàòû. Â 15 âàðèàíòàõ âîçìîæíàëîêàëèçîâàííàÿ âáëèçè êðàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, è èññëåäîâàíîïîâåäåíèå ôóíêöèé λ(q, g).Èññëåäîâàíà ðîëü ïÿòîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â ìîäåëè ÒÐ, êî-òîðîå îòñóòñòâóåò â ìîäåëè ÊË. Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè âûïîëíåíîãðàíè÷íîå óñëîâèå H = 0, òî ïðè g → 0 ðåçóëüòàòû ïî ìîäåëè ÒÐïåðåõîäÿò â àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîäåëè ÊË. Åñëè çàäàíî çà-êðåïëåíèå ϕ2 = 0, òî ìîäåëü ÒÐ ïðè g → 0 äàåò íîâûå ïî ñðàâíåíèþñ ìîäåëüþ ÊË ðåçóëüòàòû.Ëèòåðàòóðà1. Lilly W.E. The design of structures // Engineering. 1908. V. 65. P. 37-402. Mallock A. Note on the instabilityof tubes subjected to end pressure and onthe folds in a �exible material // Proc.Roy. Soc. 1908. V. 81. � A549 P.388-393.3. Lorenz R. Die nicht achsensymmetrische Knickung dunnwandiger Hohlzylinder// Phys. Z. 1911. V. 12. Nr. 7. S. 241-260.4. Òèìîøåíêî Ñ.Ï. Ê âîïðîñó î äåôîðìàöèè è óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷å-ñêîé îáîëî÷êè // Èçâ. Ïåòðîãð. ýëåêòðîòåõí. èí.òà. 1914. Ò. 11. Ñ. 267-287.5. Ãðèãîëþê Ý.È., Êàáàíîâ Â.Â. Óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê. Ì: Íàóêà. 1978.360 ñ.6. Bushnell D. Buckling of shells � pitfall for designers // AIAA Journal. 1981.V. 19. � 9. P. 1183-1226.7. Èøëèíñêèé À.Þ. Îá îäíîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â òåîðèè óñòîé÷èâîñòèóïðóãèõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ò. 95. �3. Ñ. 77-79.8. Nachbar W., Ho� N.J. The buckling of free edge of axially compressed circularcylindrical shell // Quart. Appl.Math. 1962. V. 2. � 3. P. 160-172.9. Êèëü÷åâñêèé Í.À. Îá îñåñèììåòðè÷íîé ôîðìå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè êðó-ãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè // Ïðèêë. ìåõ. 1965. Ò. 1. � 11. Ñ.1-6.10. Almorth B.O. In�uence of the edge conditions on stability of axiallycompressed cylindrical shells // AIAA Journal. 1966. V. 4. � 1. P. 134-140.11. Tovstik P.E. On forms of local buckling of thin elastic shells // Trans CSME.1991. V. 15. � 3. P. 199-211.12. Òîâñòèê Ï.Å. Óñòîé÷èâîñòü òîíêèõ îáîëî÷åê. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû.Ì.: Íàóêà. Ôèçìàòëèò, 1995.



48 À.Â.Çåëèíñêàÿ, Ï.Å.Òîâñòèê13. Òîâñòèê Ï.Å. Îá àñèìïòîòè÷åñêîì õàðàêòåðå ïðèáëèæåííûõ ìîäåëåé áà-ëîê, ïëàñòèí è îáîëî÷åê // Âåñòí. ÑÏáÃÓ. 2007. � 3. Ñ. 49-54.14. Tovstik P.E., Tovstik T.P. "On the 2D models of plates and shells includingthe transversal shear"// ZAMM. 2007. V. 87. � 2.15. Òîâñòèê Ï.Å. Óñòîé÷èâîñòü òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîéîáîëî÷êè ïðè îñåâîì ñæàòèè // Èçâ. ÐÀÍ. Ìåõàíèêà òâ¼ðäîãî òåëà .2009. Ò. 44. � 4. Ñ. 552-564.16. Ciarlet P.G. Mathematical Elasticity. Amsterdam etc.: North-Holland, 1988.17. Ç.Ã.Åðøîâà, Ï.Å.Òîâñòèê. Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïàíåëü ñî ñëàáî çàêðåïëåí-íûì ïðÿìîëèíåéíûì êðàåì, èçãîòîâëåííàÿ èç òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîï-íîãî ìàòåðèàëà. Âåñòíèê ÑÏáÃÓ. Ñåð. 1. 2011. � 1. Ñ. 45-56.18. Àãàëîâÿí Ë.À. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí è îáîëî-÷åê. Ì.: Íàóêà. 1997. 414 ñ.19. Åðøîâà Ç.Ã. Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêèõ ïàíåëåé ñî ñëàáî çàêðåïëåí-íûì ïðÿìîëèíåéíûì êðàåì // Âåñòíèê ÑÏáÃÓ. Ñåð. 1. 1993. � 3. Ñ.78-81.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅÓÏÐÓÃÎ-ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÈÇÃÈÁÀ ÁÀËÊÈ,ÌÀÒÅÐÈÀË ÊÎÒÎÐÎÉ ÎÁËÀÄÀÅÒ ÝÔÔÅÊÒÎÌ SDÃ. Â. ÏàâèëàéíåíÈññëåäîâàíà çàäà÷à óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà ñâîáîäíî îïåðòîéáàëêè ñ ýôôåêòîì SD, äåôîðìèðóþùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãîìîìåíòà. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå ñðàâíèâàåòñÿ ñ ðå-øåíèåì ïî ÌÊÝ. Èññëåäîâàíî âëèÿíèÿ ýôôåêòà SD íà ÍÄÑ áàëêè.1. ÂâåäåíèåÐåçóëüòàòû àêòóàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïðî÷íîñòè ñòåðæíåâûõè áàëî÷íûõ êîíñòðóêöèé èç îñîáûõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâîòêðûâàþò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ è âîçâåäåíèÿýêîíîìè÷íûõ ñîîðóæåíèé ïðè îäíîâðåìåííîì îáåñïå÷åíèè èõ âûñî-êîé íàäåæíîñòè â óñëîâèÿõ ýêñïëóàòàöèè. Ê ïðèìåðó, êîíñòðóêöè-îííûå ðåøåíèÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè áóðîâûõ ïëàòôîðì äëÿ øåëü-ôîâîé äîáû÷è óãëåâîäîðîäîâ, óâåëè÷åíèå ìîùíîñòè è ðàçìåðîâ ñî-îðóæåíèé â ñóäîñòðîåíèè, ïîâûøåíèå ïàðàìåòðîâ ðàáî÷èõ äàâëå-íèé è âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, â òîì ÷èñëå è ëåäîâîé íàãðóçêè, ñó-ùåñòâåííî ñêàçûâàåòñÿ íà êðèòåðèÿõ ìåõàíè÷åñêîé ïðî÷íîñòè îñî-áåííî ïðè ðàáîòå çà ïðåäåëàìè óïðóãîñòè.Ïðèìåíåíèå íîâûõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàëîêîððîçèéíûõ ìàòåðè-àëîâ, îáëàäàþùèõ ñóùåñòâåííîé àíèçîòðîïèåé ñâîéñòâ, íàïðèìåð,ðàçíîïðî÷íûõ ñòàëåé, äåëàåò àêòóàëüíîé çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ýêñ-ïëóàòàöèîííûõ ñïîñîáíîñòåé êîíñòðóêöèé ïðè äîïóñòèìîì ðàçâè-òèè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è ïðåäîòâðàùåíèè õðóïêîãî ðàçðó-øåíèÿ [1, 8].Ñîâðåìåííûå îïîðíûå áàëî÷íûå êîíñòðóêöèè ñîçäàþòñÿ èç íî-Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò 13�01�00523), à òàêæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ðå-ñóðñîâ ÐÖ ÂÖ ÑÏáÃÓ.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 17 ôåâðàëÿ 2015 ã.c© Ã.Â. Ïàâèëàéíåí, 2015



50 Ã.Â. Ïàâèëàéíåíâûõ àíèçîòðîïíûõ âèäîâ ñòàëè, â ÷àñòíîñòè, îáëàäàþùèõ ðàçíûìèïî âåëè÷èíå ïðåäåëàìè òåêó÷åñòè ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè èëèñæàòèè. Ýòîò ýôôåêò èçâåñòåí ýôôåêò SD [3, 6].Îòå÷åñòâåííûå è çàðóáåæíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ[2, 7] ïîêàçûâàþò, ÷òî àáñîëþòíàÿ ðàçíèöà â ïðåäåëàõ òåêó÷åñòèïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè ìîæåò äîñòèãàòü 25 � 30 %. Ââåäåì âðàññìîòðåíèå ïàðàìåòð d êàê îòíîøåíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ïðèñæàòèè îäíîìåðíîãî îáðàçöà σs ê ïðåäåëó òåêó÷åñòè ïðè ðàñòÿæå-íèè σe. Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî d > 1, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ìíîãèõâèäîâ ñòàëåé è ìåòàëëè÷åñêèõ ñïëàâîâ.Îáùèå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ìåòîäîâ ðàñ÷¼òà çàêëþ÷àþòñÿ âïðèíÿòèè ðÿäà ïîëîæåíèé, â òîì ÷èñëå ãèïîòåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé,îäíîîñíîñòè íàãðóæåíèÿ è ñõåìû èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè. Äëÿ çà-äà÷ ÷èñòîãî èçãèáà â óïðóãîé ñòàäèè è ïðè èçîòðîïíîì óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîì èçãèáå ýòè äîïóùåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü òî÷íûåðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ è ñîâìåñòíîñòèäåôîðìàöèé [9, 10].Äîïóùåíèå îá èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè ýêâèâàëåíòíî äîïóùå-íèþ î òîì, ÷òî êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν â ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòÿõðàâåí 0.5, à â óïðóãèõ îáëàñòÿõ îí íèæå ýòîãî çíà÷åíèÿ, ÷àùå âñåãî
ν = 0.3, ñëåäîâàòåëüíî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ëèíèþ ðàçäåëà óïðóãîéè ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè äëÿ íåêîòîðûõ ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà íà-ïðÿæåíèé ìîæåò íàðóøàòüñÿ òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè, íî åñëèðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîîñíîå íàãðóæåíèå, òî èìååòñÿ îäíà îñíîâíàÿñîñòàâëÿþùàÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé, à îñòàëüíûå íå âëèÿþò íà âå-ëè÷èíó èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â ñå÷åíèè. Ïðè ïîïåðå÷íîì èçãèáå,êàê óêàçûâàë Â.Â. Íîâîæèëîâ, ¾ãèïîòåçà ïëîñêèõ ñå÷åíèé íå âêëþ-÷àåò â ñåáÿ íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î ñâîéñòâàõ ìàòåðèàëà, èç êî-òîðîãî èçãîòîâëåí áðóñ¿[4].Ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó îá èçãèáå ñâîáîäíî îïåðòîé, ãîðèçîíòàëü-íîé SD-áàëêè ïîñòîÿííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ â ñëó÷àå èç-ãèáà ïîñòîÿííûì ìîìåíòîì. Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à äëÿ èçî-òðîïíîé áàëêè áåç ýôôåêòà SD (d = 1) ðàññìîòðåíà Ë.Ì. Êà÷àíî-âûì [4]. Â öèòèðóåìîé ìîíîãðàôèè äàíî îïèñàíèå ïðîöåññà óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà è ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü êðèâèçíû èçîãíóòîéîñè áàëêè îò èçãèáàþùåãî ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àåâ ÷èñòîãî èçãèáà èèçãèáà ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé.



Óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèé èçãèá SD-áàëîê 51Â íàøåì ñëó÷àå ìàòåðèàë áàëêè îáëàäàåò ýôôåêòîì SD è ïëà-ñòè÷åñêèå îáëàñòè â çîíå ðàñòÿãèâàþùèõ íàãðóçîê ôîðìèðóþòñÿðàíåå, ÷åì â îáëàñòè ñæèìàþùèõ. Ïðè ýòîì ìû áóäåì ïðåäïîëà-ãàòü, ÷òî ïðè óïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè õàðàêòåð ðàñòÿæåíèÿ èñæàòèÿ ïðîèñõîäèò ñ îäèíàêîâûì ìîäóëåì óïðóãîñòè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìîòðèì ïðèçìàòè÷åñêèé áðóñ ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ òîë-ùèíîé 2h, øèðèíîé b è äëèíîé L, íàãðóæåííûé íà òîðöàõ îáùèììîìåíòîì 2M , êîòîðûé âûçûâàåò èçãèá áðóñà â ïëîñêîñòè Oxz Íà
Ðèñ. 1. Ñõåìà èçãèáà áàëêè ïîñòîÿííûì ìîìåíòîì.ðèñ. 1 îáëàñòè áàëêè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ïëàñòè÷åñêîì ñîñòîÿ-íèè, çàøòðèõîâàíû. Çäåñü íåîáõîäèìî ñäåëàòü íåêîòîðûå çàìå÷à-íèÿ ïî ïîâîäó âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðåäïîëîæåíèå î íàëè-÷èè ýôôåêòà SD ìàòåðèàëà áàëêè ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ñèììåò-ðèè ïðè ðàçâèòèè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, ñëåäîâàòåëüíî, èìååòìåñòî ñìåùåíèå íåéòðàëüíîé îñè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíåé ãåîìåò-ðè÷åñêîé. Ïîýòîìó âûáåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòðå áàëêè íàíåéòðàëüíîé îñè, íàïðàâëåíèå îñåé óêàçàíî íà ðèñ. 1, à äëÿ âû-÷èñëåíèÿ îòêëîíåíèÿ íåéòðàëüíîé îñè îò ñðåäíåé ãåîìåòðè÷åñêîéââåäåì z0 è äâå íîâûå âåëè÷èíû z1, z2, êîòîðûå áóäóò õàðàêòåðèçî-âàòü ðàññòîÿíèÿ îò íåéòðàëüíîé îñè äî ãðàíèöû ðàçäåëà óïðóãîé èïëàñòè÷åñêîé ÷àñòè áàëêè â îáëàñòÿõ ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ. Ïðî-äîëüíîå íàïðÿæåíèå ïðè ÷èñòîì èçãèáå íå çàâèñèò îò x, ïîýòîìóëèíèè ðàçäåëà ïëàñòè÷åñêèõ è óïðóãîãî ñîñòîÿíèé â âåðòèêàëüíîì



52 Ã.Â. Ïàâèëàéíåíñå÷åíèè áàëêè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè. Íà ðèñ. 1 ââåäåíû òàêæå âå-ëè÷èíû a1 è a2, õàðàêòåðèçóþùèå òîëùèíó ïëàñòè÷åñêèõ ñëîåâ, èóêàçàíî íàïðàâëåíèå èçãèáàþùåãî ïîñòîÿííîãî ìîìåíòà M .3. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ïðè èçãèáå SD-áàëêèÏóñòü âñå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ, êðîìå σx, ðàâíû íóëþ, ïðèýòîì σx ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ôóíêöèåé z. Äëÿ óïðóãîé áàëêè
σx =

M

J
z,ãäå M - èçãèáàþùèé ìîìåíò, J - ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ. Â íàøåìñëó÷àå

J =
2

3
bh3.Ïðè èçãèáå áðóñà â óïðóãîé ñòàäèè, ïðèìåíÿÿ ãèïîòåçó ïëîñêèõñå÷åíèé, âûïèøåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîìïîíåíòîâ äåôîðìàöèè

εx = zκ, εy = εz = −νεx, γxy = γxz = γyz,ãäå κ - êðèâèçíà èçîãíóòîé íåéòðàëüíîé îñè áàëêè. Óñëîâèå÷èñòîãî èçãèáà äàåò íàì âîçìîæíîñòü âûïèñàòü êîìïîíåíòó ïðî-äîëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σx â óïðóãîé ñòàäèè ñîãëàñíî çàêîíó Ãóêà,îñòàëüíûìè êîìïîíåíòàìè íàïðÿæåíèé ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü [4],ïðèíèìàÿ äîïîëíèòåëüíî ãèïîòåçó î ¾íåíàäàâëèâàíèè ñëîåâ¿, êî-òîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèþ 2h = const ïðè äåôîðìèðîâàíèè.
σx = Eεx, σy = σz = τxy = τxz = τyz = 0.Â êà÷åñòâå E èñïîëüçóåì ìîäóëü ïðîäîëüíîé óïðóãîñòè, ðàâíûé

E =
3E0Ec

3E0 + Ec
.Çäåñü E0 - ìîäóëü Þíãà, Ec -ñåêóùèé ìîäóëü â ìîìåíò σx = σe. Âïëàñòè÷åñêîé ñòàäèè äåôîðìèðîâàíèÿ ñëåäóåì òåîðèè èäåàëüíîéïëàñòè÷íîñòè áåç óïðî÷íåíèÿ (σe = const,σs = const) è èñïîëüçóåìóñëîâèå ïëàñòè÷åñêîé íåñæèìàåìîñòè εx + εy + εz = 0.



Óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèé èçãèá SD-áàëîê 53Ââåäåì åùå íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ: Mt - çíà÷åíèå èçãèáàþùå-ãî ìîìåíòàM ïðè ïîÿâëåíèè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé íà íèæíåéïëîñêîñòè áðóñà â îáëàñòè ðàñòÿæåíèÿ, M∗ - çíà÷åíèå èçãèáàþùåãîìîìåíòà ïðè ïîÿâëåíèè ïëàñòè÷íîñòè íà âåðõíåé ïëîñêîñòè áðóñàâ îáëàñòè ñæàòèÿ, Mk - êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå èçãèáàþùåãî ìîìåí-òà, ïðè êîòîðîì âåñü áðóñ ïåðåõîäèò â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå èïåðåñòàåò ñîïðîòèâëÿòüñÿ èçãèáó.
Ðèñ. 2. Ýïþðû íàïðÿæåíèé â ðàçíûõ ÷àñòÿõ áàëêèÏðîöåññ ïîÿâëåíèÿ è ðàçâèòèÿ ïëàñòè÷íîñòè ïðè ÷èñòîì èçãèáåSD-áàëêè ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè ðîñòå èçãèáàþùåãîìîìåíòà äî çíà÷åíèÿ Mt áàëêà äåôîðìèðóåòñÿ óïðóãî è ðàñïðåäå-ëåíèå íàïðÿæåíèÿ σx ïî òîëùèíå ïðîèñõîäèò ïî ëèíåéíîìó çàêîíó(ñì. ðèñ.2 à), çàòåì ïîÿâëÿåòñÿ ïëàñòè÷åñêèé ñëîé íà íèæíåé ïî-âåðõíîñòè áàëêè è ïðè Mt 6 M 6 M∗ ýòîò ñëîé óâåëè÷èâàåòñÿ ïîòîëùèíå (ñì. ðèñ.2 â), äàëåå ïîÿâëÿåòñÿ ñëîé ïëàñòè÷íîñòè íà âåðõ-íåé ïîâåðõíîñòè è îí ðàçâèâàåòñÿ ïî òîëùèíå ïðè M∗ 6 M 6 Mk(ñì. ðèñ.2 ñ). Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ ïîëíûì ïåðåõîäîì âñåé áàëêèâ ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, â ýòîò ìîìåíò M = Mk, z1 + z2 = 0, ÷òîîçíà÷àåò èñ÷åðïàíèå íåñóùåé ñïîñîáíîñòè áàëêè è åå ðàçðóøåíèå.Çàïèøåì ýòî ðàññóæäåíèå â âèäå ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåíèÿ σx.

σe =











σs, åñëè −(h− z0) 6 z 6 −z2

Eεx, åñëè −z2 6 z 6 z1

σe, åñëè z1 6 z 6 h+ z0.

(1)Ðàññìîòðèì ýïþðó íàïðÿæåíèÿ σx â ïðîèçâîëüíîì ñå÷åíèè x



54 Ã.Â. Ïàâèëàéíåíáðóñà M > M∗(ñì. ðèñ.2 c). Ðàâíîâåñèå ýëåìåíòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-íèÿ îçíà÷àåò ðàâåíñòâî çàøòðèõîâàííûõ ïëîùàäåé ñâåðõó è ñíèçóíåéòðàëüíîé îñè. Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî
(2h− a2 − z1 − z2)σe + 0.5z1σe = a2σs + 0.5z2σs. (2)Çàìåòèì, ÷òî ìåæäó âñåìè ââåäåííûìè âåëè÷èíàìè èìååò ìåñòîñîîòíîøåíèå, à èìåííî

z1 + a1 + z2 + a2 = 2h,à â ñëó÷àå M = Mk âûïîëíÿåòñÿ z1 = z2 = 0, z0 = h(d− 1)/(d+ 1).Äàëåå èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå ñëåäóåò èç ïîäîáèÿ òðå-óãîëüíèêîâ, d = z2/z1. Âûðàçèì a2 èç (2)
a2 =

2h

1 + d
− z1(1 + d)

2
. (3)Òåïåðü ìîæíî íàéòè òîëùèíó ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ â îáëàñòè ðàñ-òÿæåíèÿ, à èìåííî,

a1 =
2hd

1 + d
− z1(1 + d)

2
. (4)Òîëùèíû ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé óñòàíîâëåíû â çàâèñèìîñòè îò âå-ëè÷èíû z1. Òåïåðü íàéäåì ñìåùåíèå z0 èç ðàâåíñòâà

h− (a2 + z2) = z0.Îòêóäà
z0 =

h(d− 1)

d+ 1
− z1(d− 1)

2
. (5)Âèäèì, ÷òî ñìåùåíèå íåéòðàëüíîé îñè z0 çàâèñèò ëèíåéíî îòòîëùèíû óïðóãîãî ñëîÿ â îáëàñòè ðàñòÿæåíèÿ z1.Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèÿ σx íà ãðà-íèöå óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè

σx = Eεx = Ez1κ = σe, σx = Eεx = Ez2κ = σs (6)è âûðàçèì z1 è z2;
z1 =

σe

Eκ

, z2 =
σs

Eκ

. (7)



Óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèé èçãèá SD-áàëîê 55Çàïèøåì ìîìåíò â ëþáîì ñå÷åíèè x, èñïîëüçóÿ çàâèñèìîñòè (1)
M = b

(

−
∫

−z2

−h+z0

σszdz +

∫ z1

−z2

Eεxzdz +

∫ h+z0

z1

σezdz

) (8)Ïîäñòàâèì â (8) ñîîòíîøåíèÿ (7). Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé èìååì
M = bσe((h+z0)

2/2−z21/2)+bσs((h−z0)
2/2−z22/2)+bEκ(z31/3+z32/3).(9)Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî íàéòè ìîìåíò íà÷àëà îáðàçîâàíèÿïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè â çîíå ðàñòÿæåíèÿ. Ïðè z1 = z2 = h, Ehκ =

σe èìååì
Mt =

2

3
bh2σe.Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèé ìîìåíò, êîãäà âñÿ ïëà-ñòèíà ñòàíîâèòñÿ ïëàñòè÷åñêîé. Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè z1 = z2 = 0.Òîãäà èç (5) èìååì z0 = h(d−1)/(d+1) è êðèòè÷åñêèé ìîìåíò ðàâåí

Mk =
2bh2dσe

d+ 1
.Íàéäåì ïðîìåæóòî÷íûé ìîìåíò M∗, ïðè êîòîðîì âîçíèêàåò ïëà-ñòè÷íîñòü â çîíå ñæàòèÿ, à â çîíå ðàñòÿæåíèÿ îíà óæå åñòü. Ýòîïðîèñõîäèò ïðè

z2 = h− z0, z0 =
h(1− d)2

(1 + d)2
, z1 =

4h

(1 + d)2
, M∗ =

3d− 1

d+ 1
Mt.Â äèàïàçîíå Mt 6 M 6 M∗ çàâèñèìîñòü z0 îò z1 ïåðåñòàåò áûòüëèíåéíîé è èìååò âèä

z0 = (
√
h−√

z1)
2. (10)Íàïîìíèì, ÷òî ïðè M 6 Mt âûïîëíÿåòñÿ z0 ≡ 0.4. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èçãèáà SD-áàëêèÏåðåõîäèì ê ïîñòðîåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿíàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ïðîãèáà áàëêè â ñëó÷àå, êîãäà èçãèáàþùèé



56 Ã.Â. Ïàâèëàéíåíìîìåíò äîñòàòî÷íî áîëüøîé è â áàëêå îáðàçîâàëèñü äâà ïëàñòè-÷åñêèõ ñëîÿ M∗ 6 M < Mk. Çàâèñèìîñòü êðèâèçíû îò èçãèáàþ-ùåãî ìîìåíòà ìîæíî ïîëó÷èòü èç (9), èñïîëüçóÿ (7) è âûðàæåíèå
d = σs/σe.

κ =

√

K

Mk −M
, (11)ãäå

K =
bσ3

e(1 + d)3

24E2
.Äàëåå èñïîëüçóåì èçâåñòíîå â ëèíåéíîé òåîðèè ñîîòíîøåíèåìåæäó êðèâèçíîé è ïðîãèáîì

κ = −d2w

dx2
(12)Çíàê ¾ìèíóñ¿ âûáðàí ñ ó÷åòîì âûáîðà íàïðàâëåíèÿ îñè z. Â íàøåìñëó÷àå ôóíêöèÿ ïðîãèáà ÿâëÿåòñÿ ¾âûïóêëîé ââåðõ¿, èñõîäÿ èç íà-ïðàâëåíèÿ îñè z, ïîýòîìó åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ, à ñëåäîâàòåëüíî èèçãèáàþùèé ìîìåíò äîëæíû áûòü îòðèöàòåëüíû. Ïîäñòàâèì (12)â (11) è ïðîèíòåãðèðóåì äâàæäû. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èìâûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ïðîãèáà â âèäå

w = −
√

K

Mk −M

x2

2
+ c1x+ c2.Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèéñâîáîäíîãî îïèðàíèÿ

w(L/2) = w(−L/2) = 0, M(L/2) = M(−L/2) = Mè èç óñëîâèÿ ñèììåòðèè çàäà÷è ïðè x = 0

dw

dx
= 0.Èìååì

c1 = 0, c2 =

√

K

Mk −M

L2

8
.



Óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèé èçãèá SD-áàëîê 57Îêîí÷àòåëüíî âûðàæåíèå çàâèñèìîñòè ïðîãèáà w îò x èìååò âèä
w(x) =

√

K

Mk −M

(

−x2

2
+

L2

8

)

.Îïðåäåëèì çàâèñèìîñòü z1 îò M , èñïîëüçóÿ (9)
z1 =

σe

√
Mk −M

E
√
K

.Ïðè èçãèáå áàëêè áåç ó÷åòà ýôôåêòà SD, ò.å. ïðè d = 1, ðåøåíèåóïðîùàåòñÿ. Â ìîíîãðàôèè [4] ïðèâåäåíî óðàâíåíèå ñâÿçè âîçäåé-ñòâóþùåãî ìîìåíòà è òîëùèíû óïðóãîãî ñëîÿ η = z1 = z2 â âèäå
M

Mk
= 1− 1

3

( η

h

)2

.5. ×èñëåííûé ïðèìåð ðàñ÷åòà óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãîèçãèáàÏðîèëëþñòðèðóåì ðåøåíèå çàäà÷è ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì è âû-ÿâèì âëèÿíèå ýôôåêòà SD íà ðàçâèòèå ïëàñòè÷íîñòè, ïðîãèá è ñìå-ùåíèå íåéòðàëüíîé îñè.Ðàñ÷åò â äàííîé çàäà÷å ìîæíî ïðîâîäèòü íåïîñðåäñòâåííî è îá-ðàòíûì ñïîñîáîì, ïðåäëîæåííûì Â.Â.Ñîêîëîâñêèì [5] äëÿ ðàñ÷åòàóïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà êðóãëîé ïëàñòèíû. Ìû çàäàåì âåëè-÷èíû M è d, à çàòåì âû÷èñëÿåì âñå îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå, â òîì÷èñëå ïðîãèá w(x) è ñìåùåíèå z0 íåéòðàëüíîé îñè áàëêè.Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ðàñ÷åòíîãî ïðèìåðà èçãèá áàëêè èç ñòàëèìàðêè À40Õ. Ýòî ïðî÷íàÿ êîíñòðóêöèîííàÿ ñòàëü ñ çàìåòíûìè ðàç-ëè÷èÿìè â ïðåäåëàõ òåêó÷åñòè ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè, êîòîðàÿøèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ñòðîèòåëüñòâå áàëî÷íûõ êîíñòðóêöèé.Ïóñòü ðàçìåðû áàëêè-ïîëîñêè b=1.0 ì,h=0.1 ì, L=10 ì, à ïðî÷-íîñòíûå êîíñòàíòû ìàòåðèàëà σe=760 ÌÏà, E=212 ÃÏà. Ïàðàìåò-ðó d áóäåì ïðèäàâàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå îò 1.0 äî 1.3äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ýôôåêòà SD íà ÍÄÑ áàëêè.



58 Ã.Â. ÏàâèëàéíåíÇíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ, ïðè êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ðàçâèòèå ïëàñòè÷-íîñòè è ïðåäåëüíîãî êðèòè÷åñêîãî ìîìåíòà, êîãäà âñÿ áàëêà ñòà-íîâèòñÿ ïëàñòè÷åñêîé, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ïðå-äåëîâ òåêó÷åñòè d ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ, âõî-äÿùèõ â òàáëèöó, ñîîòíåñåíû ê ìîìåíòó ïîÿâëåíèÿ ïëàñòè÷íîñòè
Mt = 5.07ÌÏà · ì3.Òàáëèöà 1. Âëèÿíèå ïàðàìåòðà d íà âåëè÷èíó ìîìåíòîâ M∗ è Mk

d 1.0 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3

Mt 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
M∗ 1.0 1.05 1.09 1.14 1.18 1.22 1.26
Mk 1.5 1.54 1.57 1.61 1.64 1.66 1.69Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå ïðî÷-íîñòè áàëêè ïðè ó÷åòå ýôôåêòà SD, à èìåííî, ïðè óâåëè÷åíèè ïðå-äåëà òåêó÷åñòè ïðè ñæàòèè íà 30% ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäåëîì òå-êó÷åñòè íà ðàñòÿæåíèå êðèòè÷åñêèé ìîìåíò ïåðåõîäà âñåé áàëêè âïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå âîçðàñòàåò íà 13%.Ïåðåéäåì ê àíàëèçó âåëè÷èíû ñìåùåíèÿ íåéòðàëüíîé îñè èçî-ãíóòîé SD-áàëêè, ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìóëå (5). Â òàáë. 2 íà ïå-ðåñå÷åíèè ñòîëáöîâ è ñòðîê óêàçàíû çíà÷åíèÿ ñìåùåíèÿ z0/h íåé-òðàëüíîé îñè îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ãåîìåòðè÷åñêîé. Âñå âåëè÷èíû,âõîäÿùèå â òàáëèöó, ïðèâîäÿòñÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå.Òàáëèöà 2. Ñìåùåíèå íåéòðàëüíîé îñè îò ñðåäíåé ãåîìåòðè÷åñêîé

z1/h d = 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.30.8 0.0043 0.0076 0.0097 0.0109 0.0111 0.01040.7 0.0068 0.0126 0.0172 0.0209 0.0236 0.02540.6 0.0093 0.0176 0.0247 0.0309 0.0361 0.04040.5 0.0118 0.0226 0.0322 0.0409 0.0486 0.05540.4 0.0143 0.0276 0.0397 0.0509 0.0611 0.07040.3 0.0168 0.0326 0.0472 0.0609 0.0736 0.08540.2 0.0193 0.0376 0.0547 0.0709 0.0861 0.10430.1 0.0218 0.0426 0.0622 0.0809 0.0986 0.1154Àíàëèç òàáë. 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî c ðîñòîì ïàðàìåòðà d ñìåùåíèåðàñòåò. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñîñòàâëÿåò 11.5% ïîëîâèíû òîëùè-íû áàëêè. Òàáë. 2 ïîñòðîåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â áàëêå èìå-



Óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèé èçãèá SD-áàëîê 59þòñÿ ïëàñòè÷åñêèå ñëîè êàê â îáëàñòè ðàñòÿæåíèÿ, òàê è îáëàñòèñæàòèÿ. Â ñëó÷àå îäíîãî ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñëåäóåòèñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (10) â óçêîì äèàïàçîíå z1 îò h äî 2h/(1+d).Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû ðàñ÷åòû ãëóáèí ïëàñòè÷åñêèõ ñëîåâ â çî-íàõ ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ, à òàêæå çíà÷åíèå ìîìåíòà, ïðè êîòîðîìäàííûå ðàçìåðû ðåàëèçóþòñÿ. Ïàðàìåòð d = 1.3. Ìîìåíò M , êàê èâ òàáë. 1 ñîîòíåñåí ê Mt.Òàáëèöà 3. Òîëùèíû ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé
z1/h z2/h z0/h M a1/h a2/h0.7 0.91 0.025 1.295 0.33 0.0650.6 0.78 0.040 1.383 0.44 0.180.5 0.65 0.055 1.460 0.55 0.290.4 0.52 0.070 1.543 0.67 0.410,3 0.39 0.085 1.582 0.79 0.520,2 0.26 0.100 1.626 0.90 0.640,1 0.13 0.115 1.659 1.015 0.75Â ðåçóëüòàòå ñðàâíåíèÿ òîëùèí ïëàñòè÷åñêèõ ñëîåâ ïðè ðàñ-òÿæåíèè è ñæàòèè âèäíî, ÷òî îíè ðàçëè÷àþòñÿ íà 26%. Ïðèâåäåìðàñ÷åòû ïðîãèáà áàëêè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà d ïðè çíà÷åíèèìîìåíòà M = 1.183 · Mt. Çíà÷åíèÿ x è w óêàçàíû â ñàíòèìåòðàõ.Çíà÷åíèÿ w(x) ðàñïîëîæåíû íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê è ñòîëáöîâ.Òàáëèöà 4. Çàâèñèìîñòü ïðîãèáà w(x) îò âåëè÷èíû ýôôåêòà SD

x d = 1.0 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3-500 0 0 0 0 0 0 0-400 20.3 19.9 19.7 19.6 19.6 19.6 19.7-300 36.1 35.5 35.1 34.9 34.8 34.8 35.0-200 47.4 46.5 46.0 45.8 45.7 45.7 45.9-100 54.1 53.2 52.6 52.3 52.2 52.3 52.50 56.4 55.4 54.8 54.5 54.4 54.4 54.6100 54.1 53.2 52.6 52.3 52.2 52.3 52.5200 47.4 46.5 46.0 45.8 45.7 45.7 45.9300 36.1 35.5 35.1 34.9 34.8 34.8 35.0400 20.3 19.9 19.7 19.6 19.6 19.6 19.7500 0 0 0 0 0 0 0



60 Ã.Â. ÏàâèëàéíåíÍàáëþäàåòñÿ íåáîëüøîå (3�5 %) óìåíüøåíèå, à çàòåì óâåëè÷å-íèå ïðîãèáà ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà d. Î÷åâèäíî, ÷òî ýôôåêò SD ãîðàç-äî ñóùåñòâåííåå ñêàçûâàåòñÿ íà âåëè÷èíå ïðåäåëüíûõ ìîìåíòîâ,÷åì íà âåëè÷èíå ïðîãèáà.Ðàññìîòðèì åùå îäèí âàðèàíò ðàñ÷åòà ïðîãèáà ïðè ðàçíûõ dè ïðè M = M∗ äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðîãèáàðàñïîëîæåíû â ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è ñòîëáöà è óêàçàíû â ñàíòè-ìåòðàõ. Òàáëèöà 5. Çàâèñèìîñòü ïðîãèáà w(x) îò M∗

x d = 1.0 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3-500 0 0 0 0 0 0 0-400 16.1 17.0 17.8 18.7 19.5 20.4 21.3-300 28.7 30.1 31.6 33.2 34.7 36.3 38.0-200 37.7 39.6 41.5 43.5 45.6 47.7 49.8-100 43.0 45.2 47.4 49.8 52.1 54.5 56.90 44.8 47.1 49.4 51.8 54.3 56.8 59.3100 43.0 45.2 47.4 49.8 52.1 54.5 56.9200 37.7 39.6 41.5 43.5 45.6 47.7 49.8300 28.7 30.1 31.6 33.2 34.7 36.3 38.0400 16.1 17.0 17.8 18.7 19.5 20.4 21.3500 0 0 0 0 0 0 0Àíàëèç òàáëèö ïîêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå d íà âåëè÷èíóìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ âòîðîé çîíû ïëàñòè÷íîñòè â îáëàñòè ñæàòèÿ èíà ðîñò ïðîãèáà â öåíòðå áàëêè îò 45 äî 59 ñì, ò.å. íà 31%.Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î âëèÿíèè ýôôåêòà SD íà ðè-ñóíêå 1 íà âêëåéêå ïðèâåäåíû ãðàôèêè w(x) ïðè ðàçëè÷íûõ d èäëÿ îäèíàêîâîãî çíà÷åíèÿ ìîìåíòà M = 1.183 ·Mt.Îòìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü ïðîãèáà â öåíòðå áàëêè, èíà÷å ãî-âîðÿ, ñòðåëû ïðîãèáà îò âåëè÷èíû èçãèáàþùåãî ìîìåíòà ÿâëÿåòñÿñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷å-òà, ïðåäñòàâëåííûìè â âèäå ðèñ. 3.Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à îá èçãèáå ïîñòîÿííûì ìîìåíòîì áàëêè,îáëàäàþùåé ýôôåêòîì SD, ìîæåò áûòü ðåøåíà àíàëèòè÷åñêè. Èí-òåðåñíî ñðàâíèòü ýòî ðåøåíèå ñ ðåøåíèåì ÌÊÝ, êîòîðîå ïðîâåäå-íî ñ ïðèìåíåíèåì ïàêåòà ANSYS 13.1. Íà ðèñóíêå 2 íà âêëåéêå
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ñòðåëû ïðîãèáà SD-áàëêè îò èçãèáàþùåãî ìîìåí-òàïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ïî òîëùèíå áàëêè, à íà ðè-ñóíêå 3 íà âêëåéêå ïîêàçàí ïðîãèá áàëêè äëÿ çíà÷åíèÿ d = 1.3 è
M = 1.183 ·Mt.Ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ è ðàñ÷åòîâ â ïàêåòå ANSYSïîêàçûâàåò õîðîøåå ñîâïàäåíèå, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòüè àäåêâàòíîñòü ïðåäëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îïèñàíèÿýôôåêòà SD. Â ÷àñòíîñòè, ðàñõîæäåíèå ïî ðàñ÷åòó ïðîãèáà ñîñòàâ-ëÿåò ìåíåå 2%.6. Çàêëþ÷åíèåÀíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû è ìåòîä ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷èìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá óñïåøíîì ñî÷åòàíèè òåîðåòè÷åñêîé ìàòå-ìàòè÷åñêîé ìîäåëè èçãèáà áàëêè èç ñëîæíîãî ïî ôèçè÷åñêèì ñâîé-ñòâàì ìåòàëëè÷åñêîãî ñïëàâà è âîçìîæíîñòè åãî ÷èñëåííîé ðåàëè-çàöèè. Ðåøåíèå ïðîñòåéøåé çàäà÷è ÷èñòîãî èçãèáà è õîðîøåå ñîâ-ïàäåíèå ðàñ÷åòà ïî àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì è ìåòîäîì ÌÊÝ ïîç-âîëÿåò ðàññìàòðèâàòü áîëåå ñëîæíûå óñëîâèÿ îïèðàíèÿ è íàãðó-



62 Ã.Â. Ïàâèëàéíåíæåíèÿ ñ äîñòàòî÷íîé äîñòîâåðíîñòüþ ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé äàæå âòåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òåîðåòè÷åñêîå ðåøåíèå â âèäå êîíå÷íûõ ôîðìóëÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåäîñòèæèìîé çàäà÷åé.Ëèòåðàòóðà1. Äîííåëë Ë. Ã. Áàëêè, ïëàñòèíû è îáîëî÷êè. Ì.: Íàóêà. 1982. 567 ñ.2. Ohashi Y. E�ects of complicated deformation history on inelasticdeformation behaviour of metals // Memoirs of the Faculty of Engineering.Nagoya University. 1982. Vol. 34. N1. P.1-76.3. Ðûáàêèíà Î. Ã. Êðèòåðèé òåêó÷åñòè àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, îáëàäàþ-ùåãî ýôôåêòîì SD.//Âåñòí. Ëåíèíãð. óí-òà. Èññëåäîâàíèÿ ïî óïðóãîñòèè ïëàñòè÷íîñòè. 1982. �14. C. 132�142.4. Êà÷àíîâ Ë. Ì. Îñíîâû òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè. Ì.: Ãîñòåõèçäàò. 1956.324 ñ.5. Ñîêîëîâñêèé Â.Â. Òåîðèÿ ïëàñòè÷íîñòè. Ì.:Âûñøàÿ øêîëà. 1969. 607 ñ.6. Backofen Walter A. Deformation processing. Addison-Wesley Pub. Co. 1972.326 p. (Ðóññêèé ïåðåâîä: Áåêîôåí Â. Ïðîöåññû äåôîðìàöèè. Ì: Ìåòàë-ëóðãèÿ. 1977. 288 ñ.)7. Òðåùåâ À.À. Àíèçîòðîïíûå ïëàñòèíû è îáîëî÷êè èç ðàçíîñîïðîòèâëÿ-þùèõñÿ ìàòåðèàëîâ. Ì. Òóëà: ÐÀÀÑÍ.ÒóëÃÓ. 2007. 160 ñ.8. Morozov E.M., Parton V.Z. Elastic-plastic Fracture Mechanics. Translatedfrom Russian Hardcover, January 1, 1978, 427 pp.9. Pavilaynen G.V. Elasto-Palstic Deformations of Ribbed Plates. CRMProceedings and Lecture Notes. Amer.Math.Soc.,Providence, R.I.,1993,pp.227�233.10. Pavilaynen G.V. Elastic-plastic deformations of a beam with the SD-e�ect. AIP Conf. Proc. 1648, 300007 (2015); PROCEEDINGS OF THEINTERNATIONAL CONFERENCE ON NUMERICAL ANALYSIS ANDAPPLIED MATHEMATICS 2014 (ICNAAM-2014). Rhodes, Greece



ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈÓÑÒÐÎÉÑÒÂ ÔÈÊÑÀÖÈÈ ÊÎÑÒÍÛÕ ÏÅÐÅËÎÌÎÂÌ. Â. Àðòåìîâà, Ä. À. ÌîðùèíèíàÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè óñòðîéñòâôèêñàöèè ïåðåëîìîâ øåéêè áåäðåííîé êîñòè è äëèííûõ òðóá÷àòûõêîñòåé. Â ïåðâîì ñëó÷àå ôèêñàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñïå-öèàëüíûõ âèíòîâ. Âî âòîðîì � ñ ïîìîùüþ óïðóãîé âñòàâêè. Àíàëèçíàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèé ïðîâåäåí íà îñ-íîâå òåîðèè èçãèáà áàëîê.1. ÂâåäåíèåÏåðåëîìû êîñòåé îïîðíî-äâèãàòåëüíîãî àïïàðàòà ÿâëÿþòñÿ ðàñ-ïðîñòðàíåííûì ïîâðåæäåíèåì. Äîâîëüíî ÷àñòî òðåáóåòñÿ îïåðà-òèâíîå âìåøàòåëüñòâî äëÿ èõ ôèêñàöèè. Ïðè ñðàùåíèè ñëîæíûõïåðåëîìîâ âûïîëíÿþò îñòåîñèíòåç � õèðóðãè÷åñêîå ñîïîñòàâëåíèåè ñîåäèíåíèå îòëîìêîâ äî ïîëíîãî èõ ñðàñòàíèÿ [1]. Ïðè ýòîì ôèê-ñàöèþ îñóùåñòâëÿþò ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûõ àïïàðàòîâ, âèíòîâ,ïëàñòèí èëè ñòåðæíåé; âûáîð çàâèñèò îò õàðàêòåðà è ëîêàëèçàöèèòðàâìû [2].Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà òèïà òðàâì: ïåðåëîìøåéêè áåäðà è äëèííûõ òðóá÷àòûõ êîñòåé. Ïðè ïîâðåæäåíèÿõ øåé-êè áåäðà ïðèíÿòî îñóùåñòâëÿòü ðåïîçèöèþ ïðè ïîìîùè ââåäåíèÿòðåõ ñïîíãèîçíûõ âèíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéñòåðæåíü (äëèíîé 25�100 ìì) ñ ðåçüáîâîé ÷àñòüþ (äëèíîé 16�32ìì) äèàìåòðîì 4,5�6,5 ìì. Êàê ïðàâèëî, âèíòû èçãîòàâëèâàþòñÿèç òèòàíîâûõ ñïëàâîâ [2].Ïî òèïàì ôèêñàöèè äëèííûõ òðóá÷àòûõ êîñòåé îñòåîñèíòåç äå-ëÿò íà íåñêîëüêî âèäîâ: íàðóæíûé ÷ðåñêîñòíûé êîìïðåññèîííî-äèñòðàêöèîííûé è ïîãðóæíîé [1]. Â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçóþò-ñÿ ñïåöèàëüíûå êîíñòðóêöèè, íàïðèìåð, àïïàðàò Ã. À. Èëèçàðîâà(1951 ã.) [1]. Âî âòîðîì ïðèìåíÿþò ïëàñòèíû ñ øóðóïàìè è âèíòàìèèëè ãâîçäè [3]. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôèêñàöèÿ ïåðåëî-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 17 ìàðòà 2015 ã.c© Ì. Â. Àðòåìîâà, Ä. À. Ìîðùèíèíà, 2015



64 Ì. Â. Àðòåìîâà, Ä. À. Ìîðùèíèíàìîâ äëèííûõ òðóá÷àòûõ êîñòåé ñ ïîìîùüþ óïðóãîé âñòàâêè.Íà îñíîâå òåîðèè èçãèáà áàëîê ïðîâîäèòñÿ àíàëèç íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ôèêñàòîðîâ [4, 5].2. Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-ñòîÿíèÿ âèíòà, ïðèìåíÿåìîãî ïðè ôèêñàöèè ïåðå-ëîìîâ øåéêè áåäðåííîé êîñòèÂ êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ôèêñàòîðà ðàññìîòðèì áàë-êó â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò XYZ äëèíîé l ñ êðóãîâûì ñå-÷åíèåì äèàìåòðà d, çàãðóæåííóþ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà-ãðóçêîé q1 èëè q2 (ðèñ. 1).
Ðèñ. 1. Áàëêà çàãðóæåííàÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêîéÄèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èçîãíóòîé îñè áàëêè è êðàåâûåóñëîâèÿ â êàæäîì ñëó÷àå èìåþò âèä [5]:
EIv

(4)
1 (z) = q1, v1(0) = v′1(0) = v′′1 (l) = v′′′1 (l) = 0, (13)

EIv
(4)
2 (z) = q2e(z − l1), v2(0) = v′2(0) = v′′2 (l) = v′′′2 (l) = 0. (14)ãäå v1, v2 � ïðîãèáû;M � ïðîåêöèÿ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â òî÷êå zíà îñü oX ; I � ìîìåíò èíåðöèè ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ áàëêèîòíîñèòåëüíî åãî öåíòðàëüíîé îñè, ïàðàëëåëüíîé oX ; E � ìîäóëüÞíãà; e(z − l1) � åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ èëè ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà [6].Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (13), ïîëó÷àåì ôóíêöèþ ïðîãèáà â ïåð-âîì ñëó÷àå:

v1 =
1

EI

(

q1z
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2
+ Cz +D

)

.
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v1 =

q1z
2l2

24EI

(

z2

l2
− 4z

l
+ 6

)

.Íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì [5]:
σ =

M1y

I
. (15)Ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå [7]:

σ1max =
M1max

W
, (16)ãäå W � ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ñå÷åíèÿ ïðè èçãèáå.Íà îñíîâå ðàâåíñòâ (15), (16) íàõîäèì âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæå-íèÿ

σ1 =
16q1l

2
(

1− z
l

)2

πd3
,

σ1max =
16q1l

2

πd3
. (17)Ðàññìîòðèì òåïåðü áàëêó, çàãðóæåííóþ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-ëåííîé íàãðóçêîé q2 íà îòðåçêå [l1, l] (ðèñ. 1). Íàéäåì ðåøåíèå (14)ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà [8]. Äëÿ ýòîãî ââî-äèì ôóíêöèþ

V2(p) =

∞
∫

0

e−ptv2(z)dt,ãäå p � êîìïëåêñíàÿ, à t � âåùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ. Òîãäà óðàâ-íåíèå (14) â èçîáðàæåíèÿõ V2(p) áóäåò èìåòü âèä
V2(p) =
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e−p(l−l1).Ýòîìó âûðàæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò îðèãèíàë
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66 Ì. Â. Àðòåìîâà, Ä. À. ÌîðùèíèíàÏðèíèìàÿ âî âíèìàíèå êðàåâûå óñëîâèÿ (14) è îñóùåñòâëÿÿíåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàõîäèì:
v2(z) =

q2
24EI

(

(z − l1)
4e(z − l1)− 4z3(l − l1) + 6z2(l2 − l21)

)

.Ñîãëàñíî [5], íàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèå â ñå÷åíèè áàëêè, áóäóòîïðåäåëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå
σ2 =

16q2
(

(z − l1)
2e(z − l1)− 2z(l− l1) + (l2 − l21)

)

πd3
.Ïðîâåäåì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåøåíèé ðàññìîòðåííûõ çàäà÷(ðèñ. 1). Äëÿ ýòîãî ââåäåì ôóíêöèè: v∗1(z) = 24EI

q1l
v1(z), v∗2(z) =
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v2(z), σ∗

1(z) =
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, σ∗

2(z) = σ2(z)
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. Ïîëàãàÿ â íèõ l1 = l
b ,

q2 = bq1, èìååì
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)

,
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(
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b
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(
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(

l2 −
(
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,

σ∗

1(z) =
16l
(

1− z
l

)2

πd3
,

σ∗

2(z) =
16
(

(z − l1)
2e(z − l1)− 2z(l− l1) + (l2 − l21)

)

b(l− l1)πd3
.Íà ðèñ. 6 íà âêëåéêå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ôóíêöèé v∗1(z),

v∗2(z), σ∗

1(z), σ∗

2(z).Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìàê-ñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðîãèáà áàëêè äîñòèãàþòñÿ íà åå êîíöå z = l,íà ïðîòèâîïîëîæíîì (z = 0) âîçíèêàþò íàèáîëüøèå íàïðÿæåíèÿ,ïðè÷åì èõ âåëè÷èíû âî âòîðîì ñëó÷àå (q2) áîëüøå, ÷åì â ïåðâîì(q1). Ïðè l1 → l ðàçëè÷èÿ ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé óìåíüøà-þòñÿ, à ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû (äèàìåòðà âèíòà) íàáëþäàåòñÿ ðîñò(óáûâàíèå) èõ çíà÷åíèé.



Íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè óñòðîéñòâ ôèêñàöèè êîñòíûõ ïåðåëîìîâ 673. Îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âèíòîâ,èñïîëüçóåìûõ ïðè ïåðåëîìàõ øåéêè áåäðà, â çàâè-ñèìîñòè îò íàãðóçêèÑîãëàñíî Õ. À. ßíñîíó [9], ïîêàçàòåëè íàãðóçêè íà òàçîáåäðåí-íûé ñóñòàâ â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:1) ïðè îïîðå íà îáå íîãè � 0, 3P ;2) ïðè îïîðå íà îïåðèðîâàííóþ íîãó � 2, 4P ;3) ïðè ïåðåäâèæåíèè â îáû÷íîì òåìïå ïî ðîâíîé ïîâåðõíîñòè �
2P ;4) ïðè ïîäúåìå è ñïóñêå ïî íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè � 2, 5P ;5) ïðè áûñòðîé õîäüáå � 4, 3P .Çäåñü P � âåñ òåëà áåç îïîðíîé êîíå÷íîñòè. Ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ñè-ñòåìà áåäðî+ãîëåíü+ñòîïû ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 36% ìàññû ÷åëî-âåêà [10].Îïðåäåëèì äèàìåòð âèíòà d, ïðèìåíÿåìîãî ïðè ôèêñàöèè âåð-òåëüíîãî ïåðåëîìà áåäðåííîé êîñòè, èñõîäÿ èç õàðàêòåðèñòèê ìàòå-ðèàëà. Íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì äëÿ èçãîòîâëåíèÿ ôèêñàòîðîâÿâëÿåòñÿ òèòàíîâûé ñïëàâ σpr = 900 ÌÏà [2]. Â ñîîòâåòñòâèè ñôîðìóëîé (17) äëÿ ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîëó÷àåì:

d =

(

16Pl

σprπ

)
1

3

, P = ql.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè äèàìåòðà âèíòà d îò åãîäëèíû l â ñëó÷àÿõ 1-5.Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèôèêñàöèè âåðòåëüíîãî ïåðåëîìà áåäðåííîé êîñòè íåîáõîäèìî ó÷è-òûâàòü èíäèâèäóàëüíûå îñîáåííîñòè ïàöèåíòà (ðàçëè÷íûå òèïûíàãðóçêè). Ïðè âûñîêîé àêòèâíîñòè èëè áîëüøîé ìàññå ðåêîìåí-äóåòñÿ èñïîëüçîâàòü âèíò áîëüøåãî äèàìåòðà.4. Àíàëèç äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ óñòðîéñòâàïðè ôèêñàöèè ïåðåëîìîâ äëèííûõ òðóá÷àòûõ êî-ñòåéÂ êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàññìîòðèì ñâîáîäíî îïåð-òóþ áàëêó äëèíîé l, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ ÷àñòåé, õàðàêòåðèçóþùèõ-
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü äèàìåòðà âèíòà d îò åãî äëèíû lñÿ ðàçíûìè ìîäóëÿìè Þíãà (E1, E2) è ìîìåíòàìè èíåðöèè (I1, I2),íàãðóæåííóþ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé P (ðèñ. 4).
Ðèñ. 4. Ñâîáîäíî îïåðòàÿ áàëêà äëèíîé l, íàãðóæåííàÿ ñîñðåäîòî÷åí-íîé ñèëîéÑîãëàñíî [5], äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èçãèáà áàëêè è êðà-åâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

EIy(4)(x) = q, y(0) = y(l) = y′′(0) = y′′(l) = 0, (18)ãäå y � ïðîãèá.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ òðèó÷àñòêà áàëêè.I. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èçãèáà äëÿ ïåðâîãî ó÷àñòêàèìååò âèä
E1I1y

(4)
1 (x1) = 0. (19)



Íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè óñòðîéñòâ ôèêñàöèè êîñòíûõ ïåðåëîìîâ 69Íàéäåì ðåøåíèå (19) ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèéËàïëàñà [8]. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (19) â èçîáðàæåíèÿõ
Y1(p1) =

y1(0)

p1
+

y′10

p21
+

y′′1 (0)

p31
+

y′′′1 (0)

p41
.Ñäåëàåì çàìåíó: A = y1(0), B = y′1(0), C = y′′1 (0), D = y′′′1 (0).Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå êðàåâûå óñëîâèÿ, íàõîäèì

y1(x1) = Bx1 +D
x3
1

3!
.II. Ðàññìîòðèì âòîðîé ó÷àñòîê, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ñîñðåäî-òî÷åííàÿ ñèëà P . Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

E2I2y
(4)
2 (x2) = Pδ(x2 − l∗).Îñóùåñòâëÿÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàõîäèì:

y2(x2) = y2(0) + y′2(0)x2 + y′′2 (0)
x2
2

2
+ y′′′2 (0)

x3
2

3!
+

+
P

E2I2

(x2 − l∗)3

3!
e(x2 − l∗).Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè, y1(l1) = y2(0), y′1(l1) = y′2(0),

E1I1y
′′

1 (l1) = E2I2y
′′

2 (0), E1I1y
′′′

1 (l1) = E2I2y
′′′

2 (0), èìååì
y2(x2) = Bl1 +D

l31
3!

+

(

B +D
l21
2

)

x2 +
E1

E2

I1
I2

Dl1
x2
2

2
+

+D
E1

E2

I1
I2

x3
2

3!
+

P

E2I2

(x2 − l∗)3

3!
e(x2 − l∗).III. Äëÿ òðåòüåãî ó÷àñòêà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èçãèáàáàëêè èìååò âèä:

E1I1y
(4)
3 (x3) = 0.
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y3(x3) = Bl1 +D

l31
3!

+

(

B +
Dl21
2

)

l2 +
E1

E2

I1
I2

Dl1
l22
2
+

+D
E1

E2

I1
I2

l32
3!

+
P

E2I2

(l2 − l∗)3

3!
+

+

(

B +D
l21
2
+

E1

E2

I1
I2

Dl1l2 +D
E1

E2

I1
I2

l22
2
+

P

E2I2

(l2 − l∗)2

2

)

x3 +

+

(

D(l1 + l2) +
P

E1I1
(l2 − l∗)

)

x2
3

2
+

(

D + P
E1I1

)

x3
3

3!
.Èç êðàåâûõ óñëîâèé y3(l3) = y′′3 (l3) = 0 îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì êî-ýôôèöèåíòû B è D:

B = −D

l

(

l31 + l33
3!

+
l21l2 + l21l3 + l1l

2
3 + l2l

2
3

2

)

−

−D

l

(

E1

E2

I1
I2

(

l1l
2
2 + l22l3
2

+
l32
3!

+ l1l2l3

))

−

− P

lE2I2

(

(l2 − l∗)3

3!
+

(l2 − l∗)2l3
2

)

− P

lE1I1

(

l33
3!

+ (l2 − l∗)
l23
2

)

,

D = − P

E1I1l
(l − l1 − l∗).Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: k = E1

E2

,m = I1
I2
. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíûãðàôèêè ôóíêöèè ïðîãèáà ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ:

l = 100 ìì, l1 = 50 ìì, l2 = 10 ìì, l3 = 40 ìì, l∗ = 7 ìì, E1 =
112 · 106 ÌÏà, d = 6 ìì, P = 900 Í.Êðèâûå 1�5 ñîîòâåòñòâóþò k è m:

1) k = 6,m = 1; 2) k = 12,m = 1; 3) k = 1,m = 5; 4) k = 5,m = 5;
5) k = 3,m = 7.Ïðè äåéñòâèè íà áàëêó ñîñðåäîòî÷åííîãî ìîìåíòà M ïîëó÷åíûàíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû (ðèñ. 6, ðèñ. 7).5. Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëà-
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Ðèñ. 5. Ãðàôèê ôóíêöèè ïðîãèáà áàëêè, íàãðóæåííîé ñîñðåäîòî÷åí-íîé ñèëîé, îò äëèíû l â ñëó÷àÿõ 1�5
Ðèñ. 6. Ñâîáîäíî îïåðòàÿ áàëêà äëèíîé l, íàãðóæåííàÿ ñîñðåäîòî÷åí-íûì ìîìåíòîìñà íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è îá èçãèáå ñâîáîäíî îïåðòîé áàëêè, ñî-ñòîÿùåé èç òðåõ ÷àñòåé, íà êîòîðóþ äåéñòâóåò ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñè-ëà P è ìîìåíò M (ðèñ. 4, ðèñ. 6). Íà îñíîâå ïîñòðîåííûõ ãðàôèêîâ(ðèñ. 5, ðèñ. 7), ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:1) ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîãèáà áàëêè äîñòèãàåòñÿ íà âòîðîìó÷àñòêå ñ ìîäóëåì óïðóãîñòè E2 < E1 è ìîìåíòîì èíåðöèè I2 < I1;2) ñ ðîñòîì çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ k è m âåëè÷èíà ïðîãèáà óâå-ëè÷èâàåòñÿ.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Þ. Ì. Äàëþ è À. À. Ìîðùè-íèíîé çà ñîâåòû è ïîìîùü â ðàáîòå.Ëèòåðàòóðà1. Ñåðãååâ Ñ.Â., Çàãîðîäíèé Í.Â. Ñîâðåìåííûå ìåòîäû îñòåîñèíòåçà êîñòåéïðè îñòðîé òðàâìå îïîðíî-äâèãàòåëüíîãî àïïàðàòà. Ì.: ÐÓÄÍ, 2008. 222
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Ðèñ. 7. Ãðàôèê ôóíêöèè ïðîãèáà áàëêè, íàãðóæåííîé ñîñðåäîòî÷åí-íûì ìîìåíòîì, îò äëèíû l â ñëó÷àÿõ 1�5ñ.2. Àíêèí Ë.Í., Àíêèí Í.Ë. Òðàâìàòîëîãèÿ. Åâðîïåéñêèå ñòàíäàðòû. Ì.:Ìåäýêñïðåññ-èíôîðì, 2005. 496 ñ.3. Ðåâåíêî Ò.À., Ãóðüåâ Â.Í., Øåñòåðíÿ Í.À. Àòëàñ îïåðàöèé ïðè òðàâìàõîïîðíî-äâèãàòåëüíîãî àïïàðàòà. Ì.:Ìåäèöèíà, 1979. 568 ñ.4. Ïàïêîâè÷ Ï.Ô. Òðóäû ïî ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêå êîðàáëÿ. Ë.:Ñóäïðîãèç,Òîì 1, 1962. 576 ñ.5. Êîðîòêèí ß.È., Ëîêøèí À.Ç., Ñèâåðñ Í.Ë.Èçãèá è óñòîé÷èâîñòü ñòåðæ-íåé è ñòåðæíåâûõ ñèñòåì (ñòðîèòåëüíàÿ ìåõàíèêà êîðàáëÿ). Ì.: Ìàøãèç,1953. 517 ñ.6. Ëàâðåíòüåâ Ì.À., Øàáàò Á.Â. Ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèè êîìïëåêñíîãîïåðåìåííîãî. Ì.:Íàóêà, 1965. 737 ñ.7. Áåëÿåâ Í.Ì. Ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëîâ. Ì.:ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 1965. 856 ñ.8. Äàëü Þ.Ì. Î ðåøåíèè íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõà-íèêè îïåðàöèîííûì ìåòîäîì // Âåñòí. Ñ.-Ïåòåðáóðã. óí-òà. Ñåð. 10. Ïðè-
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ÀÍÀËÈÇ ÊÎËÅÁÀÍÈÉÐÀÑÒßÍÓÒÎÃÎ ÑÒÅÐÆÍß ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÌ ÈÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÌÅÒÎÄÀÌÈÀ.Ê.ÁàáèíÐàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êîëåáàíèè ðàñòÿíóòîãî æåñòêî çàäåëàííî-ãî ñòåðæíÿ. Ïðè ÷èñëå âîëí ðàâíîì 1 è 5 ïîëó÷åíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå,ðåøåíèå ïî ïåðâîìó è âòîðîìó ïðèáëèæåíèþ ìåòîäà Âèøèêà è Ëþñòåð-íèêà è ðåøåíèå ïî ìåòîäó äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà. Íà îñíîâåïîëó÷åííûõ äàííûõ ïðîâîäèòñÿ îöåíêà îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ïåðâîãîè âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà è ìåòîäà äèíàìè-÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà. Äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà âîëí ïîëó÷åíî óìåíüøå-íèå îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà, è óâåëè÷åíèåîáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êîëåáàíèè ðàñòÿíóòîãî æåñòêî çà-êðåïëåííîãî ñòåðæíÿ. Íà îñíîâå ýòîé çàäà÷è, èìåþùåé èçâåñòíîå÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïðîâîäèòñÿ îöåíêà îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ìå-òîäîâ Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà è äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà.Óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñòåðæíÿ èìååò âèä [1]:
∂2

∂x2

(

EJ
∂2w

∂x2

)

+ ρS
∂2w

∂t2
− T

∂2w

∂x2
= 0.ÇäåñüE � ìîäóëü óïðóãîñòè ñòåðæíÿ, J � ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ,

EJ � æ¼ñòêîñòü íà èçãèá, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, S � ïëîùàäüïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, T � ñèëà íàòÿæåíèÿ, w � ïðîãèá. Ðåøåíèåëèíåéíîé çàäà÷è èùåòñÿ â âèäå:
w(x, t) = X(x) sinωt.Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò 15�01�06311).Äîêëàä íà ñåìèíàðå 28 àïðåëÿ 2015 ã.c© À.Ê.Áàáèí, 2015
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X(x):

EJXIV − ω2ρSX − TX ′′ = 0. (1)Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:
X(0) = X(l) = X ′(0) = X ′(l) = 0,ãäå l � äëèíà ñòåðæíÿ.Ïðèìåì x̄ = x/l, è ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíîìó âèäó. Â äàëüíåé-øåì èçëîæåíèè áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå x âìåñòî x̄. Â ýòîìñëó÷àå çàäà÷à èìååò âèä:






XIV − ω2 ρSl
4

EJ
X − T l2

EJ
X ′′ = 0.

X(0) = X(1) = X ′(0) = X ′(1) = 0.2. ×èñëåííîå ðåøåíèå.Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèþ (1)èìååò âèä
λ4 − λ2

(

T l2

EJ

)

− ρSω2l4

EJ
= 0.Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

λ2
1 =

T l2/EJ +
√

T 2l4/(EJ)2 + 4ρSω2l4/EJ

2
,

−λ2
2 =

T l2/EJ −
√

T 2l4/(EJ)2 + 4ρSω2l4/EJ

2
.Ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

X(x) = C1 sinλ2x+ C2 cosλ2x+ C3 chλ1x+ C4 shλ1x,Êîíñòàíòû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
X(0) = 0 =⇒ C3 = −C2.
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X ′(0) = 0 =⇒ C4 = −C1

λ2

λ1
.

X(1) = 0 =⇒ C1 sinλ2 + C2 cosλ2 − C2 chλ1 + C4 shλ1 = 0.

X ′(1) = 0 =⇒ λ2C1 cosλ2−λ2C2 sinλ2−λ1C2 shλ1−λ1C1
λ2

λ1
chλ1 = 0.Òîãäà

C2 = C1

(

λ2

λ1
shλ1 − sinλ2

)

/ (cosλ2 − chλ1)È äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òî-áû
2λ2λ1 (1− chλ1 cosλ2) + shλ1 sinλ2

(

λ2
1 − λ2

2

)

= 0.Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòû êîëåáàíèé ðàñòÿíóòîãî æ¼ñòêî çàêðåï-ë¼ííîãî ñòåðæíÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ










































2l2ω√
EJ

√

ρS (1− cosλ2chλ1) +
T l2

EJ
shλ1 sinλ2 = 0,

λ2
1 =

l2T

2EJ

[

1 +

√

1 +
4ω2ρSEJ

T 2

]

,

λ2
2 =

l2T

2EJ

[

−1 +

√

1 +
4ω2ρSEJ

T 2

]

.

(2)
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: êîãäà îòíîøåíèå EJ/l2T ìåíüøå èáîëüøå 1. Ââåä¼ì 2 áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðà µ è ε, êàæäûé èç êîòî-ðûõ ìåíÿåòñÿ â ïðîìåæóòêå [0, 1]: µ2 = EJ/l2T , ε = 1/µ. Îáîçíà÷èì

Λ = ρSω2l2/T , òîãäà óðàâíåíèå (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåìâèäå






























2
√
Λ (1− cosλ2chλ1) +

1

µ
shλ1 sinλ2 = 0,

λ2
1 =

1

2µ2

[

1 +
√

1 + 4Λµ2
]

,

λ2
2 =

1

2µ2

[

−1 +
√

1 + 4Λµ2
]

.

(3)



Àíàëèç êîëåáàíèé ðàñòÿíóòîãî ñòåðæíÿ... 77Äëÿ ε2 = l2T/EJ , ïðè A = ρSω2l4/EJ , ïîëó÷èì


































2
√
A (1− cosλ2chλ1) + ε2shλ1 sinλ2 = 0,

λ2
1 =

ε2

2

[

1 +

√

1 +
4A

ε4

]

,

λ2
2 =

ε2

2

[

−1 +

√

1 +
4A

ε4

]

.

(4)×àñòîòû êîëåáàíèé ìîæíî íàéòè ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâ-íåíèé (3) è (4).3. Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà.Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà áûë ðàçðàáîòàí Â.Â.Áîëîòèíûì [3, 4, 5, 6]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå, âêîòîðîì âñå ÷ëåíû èìåþò îäèíàêîâûé àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðÿäîê.Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà óïðîù¼ííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ò.å. óðàâ-íåíèå (1) ïðè T = 0 [7]:
XIV − a2ω2X = 0, (5)çäåñü a2 = Sρl4

EJ .Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à äëÿ øàðíèðíî îïåðòîãî ñòåðæíÿ èìååòòî÷íîå ðåøåíèå
Xn(x) = sinπnx.Â ýòîì ñëó÷àå áåçðàçìåðíàÿ äëèíà âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ n-îéôîðìå êîëåáàíèé, ñîñòàâëÿåò 1/n.Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âäàëè îò ãðàíèö ôîðìà ïðîãèáàäëÿ æåñòêî îïåðòîãî ñòåðæíÿ áóäåò ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò ôîðìûäëÿ øàðíèðíî îïåðòîãî ñòåðæíÿ, ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ðåøåíèåçàäà÷è î êîëåáàíèÿõ æåñòêî çàêðåïëåííîãî ñòåðæíÿ (5) â âèäå X =

X1 +X2, ãäå
d2X1

dx2
+ aωX1 = 0

d2X2

dx2
− aωX2 = 0



78 À.Ê. ÁàáèíÏðè ýòîì ôóíêöèÿ X1 îïèñûâàåò îñíîâíûå êîëåáàíèÿ
aω =

(

π

λx

)2

, X1(x) = sin
π(x − x0)

λx
.Çäåñü x0 � íåèçâåñòíûé ñäâèã ïî ôàçå, λx � äëèíà âîëíû.Óðàâíåíèå

d2X2

dx2
−
(

π

λx

)2

X2 = 0,èñïîëüçóåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëîâ êðàåâîãî ýôôåêòà:
X2 = C1e

−πx/λx + C2e
−π(x−l)/λx ,Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû.

x = 0 : X1(0) +X2(0) = X ′

1(0) +X ′

2(0) = 0,

x = 1 : X1(1) +X2(1) = X ′

1(1) +X ′

2(1) = 0,Òî åñòü ïðè x = 0

C1 − sin

(

πx0

λx

)

= 0, C1 − cos

(

πx0

λx

)

= 0,à ïðè x = 1

C2 + sin

(

π(1− x0)

λx

)

= 0, C2 + cos

(

π(1− x0)

λx

)

= 0.Ïîëó÷àåì 4 óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî 4 íåèçâåñòíûõ: λx, x0, C1, C2.Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé èìååì:
tg

(

πx0

λx

)

= 1

πx0

λx
=

π

4
+ πk, èëè x0 = λx

(

1

4
+ k

)

;Àíàëîãè÷íî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïðàâîì êîíöå ñòåðæíÿïîëó÷àåì:
π(1− x0)

λx
=

π

4
+ πn;

1

λx
− 1

4
− n =

1

4
+ k;
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λx =

1

1/2 +m
,ãäå m = k + n.Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòà êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ìîæåò áûòü îïðå-äåëåíà èç ðàâåíñòâà

ωn =
π2 (n+ 1/2)

2

al2
.Òåïåðü ïóñòü T 6= 0, â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä

XIV − ε2X ′′ − a2ω2X = 0,ãäå a2 = Sρl4/(EJ).Ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â ýòîì ñëó÷àåèìååò êîðíè
λ2 =

ε2

2
±
√

ε4

4
+ a2ω2.à ÷àñòîòû êîëåáàíèé øàðíèðíî îï¼ðòîãî ñòåðæíÿ èìåþò âèä

ω2
n =

EJ

ρS

π4n4

l4
+

T

EJ

EJ

ρS

π2n2

l2
=

EJπ4n4

ρSl4
·
(

1 +
T l2

EJn2
l2
)

.Ôîðìà êîëåáàíèé â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä
X = sinλx, λ = πn.Â ñëó÷àå æåñòêî îï¼ðòîãî ñòåðæíÿ îñíîâíîå ðåøåíèå èùåì, êàêè ðàíüøå, â âèäå X = X1 +X2

X1 = sin
π(x − x0)

λx
.Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ λ2

1 > 0, à λ2
2 = −Λ̄2 < 0, òîãäà

d2X1

dx2
+ λ2

1X1 = 0,
d2X2

dx2
+ λ2

2X2 = 0.
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X2 = C1e

−Λ̄x + C2e
Λ̄(x−1),

λ2
1 =

(

π

λx

)2

,
ε2

2
+

√

ε2

4
+ a2ω2

n =

(

π

λx

)2

,èëè
a2ω2

n =

(

π

λx

)4

− ε2
(

π

λx

)2

.Âûðàæåíèÿ äëÿ λ̄x, C1, C2, x0 íàéä¼ì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Íà ëåâîì êðàþ
X(0) = C1 − sin

πx0

λx
= 0, X ′(0) = −C1Λ̄ +

π

λx
cos

πx0

λx
= 0,è òàêèì îáðàçîì,

tg
πx0

λx
=

π

λx
· 1
Λ̄
,à èç óñëîâèé ñïðàâà

C2 − sin
π(1 − x0)

λx
= 0 C2Λ̄− π

λx
cos

π(1− x0)

λx
= 0,Òàêèì îáðàçîì, äëÿ áåçðàçìåðíîé äëèíû âîëíû λx è ñäâèãà ïîôàçå x0 èìååì 2 óðàâíåíèÿ:

tg
πx0

λx
=

π

λx
· 1
Λ̄
, (6)

tg
π(1 − x0)

λx
=

π

λx
· 1
Λ̄
. (7)Èç óðàâíåíèé (6) è (7) ìîæíî ïîëó÷èòü

1− x0

λx
=

x0

λx
+ k ⇒ 1− 2x0 = kλx,è

tg
πx0

λx
=

(
√

1 +
ε2λ2

x

π2

)

−1

≈ 1− ε2λ2
x

2π2
.



Àíàëèç êîëåáàíèé ðàñòÿíóòîãî ñòåðæíÿ... 81Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà âîëí äëèíà âîëíû êîëåáàíèé ñòàíîâèò-ñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé, ïîýòîìó (ε2λ2
x

)

/π2 � 1 è ïðèâåä¼ííîå âûøåóðàâíåíèå ìîæíî ðåøàòü àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì [2].Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
πx0

λx
=

π

4
+ πm =⇒ x0

λx
=

1

4
+m.Åñëè ïðåäñòàâèòü πx0/λx â âèäå πx0/λx = π/4 + δ, òî òîãäàìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî δ = −ε2λ2

x/4π
2.Äëÿ ÷àñòîòû ñòåðæíÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååì

ω2
n =

π4EJ

ρl4

(

1

2
+ n

)4

+
π2T

EJ

(

1

2
+ n

)2

.Äëÿ óðàâíåíèÿ
−µ2XIV +X ′′ + ΛX = 0,ïîëó÷àåì ðåøåíèå

Λ = µ2
(π

2
+ πn

)4

+
(π

2
+ πn

)2

. (8)4. Ðåøåíèå ïî ìåòîäó Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà.Ìåòîä Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà ïîìîãàåò îïðåäåëÿòü ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ è ôóíêöèè â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíî-âîçìóù¼ííîãî äèôôåðåí-öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.Ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî ìåòîäó Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà ïðèâå-äåíà â [2].Äëÿ çàäà÷è Aµ:
−µ2XIV +X ′′ + ΛX = 0, (9)

X(0) = X(1) = X ′(0) = X ′(1) = 0,äîïîëíèòåëüíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä
−λ2 + 1 = 0.
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d2X0

dx2
+ Λ0X0 = 0, X0(0) = X0(1) = 0.

X = A sin
√
Λx+B cos

√
Λx.

Λ0 = n2π2, X0 = sinnπx, n = 1, 2, ...Ðåøåíèå çàäà÷è Aµ â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî ìåòîäó Âèøèêàè Ëþñòåðíèêà ìîæíî èñêàòü â âèäå
X(x) = X0(x) + µZ

(1)
0

(

x

µ

)

+ µZ
(2)
0

(

1− x

µ

)

,Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè x = 0: X(0) = 0; X ′(0) = 0, òîãäà
X ′

0(0) + Z
(1)′
0 (0) = 0, ò.å. πn + Z

(1)′
0 (0) = 0. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿïðîèçâîäíûõ îò X â (9), è, ïðèðàâíèâàÿ ÷ëåíû ïðè íàèìåíüøèõñòåïåíÿõ µ, ïîëó÷èì:

1

µ
Z

(1)′′′′
0 (η1) +

1

µ
Z

(1)′′
0 (η1) = 0, ãäå η1 =

x

µ
.Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

Z
(1)
0 (η1) = C1 + C2η1 + C3e

η1 + C4e
−η1 .Êîíñòàíòû C1 = C2 = C3 = 0, òàê êàê

Z
(1)
0 (η1) −→ 0, ïðè η1 −→ ∞,Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ X ′(0) = 0 ñëåäóåò, ÷òî C4 = πn. Àíàëîãè÷-íî, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ äëÿ η2 = (1− x)/µ, ïîëó÷èì:

Z
(1)
0 (η1) = πne−η1 , Z

(2)
0 (η2) = (−1)n+1πne−η2 .Åñëè ïîäñòàâèòü Λ = Λ0 +µΛ1 è X(x) = X0(x) +µX1(x) â óðàâ-íåíèå (9), îñòàâèòü òîëüêî ÷ëåíû ïðè µ, òî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

d2X1

dx2
+ Λ0X1 = −Λ1X0, ãäå X0(x) = sinnπx, Λ0 = n2π2.



Àíàëèç êîëåáàíèé ðàñòÿíóòîãî ñòåðæíÿ... 83Ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è X1 îäí(x) = C1 sinπnx+C2 cosπnx.×àñòíîå ðåøåíèå X1 ÷àñò(x) = Λ1x cosπnx/2πn. Òîãäà X1(x) =
X1 îäí(x) +X1 ÷àñò(x).Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷àåì

X(0) = 0 ⇒ X1(0) + Z
(1)
0 (0) = 0 ⇒ C2 + πn = 0 ⇒ C2 = −πn.

X(1) = 0 ⇒ X1(1) + Z
(2)
0 (0) = 0 ⇒ Λ1 = 4π2n2.À ñîñòàâëÿþùàÿ X1(x) ðàâíà

X1(x) = −πn cosπnx+ 2πnx cosπnx.Ñîáñòâåííîå ÷èñëî Λ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
Λ = n2π2 + 4µn2π2. (10)Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì ãðàíè÷íûì óñëî-âèÿì â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, èìååò âèä

X(x) = sinnπx+ µ (−πn cosπnx+ 2πnx cosπnx) + µπne−η1+

µ(−1)n+1πne−η2 +O(µ2).Ðàññìîòðèì âòîðîå ïðèáëèæåíèå ìåòîäà Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà.Ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñêàòü â âèäå
X(x) = X0(x)+µX1(x)+µZ

(1)
0

(

x

µ

)

+µZ
(2)
0

(

1− x

µ

)

+µ2Z
(1)
1

(

x

µ

)

+

+µ2Z
(2)
1

(

1− x

µ

)

,Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè x = 0 X ′(0) = 0, òîãäà X ′

1(0) +

Z
(1)′
1 (0) = 0, ò.å. 2πn+Z

(1)′
0 (0) = 0. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîä-íûõ îò X â (9), è, ïðèðàâíèâàÿ ÷ëåíû ïðè íàèìåíüøèõ ñòåïåíÿõ µ,ïîëó÷èì:

1

µ
Z

(1)′′′′
1 (η1) +

1

µ
Z

(1)′′
1 (η1) = 0, ãäå η1 =

x

µ
.
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Z

(1)
1 (η1) = C1 + C2η1 + C3e

η1 + C4e
−η1 .Êîíñòàíòû C1 = C2 = C3 = 0, òàê êàê

Z
(1)
1 (η1) −→ 0, ïðè η1 −→ ∞,Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ X ′(0) = 0 ñëåäóåò, ÷òî C4 = 2πn. Àíàëîãè÷-íî, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ äëÿ η2 = (1− x)/µ, ïîëó÷èì:

Z
(1)
1 (η1) = 2πne−η1 , Z

(2)
1 (η2) = (−1)n+12πne−η2 .Åñëè ïðåäñòàâèòü Λ â âèäå Λ = Λ0 + µΛ1 + µ2Λ2 è X(x) =

X0(x) + µX1(x) â óðàâíåíèå (9), îñòàâèòü òîëüêî ÷ëåíû ïðè µ2, òîïîëó÷àåì óðàâíåíèå
d2X2

dx2
+ Λ0X2 = −Λ2X0 − Λ1X1 +

d4X0

dx4
, (11)ãäå X0(x) = sinnπx, Λ0 = n2π2, X1(x) = −πn cosπnx +

2πnx cosπnx, Λ1 = 4π2n2.Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) â âèäå
X2(x) = C1 sinπnx+ C2 cosπnx+ C3x

2 sinπnx+ C4 sinπnx+

+C5x cosπnx+ C6x
2 cosπnx.Ïîäñòàâëÿÿ X2(x), X1(x), X0(x),Λ0,Λ1 â óðàâíåíèå (11) ìîæíîïîëó÷èòü

C6 = 0, C3 = −2π2n2, C4 = 2π2n2, C5 =
Λ2

2πn
− pi3n3

2
− 2πn.Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

X(0) = 0 ⇒ X2(0) + Z
(1)
1 (0) = 0 ⇒ C2 + 2πn = 0 ⇒ C2 = −2πn.

X(1) = 0 ⇒ Λ2 = 12π2n2 + π4n4.
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X2(x) = 2π2n2(x− x2) sinπnx+ πn(2x− 1) cosπn.È ñîáñòâåííîå ÷èñëî Λ âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ðàâíî

Λ = n2π2 + 4µn2π2 + µ2
(

12n2π2 + n4π4
)

. (12)5. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðè ÷èñëå âîëí n=1 è n=5.Â òàáëèöàõ 1 è 2 è íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ñðàâíåíèÿ ÷àñòîò, ïî-ëó÷åííûõ ÷èñëåííî, ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà èìåòîäîì Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà, äëÿ ðàçíûõ µ ïðè n = 1 è n = 5.
Λ÷èñë � ÷àñòîòà, ïîëó÷åííàÿ ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (3),
ΛÂèË1 � ÷àñòîòà, ïîëó÷åííàÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (10),ΛÂèË2 �÷àñòîòà, ïîëó÷åííàÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (12), ΛÄÊÝ � ÷àñòî-òà, ïîëó÷åííàÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (8). Λ = ρSω2l2/T, µ2 =
EJ/l2T .

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ÷àñòîò êîëåáàíèé Λ÷èñë,ΛÂèË è ΛÄÊÝ îò µ =
0...0.7 ïðè ÷èñëå âîëí n = 1 (ñëåâà) è n = 5 (ñïðàâà)Åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ïî ìå-òîäó Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà, òî ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè n = 1 è
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ìåòîäà äèíàìè÷åñêî-ãî êðàåâîãî ýôôåêòà îò ÷èñëà âîëí n ïðè µ = 0.005.
µ < 0.17 áëèæå ê òî÷íîìó ýòî ðåøåíèå, à ïðè µ > 0.17 áîëåå òî÷íûìÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ïî ìåòîäó äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà. Ïðè
µ = 0.17 ïîãðåøíîñòè êàê ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïî ïåðâîìó ïðè-áëèæåíèþ ìåòîäà Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà, è ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííîãîïî ìåòîäó äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà, ðàâíû 37.44%.Åñëè ó÷èòûâàòü âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó Âèøè-êà è Ëþñòåðíèêà, òî ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè n = 1 è µ < 0.24áëèæå ê òî÷íîìó ýòî ðåøåíèå, à ïðè µ > 0.24 áîëåå òî÷íûì ÿâ-ëÿåòñÿ ðåøåíèå ïî ìåòîäó äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà. Ïðè
µ = 0.17 ïîãðåøíîñòè êàê ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïî âòîðîìó ïðè-áëèæåíèþ ìåòîäà Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà, è ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííîãîïî ìåòîäó äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà, ðàâíû 22.89%.Ïðè n = 5 è µ = 0.02351 ïîãðåøíîñòè, è ðåøåíèÿ, ïîñòðîåí-íîãî ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ìåòîäà Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà, èðåøåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïî ìåòîäó äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåê-òà ðàâíû 12.6%.Ïðè n = 5 µ = 0.0533 ïîãðåøíîñòè, è ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïîâòîðîìó ïðèáëèæåíèþ ìåòîäà Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà, è ðåøåíèÿ,ïîñòðîåííîãî ïî ìåòîäó äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà ðàâíû
7.9%.Ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü è äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé n. Ââîäÿ îáîçíà-



Àíàëèç êîëåáàíèé ðàñòÿíóòîãî ñòåðæíÿ... 87Òàáëèöà 1. Ñðàâíåíèå ÷àñòîò êîëåáàíèé ïðè n = 1, ïîëó÷åííûõ÷èñëåííî, ïî ìåòîäó Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà è ìåòîäîìäèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà.
µ ε Λ÷èñë ΛÂèË1 ΛÂèË2 ΛÄÊÝ0.005 200 10.073 10.067 10.072 22.2190.00625 160 10.125 10.116 10.125 22.2260.01 100 10.288 10.264 10.286 22.2560.02 50 10.752 10.659 10.746 22.4040.04 25 11.847 11.449 11.794 22.9960.08 12.5 14.837 13.028 14.409 25.3630.1 10 16.804 13.818 15.976 27.1380.125 8 19.759 14.804 18.177 29.9120.17 5.895 26.485 16.568 22.781 36.4020.24 4.1075 41.855 19.481 32.274 51.4350.4 2.5 92.347 25.661 60.196 101.108Òàáëèöà 2. Ñðàâíåíèå ÷àñòîò êîëåáàíèé ïðè n = 5, ïîëó÷åííûõ÷èñëåííî, ïî ìåòîäó Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà è ìåòîäîìäèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà.

µ ε Λ÷èñë ΛÂèË1 ΛÂèË2 ΛÄÊÝ0.005 200 253.308 251.675 253.271 300.7840.008 125 258.872 254.636 258.722 304.2610.01 100 263.286 256.609 262.994 307.4690.02351 42.535 308.883 269.943 305.23 347.8220.04 25 404.782 286.219 388.365 441.1720.05 20 485.679 296.088 455.692 521.3940.0533 18.75 516.531 299.378 480.969 552.0930.067 15 659.552 312.537 596.278 694.713÷åíèå C = (ΛÄÊÝ − Λ÷èñë) /Λ÷èñë, ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿîòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè (C) îò ÷èñëà âîëí (n) ïðè µ = 0.05,ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 2.Âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãîìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà, ñ ðîñòîì ÷èñëà âîëíóìåíüøàåòñÿ.Íàäî îòìåòèòü, ÷òî âñå ñîîòíîøåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáî-òå, ñïðàâåäëèâû, åñëè äëèíà âîëíû ñóùåñòâåííî áîëüøå ðàçìåðîâïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ò.å. ïðè 1/n �
√

S/l2.



88 À.Ê. Áàáèí6. Çàêëþ÷åíèå.Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î êîëåáàíèè ðàñòÿíóòîãî æ¼ñòêî çàêðåïëåí-íîãî ñòåðæíÿ. Äëÿ äàííîé çàäà÷è ïðè ÷èñëå âîëí n = 1 è n = 5ñðàâíèâàþòñÿ1) ÷èñëåííîå ðåøåíèå,2) ðåøåíèå ïî ïåðâîìó è âòîðîìó ïðèáëèæåíèþ ìåòîäà Âèøèêàè Ëþñòåðíèêà,3) ðåøåíèå ïî ìåòîäó äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà.Ïðîâåäåíà îöåíêà îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî ïðè-áëèæåíèÿ ìåòîäà Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà è ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãîêðàåâîãî ýôôåêòà.Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü ïðè ìàëîì µ ëó÷øå ðàáîòàåò ìå-òîä Âèøèêà è Ëþñòåðíèêà, ñîçäàííûé äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî-âîçìóù¼ííûõ óðàâíåíèé, íî ïðè óâåëè÷åíèè µ ìåòîä Âèøèêà èËþñòåðíèêà ðàáîòàåò âñ¼ õóæå ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì äèíàìè-÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà. Ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà Âèøèêà è Ëþ-ñòåðíèêà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìîæíî ïîëó÷àòü â òåîðèè ñêîëüóãîäíî òî÷íîå ïðèáëèæåíèå, íî, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ñëîæ-íîñòü ïîëó÷åíèÿ òîãî èëè èíîãî ïðèáëèæåíèÿ çíà÷èòåëüíî ïîâû-øàåòñÿ. ×åì áîëüøå ÷èñëî âîëí n, òåì â áîëåå øèðîêîì äèàïàçîíåïàðàìåòðîâ áîëåå òî÷íûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïî ìåòîäóäèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà.Ëèòåðàòóðà1. Áèäåðìàí Â. Ë. Òåîðèÿ Ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, Ì., Âûñøàÿ øêîëà,1980, 408.2. Áàóýð Ñ.Ì., Ñìèðíîâ À.Ë.,Òîâñòèê Ï.Å., Ôèëèïïîâ Ñ.Á. Àññèìïòîòè-÷åñêèå ìåòîäû â ìåõàíèêå òâ¼ðäîãî òåëà, Ì.-È.: ÍÈÖ Ðåãóëÿðíàÿ è õà-îòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé 2007. 3603. Áîëîòèí Â.Â. Àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä â òåîðèè êîëåáàíèé óïðóãèõ ïëà-ñòèí è îáîëî÷åê, Òð. êîíô. ïî òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê 1961, âûïóñê1, 21�254. Áîëîòèí Â.Â. Äèíàìè÷åñêèé êðàåâîé ýôôåêò ïðè êîëåáàíèÿõ ïëàñòè-íîê. Èíæ. ñáîðí., ò.31, Èçä. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1960.5. Áîëîòèí Â.Â. Êðàåâîé ýôôåêò ïðè êîëåáàíèÿõ óïðóãèõ îáîëî÷åê. Ïðè-êë. ìàòåì. ìåõ., ò.24, �5 Èçä. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1960.



Àíàëèç êîëåáàíèé ðàñòÿíóòîãî ñòåðæíÿ... 896. Êóäðÿâöåâ Å.Ï. Î âëèÿíèè ñäâèãîâ è èíåðöèè âðàùåíèÿ íà èçãèáíûåêîëåáàíèÿ óïðóãèõ ñòåðæíåé. Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ, ÎÒÍ, Ìåõàíèêà èìàøèíîñòðîåíèå, �5, 1960.7. Îáðàçöîâ È.Ô., Íåðóáàéëî Á.Â., Àíäðèàíîâ È.Â. Àñèìïòîòè÷å-ñêèå ìåòîäû â ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêå òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé,Ì.,Ìàøèíîñòðîåíèå, 1991, 429.



ÐÅÇÞÌÅ ÄÎÊËÀÄÎÂ, ÍÅ ÂÎØÅÄØÈÕ Â ÑÁÎÐÍÈÊÎñåñèììåòðè÷íûå äåôîðìàöèè îðòîòðîïíîãî ñôåðè÷åñêîãîñëîÿ ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ.À.Ë. Ñìèðíîâ è Ñ.Ì. ÁàóýðÄîêëàä íà ñåìèíàðå 9 ñåíòÿáðÿ 2014 ã.Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ çàäà÷à î äåôîðìàöèè òðàíñâåðñàëüíî èçî-òðîïíîãî ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâ-ëåíèÿ. Òàêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà, íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ èçìå-íåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âíåøíåé îáîëî÷êè ãëàçà ïðèââåäåíèè âíóòðèãëàçíûõ èíúåêöèé. Äëÿ èçîòðîïíîãî ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ ýòà çà-äà÷à èçâåñòíà êàê çàäà÷à Ëàìå. Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî ñëîÿ àíàëèòè-÷åñêîå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî ðàíåå, íî ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå äåôîðìàöèè,îêàçûâàþòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêè è äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ñëîÿ íàåãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå óäîáíåå èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè-÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðèäåôîðìàöèè ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ, åãî îò-íîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ìåíÿåòñÿ òåì áîëüøå, ÷åì ìåíüøå òîëùèíà ñëîÿ. Èçìåíå-íèå òîëùèíû ñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè ïðè óâåëè÷åíèè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ,êàê îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ñîãëàñóåòñÿ ñ èìåþ-ùèìèñÿ äàííûìè î òîì, ÷òî ïðè ãëàóêîìå, ãëàçíîì çàáîëåâàíèè, ñîïðîâîæäà-þùèìñÿ, êàê ïðàâèëî, ïîâûøåííûì óðîâíåì âíóòðèãëàçíîãð äàâëåíèÿ, òàêæåíàáëþäàåòñÿ óìåíüøåíèå òîëùèíû ñêëåðû. Çíàÿ îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå òîë-ùèíû ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ ïðè óâåëè÷åíèè âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ, íàïðèìåð, ïðèââåäåíèè âíóòðèãëàçíûõ èíúåêöèé, ìîæíî îöåíèòü îòíîøåíèå ðàäèàëüíîãî èòàíãåíöèàëüíîãî ìîäóëåé óïðóãîñòè ñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè.Íèçêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ ïîäêðåïëåííîéðîëèêàìè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êèÌ.Â. ÇàáèÿêèíÄîêëàä íà ñåìèíàðå 7 îêòÿáðÿ 2014 ã.Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàëûå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ çàìêíóòîé âðàùàþùåéñÿ öè-ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè êîíå÷íîé äëèíû, ïîäêðåïëåííîé ïî îáðàçóþùèì æåñò-êèìè öèëèíäðè÷åñêèìè ðîëèêàìè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íèçøèõ ÷àñòîò êîëåáàíèéèñïîëüçóåòñÿ ïîëóáåçìîìåíòíàÿ òåîðèÿ îáîëî÷åê. Ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ðÿ-äà Ôóðüå ïî îêðóæíîé êîîðäèíàòå. Óâåëè÷åíèå ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà Ôóðüå Nóñëîæíèëî àëãîðèòì ðàñ÷åòà, íî ïîçâîëèëî íàéòè äîïîëíèòåëüíûå ÷àñòîòû,



Ðåçþìå äîêëàäîâ, íå âîøåäøèõ â ñáîðíèê 91êîòîðûå íå áûëè íàéäåíû â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ, ãäå ÷èñëî N ïðåäïîëàãàëîñüðàâíûì ÷èñëó ðîëèêîâ. Îñîáåííî âàæíî, ÷òî äëÿ òîíêèõ îáîëî÷åê ñðåäè ýòèõäîïîëíèòåëüíûõ ÷àñòîò îêàçàëèñü íèçøèå ÷àñòîòû, ïðåäñòàâëÿþùèå íàèáîëü-øèé èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì àíàëèòè÷åñêîãî îïðåäåëå-íèÿ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé.Ïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëå-ìåíòîâ. ×àñòîòû è ôîðìû êîëåáàíèé íàéäåííûå ïî àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàìñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè äîñòà-òî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N ïîëóáåçìîìåíòíóþ òåîðèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòüäëÿ îöåíêè ïåðâûõ äâóõ-òðåõ ÷àñòîò.Ìîäåëèðîâàíèå èçìåíåíèÿ âíóòðèãëàçíîãîäàâëåíèÿ ïîñëå èíúåêöèéÅ.Á. ÂîðîíêîâàÄîêëàä íà ñåìèíàðå 30 îêòÿáðÿ 2014 ã.Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (äëèíà ïåðåä-íåçàäíåé îñè, äèàìåòð ãëàçà, òîëùèíà) è ñâîéñòâ òêàíåé ãëàçà íà èçìåíåíèåâíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïîñëå ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîãî îáúåìà æèäêîñòè.Òàêæå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå àñïåêòû ìîäåëèðîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è â ïàêåòåComsol Multiphysics.Äèíàìèêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òîêñè÷åñêèõ âåùåñòâíà ïîâåðõíîñòè è â òîëùå âîäûÀ.Í.Áåñòóæåâà è À.Ë.ÑìèðíîâÄîêëàä íà ñåìèíàðå 9 äåêàáðÿ 2014ã.Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè äèôôóíäèðóþùå-ãî âåùåñòâà íà âîäíîé ïîâåðõíîñòè. Òàêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà,íàïðèìåð, äëÿ èçó÷åíèÿ âðåìåíè æèçíè ¾ïÿòíà¿ òîêñè÷íûõ âåùåñòâ íà ïî-âåðõíîñòè âîäû. Äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåòñîáîé êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êî-òîðîé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôóðüå ñ ïîñëåäóþùèì ðàçëî-æåíèåì ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïî ôóíêöèÿì Áåññåëÿ. Â ðàáîòå ïîñòðîåííîåàíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñðàâíèâàåòñÿ ñ ÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè êðàåâîé çàäà-÷è, ïîëó÷åííûìè â ïàêåòàõ Mathematica è MatLab. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòüðàçìåðà ¾ïÿòíà¿ çàãðÿçíåíèÿ îò âðåìåíè, à òàêæå âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ èôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà âåëè÷èíó ðàäèóñà ¾ïÿòíà¿.Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè òîê-ñè÷íûõ âåùåñòâ, ïîïàâøèõ íà ïëîñêîå äíî. Îïðåäåëåíà îáëàñòü, ãäå êîíöåíòðà-öèè òîêñè÷íûõ âåùåñòâ âûøå ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé è èññëåäîâàíà äèíàìèêàýòîé îáëàñòè.



92 Ðåçþìå äîêëàäîâ, íå âîøåäøèõ â ñáîðíèêÎïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâïîäêðåïëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êèÈ.À. Àäàìîâè÷, Ñ.Á. ÔèëèïïîâÄîêëàä íà ñåìèíàðå 3 ìàðòà 2015 ã.Ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî äàâëåíèÿ öè-ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ïîäêðåïëåííîé îäèíàêîâûìè êðóãîâûìè ñòåðæíÿìè(øïàíãîóòàìè) ñ ïðÿìîóãîëüíûìè ïîïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè, è ãëàäêîé îáîëî÷-êè èìåþùåé òàêèå æå ðàçìåðû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è èçãîòîâëåííîé èç òîãîæå ìàòåðèàëà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîäêðåïëåííàÿ è ãëàäêàÿ îáîëî÷êè òåðÿþòóñòîé÷èâîñòü ïðè îäèíàêîâîì êðèòè÷åñêîì äàâëåíèè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðè-òè÷åñêîãî äàâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû. Â ÿâíîì âèäåïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé îïòèìàëüíûõ ïà-ðàìåòðîâ ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîå çíà-÷åíèå îòíîøåíèÿ ìàññû ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè ê ìàññå ãëàäêîé îáîëî÷êè.Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè îòíîøåíèÿ øèðèíû øïàíãîóòà ê åãî òîëùèíå,îòíîøåíèå ìàññ óìåíüøàåòñÿ. Ïðîâåäåí ðàñ÷åò îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ðå-çóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òîíêîñòåííûõêîíñòðóêöèé.Âëèÿíèå âíåøíåé ñðåäû è ñòðóêòóðû ñòåíêè òðóáêèíà òå÷åíèå æèäêîñòè â óãëåðîäíûõ íàíîòðóáêàõÍ.À. Ðåéíáåðã, À.Ê. Àáðàìÿí, Í.Ì. Áåññîíîâ, Ë.Â. ÌèðàíöåâÄîêëàä íà ñåìèíàðå 31 ìàðòà 2015 ã.Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå òå÷åíèÿ ïîëÿðíîé è íåïîëÿðíîé æèäêîñòåé â íà-íîòðóáêàõ, ïîìåùåííûõ â ðàçëè÷íûå ñðåäû, ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè.Îáíàðóæåíî, ÷òî ñòðóêòóðà íàíîòðóáîê îêàçûâàåò ñèëüíîå âëèÿíèå íå òîëüêîíà ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, íî è íà åãî âèä. Òðàåêòîðèè ìîëåêóë æèäêîñòè ïðèîáðå-òàþò âèíòîâóþ ôîðìó. Â ðàáîòå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî òå÷åíèå æèäêîñòè âíàíîòðóáêå îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî. Îáíàðóæåí ïåðåõîäíûé ðåæèì äâè-æåíèÿ ìåæäó íåïîäâèæíîé è òåêóùåé æèäêîñòüþ. Âûÿâëåíà íåíóëåâàÿ ñèëàñòðàãèâàíèÿ äëÿ æèäêîñòè â ýòèõ óñëîâèÿõ. Îáíàðóæåíà çàâèñèìîñòü ïàðàìåò-ðîâ òå÷åíèÿ îò ïîëÿðíîñòè æèäêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìíîãîñëîéíûõ òðóáîêâëèÿíèå îêðóæàþùåé æèäêîñòè íà òå÷åíèå âíóòðè òðóáêè çàìåòíî íèæå, ÷åìâ ñëó÷àå îäíîñëîéíûõ òðóáîê.Äèíàìèêà ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ íà îìíè-êîëåñàõ.Å.Ð. ÌàëèêîâÄîêëàä íà ñåìèíàðå 14 àïðåëÿ 2015 ã.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ìîáèëüíîé ðîáîòîòåõíè÷åñêîéïëàòôîðìû íà ðîëèêîíåñóùèõ êîëåñàõ, ò.í. îìíè-êîëåñàõ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ



Ðåçþìå äîêëàäîâ, íå âîøåäøèõ â ñáîðíèê 93ñëó÷àè òðåõ è ÷åòûðåõ êîëåñ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâèæåíèå êàæäîãî êîëåñàâ ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ïðîèñõîäèò áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ÷òî ïîðîæäàåòñîáîé ñèñòåìó ñ íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè. Íà îñíîâàíèè óðàâíåíèé Ìàäæè ïî-ñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äâèæåíèÿ àïïàðàòîâ. Ïðîèçâåäåíî ÷èñëåííîåðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îìíèìîáèëüíûõ ðîáîòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâóïðàâëÿþùèõ ìîìåíòîâ, à òàêæå ðåøåíà ïðÿìàÿ çàäà÷à äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâäâèæåíèé.



ÕÐÎÍÈÊÀ27-é ñåìèíàð Ñåâåðíûõ còðàíïî âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå23�24 îêòÿáðÿ 2014 ã. â Ñòîêãîëüìå (Øâåöèÿ) ïðîøåë 27-é ñåìè-íàð Ñåâåðíûõ ñòðàí ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå. Îðãàíèçàòîðîìñåìèíàðà ÿâëÿëàñü Ñåâåðíàÿ àññîöèàöèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìåõà-íèêè (NoACM, http://www.noacm.org/), ïðåäñòàâëÿþùàÿ èíòåðå-ñû Ìåæäóíàðîäíîé àññîöèàöèè âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè (IACM).Ïåðâûé ïîäîáíûé åæåãîäíûé ñåìèíàð ïðîøåë â 1988 ã. â Ã¼òåáîð-ãå (Øâåöèÿ). Â ñåìèíàðå òðàäèöèîííî ó÷àñòâóþò ïðåäñòàâèòåëèñòðàí Ñåâåðíîé Åâðîïû: Äàíèè, Ôèíëÿíäèè, Èñëàíäèè, Íîðâåãèè,Øâåöèè è Ïðèáàëòèêè (Ýñòîíèÿ, Ëàòâèÿ è Ëèòâà).Ñåìèíàð ïðîâîäèëñÿ íà áàçå Êîðîëåâñêîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåð-ñèòåòà (Royal Institute of Technology, KTH) è áûë ïîñâÿùåí âîïðî-ñàì, ñâÿçàííûì ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ è èõ èñïîëü-çîâàíèþ äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ìåõàíèêè. Ïðåäñåäà-òåëåì îðãêîìèòåòà áûë Gunnar Tibert (KTH, Sweden). Ñ ïëåíàðíû-ìè äîêëàäàìè âûñòóïèëè Gunilla Efraimsson (KTH, Sweden), HenrikK. Rasmussen (DTU, Denmark), Arja Saarenheimo (VTT, Finland),Joakim Sundnes (Simula, Norway).Ïîñòîÿííûå ó÷àñòíèêè ñåìèíàðà �Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìå-õàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû� Ñ.Ì. Áàóýð è À.Ë. Ñìèðíîâ âåëè çàñå-äàíèÿ ñåêöèé "Biomechanics"and "Fluid and Biomechanics ñîîòâåò-ñòâåííî. Å.Á. Âîðîíêîâà âûñòóïèëà ñ äîêëàäîì íà ñåêöèè "Fluidand Biomechanics à À.Ë. Ñìèðíîâ � íà ñåêöèè "Biomechanics".Íàó÷íûé óðîâåíü äîêëàäîâ áûë î÷åíü âûñîêèì, àòìîñôåðà íàñåìèíàðå � òâîð÷åñêîé è äðóæåñòâåííîé, ÷åìó ñïîñîáñòâîâàëè êîì-ôîðòíûå óñëîâèÿ äëÿ îáùåíèÿ, ðàâíîïðàâèå ó÷àñòíèêîâ, îòñóò-ñòâèå áàðüåðîâ äëÿ îáìåíà ìíåíèÿìè, îáñóæäåíèå àêòóàëüíûõ çà-äà÷ è ïåðñïåêòèâû ïàðòíåðñòâà ïî èòîãàì êîíôåðåíöèè.Ñëåäóþùèé, 28-é ñåìèíàð ïðîøåë 22-23 îêòÿáðÿ 2015 ã. â Òàë-ëèíå (Ýñòîíèÿ). Ñ.Ì. Áàóýð è À.Ë. Ñìèðíîâ



Õðîíèêà 95X Âñåðîññèéñêàÿ øêîëà�ñåìèíàð"Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå èáèîìåõàíèêà â ñîâðåìåííîì óíèâåðñèòåòå"25�30 ìàÿ 2015 ã. â ïîñåëêå Äèâíîìîðñêîå íà áàçå Þæíî-ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà ïðîøëà þáèëåéíàÿ X Âñåðîññèéñêàÿøêîëà-ñåìèíàð "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è áèîìåõàíèêà âñîâðåìåííîì óíèâåðñèòåòå": www.biomechanics.ru. Îðãàíèçàòîðîìåæåãîäíîé øêîëû-ñåìèíàðà ÿâëÿþòñÿ Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíè-âåðñèòåò è Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Þæíûé íàó÷-íûé öåíòð ÐÀÍ. Îñíîâíûìè öåëÿìè øêîëû-ñåìèíàðà ÿâëÿþòñÿ îá-ñóæäåíèå ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíèé è òåíäåíöèé íàó÷íûõ èññëåäî-âàíèé â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèìåíèòåëüíî êíîâûì çàäà÷àì ìåõàíèêè è áèîìåõàíèêè. Â ÷àñòíîñòè, îáñóæäà-ëèñü ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ òåë èç ôèçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷å-ñêè íåëèíåéíûõ ìàòåðèàëîâ, ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè,èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ äëÿ ìàòåðèàëîâ ñî ñëîæíûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (ïîðèñòîñòü, ðàçíîìîäóëüíîñòü, ìèêðî-ñòðóêòóðà, ïüåçîýôôåêò), çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ, ôóíêöèîíèðîâà-íèÿ è ðîñòà ðàçëè÷íûõ áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé è ñèñòåì. Ñ ïðèãëà-øåííûìè ëåêöèÿìè (60 ìèí) âûñòóïèëè Áàóýð Ñ.Ì. "Ìîäåëè äå-ôîðìèðóåìîãî òåëà â çàäà÷àõ áèîìåõàíèêè ãëàçà"è âåäóùèé íàó÷-íûé ñîòðóäíèê ÌÃÓ Öàòóðÿí À.Ê. "Êîíòèíóàëüíî-êèíåòè÷åñêàÿìîäåëü ñåðäå÷íîé ìûøöû."Â ðàáîòå øêîëû-ñåìèíàðà ïðèíÿëè ó÷à-ñòèå ó÷åíûå èç Àðìåíèè, Ëàòâèè, Ãåìàíèè. Ñðåäè Ðîññèéñêèõó÷åíûõ ìîæíî îòìåòèòü äîêëàäû Íèãìàòóëèíà Ð.È., Ìàíæèðî-âà À.Â., Âàòóëüÿíà À.Î., Óñòèíîâà Þ.À., Èãóìíîâà Ë.À. Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé óíèâåðñèòåò ïðåäñòàâëÿëè Áàóýð Ñ.Ì., Çèìèí Á.À.,Ñóäüåíêîâ Þ.À., Ñåìåíîâ Á.Í. Ñ.Ì. ÁàóýðXI Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì èøêîëà-ñåìèíàð äëÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ1�4 äåêàáðÿ 2014 ãîäà â Ïåðìè ïðîøëà XI Âñåðîññèéñêàÿ êîíôå-ðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì è øêîëà-ñåìèíàð äëÿ ìîëîäûõ



96 Õðîíèêàó÷åíûõ. Îðãàíèçàòîðîì êîíôåðåíöèè ÿâëÿåòñÿ ìèíèñòåðñòâî îáðà-çîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè è Ïåðìñêèé íàöèîíàëüíûéèññëåäîâàòåëüñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò. Â êîíôåðåíöèèñ ïëåíàðíûì äîêëàäîì "Ìîäåëè òåîðèè îáîëî÷åê è ïëàñòèí â çà-äà÷àõ îôòàëüìîëîãèè ïðåäñòàâëåííûì â ñîàâòîðñòâå ñ ÂîðîíêîâîéÅ.Á., âûñòóïèëà Áàóýð Ñ.Ì. Äîêëàä Ë.À. Âåíàòîâñêîé, ïîñâÿùåí-íûé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè, îöåíèâàþùåé èçìåíåíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãëàçà ïîñëå îïåðàöèé Intralasik èLasik, áûë îòìå÷åí êàê ëó÷øèé äîêëàä ìîëîäîãî ó÷åíîãî. Ñëåäó-þùàÿ XII Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñîñòîèòñÿ íà áàçå êóðîðòàÓñòü-Êà÷êà â Ïåðìè â èþíå 2016 ãîäà. Ñ.Ì. Áàóýð
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112 Òðóäû ñåìèíàðà �Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû�Òðóäû ñåìèíàðà �Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðå-äû� 2014�2015 ãã. Ñ. 5�47.Â ðàáîòå íàéäåíû êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà è ôîðìà ïîòåðè óñòîé-÷èâîñòè êðóãîâîé òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè ïðè îñåâîì ñæàòèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðèâîëèíåéíûéêðàé îáîëî÷êè ñëàáî çàêðåïëåí èëè ñâîáîäåí. Ïðè ýòîì âîçìîæ-íî ïîÿâëåíèå ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, ëîêàëèçîâàííîé âáëè-çè ýòîãî êðàÿ, ñ îäíîâðåìåííûì ñíèæåíèåì êðèòè÷åñêîé íàãðóç-êè. Ðàíåå ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà èñõîäÿ èç äâóõìåðíîé ìîäå-ëè Êèðõãîôà-Ëÿâà (ÊË). Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî æåñòêîñòüíà ïîïåðå÷íûé ñäâèã ìàëà, è äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëüÒèìîøåíêî-Ðåéññíåðà (ÒÐ).Áåçðàçìåðíàÿ êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà çàâèñèò îò äâóõ îñíîâíûõáåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ � ïàðàìåòðà âîëíîîáðàçîâàíèÿ â îêðóæ-íîì íàïðàâëåíèè q è ïàðàìåòðà ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà g. Ïðè âîëíî-îáðàçîâàíèè âíóòðè îáîëî÷êè èìååò ìåñòî îñåñèììåòðè÷íàÿ ïîòå-ðÿ óñòîé÷èâîñòè (q = 0). Ïðè g = 0 èìååì êëàññè÷åñêîå çíà÷å-íèå íàãðóçêè, ïîëó÷åííîå èñõîäÿ èç ìîäåëè ÊË. Ñ ðîñòîì g (èëèñ óìåíüøåíèåì æåñòêîñòè íà ïîïåðå÷íûé ñäâèã) íàãðóçêà óáûâàåòïî ëèíåéíîìó çàêîíó âïëîòü äî çíà÷åíèÿ g = 1. Ïðè g áîëüøåì èëèðàâíîì 1 ìàòåðèàë òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü.Áèáëèîãð. 19 íàçâ. Èë. 5.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê, òðàíñâåðñàëüíî èçî-òðîïíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êàÓÄÊ 539.3:519.63Ã.Â. ÏàâèëàéíåíÌàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà áàëêè, ìàòåðèàë êîòîðîé îáëàäàåòýôôåêòîì SD // Òðóäû ñåìèíàðà �Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìå-õàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû� 2014�2015 ãã. Ñ. 101�108.Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èçãèáà ïîñòîÿííûì ìîìåíòîì ñâîáîäíîîïåðòîé ãîðèçîíòàëüíîé áàëêè â óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé ñòàäèè äå-ôîðìèðîâàíèÿ. Ìàòåðèàë áàëêè ïðåäïîëàãàåòñÿ îáëàäàþùèì ðàç-íîïðî÷íûì ýôôåêòîì (ýôôåêòîì SD). Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåî-ðèè èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè è ãèïîòåç Êèðõãîôà�Ëÿâà çàäà÷ó óäà-åòñÿ ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè è ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ñ ÷èñ-ëåííûì ðåøåíèåì ïî ÌÊÝ. ×èñëåíííûé ïðèìåð ðàñ÷åòà äëÿ ñòà-



Ðåôåðàòû 113ëè À40Õ äåìîíñòðèðóåò õîðîøåå ñîâïàäåíèå ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü èñ-ïîëüçîâàí äëÿ àíàëèçà èçãèáà ïðè äðóãèõ íàãðóçêàõ.Áèáëèîãð. 10 íàçâ. Òàáë. 5. Èë. 6.Êëþ÷åâûå ñëîâà: Óïðóãî ïëàñòè÷åñêèé èçãèá, SD-áàëêè.ÓÄÊ 539.3Àðòåìîâà Ì.Â., Ìîðùèíèíà Ä.À. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëèôèêñàöèè ïåðåëîìîâ // Òðóäû ñåìèíàðà �Êîìïüþòåðíûå ìåòî-äû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû� 2014�2015 ãã. Ñ. 109�121.Ïåðåëîìû êîñòåé îïîðíî-äâèãàòåëüíîãî àïïàðàòà ÿâëÿþòñÿ ðàñ-ïðîñòðàíåííûì ïîâðåæäåíèåì. Äîâîëüíî ÷àñòî òðåáóåòñÿ îïåðà-òèâíîå âìåøàòåëüñòâî äëÿ ôèêñàöèè îòëîìêîâ. Â äàííîé ðàáîòåðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îñòåîñèíòåçà ïåðåëîìîâøåéêè áåäðåííîé êîñòè è äëèííûõ òðóá÷àòûõ êîñòåé. Â ïåðâîìñëó÷àå ôèêñàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñïåöèàëüíûõ âèí-òîâ. Âî âòîðîì � ñ ïîìîùüþ óïðóãîé âñòàâêè. Àíàëèç íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèé ïðîâåäåí íà îñíîâå òåî-ðèè èçãèáà áàëîê.Áèáëèîãð. 10 íàçâ. Èë. 8.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èçãèá áàëîê, îñòåîñèíòåç ïåðåëîìîâÓÄÊ 539.3À.Ê. ÁàáèíÀíàëèç êîëåáàíèé æ¼ñòêî çàêðåïë¼ííîãî ðàñ-òÿíóòîãî ñòåðæíÿ àíàëèòè÷åñêèì è àñèìïòîòè÷åñêèìè ìå-òîäàìè. // Òðóäû ñåìèíàðà �Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû� 2014�2015 ãã. Ñ. 90�100.Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êîëåáàíèè ðàñòÿíóòîãî æåñòêî çàäå-ëàííîãî ñòåðæíÿ. Ïîëó÷åíû òî÷íîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ÷èñëåííûåðåøåíèÿ ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ìåòîäà Âèøèêà è Ëþñòåðíèêàè ïî ìåòîäó äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà ïðè ÷èñëå âîëí 1è 5. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåíà îöåíêà îáëàñòåéïðèìåíèìîñòè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà Âèøèêà è Ëþñòåðíèêàè ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî êðàåâîãî ýôôåêòà. Äëÿ òåõ îáëàñòåé, ãäåóêàçàííûå ìåòîäû äàþò ðåøåíèÿ ìàêñèìàëüíî äàëåêèå îò òî÷íîãî,íàéäåíû îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.Áèáëèîãð. 7 íàçâ. Òàá. 2. Èë. 2.



114 Òðóäû ñåìèíàðà �Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû�Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîëåáàíèÿ áàëêè, ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî êðàå-âîãî ýôôåêòà, ìåòîä Âèøèêà è Ëþñòåðèêà.
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Ðèñ. 1. Ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ ñèñòåìíîé êðàñíîé âîë÷àíêè â òå÷å-íèè 200 äíåé â ñëó÷àå Th17 èììóííîãî îòâåòà.
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Ðèñ. 2. Ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ ñèñòåìíîé êðàñíîé âîë÷àíêè â òå÷å-íèè 200 äíåé â ñëó÷àå Th2 èììóííîãî îòâåòà.



Ðèñ. 3. Ïðîãèá áàëêè â çàâèñèìîñòè îò ýôôåêòà SD (êñòàòüå Ã.Â. Ïàâèëàéíåí)
Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â SD-áàëêå (ê ñòàòüåÃ.Â. Ïàâèëàéíåí)
Ðèñ. 4. Ïðîãèá SD-áàëêè (ê ñòàòüå Ã.Â. Ïàâèëàéíåí)



Ðèñ. 6. Ãðàôèêè ôóíêöèé v∗
1
(z), v∗

2
(z), σ∗

1
(z), σ∗

2
(z) îò z ïðè b = 4

3
(êñòàòüå Ì. Â. Àðòåìîâîé è Ä. À. Ìîðùèíèíîé


