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tEvolution of the Edgeworth-Pareto prin
iple, whi
h is well-known in de
ision making, from its naiveversion of the nineteen 
enture to the most general axiomati
 one in terms of 
hoi
e fun
tion is presented.ÂâåäåíèåÀíãëèéñêèì ýêîíîìèñòîì Ôðåíñèñîì Ýäæâîðòîì â 1881ã. áûëà ïðåäëîæåíà ãåî-ìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìîäåëè ýêîíîìèêè ÷èñòîãî îáìåíà ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè,êîòîðàÿ âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èëà íàèìåíîâàíèå ¾ÿùèê Ýäæâîðòà¿. �àññóæäåíèÿ, èñ-ïîëüçîâàííûå àâòîðîì ïðè àíàëèçå óêàçàííîé ìîäåëè â ñëó÷àå äâóõ êðèòåðèåâ, ïîñóùåñòâó îïèðàëèñü íà ïîíÿòèå, êîòîðîå â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî êàê ¾îïòèìàëü-íîñòü ïî Ïàðåòî¿. Ïîñëåäíåå íàèìåíîâàíèå ñâÿçàíî ñ èìåíåì èòàëüÿíñêîãî ýêîíîìè-ñòà è ñîöèîëîãà Âèëü�ðåäî ïàðåòî, êîòîðûé ââåë åãî äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íåñêîëüêèõêðèòåðèåâ â íà÷àëå XX âåêà. Íàïîìíèì, ÷òî Ïàðåòî-îïòèìàëüíûì íàçûâàþò òàêîåñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè, êîòîðîå íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíî íè îäíèì èç ó÷àñòíèêîâ áåçóõóäøåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå êàêîãî-òî îäíîãî äðóãîãî ó÷àñòíèêà. Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî (îïòèìóìîâ) Ïàðåòî. Çàìåòèì, ÷òîñàì Ïàðåòî îïðåäåëÿë äàííîå ïîíÿòèå ëèøü â ëîêàëüíîì ñìûñëå.Ïîíÿòèå îïòèìóìà Ïàðåòî îêàçàëîñü ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì è ïëîäîòâîðíûì.Îãðîìíîå ÷èñëî èññëåäîâàòåëåé ïðèäàþò åìó èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå. Â íàñòî-ÿùåå âðåìÿ ïðèíöèï Ýäæâîðòà-Ïàðåòî ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì èíñòðóìåíòîìïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà ñàìîãî ðàçëè÷íîãî õàðàêòåðà. Åãîèñïîëüçîâàíèå ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè ÷àñòî âîñïðèíèìàåòñÿ íàñòîëüêî î÷åâèä-íûì è åñòåñòâåííûì, ÷òî, íà èõ âçãëÿä, íå òðåáóåò íèêàêîãî îáîñíîâàíèÿ èëè ñïåöè-àëüíîé àðãóìåíòàöèè. Îíè, ïî ñóùåñòâó, óòâåðæäàþò, ÷òî íàèëó÷øèé âûáîð âñåãäàñëåäóåò èñêàòü â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà ïàðåòî. òàêîé ïîäõîä ìîæíî íàçâàòü ¾íàèâ-íûì¿ ïðèíöèïîì Ýäæâîðòà-Ïàðåòî. Èìåííî èì ïîëüçîâàëèñü è ïðîäîëæàþò ïîëü-çîâàòüñÿ òûñÿ÷è èññëåäîâàòåëåé, íå ïîäîçðåâàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ èç íèõ íàèëó÷-øèé âûáîð, âîçìîæíî, ñëåäóåò èñêàòü íå òîëüêî âî ìíîæåñòâå Ïàðåòî, íî è çà åãîïðåäåëàìè.Ñî âðåìåíåì âûÿñíèëîñü, ÷òî äàííûé ïðèíöèï íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì: ñó-ùåñòâóþò çàäà÷è, â êîòîðûõ îí ¾íå ðàáîòàåò¿. Â ýòîé ñâÿçè âîçíèêëà íàñòîÿòåëü-íàÿ íåîáõîäèìîñòü ïðîâåñòè ÷åòêóþ ãðàíèöó, êîòîðàÿ îòäåëèëà áû çàäà÷è âûáîðà,



24 Íîãèí Â.Ä., Âîëêîâà Í.À.â êîòîðûõ åãî èñïîëüçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàííûì, îò òåõ çàäà÷, ãäå íàèëó÷øèìíåîáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå, îïòèìàëüíîå ïî Ïàðåòî. Äðóãèìè ñëîâàìè, âîçíèê-ëà ïîòðåáíîñòü îò ¾íàèâíîãî¿ ïðèíöèïà Ýäæâîðòà-Ïàðåòî ïåðåéòè ê ¾àêñèîìàòè÷å-ñêîìó¿, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ïðîèçîøëî ñ òåîðèåé ìíîæåñòâ â íà÷àëå XX âåêà.Ïåðâàÿ ïîïûòêà àêñèîìàòèçàöèè ïðèíöèïà Ýäæâîðòà-Ïàðåòî äëÿ ïðîñòåéøåãîñëó÷àÿ ÷èñëîâûõ êðèòåðèåâ áûëà ïðåäïðèíÿòà â [2℄, [3℄. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèëîñüîáû÷íóþ çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, ñîäåðæàùóþ ìíîæåñòâî âîçìîæ-íûõ ðåøåíèé è âåêòîðíûé êðèòåðèé, äîïîëíèòü ñòðîãèì îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿëèöà, ïðèíèìàþùåãî ðåøåíèå (ËÏ�). Ñî âðåìåíåì êëàññ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ïðèìå-íåíèå ýòîãî ïðèíöèïà ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàííûì, ïîñòåïåííî ðàñøèðÿëñÿ. Ñíà÷àëà îíáûë ðàñïðîñòðàíåí [4℄ íà çàäà÷è ñ íå÷åòêèì îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ ËÏ�. Çàòåìåãî îáîáùåííàÿ âåðñèÿ [5℄ áûëà ïîëó÷åíà äëÿ êðèòåðèåâ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íå îáÿ-çàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëîâûìè. Äàëåå âûÿñíèëîñü [6℄, ÷òî íàèáîëåå óäîáíóþ �îðìóïðèíöèï Ýäæâîðòà-Ïàðåòî ïðèíèìàåò â òåðìèíàõ �óíêöèé âûáîðà [1℄. Â íàñòîÿùååâðåìÿ åãî ñàìàÿ îáùàÿ âåðñèÿ îòíîñèòñÿ ê íå÷åòêèì çàäà÷àì ìíîãîêðèòåðèàëüíîãîâûáîðà è �îðìóëèðóåòñÿ îíà â òåðìèíàõ íå÷åòêîé �óíêöèè âûáîðà [7℄.Öåëü äàííîé ðàáîòû � óêàçàòü íåîáõîäèìûå àêñèîìû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îáîñ-íîâàòü è ñ åäèíûõ ïîçèöèé ïðîñëåäèòü ïîñëåäîâàòåëüíûå ýòàïû ðàñøèðåíèÿ îáëàñòèïðèìåíèìîñòè çíàìåíèòîãî ïðèíöèïà, à òàêæå ïðåäñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå åãî âà-ðèàíòû âìåñòå ñ äîêàçàòåëüñòâàìè.1. Ïðîñòåéøèé âàðèàíò ïðèíöèïà Ýäæâîðòà-Ïàðåòî�àññìîòðèì çàäà÷ó (ìîäåëü) ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà 〈X, f,≻X〉, ñîäåðæà-ùóþ ñëåäóþùèå îáúåêòû:
X � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ðåøåíèé, èç êîòîðîãî ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü âûáîð;
f = (f1, f2, . . . , fm)(m ≧ 2) âåêòîðíûé êðèòåðèé, îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå X èïðèíèìàþùèé ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ â àðè�ìåòè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå R

m;
≻X � àñèììåòðè÷íîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ, çàäàííîå íà X;çàïèñü x1 ≻X x2 äëÿ x1, x2 ∈ X îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå x1 äëÿ ËÏ� ïðåäïî÷òèòåëüíååðåøåíèÿ x2.Íàïîìíèì, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå R, çàäàííîå íà ìíîæåñòâå A, íàçûâàþò àñèì-ìåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A èç âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ xRy ñëåäóåò, ÷òîñîîòíîøåíèå yRx ÿâëÿåòñÿ ëîæíûì.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1 2006



Ýâîëþöèÿ ïðèíöèïà Ýäæâîðòà-Ïàðåòî 25Âîçìîæíûå ðåøåíèÿ èç X, êîòîðûå äîëæíû áûòü íàéäåíû â ðåçóëüòàòå ðåøå-íèÿ çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà, áóäåì èìåíîâàòü âûáèðàåìûìè ðåøåíè-ÿìè. Îíè îáðàçóþò ìíîæåñòâî âûáèðàåìûõ ðåøåíèé, îáîçíà÷àåìîå Sel(X). Âñÿêàÿïîïûòêà åãî ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàëîïðîäóêòèâíîé, ïîñêîëüêó ó êàæäî-ãî ËÏ� ýòî ìíîæåñòâî - ñâîå ñîáñòâåííîå è åãî �îðìèðîâàíèå, êàê ïðàâèëî, çàâèñèòîò áîëüøîãî ÷èñëà ñàìûõ ðàçëè÷íûõ óñëîâèé è îáñòîÿòåëüñòâ, êîòîðûå íå óäàåòñÿàäåêâàòíî îòðàçèòü ìàòåìàòè÷åñêè. Â òàêèõ óñëîâèÿõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàç-íûì ëèøü ïîëó÷åíèå íåêîòîðîé îöåíêè ñâåðõó äëÿ íåèçâåñòíîãî ìíîæåñòâà Sel(X)ïðè ïîìîùè îïðåäåëåííûõ íåïîëíûõ ñâåäåíèé îá îñíîâíûõ îáúåêòàõ, ó÷àâñòâóþùèõâ ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà. Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâåïðèíöèïà Ýäæâîðòà-Ïàðåòî; èìåííî îí äàåò âîçìîæíîñòü ñóçèòü îáëàñòü âûáîðà¾íàèëó÷øèõ¿ ðåøåíèé ïðåäåëàìè ìíîæåñòâà Ïàðåòî.Â äàëüíåéøåì áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ Y = f(X) ⊂ R
mè ìíîæåñòâî âûáèðàåìûõ Sel(Y ) = f(Sel(X)) âåêòîðîâ. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òîíà ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ âåêòîðîâ Y çàäàíî îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ≻Y ,êîòîðîå ñîãëàñîâàíî ñ îòíîøåíèåì ≻X ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x1 ≻X x2 ⇔ f(x1) ≻Y f(x2) äëÿ âñåõx1 ∈ x̃1, x2 ∈ x̃2; x̃1, x̃2 ∈ X̃ãäå X̃ - ñîâîêóïíîñòü êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííûõ îòíîøåíèåì ýêâèâà-ëåíòíîñòè x1 ∼ x2 ⇔ f(x1) = f(x2) íà ìíîæåñòâå X.Çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà â òåðìèíàõ âåêòîðîâ 〈Y,≻Y 〉 ñîäåðæèò ìíî-æåñòâî âîçìîæíûõ âåêòîðîâ Y è îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ≻Y , çàäàííîå íà
Y , à åå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ Sel(Y ).Â òåðìèíàõ âåêòîðîâ ïåðå÷èñëèì îïðåäåëåííûå ¾ðàçóìíûå¿ òðåáîâàíèÿ ê îòíî-øåíèþ ïðåäïî÷òåíèÿ è ìíîæåñòâó âûáèðàåìûõ âåêòîðîâ.Àêñèîìà Ïàðåòî. Äëÿ äâóõ ëþáûõ âåêòîðîâ y′, y′′ ∈ Y , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðà-âåíñòâó y′ ≥ y′′, âûïîëíåíî y′ ≻Y y′′.Çàïèñü y′ ≥ y′′ îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ïåðâîãî âåêòîðà áîëüøå ëèáîðàâíà ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû âòîðîãî âåêòîðà, ïðè÷åì y′ 6= y′′.Àêñèîìà Ïàðåòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííîé, åñëè ðå÷ü èäåò î ñòðåìëåíèèËÏ� ïîëó÷èòü ïî âîçìîæíîñòè áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïî êàæäîìó èç êðèòåðèåâ.Àêñèîìà èñêëþ÷åíèÿ äîìèíèðóåìûõ âåêòîðîâ. Äëÿ ëþáîé ïàðû âåêòîðîâ
y′, y′′ ∈ Y , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ y′ ≻Y y′′, âûïîëíåíî y′′ /∈ Sel(Y ).Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé àêñèîìîé âñÿêèé âåêòîð, íå âûáèðàåìûé â ïàðå, íå äîëæåíâûáèðàòüñÿ è èç âñåãî ìíîæåñòâà Y . Â òåîðèè âûáîðà èçâåñòíî òàê íàçûâàåìîå îáðàò-íîå óñëîâèå Êîíäîðñå (ñì. [1℄), êîòîðîå âëå÷åò àêñèîìó èñêëþ÷åíèÿ äîìèíèðóåìûõâåêòîðîâ, íî íå îáðàòíî.Ââåäåì ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ìíîæåñòâî ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ âåêòîðîâ:¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �1 2006
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P (Y ) = {y∗ ∈ Y | íå ñóùåñòâóåò òàêîãî y ∈ Y , ÷òî y ≥ y∗}è ñ�îðìóëèðóåì ïðèíöèï Ýäæâîðòà-Ïàðåòî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷ ìíî-ãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà.Òåîðåìà 1.Ïóñòü âûïîëíåíû àêñèîìà Ïàðåòî è àêñèîìà èñêëþ÷åíèÿ äîìèíèðóå-ìûõ âååêòîðîâ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà âûáèðàåìûõ âåêòîðîâ Sel(Y ) èìååòìåñòî âêëþ÷åíèå

Sel(Y ) ⊂ P (Y ). (1)Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå Sel(Y ) = ∅ âêëþ÷åíèå (1) î÷åâèäíûì îáðàçîìâûïîëíåíî. Ïóñòü Sel(Y ) 6= ∅. Èç àêñèîìû èñêëþ÷åíèÿ âûòåêàåò âêëþ÷åíèå
Sel(Y ) ⊂ Ndom(Y ), ãäå ñïðàâà çàïèñàíî ìíîæåñòâî íåäîìèíèðóåìûõ âåêòîðîâ:

Ndom(Y ) = {y∗ ∈ Y | íå ñóùåñòâóåò òàêîãî y ∈ Y , ÷òî y ≻Y y∗};ýòî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Â ñàìîì äåëå, åñëè y′′ ∈ Sel(Y ) è
y′′ /∈ Ndom(Y ), òî íàéäåòñÿ y′ ∈ Y , äëÿ êîòîðîãî y′ ≻Y y′′. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøå-íèÿ ñîãëàñíî àêñèîìå èñêëþ÷åíèÿ âûòåêàåò ïðîòèâîðå÷èå y′′ /∈ Sel(Y ).Àíàëîãè÷íî, ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî àêñèîìà Ïàðåòî âëå-÷åò âêëþ÷åíèå Ndom(Y ) ⊂ P (Y ), êîòîðîå âìåñòå ñ Sel(Y ) ⊂ Ndom(Y ) ïðèâîäèò êòðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó 2Â ñîîòâåòñòâèå ñ òåîðåìîé 1, åñëè ËÏ� â ïðîöåññå âûáîðà âåäåò ñåáÿ â îïðåäå-ëåííîì ñìûñëå ¾ðàçóìíî¿ (ò.å. åãî ïîâåäåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ àêñèîìå Ïàðåòî è àêñèî-ìå èñêëþ÷åíèÿ äîìèíèðóåìûõ âåêòîðîâ), òî äëÿ òàêîãî ËÏ� íåçàâèñèìî îò âèäà èñòðóêòóðû ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ âåêòîðîâ îêîí÷àòåëüíûé âûáîð íåîáõîäèìî îñó-ùåñòâëÿòü â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà Ïàðåòî. Ïîñêîëüêó îòêàç îò õîòÿ áû îäíîé èç äâóõàêñèîì, ó÷àñòâóþùèõ â òåîðåìå 1, ìîæåò (ñì. [2℄) ïðèâîäèòü ê íàðóøåíèþ âêëþ-÷åíèÿ (1), â ñëó÷àå, êîãäà ïîâåäåíèå ËÏ� íå ¾óêëàäûâàåòñÿ¿ â ðàìêè óêàçàííûõàêñèîì, íàèëó÷øèé äëÿ äàííîãî ËÏ� âåêòîð ìîæåò îêàçàòüñÿ çà ïðåäåëàìè ìíîæå-ñòâà Ïàðåòî. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì òåîðåìà 1 îñóùåñòâëåò ðàçáèåíèå ìíîæå-ñòâà âñåõ âîçìîæíûõ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà íà äâà êëàññà: â îäíîì èçíèõ ïðèíöèï Ýäæâîðòà-Ïàðåòî ¾ðàáîòàåò¿ è âûáèðàåìûé âåêòîð îáÿçàòåëüíî äîë-æåí áûòü ïàðåòî-îïòèìàëüíûì, òîãäà êàê äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çàäà÷ ýòî ïîëîæåíèåìîæåò íàðóøàòüñÿ.Àêñèîìà 1. Äëÿ îòíîøåíèÿ ≻Y ñóùåñòâóåò èððå�ëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîåïðîäîëæíåíèå ≻ íà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Ŷ = f1(X) × f2(X) × . . . × fm(X).Ôèêñèðóåì îòíîøåíèå ≻. Óêàçàííîå ïðîäîëæåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ íååäèíñòâåí-íûì, îäíàêî ýòî íå ïîâëèÿåò íà ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëèðóåìîãî äàëåå ñëåäñòâèÿ 1.Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ àêñèîìîé 1, îòíîøåíèå ≻Y ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì îòíî-øåíèÿ ≻ íà Y è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè èððå�ëåêñèâíîñòè è òðàíçèòèâíîñòè.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1 2006



Ýâîëþöèÿ ïðèíöèïà Ýäæâîðòà-Ïàðåòî 27Íàïîìíèì [2℄, ÷òî êðèòåðèé yi = fi(x) íàçûâàþò ñîãëàñîâàííûì ñ îòíîøåíèåìïðåäïî÷òåíèå ≻, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ y′, y′′ ∈ Y , òàêèõ, ÷òî
y′ = (y′

1, y
′
2, . . . , y

′
i−1, y

′
i, y

′
i+1, . . . , y

′
m), y′′ = (y′

1, y
′
2, . . . , y

′
i−1, y

′′
i , y

′
i+1, . . . , y

′
m),

y′
i > y′′

i , âåðíî y′ ≻ y′′.Àêñèîìà 2. Êàæäûé èç êðèòåðèåâ f1, f2, . . . , fm ñîãëàñîâàí ñ îòíîøåíèåì ïðåä-ïî÷òåíèÿ ≻.Â [2℄, [3℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî àêñèîìû 1 è 2 âëåêóò àêñèîìó ïàðåòî. Ïîýòîìó ñïðà-âåäëèâîÑëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû àêñèîìû 1-2. ÄËÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà âûáèðàå-ìûõ âåêòîðîâ Sel(Y ) èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå (1).2. Îáîáùåííûé ïðèíöèï Ýäæâîðòà-ÏàðåòîÂ ýòîì ðàçäåëå ïðèíöèï Ýäæâîðòà-Ïàðåòî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà êëàññ çàäà÷, âêîòîðûõ ó÷àñòâóþùèå â çàäà÷å âûáîðà êðèòåðèè íå îáÿçàòåëüíî ïðèíèìàþò ÷èñëî-âûå çíà÷åíèÿ, à ìîãóò èçìåðÿòüñÿ, íàïðèìåð, â øêàëàõ ïîðÿäêà èëè êàêèõ-òî èíûõøêàëàõ.�àññìîòðèì çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà
〈Y1, Y2, . . . , Ym,≻1,≻2, . . . ,≻m, Y,≻Y 〉,ãäå

Yi - øêàëà i-ãî êðèòåðèÿ (àáñòðàêòíîå ìíîæåñòâî), i = 1, 2, . . . ,m;

≻i - èððå�ëåêñèâíîå,òðàíçèòèâíîå è ñëàáîñâÿçíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå, çàäàííîåíà ìíîæåñòâå Yi, i = 1, 2, . . . ,m;
Y - ìíîæåñòâî âîçìîæíûõâàðèàíòîâ, èç êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîð

Y ⊂ Ŷ = Y1 × Y2 × · · · × Ym;
≻ - àññèìåòðè÷íîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ËÏ�, îïðåäåëåííîåíà Y .�åøåíèåì ýòîé çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âûáèðà-åìûõ âàðèàíòîâ, îáîçíà÷àåìîå Sel(Y ).Íàïîìíèì, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå R, çàäàííîå íà ìíîæåñòâå A, íàçûâàþòèððå�ëåêñèâíûì, åñëè xRx íå èìååò ìåñòà íè äëÿ êàêîãî x ∈ A;òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõx, y, z ∈ A èç xRy è yRz ñëåäóåò xRz;¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �1 2006



28 Íîãèí Â.Ä., Âîëêîâà Í.À.ñëàáîñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A, âûïîëíåíî xRy, ëèáî yRx.Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèíöèï Ýäæâîðòà-Ïàðåòî â �îðìå âêëþ÷åíèÿ (1)ñîõðàíÿåò ñâîþ ñèëó, åñëè ìíîæåñòâî Ïàðåòî ââåñòè ðàâåíñòâîì
P (Y ) = {y∗ ∈ Y | íå ñóùåñòâóåò òàêîãî y ∈ Y, ÷òî y ¤ y∗} (2)ïðè÷åì

y′
¤ y′′ ⇐⇒ [(y′

i ≻i y′′
i èëè y′

i = y′′
i äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . ,m] è y′ 6= y′′,ãäå y′ = (y′

1, y
′
2, . . . , y

′
m), y′′ = (y′′

1 , y
′′
2 , . . . , y

′′
m). Ïðè ýòîì àêñèîìà èñêëþ÷åíèÿ íå èçìå-íÿåòñÿ, à àêñèîìó Ïàðåòî ñëåäóåò ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå.Îáîáùåííàÿ àêñèîìà Ïàðåòî. Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ y′, y′′ ∈ Y , óäîâëå-òâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ y′

¤ y′′, âûïîëíåíî y′ ≻Y y′′.Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êàæäîå èç ìíîæåñòâ Yi ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîûì,à âñÿêîå îòíîøåíèå ≻i ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì ¾áîëüøå¿ > äëÿ ÷èñåë (êîòîðîå èð-ðå�ëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî è ñëàáîñâÿçíî), âñå ñ�îðìóëèðîâàííûå â äàííîì ðàçäåëåïîëîæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âûñêàçûâàíèÿìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.3. Íå÷åòêèé îáîáùåííûé ïðèíöèï Ýäæâîðòà-ÏàðåòîÍàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [8℄), ÷òî íå÷åòêîå ìíîæåñòâî X íà ìíîæåñòâå Aîïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè λ(·), çàäàííîé íà A è ïðèíèìàþùåé çíà-÷åíèÿ â îòðåçêå [0,1℄, òîãäà êàê íå÷åòêîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå A îïðå-äåëÿåòñÿ �óíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè µ(·, ·), çàäàííîé íà A è òàêæå ïðèíèìàþ-ùåé çíà÷åíèÿ èç [0,1℄. Ñóïïîðò íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà X îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
supp(X) = {x ∈ X | λ(x) > 0}. Íå÷åòêîå îòíîøåíèå µ àñèììåòðè÷íî, åñëè èç
µ(x, y) > 0 âñåãäà ñëåäóåò µ(x, x) = 0 äëÿ âñåõ x, y ∈ A.Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ïðèíöèï Ýäæâîðòà-Ïàðåòî ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíäëÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà ñ íå÷åòêèì îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ.Ïóñòü èìååòñÿ çàäà÷à íå÷åòêîãî ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà

〈Y1, Y2, . . . , Ym,≻1,≻2, . . . ,≻m, Y, µŶ (·, ·)〉,ñîäåðæàùàÿ
Yi � øêàëó i-ãî êðèòåðèÿ (÷åòêîå ìíîæåñòâî), i = 1, 2, . . . ,m;

≻i � èððå�ëåêñèâíîå, òðàíçèòèâíîå è ñëàáîñâÿçíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå, çàäàííîåíà ìíîæåñòâå Yi, i = 1, 2, . . . ,m;

Y � ÷åòêîå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ, Y ⊂ Ŷ = Y1 × Y2 × · · · × Ym;

µŶ (·, ·) � �óíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè àñèììåòðè÷íîãî íå÷åòêîãî îòíîøåíèÿ ñòðî-ãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ, çàäàííóþ íà Ŷ .¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1 2006



Ýâîëþöèÿ ïðèíöèïà Ýäæâîðòà-Ïàðåòî 29�åçóëüòàòîì ðåøåíèÿ äàíííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêîå ìíîæåñòâî âûáèðàåìûõâàðèàíòîâ ñ �óíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè λS
Y (·), çàäàííîé íà Y .Íå÷åòêàÿ àêñèîìà Ïàðåòî. Äëÿ ëþáûõ äâóõ âàðèàíòîâ y′, y′′ ∈ Y , ñâÿçàííûõñîîòíîøåíèåì y′

¤ y′′, âñåãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî µS
Y (y′, y′′) = 1.Íå÷åòêàÿ àêñèîìà èñêëþ÷åíèÿ. Äëÿ âñÿêîé ïàðû âàðèàíòîâ y′, y′′ ∈ Y , äëÿêîòîðûõ âûïîëíåíî µS

Y (y′, y′′) = µ∗ ∈ [0, 1], ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî λS
Y ≦ 1 − µ∗.Ôóíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè (õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ) ìíîæåñòâà Ïàðåòîîïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

λS
Y =

{

1, åñëè y ∈ P (Y );
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.ãäå P (Y ) âèäà (2), à �óíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà íåäîìèíèðó-åìûõ âàðèàíòîâ ðàâåíñòâîì (ñì. [8℄)

λN
Y (y) = 1 − sup

z∈Y

µŶ (z, y) ∀y ∈ YÒîãäà íå÷åòêèé îáîùåííûé ïðèíöèï Ýäæâîðòà-Ïàðåòî ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðî-âàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.Òåîðåìà 2. Â óñëîâèÿõ âûïîëíåíèÿ íå÷åòêèõ àêñèîì Ïàðåòî è àêñèîìû èñêëþ÷å-íèÿ äëÿ ëþáîãî íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà âûáèðàåìûõ âàðèíòîâ ñ �óíêöèåé ïðèíàä-ëåæíîñòè λS
Y (·) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

λS
Y (y) ≦ λP

Y (y) ∀y ∈ Y (3)Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íå÷åòêîå ìíîæåñòâî âûáèðàåìûõ âà-ðèàíòîâ ñ �óíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè λS
Y (·).Ñíà÷àëà äîêàæåì íåðàâåíñòâî

λS
Y (y) ≦ λN

Y (y) ∀y ∈ Y (4)Áëàãîäàðÿ íå÷åòêîé àêñèîìå èñêëþ÷åíèÿ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
λS

Y (y) ≦ 1 − µY (z, y) äëÿ âñåõ y ∈ Y . Ïåðåõîäÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåí-ñòâà ê òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ïî z ∈ Y , ïîëó÷èì òðåáóåìîå
λS

Y (y) ≦ inf
z∈Y

(1 − µY (z, y)) = 1 − sup
z∈Y

µY (z, y) = λN
Y (y) ∀y ∈ YÒåïåðü óñòàíîâèì íåðàâåíñòâî

λN
Y (y) ≦ λP

Y (y) ∀y ∈ Y (5)Åñëè ïðåäïîëîæèòü ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ Y âûïîëíåíî
λN

Y (y) > λP
Y (y), òî, î÷åâèäíî, λN

Y (y) > 0 è y /∈ P (Y ). Â òàêîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåòâàðèàíò y′ ∈ Y , äëÿ êîòîðîãî âåðíî ñîîòíîøåíèå y′ ⊲ y. Îòñþäà áëàãîäàðÿ íå÷åòêîéàêñèîìå Ïàðåòî ïîëó÷àåì µS
Y (y′, y) = 1 è, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �1 2006



30 Íîãèí Â.Ä., Âîëêîâà Í.À.íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà íåäîìèíèðóåìûõ âàðèàíòîâ, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ
λN

Y (y) = 0, êîòîðîå äîêàçûâàåò (5).Èç íåðàâåíñòâ (4)� (5) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (3) 2Òåîðåìà 2 ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà (ñì. [4℄) íà ñëó÷àé íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà Y ;ìû ýòèì çäåñü çàíèìàòüñÿ íå áóäåì.4. Ïðèíöèï Ýäæâîðòà-Ïàðåòî â òåðìèíàõ �óíêöèè âûáîðà�àññìîòðèì çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà
〈Y1, Y2, . . . , Ym,≻1,≻2, . . . ,≻m, C〉,ãäå C � �óíêöèÿ âûáîðà.Ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ðàíåå, ââåäåì ìíîæå-ñòâî Ŷ = Y1 × Y2 × · · · × Ym.Íàïîìíèì [1℄, ÷òî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå C : Æ → 2Ŷ íàçûâàþò �óíêöèåé âû-áîðà, åñëè Æ ⊂ 2Ŷ \{∅} � íåêîòîðûé íàáîð íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ŷ è äëÿëþáîãî A ∈ Æ, âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå C(A) ⊂ A. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà C(A) = {∅}äëÿ íåêîðîãî A, ãîâîðÿò îá ¾îòêàçå îò âûáîðà¿ èç ìíîæåñòâà A. Íèæå ñ÷èòàåòñÿ,÷òî ñîâîêóïíîñòü Æ çàâåäîìî ñîäåðæèò âñå îäíî- è íåêîòîðûå äâóõýëåìåíòíûå ïîä-ìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A.Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ Y , èç êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîð è êîòîðîåáóäåì ïðåäïîëàãàòü íåïóñòûì, îïðåäåëèèì ðàâåíñòâîì

Y = {y ∈ Y | C({y}) = {y}}.Â òàêîì ñëó÷àå âñÿêèé âàðèàíò, êîòîðûé íå âûáèðàåòñÿ ïðè ïðåäúÿâëåíèè åãî â âèäåîäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, íå ìîæåò áûòü âûáðàí è èç ëþáîãî áîëåå øèðîêîãîìíîæåñòâà, âêëþ÷àþùåãî äàííûé âàðèàíò. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Y ∈ Æ.Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî C(Y ) ⊂ Y , êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèåðàññìàòðèâàåìîé çäåñü çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Y íå îáÿçàòåëüíî ââîäèòü óêàçàííûì âûøå ñïî-ñîáîì; â òàêîì ñëó÷àå åãî ñëåäóåò èçíà÷àëüíî âêëþ÷èòü â ÷èñëî îñíîâíûõ çàäàííûõîáúåêòîâ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íàðÿäó ñ Y1, Y2, . . . , Ym,≻1,≻2, . . . ,≻m, C.Îáîáùåííàÿ àêñèîìà Ïàðåòî â òåðìèíàõ �óíêöèè âûáîðà. Äëÿ ëþáûõäâóõ âàðèàíòîâ y′, y′′ ∈ Y , ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì y′
¤ y′′, âñåãäà èìååò ìåñòîðàâåíñòâî C({y′, y′′}) = {y′}.Àêñèîìà èñêëþ÷åíèÿ â òåðìèíàõ �óíêöèè âûáîðà. Äëÿ ëþáîé ïàðû âàðè-àíòîâ y′, y′′ ∈ Y , òàêèõ, ÷òî C({y′, y′′}) = {y′}, âûïîëíÿåòñÿ y′′ /∈ C(Y ).Ìíîæåñòâî íåäîìèíèðóåìûõ âàðèàíòîâ çäåñü îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

N dom(Y ) = {y∗| íå ñóùåñòâóåò òàêîãî y ∈ Y, y 6= y∗, ÷òî C({y, y∗}) = {y}}.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1 2006



Ýâîëþöèÿ ïðèíöèïà Ýäæâîðòà-Ïàðåòî 31Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè âûáîðà C(·), ïîä÷èíåííîé ñ�îðìóëèðîâàííûìâûøå âóì àêñèîìàì â òåðìèíàõ �óíêöèè âûáîðà, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
C(Y ) ⊂ P (Y ), (6)ãäå ìíîæåñòâî Ïàðåòî P (Y ) îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (2).Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ âûáîðà C(·), óäîâëåòâî-ðÿþùóþ óêàçàííûì àêñèîìàì. Åñëè C(Y ) = {∅}, òî âêëþ÷åíèå (6) âûïîëíåíî.Ïóñòü C(Y ) 6= {∅}. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ

C(Y ) ⊂ Ndom(Y ). (7)Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò âàðèàíò y′′ ∈ C(Y ), äëÿ êîòîðîãîâåðíî y′′ /∈ Ndom(Y ). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà íåäîìèíèðóåìûõ âàðèàíòîâíàéäåòñÿ òàêîé âàðèàíò y′ ∈ Y , ÷òî y′′ 6= y′ è C({y′, y′′}) = {y′}. Áëàãîäàðÿ àêñèîìåèñêëþ÷åíèÿ â òåðìèíàõ �óíêöèè âûáîðà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âëå÷åò y′′ /∈ C(Y ). Ýòîïðîòèâîðå÷èò íà÷àëüíîìó äîïóùåíèþ y′′ ∈ C(Y ). Âêëþ÷åíèå (7) äîêàçàíî.Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü âêëþ÷åíèå
Ndom(Y ) ⊂ P (Y ). Âíîâü ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: y ∈ Ndom(Y ) è y /∈ P (Y ). Îòñþ-äà ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ âàðèàíòîâ ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿòàêîé âàðèàíò y′ ∈ Y , äëÿ êîòîðîãî âåðíî ñîîòíîøåíèå y′

¤ y. Íà îñíîâàíèè îáîá-ùåííîé àêñèîìû Ïàðåòî â òåðìèíàõ �óíêöèè âûáîðà èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿâûòåêàåò ðàâåíñòâî C({y, y′}) = {y′}, ïðè÷åì y 6= y′. Ñëåäîâàòåëüíî, y /∈ Ndom(Y ).Ïîëó÷åííîå íå ñîâìåñòèìî ñ íà÷àëüíûì ïðåäïîëîæåíèåì y ∈ Ndom(Y ) 25. Ïðèíöèï Ýäæâîðòà-Ïàðåòî â òåðìèíàõ íå÷åòêîé �óíêöèè âûáîðà�àññìîòðèì çàäà÷ó íå÷åòêîãî ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà, ñîäåðæàùóþ àá-ñòðàêòíûå ÷åòêèå ìíîæåñòâà Y1, Y2, . . . , Ym è èððå�ëåêñèâíûå, òðàíçèòèâíûå è ñëà-áîñâÿçíûå îòíîøåíèÿ ≻1,≻2, . . . ,≻m, êîòîðûå èìåþò òîò æå ñìûñë,÷òî è ðàíåå.Íå÷åòêîé �óíêöèåé âûáîðà áóäåì íàçûâàòü îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Č, çàäàííîåíà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå Æ íåïóñòûõ ïîæìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ŷ è ñîïîñòàâëÿþùååêàæäîìó ìíîæåñòâó A ∈ Æ îïðåäåëåííîå íå÷åòêîå ìíîæåñòâî Č(A) ñ �óíêöèåéïðèíàäëåæíîñòè λA(·), îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì
λA(y) ∈ [0, 1] ∀y ∈ A; λA(y) = 0 ∀y ∈ Ŷ \A.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü Æ çàâåäîìî ñîäåðæèò âñå îäíî- è íåêîòîðûåäâóõýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A. Ââåäåì ÷åòêîå ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿå-ìîå ðàâåíñòâîì

Y = {y ∈ Y | λ{y}(y) > 0}.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �1 2006



32 Íîãèí Â.Ä., Âîëêîâà Í.À.Åãî ñîñòàâëÿþò âàðèàíòû, êîòîðûå ïðè ïðåäúÿâëåíèè èõ â âèäå îäíîýëåìåíòíûõìíîæåñòâ ìîãóò îêàçàòüñÿ âûáðàííûìè ñ êàêîé-òî ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíüþ ïðè-íàäëåæíîñòè. Òîãäà êàê äëÿ ëþáîãî y ∈ Ŷ \Y âûïîëíåíî λ{y}(y) = 0.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåïóñòîå ìíîæåñòâî Y ïðèíàäëåæèò ñîâîêóïíîñòè Æ. Òåìñàìûì, îïðåäåëåíî íå÷åòêîå ìíîæåñòâî Č(Y ) ñ �óíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè λY (·), êî-òîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé â ýòîì ðàçäåëå íå÷åòêîé çàäà÷èìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà.Îáîáùåííàÿ àêñèîìà Ïàðåòî â òåðìèíàõ íå÷åòêîé �óíêöèè âûáîðà. Äëÿëþáûõ äâóõ âàðèàíòîâ y′, y′′ ∈ Y , ñâÿçàíííûõ ñîîòíîøåíèåì y′
¤ y′′, èìååò ìåñòîðàâåíñòâî λ{y′,y′′}(y

′′) = 0.Îáîáùåííàÿ àêñèîìà èñêëþ÷åíèÿ â òåðìèíàõ íå÷åòêîé �óíêöèè âûáî-ðà. Äëÿ ëþáîé ïàðû âàðèàíòîâ y′, y′′ ∈ Y , y′ 6= y′′, òàêèõ, ÷òî λ{y′,y′′}(y
′′) = 0,âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî λY (y′′) = 0.Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîé íå÷åòêîé �óíêöèè âûáîðà, ïîä÷èíåííîé ñ�îðìóëèðîâàí-íûì âûøå äâóì àêñèîìàì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

λY (y) = 0 ∀y ∈ Y \P (Y ), (8)ãäå ìíîæåñòâî Ïàðåòî P (Y ) îïðåäåëåíî �îðìóëîé (2).Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ íå÷åòêóþ �óíêöèþ âûáîðà, óäî-ëåòâîðÿþùóþ óêàçàííûì àêñèîìàì è èìåþùóþ �óíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè λA(·).Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ðàâåíñòâî
λY (y) = 0 ∀y ∈ Y \Ndom(Y ). (9)Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íàéäåòñÿ âàðèàíò y ∈ Y \Ndom(Y ), äëÿ êî-òîðîãî âåðíî λY (y) > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà íåäîìèíèðóåìûõ âàðèàíòîâñóùåñòâóåò y′ ∈ supp(Y ), òàêîé, ÷òî y′ 6= y è λ{y,y′}(y) = 0. Áëàãîäàðÿ îáîáùåííîéàêñèîìå èñêëþ÷åíèÿ â òåðìèíàõ íå÷åòêîé �óíêöèè âûáîðà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âëå-÷åò λY (y) = 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íà÷àëüíîìó äîïóùåíèþ λY (y) > 0. Òåì ñàìûì,ðàâåíñòâî (9) óñòàíîâëåíî.Òåïåðü äîêàæåì ðàâåíñòâî (7). Ïóñòü, íàïðîòèâ, λY (y) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî

y ∈ Y \P (Y ). Îòñþäà â ñèëó y /∈ P (Y ) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé âàðèàíò y′ ∈ Y ,äëÿ êîòîðîãî âåðíî ñîîòíîøåíèå y′
¤ y. Íà îñíîâàíèè îáîáùåííîé àêñèîìûÏàðåòî âòåðìèíàõ íå÷åòêîé �óíêöèè âûáîðà èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò ðàâåíñòâî

λ{y,y′}(y) = 0, ïðè÷åì y′ 6= y. Ñëåäîâàòåëüíî, y /∈ Ndom(Y ),à çíà÷èò ñîãëàñíî (9) ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó λY (y) = 0, êîòîðîå íåñîâìåñòèìî ñäîïóùåíèåì λY (y) > 0 2Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íàðóøåíèå õîòÿ áû îäíîé èç äâóõ àêñèîì, óïîìÿíóòûõ â�îðìóëèðîâêå òåîðåìû 4, ìîæåò ïðèâîäèòü ê íàðóøåíèþ ðàâåíñòâà (7).¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1 2006
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