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Основной целью изучения свойств материалов при воздействии на них
внешних сил является установление связи между напряжениями и деформа-
циями. На первом этапе такого воздействия происходит упругая деформация.
В этом случае, согласно закону Гука, существует линейная зависимость между
напряжениями и деформациями.

Если изучается зависимость величины нагрузки как функция от деформа-
ции, то переход от упругого состояния к пластическому характеризуется из-
менением вида возрастания нагрузки от линейного к логарифмическому, на-
пример, [1, 2]. Если же нагрузка является аргументом, а деформация рассмат-
ривается как функция от неё, то переход от упругого состояния к пластиче-
скому характеризуется изменением вида возрастания деформации от линей-
ного к параболическому или экспоненциальному, например, [3, 4]. Результаты
теоретического исследования или численного моделирования упругих свойств
различных материалов могут быть представлены либо в виде таблиц, либо в
виде непрерывных функций. В этой связи практический интерес представляет
получение аналитических критериев, позволяющих определить момент, когда
характер монотонного возрастания некоторой величины переходит от линейно-
го к нелинейному типу. Для аналитического исследования табличных данных
можно использовать аппроксимационно-оценочные критерии [5]–[7]. Рассмот-
рим возможное решение этой задачи для непрерывного случая.
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Не умаляя общности, будем рассматривать непрерывные и неубывающие
функции y = f(x) на отрезке [0, b]. Класс таких функций будем обозначать
прописной латинской буквой M , т. е. f(x) ∈M [0, b].

Изучим проблему классификации f(x) ∈M [0, b] по характеру их возраста-
ния на отрезке [0, b]. Выберем четыре эталонные функции для такой класси-
фикации: линейную — φ1(x) = ax, степенную — φ2(x) = cx2, логарифмическую
— φ3(x) = g ln(1 + x), показательную — φ4(x) = k(ex − 1).

Все эти функции в точке 0 равны нулю. Любую функцию f̃(x) ∈ M [0, b]

при помощи преобразования f(x) = f̃(x) − f̃(0) можно изменить так, чтобы и
она удовлетворяла условию f(0) = 0. Целью заявленной выше классификации
будет определение характера возрастания f(x) ∈M [0, b].

Прежде чем определить критерий такой классификации, заметим, что инте-
гральной характеристикой скорости является пройденный путь. Поэтому есте-
ственно заметить, что если на некотором множестве сравниваются две различ-
ные скорости, то в качестве меры их различия может быть выбрана разница
пройденного пути.

Исходя из этого, определим критерий сравнения скорости изменения двух
функций f(x), g(x) ∈M [0, b] как интеграл

S(b) =

b∫
0

(f(t)− g(t))
2
dt.

Геометрический смысл этого критерия состоит в том, что S(b) оценивает пло-
щадь плоской области, ограниченной непрерывными неубывающими кривыми
f(x) и g(x).

Введем обозначение Si =
b∫

0

(f(t)− φi(t))
2
dt, и по определению, будем счи-

тать, что непрерывная неубывающая функция f(x) «почти линейно» возраста-
ет на отрезке [0, b], если справедливо неравенство: S1 < Si, где i ∈ {2, 3, 4}, в
противном случае, изменение f(x) будем считать нелинейным.

Неопределенные коэффициенты a, c, g, k, должны удовлетворять условию:
f(b) = φi(b). Тогда:

a =
f(b)

b
, c =

f(b)

b2
, g =

f(b)

ln(1 + b)
, k =

f(b)

eb − 1
.

Если f(x) описывает связь между напряжениями и деформациями, то для
определения границ применения закона Гука можно сравнить эту монотонно
возрастающую функцию с эталонными φ1(x) и φi(x), где натуральный индекс
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i ∈ {2, 3, 4}. Вычислим два интеграла с переменными верхними пределами:

I1(x) =

x∫
0

(f(t)− φ1(t))
2
dt, I2(x) =

x∫
0

(f(t)− φi(t))
2
dt.

Решением уравнения:
I1(x)− I2(x) = 0

относительно неизвестной x будет «критическая точка» b, в которой «почти
линейное» возрастание f(x) изменяется на нелинейное. То есть, левее точки b
для расчёта прочности, жёсткости и устойчивости можно использовать модели,
основанные на парадигме закона Гука, а справа от b закон Гука становится
неприменимым.
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