В. Б. Смирнова

Л. Е. Морозова

Н. В. Утина
СОКРАЩЕННЫЙ КУРС МАТЕМАТИКИ 

ДЛЯ БАКАЛАВРОВ

Часть 1 
АЛГЕБРА И ГЕОМЕТРИЯ

Санкт-Петербург

2018
Министерство образования и науки

Российской Федерации

Санкт-Петербургский государственный

архитектурно-строительный университет

В. Б. СМИРНОВА, Л. Е. МОРОЗОВА, Н. В. УТИНА

СОКРАЩЕННЫЙ КУРС МАТЕМАТИКИ 

ДЛЯ БАКАЛАВРОВ 

Часть 1 
АЛГЕБРА И ГЕОМЕТРИЯ

Учебное пособие

Санкт-Петербург

2018

УДК 514.122

Рецензенты: 
канд. физ.-мат. наук, зав. каф. математики Г. В. Якунина (СПбГАСУ);

канд. физ.-мат. наук, доцент А. И. Шепелявый  (СПбГУ);

Смирнова, В. Б.

Сокращенный курс математики для бакалавров. Часть 1. Алгебра и геометрия: учеб. пособие; в 3-х ч. / В. Б. Смирнова; Л. Е. Морозова, Н. В. Утина; СПбГАСУ. – СПб., 2018. – 91 с.
ISBN
Пособие «Сокращенный курс математики для бакалавров. Часть 1. Алгебра и геометрия» предназначено для студентов архитектурных направлений.

Пособие состоит из трех разделов. В первом разделе изучаются операции над матрицами, свойства определителей и методы решения систем линейных уравнений (формулы Крамера, схема Гаусса). Во втором разделе излагаются основные понятия аналитической геометрии на плоскости: прямая линия, кривые второго порядка. В третьем разделе излагаются основные понятия векторной алгебры: линейные операции над векторами, скалярное и векторное произведения векторов. Рассматриваются уравнения плоскости и прямой в пространстве. Каждый раздел снабжён примерами. Весь материал иллюстрирован рисунками. 

Пособие может использоваться как в процессе аудиторных занятий, так и для самостоятельного изучения курса математики.
Ил. 55. Библиогр.: 9 назв.

Рекомендовано Учебно-методическим советом СПбГАСУ в качестве учебного пособия.

ISBN 

( Л. Е. Морозова, В. Б. Смирнова, Н. В. Утина, 2018

( Санкт-Петербургский государственный архитектурно-строительный университет, 2018

1. МАТРИЦЫ, ОПРЕДЕЛИТЕЛИ, СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
1.1. Матрицы и действия над ними

1.1.1. Основные понятия

Матрицей называется прямоугольная таблица чисел. Говорят, что матрица, состоящая из m строк и n столбцов, имеет размеры 
[image: image736.bmp]. Обычно матрица обозначается большой латинской буквой. Запись матрицы имеет вид:
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Числа aij называют элементами матрицы, где i – номер строки, j – номер столбца. Для обозначения матрицы также может использоваться символика ||aij||, иногда с расшифровкой i = 1,2,…,m; j = 1,2,…,n.
Приведём примеры матриц.

1. Нулевая матрица любых размеров состоит из нулевых элементов.

2. Матрица-строка (размером 
[image: image4.wmf]n
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): 
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3. Матрица-столбец (
[image: image6.wmf]1
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4. Квадратная матрица (
[image: image8.wmf]n
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): 
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, при этом n называется порядком матрицы. Диагональ, состоящая из элементов akk (k = 1,2,…,n), называется главной диагональю квадратной матрицы. Она идет из верхнего левого угла в правый нижний. Диагональ, ведущая из левого нижнего угла в правый верхний, называется побочной диагональю.

5. Частным случаем квадратной матрицы является диагональная матрица, у которой все элементы, расположенные не на главной диагонали, равны нулю.

6. Частным случаем диагональной матрицы является единичная матрица, все диагональные элементы которой равны 1. Обозначим ее буквой E:
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Матрица AT размеров 
[image: image11.wmf]m

n
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 называется транспонированной по отношению к матрице A размеров 
[image: image12.wmf]n

m

´

, если у матрицы AT строки и столбцы матрицы A «поменялись ролями».

Заметим, что (AT) T = A.

Пример 1.1.1. 
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Две матрицы A = ||aij|| и B = ||bij|| называются равными, если они имеют одинаковые размеры 
[image: image14.wmf]n
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 и
aij = bij ( i = 1,2,…,m; j = 1,2,…,n).

1.1.2. Линейные операции над матрицами
Суммой двух матриц A = ||aij|| и B = ||bij|| имеющих одинаковые размеры 
[image: image15.wmf]n

m
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, называется матрица C = ||cij|| размеров 
[image: image16.wmf]n
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, элементы которой формируются по правилу

cij = aij + bij ( i = 1,2,…,m; j = 1,2,…,n).

Для обозначения суммы используется запись C = A + B. Операция получения суммы матриц называется сложением матриц.

Операция сложения матриц обладает свойствами:
1. A + B = B + A,
2. (A + B) + С = A + (B + С),
где A, B, C – матрицы размеров 
[image: image17.wmf]n
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Справедливость свойств вытекает непосредственно из определения суммы матриц.

Произведением матрицы A = ||aij|| размеров 
[image: image18.wmf]n
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 на число ( называется матрица C = ||cij|| размеров 
[image: image19.wmf]n
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, элементы которой формируются по правилу

cij = (aij ( i = 1,2,…,m; j = 1,2,…,n).

Для обозначения произведения матрицы на число используется запись (A. Операция получения произведения матрицы на число называется умножением матрицы на число.

Операция умножения матрицы на число обладает свойствами:
1. (( + () A = (A + ( A,
2. ( (A + B) = ( A + (B,
где A и B – матрицы размеров 
[image: image20.wmf]n
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, а ( – число.

Разностью матриц A и B одинаковых размеров 
[image: image21.wmf]n
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 называется матрица C тех же размеров 
[image: image22.wmf]n
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, которая в сумме с матрицей B дает матрицу A:

С + B = A.

Разность обозначается так: С = A – B. Операция получения разности называется вычитанием.

Заметим, что С = A + (–1) B.

1.1.3. Умножение матриц
Матрицы A и B, рассматриваемые именно в указанном порядке, называются соответственными, если число столбцов матрицы A равно числу строк матрицы B, т.е. A имеет размеры 
[image: image23.wmf]l
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, а B имеет размеры 
[image: image24.wmf]n
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. Перемножать можно только соответственные матрицы.
Произведением матрицы A = ||aij|| размеров 
[image: image25.wmf]l
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 на матрицу B = ||bij|| размеров 
[image: image26.wmf]n
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 называется матрица C = ||cij|| размеров 
[image: image27.wmf]n
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, элементы которой формируются по правилу
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     ( i = 1,2,…,m; j = 1,2,…,n).

Указанное правило носит название «строка на столбец». Действительно, чтобы сформировать элемент cij, мы составляем сумму парных произведений элементов «i-ой» строки матрицы A на соответствующие элементы «j-го» столбца матрицы B.

Для обозначения произведения A и B используется запись 
[image: image29.wmf]B

A

×

 или AB. Операция получения произведения матриц называется умножением матриц.
Приведём пример перемножения матриц.
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[image: image31.wmf];
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Операция умножения матриц обладает свойствами:

1. 
[image: image32.wmf])
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, где A имеет размеры 
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, B имеет размеры 
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, C имеет размеры 
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2. 
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, где A имеет размеры 
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3. 
[image: image39.wmf]T

T

T

A

B

AB

=

)

(

, где A имеет размеры 
[image: image40.wmf]l

m

´

, а B – матрица размеров 
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Замечание. Переместительным свойством операция умножения матриц не обладает! Даже если можно перемножать как A на B, так и B на A, то не обязательно 

AB = BA.

Более того, это равенство справедливо лишь в частных случаях.

Пример 1.1.2.          
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Однако, если E – единичная 
[image: image46.wmf]n
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 матрица, то для любой квадратной матрицы порядка n справедливы равенства
AE = EA = A.

1.2. Определители второго и третьего порядков и их свойства

1.2.1. Определитель второго порядка
Рассмотрим систему, состоящую из двух уравнений
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относительно неизвестных 
[image: image48.wmf]1
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 и 
[image: image49.wmf]2

x

.
Чтобы решить эту систему, т.е. найти значения x1 и x2, превращающие эти уравнения в верные равенства, умножим первое уравнение на a22, второе – на (– a12) и сложим их. В результате получим
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Далее, умножая первое уравнение на (– a21), а второе – на a11 и складывая их, получим
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Таким образом, выражение 

a11 a22 – a12 a21                                     (1.2.4)

оказалось в некотором смысле «определяющим» для вычисления решения системы. Если a11 a22 – a12 a21 ( 0, то
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Заметим, что если (1.2.4) равно нулю, то может оказаться, что система (1.2.1) или не имеет решений (если b1 a22 – b2 a12 ( 0 или b2 a11 – b1 a21 ( 0) или имеет бесконечно много решений (если b1 a22 – b2 a12 = b2 a11 – b1 a21 = 0).

Выражение a11 a22 – a12 a21 называется определителем второго порядка и обозначается следующим образом:

[image: image54.wmf].
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Таким образом, 


[image: image55.wmf].

21

12

22

11

22

21

12

11

a

a

a

a

a

a

a

a

-

=

                     (1.2.7)

Говорят также, что выражение (1.2.4) является определителем матрицы 
[image: image56.wmf]=
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[image: image58.wmf]A

det

.
Замечание 1. Нами получены формулы для решения линейной системы двух уравнений с двумя неизвестными:
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где 
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1.2.2. Определитель третьего порядка
Если мы теперь будем искать формулы для нахождения решения системы трёх линейных уравнений
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относительно неизвестных 
[image: image63.wmf]1
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, 
[image: image64.wmf]2
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, то «определяющим» выражением окажется выражение вида


[image: image66.wmf].

33

21

12

32

23

11

31

22

13

31

23

12

32

21

13

33

22

11

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

-

-

-

+

+


Оно называется определителем третьего порядка и обозначается так: 
[image: image67.wmf]33
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Это – определитель матрицы 
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. Для него используют также обозначение 
[image: image69.wmf]A
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Итак, определитель третьего порядка вычисляется по формуле 
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Для её запоминания удобно пользоваться мнемоническим правилом Саррюса:


[image: image71]
Пример 1.2.1. 
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[image: image73.wmf].
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1.2.3. Свойства определителей второго и третьего порядков

Определители второго и третьего порядков имеют ряд общих свойств. Докажем их для определителя второго порядка. Вычисляя определитель третьего порядка по правилу Саррюса, легко убедиться в их справедливости и для третьего порядка.

1. Величина определителя не меняется при транспонировании матрицы.

Доказательство. Действительно, 
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Следствие. Любое свойство, справедливое для строк определителя, справедливо также и для его столбцов.

2. Если в определителе поменять местами две строки (или два столбца), то у него изменится знак. Абсолютная величина его останется при этом прежней.

Доказательство. Рассмотрим определитель
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Поменяем в нём строки местами. Из (1.2.7) следует 
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3. Определитель с двумя одинаковыми строками (или столбцами) равен нулю.

Доказательство. Действительно, 
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4. Если все элементы какой-либо строки (или какого-либо столбца) содержат общий множитель, то его можно вынести за знак определителя.

Доказательство. Пусть ( ( число. Из (1.2.7) следуют равенства:
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5. Определитель с двумя пропорциональными строками (или столбцами) равен нулю.

Доказательство. Воспользуемся свойствами 4 и 3. Получим для любого числа (
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6. Если каждый элемент строки (или столбца) является суммой двух слагаемых, то определитель равен сумме определителей, в которых элементы данной строки (данного столбца) заменены отдельными слагаемыми, т.е.
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Доказательство. Рассмотрим сначала левую часть равенства (1.2.11):
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Теперь рассмотрим правую часть (1.2.11):
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Ясно, что левая часть равенства (1.2.11) равна его правой части. ■
7. Величина определителя не изменится, если к элементам любой его строки (или любого столбца) прибавить соответствующие элементы любой другой строки (или любого другого столбца), умноженные на любое число.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда к элементам первой строки прибавляются элементы второй строки, умноженные на некоторое число (. Получим определитель
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Применим к нему свойства 6, 4 и 3. Тогда 
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8. Определитель произведения квадратных матриц равен произведению их определителей.

Доказательство. Пусть A = ||aij||, B = ||bij|| ( i, j = 1,2) и C = AB. Тогда
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1.3. Определители произвольного порядка
Определители второго и третьего порядков являются частными случаями определителя порядка n, т.е. определителя квадратной матрицы A порядка n. Такой определитель, так же как и определители второго и третьего порядков, обозначается det A или
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Для определителя часто используют также обозначение (.

Не выписывая выражения для определителя произвольного порядка, изложим здесь методику его вычисления. 

1.3.1. Миноры и алгебраические дополнения

Введем два новых понятия. В определителе порядка n
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вычеркнем строку с номером i и столбец с номером j, а затем сдвинем оставшиеся строки и столбцы. Получим определитель порядка (n(1). Этот определитель называется минором определителя (, соответствующим элементу aij. Полученный минор имеет обозначение (ij. Алгебраическим дополнением элемента aij определителя ( называется величина
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Пример 1.3.1. Дан определитель 
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. Найдем для него минор (13 и алгебраическое дополнение A32.
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1.3.2. Правило вычисления определителя
Определитель порядка n вычисляется по следующему правилу.

Определитель порядка n равен сумме парных произведений элементов любой своей строки (или любого своего столбца) на их алгебраические дополнения:
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Пример 1.3.2. Вычислим 
[image: image98.wmf]2
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. Для этого применим правило вычисления определителя к элементам третьей строки:
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Пример 1.3.3. Вычислим 


[image: image100.wmf].

3

0

5

1

2

3

0

2

1

4

2

3

0

1

1

2

-

-

-

=

D


Для этого применим правило вычисления определителя к элементам первой строки:
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Отметим без доказательства, что для определителя порядка n справедливы все свойства, установленные для определителя второго порядка. Поэтому прежде, чем применить правило вычисления определителя, разумно с помощью свойства 7 «размножить» нули в используемой строке (используемом столбце).
Обратимся к приведённому ранее примеру 1.1.3 и «размножим» нули в первой строке определителя (. Проделаем следующие операции:

1) прибавим к элементам второго столбца соответствующие элементы третьего столбца;

2) прибавим к элементам первого столбца соответствующие элементы третьего столбца, умноженные на 2.

Получим:
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Далее «размножим» нули в третьем столбце. Для этого прибавим к элементам второй строки элементы первой строки, умноженные на (–2), а к элементам третьей строки – элементы первой строки, умноженные на (–3). Получим:
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Приведём следствия, вытекающие из правила вычисления определителя.

Следствие 1. Пусть (1, (2,…, (n – числа. Тогда для любых k и l справедливы очевидные равенства:

а)      
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б)
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 (1.3.3)

Следствие 2. Сумма парных произведений элементов любой строки (любого столбца) на алгебраические дополнения другой строки (другого столбца) равна нулю.

Справедливость этого утверждения следует из формул (1.3.2), (1.3.3) и свойства 3) определителя.

1.4. Обратная матрица
Рассмотрим квадратную матрицу
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Матрица B размеров 
[image: image108.wmf]n
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´

 называется обратной к матрице A, если
AB = BA = E,                                          (1.4.1)
где E – единичная матрица порядка n.

Обратная к A матрица обозначается A-1.

Чтобы установить вид матрицы, обратной по отношению к матрице A, введем в рассмотрение матрицу
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Матрица C составлена так: каждый элемент матрицы A заменяется своим алгебраическим дополнением, затем полученная матрица транспонируется. Матрица C называется союзной по отношению к матрице A.

Теорема 1.4.1. Если det A ( 0, то для матрицы A существует единственная обратная матрица A-1, которую можно найти по формуле
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Доказательство для n = 3. Перемножим две матрицы:
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[image: image112.wmf].
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Мы получили матрицу, на главной диагонали которой стоят элементы, равные det A. Этот факт следует из правила вычисления определителя. Все остальные элементы этой матрицы равны нулю в силу следствия 2.
Итак, 
[image: image113.wmf].
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 Точно также устанавливается, что 
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 Теорема доказана. ■
Замечание. Если det A = 0, то матрицы, обратной для матрицы A, не существует. Действительно, в этом случае, в силу свойства 8, имеем
det A A-1 = 0 ( 1 = det E.

Пример 1.4.1. Задана матрица 
[image: image115.wmf]÷
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. Найдем для неё обратную матрицу A-1.

Для этого сначала вычислим определитель заданной матрицы:

[image: image116.wmf].
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Вычислим алгебраические дополнения для каждого элемента заданной матрицы A: 
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Построим союзную матрицу:
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Следовательно, в силу формулы (1.4.2), 
[image: image127.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

-

1

1

1

3

1

9

1

9

2

3

4

9

13

9

8

1

A

. ■
1.5. Системы линейных уравнений
1.5.1. Основные понятия

Рассмотрим систему m линейных алгебраических уравнений с n неизвестными x1, x2,…, xn:
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Здесь aik – коэффициенты при неизвестных, bi – свободные члены (i = 1,2,…,m; k = 1,2,…,n).

Матрица, состоящая из коэффициентов при неизвестных, называется матрицей системы:


[image: image129.wmf].
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Решением системы называется совокупность значений x1, x2,…, xn, при подстановке которых в систему все уравнения системы обращаются в верные равенства.

Система (1.5.1) может не иметь решений, иметь единственное решение, иметь бесконечно много решений.

Приведём примеры решения систем линейных уравнений.

Пример 1.5.1.       
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Легко найти решение этой системы. Из второго уравнения следует, что x1 = 2x2. Подставив в первое уравнение x1 = 2x2, получим 7 x2 = 7 или x2 = 1. Система имеет единственное решение
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Пример 1.5.2.      
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Ясно, что второе уравнение этой системы представляет собой первое уравнение, умноженное на 2. Поэтому любая пара значений x1, x2, удовлетворяющая первому уравнению, удовлетворяет и второму (и наоборот). Таких значений бесконечно много. Выбрав x2 = (, где ( ( любое число, получим 
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. Итак, решение системы можно записать в виде
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Пример 1.5.3.      
[image: image135.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

.

15

6

4

;

7

3

2

2

1

2

1

x

x

x

x


Система не имеет решений. Если x1 и x2 удовлетворяют первому уравнению, то они не могут удовлетворять второму (и наоборот).■
Система (1.5.1), имеющая хотя бы одно решение, называется совместной. Система (1.5.1), не имеющая решений, называется несовместной.

В примерах 1.5.1 и 1.5.2 рассмотрены совместные системы, в примере 1.5.3 – несовместная система.

Совместная система называется определённой, если она имеет единственное решение (пример 1.5.1), и неопределённой, если решений несколько (пример 1.5.2).

Две системы с одним и тем же набором переменных называются равносильными, если каждое решение первой системы является решением второй, а каждое решение второй системы является решением первой, или, если они обе несовместны. Равносильные системы имеют одинаковое число неизвестных, но число уравнений в них может не совпадать.

Следующие преобразования системы переводят её в равносильную систему:

1) обмен местами двух уравнений;

2) умножение любого уравнения на любое число, отличное от нуля;

3) прибавление к любому уравнению любого другого уравнения, умноженного на любое число.

1.5.2. Системы с квадратной матрицей. Теорема Крамера
Пусть в системе (1.5.1) m =n. Таким образом, мы рассматриваем систему
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Матрица системы имеет вид
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Её определитель называется определителем системы.

Теорема Крамера. Если определитель системы (1.5.2) отличен от нуля, то система (1.5.2) имеет единственное решение, определяемое по формулам 
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где ( = det A, а (k – определитель, полученный из ( заменой k-го столбца на столбец свободных членов, т.е.
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Доказательство для n = 3. Запишем систему (1.5.2) в виде
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где 
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Выразим X через A-1 и B и применим следствие 1 из правила вычисления определителя (формула (1.3.3)):
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Теорема доказана. ■
Пример 1.5.4. Решим систему 
[image: image144.wmf]ï
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 с помощью формул Крамера. Для этого вычислим:
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С помощью формул Крамера можно решать лишь узкий класс систем. Приведём здесь универсальный метод.

1.5.3. Метод Гаусса.

Метод Гаусса часто называют методом исключения переменных. Идея метода Гаусса состоит в использовании преобразований 1), 2), 3), описанных в разделе 1.5.1, для приведения системы (1.5.1)
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к равносильной системе, левая граница которой имеет вид лесенки. При этом ступеньки лесенки могут иметь различную ширину.

Пример 1.5.5. Ступеньки системы, равносильной системе (1.5.1), имеют одинаковую ширину:


[image: image153]         ■
Пример 1.5.6. Ширина ступенек различна:


[image: image154]■
Серия преобразований, приводящих к «лесенке» в левой части системы, называется прямым ходом метода Гаусса. 
Прямой ход метода Гаусса осуществляется по шагам. На каждом шаге «вырубается» очередная ступенька.

На первом шаге из всех уравнений, начиная со второго, исключается переменная x1. Для этого сначала система (1.5.1) преобразуется к равносильной системе, у которой в первом уравнении коэффициент при x1 оказывается равным единице:
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Затем к каждому i-ому уравнению системы (1.5.4), начиная со второго, прибавляем её первое уравнение, умноженное на (
[image: image156.wmf]1
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) (i = 2, …, m). Получим равносильную (1.5.1) систему, в которой x1 присутствует только в первом уравнении:
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На втором шаге из всех уравнений системы, кроме первого и второго уравнения, исключается переменная x2. Для этого описанный выше алгоритм применяется к подсистеме системы (1.5.5), содержащей все уравнения со второго по последнее. 

Может оказаться, что при реализации первого шага из уравнений подсистемы исчезли переменные x2,…, xk (k<m). Тогда на втором шаге исключается переменная xk+1.

Далее описанный алгоритм шагов последовательно применяется для исключения оставшихся переменных xk+2,…, xm, пока «лесенка» не будет построена.

Если в процессе преобразований несколько уравнений оказываются одинаковыми, то следует оставить одно из них. Если же у двух уравнений левые части совпадают, а свободные члены различны, то система несовместна.

На этом прямой ход метода Гаусса закончен.
Процесс определения значений неизвестных называется обратным ходом метода Гаусса.

Из приведенных выше примеров 1.5.5 и 1.5.6 ясно, что «ступенчатая форма» левой части системы дает возможность, двигаясь «снизу вверх», определять друг за другом значения неизвестных. Так, в примере 1.5.5 из последнего уравнения находим x3, затем из второго уравнения, зная x3, находим x2, затем из первого уравнения, зная x3 и x2, находим x1.

Если в результате прямого хода неизвестных оказалось больше, чем уравнений, то следует выделить так называемые «свободные» неизвестные, т.е. неизвестные, которым можно дать произвольные значения. В примере 1.5.6 переменную x5 можно объявить свободной (x5(R) и найти из третьего уравнения x4, а из второго ( x3. Затем, объявив x2 свободной переменной, из первого уравнения можно найти x1.

Пример 1.5.7. Решим систему 
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 методом Гаусса.
Шаг 1. На первом шаге преобразуемая система всегда совпадает с исходной системой. Поэтому обрабатываем первый столбец.

1. Меняем местами первую и вторую строки:
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2. Последовательно: прибавляем ко второй строке первую строку, умноженную на ((2); прибавляем к третьей строке первую строку, умноженную на ((3); вычитаем из четвертой строки первую. Получим:
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или


[image: image161]
Шаг 2. Выделяем в подсистему вторую и третью строки. Прибавляем к третьей строке вторую. Получаем
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Прямой ход завершён.

Обратный ход приводит к решению


[image: image163.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

Î

a

a

=

a

-

-

=

.

4

;

7

;

    

,

;

3

1

4

3

2

1

x

x

x

x

R

 

■
2. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ
2.1.  Метод координат 

Аналитическая геометрия исследует геометрические формы с помощью алгебраического анализа. Изначальной геометрической формой выбирается точка. Любая другая геометрическая форма, например, линия или поверхность, трактуется как множество точек, обладающих определённым свойством.

В аналитической геометрии положение точки характеризуется с помощью чисел. Числа, определяющие положение точки, называются её координатами. Способ, с помощью которого определяется положение точки, называется методом координат.

2.1.1. Координата точки на прямой
Рассмотрим, как определяется положение точки на прямой. Установим на прямой положительное направление (на любом чертеже положительное направление будем отмечать стрелкой). Такая прямая называется осью. Выберем единицу масштаба (рис. 2.1.1) и начальную точку O, относительно которой будем определять положение остальных точек на прямой.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Координатой точки P по оси Ol будем называть длину отрезка OP, взятую со знаком «+», если направление от O к P совпадает с направлением Ol, и со знаком «(», если оно противоположно направлению Ol. Таким образом, каждой точке P на оси Ol сопоставлено число lP – её координата. Она записывается справа от имени точки в круглых скобках. Обратно, каждому числу lP соответствует единственная точка P на оси Ol, для которой оно является координатой.

Пример 2.1.1. Найти на оси Ol точку P с координатой lP = 5 и точку Q с координатой lQ = ( 3.
Пусть положительное направление выбрано слева направо. Точка P расположена справа от начала O, поскольку в этом случае направление от O к P совпадает с направлением Ol. Длина отрезка OP равна 5. Точка Q расположена слева от начала O, и длина отрезка OQ равна 3 (рис. 2.1.2). ■

[image: image165]
Итак, на прямой установлена система координат. Точка O называется началом координат, а сама ось l называется осью координат.
2.1.2. Декартова система координат

Обратимся к плоскости. Возьмем две взаимно перпендикулярные прямые и на каждой из них выберем направление. Обычно оси выбираются так, как показано на рис. 2.1.3: одна ось горизонтальна с положительным направлением слева направо, другая – вертикальна с положительным направлением снизу вверх. Эти две оси называются осями координат. Горизонтальная ось называется осью абсцисс и обозначается Ox. Вертикальная ось называется осью ординат и обозначается Oy. Точка их пересечения O называется началом координат. Выберем единицу масштаба, как правило, общую для обеих осей. Возьмем на плоскости произвольную точку M и опустим из неё перпендикуляры на координатные оси Ox и Oy. Обозначим их основания через P и Q соответственно. Пусть x – координата точки P по оси Ox, а y - координата точки Q по оси Oy. Числа x и y называются координатами точки M. Число x называется абсциссой точки M, число y называется ординатой точки M. Они записываются рядом с именем точки в круглых скобках и разделяются запятой.

Итак, каждой точке на плоскости поставлена в соответствие пара чисел. Обратно, любая пара чисел единственным образом определяет положение точки на плоскости. Пусть задана пара (x(, y(). Построим на оси Ox точку P( с координатой x(, а на оси Oy – точку Q( с координатой y(. Восстановим в этих точках перпендикуляры к осям. Точка их пересечения M( имеет координаты x(, y(.


[image: image166]
Оси координат делят плоскость на 4 части, называемые четвертями или квадрантами или координатными углами. Порядковые номера квадрантов показаны на рис. 2.1.3 римскими цифрами.

Описанная здесь система координат на плоскости называется декартовой прямоугольной системой координат, по имени математика и философа Рене Декарта, который в 1637 г. опубликовал первый труд по аналитической геометрии. Существуют и другие системы координат. 

2.1.3. Основные задачи на координаты точки

Решим с помощью метода координат несколько простых задач.
Задача 1. Расстояние между двумя точками на оси.

Пусть на оси Ol заданы точка M1 с координатой l1 и точка M2 с координатой l2 (l2 > l1). Рассмотрим случай, когда они расположены так, как это показано на рис. 2.1.4. Длину отрезка будем обозначать с помощью символа модуля. Очевидно, что

| M1 M2 | = | M1O | + | O M2 |.

Но по определению координаты точки на прямой | M1O | = ( l1, | O M2 | = l2. Тогда | M1 M2 | = l2 ( l1 или 

 | M1 M2 | = | l2 ( l1 |.                             (2.1.1)

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Точно такой же результат можно получить, если точки расположены по одну сторону от начала O. Действительно, рассмотрим рис. 2.1.5.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Опираясь на рисунок 2.1.5, установим: 

| M1 M2 | = | OM1 | ( | OM2 | = ((l1) ( ((l2) = l2 ( l1 = | l2 ( l1 |.

Рассмотрим также рис. 2.1.6, согласно которому получим

| M1 M2 | = | OM2 | ( | OM1 | =  l2 ( l1 = | l2 ( l1 |.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Задача 2. Расстояние между двумя точками на плоскости.

Пусть на плоскости заданы две точки: M1 с координатами (x1, y1) и M2 с координатами (x2,y2). Опустим их них перпендикуляры на обе координатные оси, как это показано на рис. 2.1.7. Точка пересечения двух перпендикуляров обозначена через K. 

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Рассмотрим прямоугольный треугольник M1KM2. По теореме Пифагора
| M1 M2 | 2 = | M1 K | 2  + | K M2 | 2.

Но | M1 K | = | Q1 Q2 | = | y2 ( y1 |, | K M2 | = | P1 P2 | = | x2 ( x1 |. 

Следовательно, 

| M1 M2 | 2 = (x2 ( x1) 2 + (y2 ( y1) 2
или 
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Замечание 1. Если точки M1, M2 лежат на прямой, параллельной оси Ox или оси Oy, то построить треугольник M1KM2 невозможно, но формула (2.1.2) и здесь верна. Пусть M1M2 параллелен оси Ox, т.е. на рис. 2.1.7 точка M1 совпадает с точкой K, и y2 = y1. Тогда 
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Аналогично, если M1M2 параллелен оси Oy, т.е. точка M2 совпадает с точкой K и x2 = x1. Тогда получим
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Замечание 2. Формула (2.1.2) безразлична к тому, какая точка считается началом, а какая концом отрезка M1M2.

Замечание 3. Расстояние от точки M (x,y) до начала координат имеет вид
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Задача 3. Деление отрезка в заданном соотношении.

Разделить направленный отрезок 
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 в заданном соотношении (, где ( > 0, означает найти на этом отрезке такую точку M0, что
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Итак, задано число ( и координаты точек M1(x1,y1) и M2(x2,y2). следует найти координаты точки M0(x0,y0) (рис. 2.1.8). Предположим, что x1 ( x2. Пусть для определённости x1 < x2. Тогда автоматически x1 < x0 < x2.

[image: image177]
Опустим из точек M1, M0, M2 перпендикуляры на ось Ox, обозначив их основания через P1, P0, P2 соответственно. Построим дополнительные линии M1K, M0L, параллельные оси Ox. Рассмотрим треугольники M1KM0 и  M0L M2. Они подобны, откуда следует, что
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Но | M1 K | = | P1 P0 | = x0 ( x1, | M0L| = | P2 P0 | = x2 ( x0. Итак, 
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 или x0 – x1 = ( x2 – ( x0, откуда 
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Если x1 = x2, то автоматически x0 = x1 = x2, что не противоречит (2.1.4).

Рассуждая аналогичным образом, можно доказать, что


[image: image181.wmf].

1

2

1

0

l

+

l

+

=

y

y

y

                                      (2.1.5)

Замечание. По самому смыслу поставленной задачи формулы (2.1.4) и (2.1.5) не могут быть «симметричны» относительно точек M1 и M2. Ясно, что если отрезок M1M2 делится в отношении (, то отрезок M2M1 делится в отношении 1/(.

Частный случай: деление отрезка пополам. В этом случае (=1, и
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Пример 2.1.2. Пусть точки 
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 являются вершинами треугольника. Найти координаты точки пересечения его медиан.
По формулам (2.1.6) найдём координаты точки D – середины отрезка BC:
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Обозначим точку пересечения медиан через K (рис. 2.1.9). Она делит отрезок AD в отношении ( = 2. Тогда по формулам (2.1.4), (2.1.5) получим:
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2.2. Линии и их уравнения 

Всякую линию будем рассматривать как множество точек, удовлетворяющих определённому свойству. Например, окружность с центром в точке C радиуса R – это множество точек, удалённых от точки C на расстояние R. Если точка M лежит на окружности, то |MC| = R, если точка M лежит вне окружности, то |MC| ( R.

Пусть выбрана система координат. Рассмотрим какую-нибудь линию. Произвольная точка на этой линии имеет координаты (x,y). Они связаны некоторым условием, характеризующим точки линии. Тем самым мы получаем уравнение относительно двух неизвестных x и y, которому удовлетворяют координаты всех точек, лежащих на линии, и не удовлетворяют координаты точек, не лежащих на ней. Оно называется уравнением данной линии, а x и y называются текущими координатами.

Пример 2.2.1. Выведем уравнение окружности с центром в точке C(xc,yc), радиуса R (см. рис. 2.2.1).
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Согласно определению окружности, |CM | = R, где M(x,y) – произвольная точка на окружности. По формуле (2.1.2)
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Таким образом, 
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 (x – xc)2 + (y – yc)2 = R2.        (2.2.1)

Уравнение (2.2.1) является уравнением окружности. ■
Итак, каждая линия описывается уравнением относительно двух переменных. Обратно, всякое уравнение относительно двух переменных x и y, вообще говоря, определяет линию (последняя называется его геометрическим образом). Действительно, выберем фиксированное значение x и разрешим данное уравнение относительно y. Тем самым получим пару координат, удовлетворяющих уравнению. Изменяя значение x, получаем множество пар координат, удовлетворяющих уравнению, т.е. линию или совокупность линий.
Например, уравнение x2 – y2 = 0 имеет своим геометрическим образом пару биссектрис координатных углов. Действительно, для любого x уравнение x2 – y2 = 0 имеет решения y = x и y = – x. Первое из этих уравнений соответствует биссектрисе I и III координатных углов, а второе – биссектрисе II и IV координатных углов.
Разумеется, исследуемое уравнение может иметь решения не для всех значений x. Так, уравнение x2 + y2 = 0 разрешимо лишь при x = 0 и имеет в качестве геометрического образа точку (0,0).

Уравнение может и не иметь геометрического образа, если оно не имеет действительных решений ни при каких значениях x. Примером является уравнение x2 + y2 + 1= 0.

Если нужно найти множество точек пересечения двух линий, то следует совместно решить их уравнения. 
Пример 2.2.2. Найдём точки пересечения двух окружностей, заданных уравнениями 

(x – 1)2 + (y + 2)2 = 8    и     (x – 3)2 + (y + 1)2 = 4.

Решим для этого систему двух уравнений с двумя неизвестными:
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Итак, окружности пересекаются в точках (3,1) и (3, –3). ■
2.3. Прямая линия
2.3.1. Угловой коэффициент прямой

Углом наклона прямой к оси Ox называется угол, на который нужно повернуть ось Ox, чтобы она совпала с прямой или оказалась параллельной ей. Угол наклона определяется неоднозначно. Договоримся под углом наклона ( подразумевать наименьший неотрицательный из всех возможных углов, т.е. (([0,(). 

Тангенс угла наклона определён однозначно, он называется угловым коэффициентом прямой. Разные варианты значений углов наклона и соответствующих угловых коэффициентов проиллюстрированы на рисунке 2.3.1. 

· Если угол наклона острый, то угловой коэффициент положителен (прямая l1). 
· Если угол наклона тупой, то угловой коэффициент отрицателен (прямая l2). 
· Прямая, параллельная оси Ox, имеет угловой коэффициент, равный нулю (прямая l3). 

· Прямая, параллельная оси Oy, углового коэффициента не имеет (прямая l4).
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2.3.2. Уравнение прямой с угловым коэффициентом

Рассмотрим прямую, не параллельную оси Oy. Опишем условие, связывающие координаты x и y при движении точки M(x,y) вдоль прямой (рис. 2.3.2 и 2.3.3). Пусть b – ордината точки пересечения прямой с осью ординат, которая обозначена через N. Пусть ( – угол наклона прямой и k = tg (. Величинами b и ( положение прямой на плоскости полностью определено. Рассмотрим прямоугольный треугольник NLM ( NLM( ). Из него получим 
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откуда следует, что координаты x и y удовлетворяют уравнению

y = k x + b.                                        (2.3.1)

Уравнение (2.3.1) называется уравнением прямой с угловым коэффициентом. Если точка M(x,y) не лежит на рассматриваемой прямой, то уравнение (2.3.1) не удовлетворяется.
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2.3.3. Уравнение прямой, параллельной оси Oy
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Если прямая параллельна оси Oy, то её уравнение имеет вид
x = a,                        (2.3.2)
где a – абсцисса точки пересечения этой прямой с осью Ox (рис. 2.3.4). Действительно, любая точка этой прямой имеет абсциссу, равную a, и все точки вне этой прямой имеют другие значения абсциссы.

2.3.4. Общее уравнение прямой

Заметим, что прямая может быть описана либо уравнением (2.3.1), либо уравнением (2.3.2). И то и другое уравнения являются уравнениями первой степени, т.е. x и/или y входят в них лишь в первой степени, нигде не перемножаясь. Покажем, что всякое уравнение первой степени имеет своим геометрическим образом прямую линию.

Действительно, общий вид уравнения первой степени таков:

A x + B y + C = 0           (где A2 + B2 ( 0).          (2.3.3)
Если B ( 0, то уравнению (2.3.3) эквивалентно уравнение
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Это уравнение вида (2.3.1), где 
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Если B = 0, то
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то есть получено уравнение вида (2.3.2), где 
[image: image206.wmf]A
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. Таким образом, всякое уравнение первой степени определяет прямую линию.
Уравнение (2.3.3) называется общим уравнением прямой.
2.3.5. Частные случаи расположения прямой на плоскости

Рассмотрим несколько частных случаев уравнения (2.3.3):

1. C = 0. В этом случае уравнение (2.3.3) имеет вид
A x + B y  = 0.                              (2.3.4)
Поскольку x = y = 0 удовлетворяют уравнению (2.3.4), то соответствующая прямая проходит через начало координат.
2. A = 0. Получим уравнение 

 B y + С = 0,                                 (2.3.5)
или  
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Соответствующая прямая имеет нулевой угловой коэффициент и параллельна оси Ox.

3. B = 0. Уравнение (2.3.3) имеет вид
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Соответствующая прямая не имеет углового коэффициента. Она параллельна оси Oy.

Заметим, что уравнения координатных осей имеют вид x = 0 (B = C = 0) и y = 0 (A = C = 0).

2.3.6. Построение прямой

Для того чтобы построить прямую, достаточно нанести на координатную плоскость две любые её точки. При этом значение одной из координат точки выбирается произвольно, а значение второй находится из уравнения прямой. Очень часто одну из координат выбирают равной нулю.
2.3.7. Уравнение прямой, проходящей через заданную точку в заданном направлении

Пусть прямая проходит через точку M (x0,y0) и имеет угловой коэффициент k. Уравнение прямой имеет вид

y = k x + b.                                            (2.3.7)
Поскольку точка M лежит на прямой, её координаты удовлетворяют уравнению прямой, т.е. 
y0 = k x0 + b.                                           (2.3.8)
Из уравнения (2.3.7) вычтем равенство (2.3.8). Получим 

y ( y0 = k (x (  x0).                                    (2.3.9)
Уравнение (2.3.9) называется уравнением прямой, проходящей через заданную точку в заданном направлении.
2.3.8. Уравнение прямой, проходящей через две точки

Пусть прямая проходит через точки M1(x1,y1) и M2(x2,y2). Рассмотрим три случая:

1) x1 = x2. В этом случае прямая описывается уравнением x = x1;
2) y1 = y2. В этом случае прямая описывается уравнением y = y1;

3) x1 ( x2, y1 ( y2. Запишем уравнение прямой в виде (2.3.9)

y ( y1 = k (x (  x1).                                   (2.3.10)
Но точка M2 лежит на прямой, следовательно, верно равенство 

y2 ( y1 = k (x2 (  x1).                                   (2.3.11)
Разделим уравнение (2.3.10) на верное равенство (2.3.11). Получим
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                                   (2.3.12)
Уравнение (2.3.12) называется уравнением прямой, проходящей через две точки.
Замечание. Из равенства (2.3.11) легко получить выражение для углового коэффициента прямой, проходящей через две точки:
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2.3.9. Угол между двумя прямыми

Углом между двумя прямыми l1 и l 2 называется тот угол, на который нужно повернуть прямую l 1 вплоть до совмещения с прямой l 2 или до принятия положения, параллельного прямой l 2 (рис. 2.3.5). Этот угол определяется с точностью до слагаемого, кратного числу (. Договоримся рассматривать неотрицательный угол, меньший числа (.
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Рассмотрим случай, когда обе прямые имеют угловой коэффициент. Путь прямые l1 и l2 описываются соответственно уравнениями y = k1 x + b1 и y = k2 x + b2.

Обозначим углы наклона прямых l1 и l2 через (1 и (2 соответственно, а через ( обозначим угол между прямыми l1 и l2. Тогда (2 = ( + (1  или ( = (2 ( (1,  и
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Таким образом, получена формула для вычисления тангенса угла между прямыми l1 и l2
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                                     (2.3.13)
Замечание 1. В формуле (2.3.13) стрелкой указан порядок расположения прямых.

Замечание 2. Формулой (2.3.13) нельзя пользоваться, если одна из прямых параллельна оси Oy, поскольку такая прямая не имеет углового коэффициента k.
2.3.10. Условия параллельности и перпендикулярности прямых
Путь прямые l1 и l2 имеют угловые коэффициенты k1 и k2 соответственно.

Из определения угла между двумя прямыми и формулы (2.3.13) следует, что две прямые параллельны тогда и только тогда, когда их угловые коэффициенты равны. 

Условие параллельности прямых имеет вид
k1 = k2.                                          (2.3.14)

Если прямые перпендикулярны (и только в этом случае), то
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Следовательно, 
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Условие перпендикулярности прямых имеет вид

k1 k2 = (1.                                          (2.3.15)

2.3.11. Расстояние от точки до прямой. 

Пусть прямая L задана уравнением A x + B y + C = 0, а точка M0 имеет координаты x0, y0. Тогда расстояние ( от прямой L до точки M0 вычисляется по формуле 
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                                      (2.3.16)

Этот факт мы приводим без доказательства.
2.4. Кривые второго порядка
2.4.1. Эллипс. Каноническое уравнение эллипса

Эллипсом называется множество точек, сумма расстояний которых до двух фиксированных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная. Расстояние между фокусами традиционно обозначается через 2c, а сумма расстояний от точки эллипса до фокусов – через 2a. 
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Ясно, что вид уравнения эллипса будет зависеть от выбранной системы координат. Известно, что наиболее простой вид уравнение эллипса будет иметь, если система координат выбрана следующим образом: ось абсцисс проходит через фокусы эллипса, а начало координат помещено в середину отрезка, соединяющего фокусы (рис. 2.4.1). Обозначим фокусы через F1 и F2. Рассмотрим точку M, лежащую на эллипсе с текущими координатами (x,y). Выведем уравнение эллипса, исходя из его определения. Из свойств точек эллипса следует, что

|F1M| + |F2M| = 2a. Но 
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Таким образом, получено уравнение
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Преобразуем его к виду
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и возведём теперь обе части полученного уравнения в квадрат


[image: image221.wmf].

2

)

(

4

4

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

y

c

xc

x

y

c

x

a

a

y

c

xc

x

+

+

-

+

+

-

-

=

+

+

+


Приведя подобные члены, получим
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или  
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Снова возведём обе части полученного уравнения в квадрат:

x2 c2 – 2 a2 x c + a4 = a2 x2 – 2 a2 x c + a2 c2 + a2 y2.
Приведя подобные члены, получим

x2 ( a2 – c2) + a2 y2 = a2 ( a2 – c2).
Учитывая, что a > c, введём обозначение b2 = a2 – c2. Тогда
x2 b2  + a2 y2 = a2 b2
или
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                                      (2.4.1)
Уравнение (2.4.1), где b2 = a2 – c2, называется каноническим уравнением эллипса. 
Исследуем теперь форму эллипса. Ясно, что эллипс симметричен относительно обеих координатных осей, т.е. если точка с координатами (x,y) лежит на эллипсе, то все точки с координатами ((x, (y) также лежат на эллипсе. Так что достаточно исследовать поведение эллипса лишь в первом квадранте. Из уравнения (2.4.1) при y > 0 получим, что
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Ясно, что в первом квадранте x может принимать значения лишь на промежутке [0, a], и при изменении x от 0 до a значение y изменяется от b до 0 (рис. 2.4.2). Полученный для эллипса в первой четверти рисунок симметрично отображается относительно координатных осей.

Чтобы построить эллипс нужно взять нить длиной 2a, укрепить её концы в фокусах эллипса, натянуть её карандашом и его остриём описать эллипс.
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Итак, эллипс имеет две оси симметрии. Ось симметрии, на которой лежат фокусы, называется фокальной осью. Точка пересечения осей симметрии называется центром эллипса. Точки пересечения эллипса с осями симметрии называются вершинами эллипса. На рисунке 2.4.2 видно, что вершинами эллипса, описываемого каноническим уравнением, будут точки A1 ((a,0), A2 (a, 0), B1 (0,(b), B2 (0,b). Отрезок, соединяющий противоположные вершины эллипса на фокальной оси, и его длина 2a называются большой осью эллипса. Отрезок, соединяющий противоположные вершины эллипса на другой оси симметрии, и его длина 2b называются малой осью эллипса. Длины a и b называются соответственно большой и малой полуосями эллипса.

При a = b, т. е. при c = 0 уравнение (2.4.1) принимает вид

x2 + y2 = a2
и определяет окружность. Поэтому окружность можно рассматривать как эллипс с равными полуосями.

Вытянутость формы эллипса характеризуется величиной, называемой эксцентриситетом эллипса и определяемой следующим образом:
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Заметим, что 0 ( ( < 1 ( 0 ( c < a ), причём для окружности c = 0 и ( = 0.
Замечание. Уравнение 
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где a < b также описывает эллипс с центром в начале координат. Однако его фокальная ось симметрии совпадает с осью ординат. Его фокусное расстояние определяется с помощью формулы c2 = b2 – a2, его фокусы находятся в точках F1(0, – c) и F2(0, c) (рис. 2.4.3).
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2.4.2. Гипербола. Каноническое уравнение гиперболы. 

Асимптоты гиперболы 
Гиперболой называется множество точек, разность расстояний которых до двух фиксированных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная. Расстояние между фокусами обозначается через 2c, а модуль разности расстояний от точек гиперболы до фокусов ( через 2a. Система координат для получения уравнения гиперболы в наипростейшей возможной форме выбирается также, как в случае эллипса. Пусть M (x, y) – произвольная точка на гиперболе. Из определения гиперболы следует, что
|F1M| – |F2M| = (2a
или


[image: image230.wmf].

2

)

(

)

(

2

2

2

2

a

y

c

x

y

c

x

±

=

+

-

-

+

+


Будем теперь преобразовывать данное уравнение, проделав тот же путь, что и в случае эллипса. Именно,
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x2 c2 – 2 a2 x c + a4 = a2 x2 – 2 a2 x c + a2 c2 + a2 y2,
x2 ( a2 – c2) – a2 y2 = a2 ( a2 – c2).
Поскольку c > a, вводим обозначение b2 = c2 – a2 и получаем каноническое уравнение гиперболы
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Исследуем теперь форму гиперболы. Заметим, что, как и эллипс, гипербола симметрична относительно обеих координатных осей. Поэтому достаточно рассмотреть её лишь в первом квадранте. Из (2.4.2) при y > 0 получаем 
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откуда следует, что при изменении x от a до +(, y изменяется от 0 до +(. Полное изображение гиперболы мы получим, симметрично отобразив её рисунок в I четверти относительно обеих координатных осей. 

Однако формула (2.4.3) дает возможность дополнить сведения о форме гиперболы. Рассмотрим прямую 
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, а также разность ординат точек прямой и гиперболы с одинаковыми абсциссами
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Откуда 
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Таким образом, yп – y ( 0 при x ( +(. Обратимся теперь к рис. 2.4.4, обозначив через N и M точки с абсциссой x на прямой и на гиперболе соответственно. Через K обозначим основание перпендикуляра, опущенного из точки M на прямую. Если | MN | ( 0 при x ( +(, то | NK | ( 0 при x ( +(. Следовательно, расстояние от точки на гиперболе до прямой стремится к нулю при стремлении точки вдоль гиперболы на бесконечность. Доказано, что прямая 
[image: image240.wmf]x

a

b

y

=

 является асимптотой гиперболы. 
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Вследствие симметрии гипербола имеет две асимптоты
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Итак, гипербола имеет две оси симметрии. Та из них, на которой лежат фокусы гиперболы, называется фокальной осью симметрии. Точка пересечения осей симметрии называется центром гиперболы. Гипербола имеет две точки пересечения с фокальной осью. Они называются вершинами гиперболы. Гипербола, описываемая каноническим уравнением (2.4.2) имеет вершины A1 ((a,0) и A2 (a, 0). Фокальная ось гиперболы называется также действительной осью симметрии, а ось симметрии, не имеющая точек пересечения с гиперболой, называется мнимой осью симметрии. Отрезок, соединяющий вершины гиперболы, а также его длина 2a называются действительной осью гиперболы. Отрезок, лежащий на мнимой оси симметрии, длиной 2b, с серединой в центре гиперболы, а также его длина 2b называются мнимой осью гиперболы. Числа a и b называются действительной и мнимой полуосями гиперболы соответственно. 
Гипербола имеет две асимптоты. Они располагаются по диагоналям так называемого характеристического прямоугольника. Последний имеет стороны, параллельные осям симметрии, его центр совпадает с центром гиперболы, сторона, параллельная действительной оси, имеет длину 2a, а сторона, параллельная мнимой оси, имеет длину 2b. Точки пересечения характеристического прямоугольника с мнимой осью симметрии обозначаются через B1 и B2 (рис. 2.4.5).

Если a = b, то гипербола называется равнобочной.
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Рассмотрим теперь уравнение 
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Оно также описывает гиперболу (показана на рис. 2.4.5 пунктирной линией). Эта гипербола имеет тот же характеристический прямоугольник, что и гипербола, описываемая уравнением (2.4.2), однако её действительной осью симметрии является ось Oy, а мнимой ( ось Ox. Её действительная полуось равна b, а мнимая полуось равна a. Её вершины лежат на оси Oy и совпадают с точками B1 и B2.

Гиперболы, описываемые уравнениями (2.4.2) и (2.4.4) называются сопряженными. Как показано на рис. 2.4.5, фокусы двух сопряженных гипербол и вершины их характеристического прямоугольника лежат на окружности с центром в начале координат и радиусом c.

Замечание. График обратно пропорциональной зависимости 
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 или xy = k2 также представляет собой гиперболу. Её осями симметрии являются биссектрисы I и III координатных углов, а асимптотами – оси Ox и Oy (рис. 2.4.6).
Действительно, покажем, что точки 
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 являются фокусами гиперболы. Пусть точка 
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При x > 0 легко установить, что
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Тогда
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При x < 0 ясно, что
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Тогда
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Мы получили гиперболу с параметрами 
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a

2

2

2

=

, 2c = 4k, или 
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, c = 2k.
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2.4.3. Парабола. Каноническое уравнение параболы. 
Виды парабол 

Параболой называется множество точек, равноудалённых от прямой, называемой директрисой, и от точки, называемой фокусом. Расстояние от фокуса до директрисы называется параметром параболы и обозначается через p. 
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Чтобы получить уравнение параболы в простейшей форме, примем за ось Ox прямую, проходящую через фокус F перпендикулярно к директрисе. Выберем на ней положительное направление от директрисы к фокусу. Начало координат поместим в середину отрезка от фокуса до директрисы (рис. 2.4.7). Заметим, что фокус имеет координаты 
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, а уравнение директрисы имеет вид 
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Пусть M (x,y) – произвольная точка параболы. Опустим из точки M перпендикуляр на директрису и обозначим его основание через K. Точка K имеет координаты 
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Таким образом, получено уравнение параболы
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Преобразуем его. Возведём обе части в квадрат:
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откуда
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Полученное уравнение (2.4.5) называется каноническим уравнением параболы.

Исследуем форму параболы. Ясно, что переменная x не может принимать отрицательных значений. Ясно также, что парабола симметрична относительно оси Ox. При увеличении x от 0 до +( значение y также увеличивается от 0 до +( (рис. 2.4.7).

Итак, парабола имеет одну ось симметрии. Точка пересечения параболы с её осью симметрии называется вершиной параболы.
Замечание. Уравнение y2 = – 2px также описывает параболу, ось симметрии которой совпадает с осью Ox. Её вершина находится в начале координат, её фокус имеет координаты 
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, а директриса имеет уравнение 
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. Уравнения x2 = ( 2py описывают параболы с осью симметрии, совпадающей с осью Oy, и вершиной в начале координат. Знаку «+» соответствует фокус 
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, знаку «–» соответствует фокус 
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. Все эти три параболы изображены на рис. 2.4.8.
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2.5. Параллельный перенос координатных осей. Уравнения эллипса и гиперболы с осями симметрии, параллельными координатным осям. Уравнение параболы с осью симметрии, параллельной одной из координатных осей
2.5.1. Параллельный перенос координатных осей
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Пусть задана система координат xOy. Пусть задана также система координат x(O(y(. Будем называть их соответственно «старая» и «новая» системы координат. Пусть в старой системе точка O( имеет координаты x0, y0, а оси O(x( и O(y( параллельны осям Ox и Oy соответственно и сонаправлены с ними. Точка M на плоскости характеризуется теперь парой «старых» координат (x, y) и парой «новых» (x(, y(). Выведем формулы, выражающие «старые» координаты через «новые», и «новые» через «старые». Построим проекции точки M на все четыре оси, обозначив их через P(, P и Q(, Q (рис. 2.5.1). Введём также точки K и L как это показано на рис. 2.5.1. Тогда 

x = |OP| = |OK| + |KP|.

Но |OK| = x0, |KP| = |O( P( | = x(, и, следовательно, 

x = x( + x0.

Аналогично установим, что 

y = y( + y0.

Получена система перехода от новой системы координат к старой. Отсюда получим систему перехода от старой системы координат к новой:
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                                            (2.5.1)

2.5.2. Уравнение эллипса с осями симметрии, параллельными координатным осям

[image: image651.wmf]a

Рассмотрим теперь эллипс, центр которого расположен в точке O( (x0, y0), большая полуось равна a, малая полуось равна b, большая ось параллельна оси Ox, малая ось параллельна оси Oy (рис. 2.5.2). Чтобы вывести его уравнение, введём вспомогательную систему координат с началом в центре эллипса, осью абсцисс, совпадающей с большой осью эллипса, и осью ординат, совпадающей с его малой осью. В новой системе координат эллипс имеет каноническое уравнение
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Воспользуемся теперь системой перехода (2.5.1) и получим уравнение рассматриваемого эллипса в исходной системе xOy:
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                          (2.5.2)
2.5.3. Уравнение гиперболы с осями симметрии, параллельными координатным осям

Рассмотрим гиперболу с центром в точке O( (x0, y0), действительной осью, параллельной оси Ox, мнимой осью, параллельной оси Oy, действительной и мнимыми полуосями, равными a и b соответственно (рис. 2.5.3). Введём вспомогательную систему координат, совместив ось абсцисс с действительной осью гиперболы, а ось ординат – с мнимой осью. В новой системе координат уравнение гиперболы имеет вид
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[image: image279]
Тогда в старой системе получим для гиперболы уравнение
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Если же гипербола с центром в точке O( (x0, y0) такова, что её мнимая ось параллельна оси Ox, действительная ось параллельна оси Oy, а действительная и мнимая полуоси, равны b и a соответственно, то её уравнение в исходной системе координат имеет вид
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(она показана на рис. 2.5.3 пунктиром).
2.5.4. Уравнение параболы с осью симметрии, параллельной одной из координатных осей

Пусть задана парабола с вершиной в точке O( (x0, y0) и параметром p. Рассмотрим несколько отдельных случаев:

1. Ось симметрии параболы параллельна оси Ox, направление от директрисы к фокусу совпадает с направлением Ox.
Чтобы вывести уравнение этой параболы, поместим начало вспомогательной системы координат в вершину параболы, совместим её ось абсцисс с осью симметрии параболы и направим её также как ось Ox (рис. 2.5.4). В новой системе координат парабола описывается уравнением (y( )2 = 2px(. Переходя по формулам (2.5.1) к старой системе, получим

(y – y0)2 = 2p (x – x0).                                (2.5.5)

2. Ось симметрии параболы по-прежнему параллельна оси Ox, но направление от директрисы к фокусу противоположно направлению Ox. Парабола в этом случае описывается уравнением
 (y – y0)2 = – 2p (x – x0)                                (2.5.6)

(на рис. 2.5.4 она показана пунктиром).
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3. Ось симметрии параболы параллельна оси Oy, направление от директрисы к фокусу совпадает с направлением Oy (рис. 2.5.5). Эта парабола описывается уравнением вида
(x – x0)2 = 2p (y – y0).                                (2.5.7)
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4. Ось симметрии параболы параллельна оси Oy, но направление от директрисы к фокусу противоположно направлению этой оси. Уравнение этой параболы имеет вид
 (x – x0)2 = – 2p (y – y0)                                (2.5.8)

(на рис. 2.5.5 она показана пунктиром).

2.6. Исследование уравнения второй степени с двумя неизвестными. Построение его геометрического образа
Общий вид уравнение второй степени таков:

Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0    (A2 + B2 + C2 ( 0).   (2.6.1)
Однако мы ограничимся случаем, когда B = 0, т.е. будем исследовать уравнение
Ax2 + Cy2 + Dx + Ey + F = 0         (A2 + C2 ( 0).          (2.6.2)
Ясно, что уравнения эллипса, гиперболы и параболы с осями симметрии, параллельными координатным осям, имеют именно такой вид. Установим, какие же ещё геометрические образы может иметь это уравнение. 

Рассмотрим три принципиально различных типа уравнения (2.6.2).

2.6.1. Эллиптический тип

Пусть AC > 0. Назовём этот тип уравнения эллиптическим. Предположим для определённости, что A > 0 и C > 0. Преобразуем уравнение (32), выделяя в левой его части полные квадраты:
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Вводя обозначение 
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, получим
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Рассмотрим следующие возможные случаи:

1) M < 0. Ясно, что в этом случае геометрического образа нет;

2) M = 0. В этом случае геометрическим образом является точка


[image: image287.wmf]÷
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;

3) M > 0. Поделим обе части последнего уравнения на M и представим его в виде
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Мы получили уравнение эллипса с центром в точке 
[image: image289.wmf]÷
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, с осями симметрии, параллельными координатным осям, и с полуосями 
[image: image290.wmf]A

M

 и 
[image: image291.wmf]C
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.
2.6.2. Гиперболический тип

Пусть AC < 0. Назовём такой тип уравнения гиперболическим. Предположим для определённости, что A > 0 и C < 0. Приведём уравнение (2.6.2) к виду
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Здесь возможны следующие случаи:

1) M = 0. Геометрическим образом такого уравнения является пара пересекающихся прямых: 
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2) M > 0. Тогда уравнение (2.6.3) можно привести к виду
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Это ( уравнение гиперболы с центром в точке 
[image: image296.wmf]÷
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, с действительной осью, параллельной оси Ox, с действительной и мнимой полуосями 
[image: image297.wmf]A
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 и 
[image: image298.wmf]C
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 соответственно;
3) M < 0. Тогда уравнение (2.6.3) следует привести к виду
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Это ( уравнение гиперболы с действительной осью, параллельной оси Oy, с действительной и мнимой полуосями 
[image: image300.wmf]C

M

 и 
[image: image301.wmf]A

M

 соответственно.

2.6.3. Параболический тип

Пусть AC = 0. Такой тип уравнения назовём параболическим. Рассмотрим случай C = 0. Пусть для определённости A > 0. Выделим в уравнении (2.6.2) полный квадрат
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Введём обозначение 
[image: image303.wmf]F

A

D

N

-

=

4

2

 и преобразуем полученное уравнение к виду
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                             (2.6.4)

Рассмотрим несколько возможных случаев.

1) E = 0. Тогда если N < 0, то у уравнения (2.6.4) нет геометрического образа, если N > 0, то геометрический образ представляет собой пару параллельных прямых 
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, если N = 0, то геометрическим образом является прямая 
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2) E ( 0. Тогда (2.6.4) может быть преобразовано к виду 
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и является уравнением параболы с вершиной в точке 
[image: image308.wmf]÷
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, с осью симметрии, параллельной оси Oy, и параметром 
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Ясно, что в случае A = 0, C ( 0, D ( 0 геометрическим образом (2.6.2) является парабола с осью симметрии, параллельной оси Ox. 

Если же A = 0, C ( 0, D = 0, то либо геометрического образа нет, либо геометрическим образом является прямая, либо геометрическим образом является пара параллельных прямых.

Мы показали, что если геометрическим образом уравнения (2.6.2) является кривая, то эта кривая – либо эллипс (AC > 0), либо гипербола (AC < 0), либо парабола (AC = 0).
Замечание [8]. Уравнение (2.6.1) имеет тот же набор геометрических образов, что и уравнение (2.6.2). Если геометрическим образом (2.6.1) является кривая, то это – либо эллипс, либо гипербола либо парабола, однако, их оси симметрии повернуты относительно координатных осей на угол, отличный от 0 и (.
3. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА И АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ В ПРОСТАРНСТВЕ

3.1. Основные понятия векторной алгебры 

3.1.1. Вектор, его длина и направление

[image: image652.wmf]a

Вектором называется направленный отрезок, т.е. отрезок, у которого заданы начало и конец. На чертеже направление вектора будем обозначать стрелкой (рис. 3.1.1). В тексте будем обозначать вектор либо малой латинской буквой с чертой наверху, либо двумя большими латинскими буквами с чертой над ними, причём первая (левая) буква обозначает начало вектора, а вторая (правая) – его конец. На рис. 3.1.1 изображён вектор, называемый 
[image: image310.wmf]a

 или 
[image: image311.wmf]AB

.

С помощью векторов изображаются те механические и физические величины, которые характеризуются как своим числовым значением, так и своим направлением. Таковы, например, сила, скорость, ускорение. 

Вектор имеет определённую длину и определённое направление. Длина вектора 
[image: image312.wmf]AB
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=

 обозначается как 
[image: image313.wmf]a

 или 
[image: image314.wmf]AB

. Вектор, длина которого равна 0, называется нулевым вектором и обозначается 
[image: image315.wmf]0

. Для того, чтобы охарактеризовать направление вектора вводится понятие орта. Ортом вектора 
[image: image316.wmf]a

 называется вектор, направленный так же, как вектор 
[image: image317.wmf]a

, и длина которого равна единице. Будем обозначать его 
[image: image318.wmf]a

e

.

3.1.2. Равенство векторов
Говорят, что вектора коллинеарны, если они лежат на одной прямой или на параллельных прямых.

Два вектора называются равными, если выполнены условия:

1) их длины равны;

2) они коллинеарны;

3) они сонаправлены, т.е. направлены в одну сторону.

Векторы, для которых таким образом определено отношение равенства, называются свободными.

3.1.3. Сложение векторов
Существуют два эквивалентных определения суммы векторов. Первое называется правилом треугольника: для того, чтобы получить сумму векторов 
[image: image319.wmf]a

 и 
[image: image320.wmf]b

, следует начало вектора 
[image: image321.wmf]b

 совместить с концом вектора 
[image: image322.wmf]a

 и направить вектор 
[image: image323.wmf]b
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 из начала вектора 
[image: image324.wmf]a

 в конец вектора 
[image: image325.wmf]b

 (рис. 3.1.2). Второе правило называют правилом параллелограмма: векторы 
[image: image326.wmf]a

 и 
[image: image327.wmf]b

 следует привести к общему началу, суммой векторов 
[image: image328.wmf]a

 и 
[image: image329.wmf]b

 называется вектор 
[image: image330.wmf]c

, выходящий из их общего начала и служащий диагональю параллелограмма, сторонами которого являются вектора 
[image: image331.wmf]a

 и 
[image: image332.wmf]b

 (рис. 3.1.3).
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Операция сложения векторов обладает следующими свойствами:

1. 
[image: image335.wmf]a
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2. 
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3. для любого вектора 
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 справедливо равенство 
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4. для любого вектора 
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 существует вектор 
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, что 
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Справедливость первого свойства очевидным образом следует из правила параллелограмма. Для доказательства второго свойства обратимся к правилу треугольника. По правилу треугольника, как видно из рис. 3.1.4, получим: 
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Свойства 3 и 4 очевидны. Вектор 
[image: image344.wmf]a

ˆ

 имеет ту же длину, что и вектор 
[image: image345.wmf]a

, но направлен противоположно.

Заметим, что из правила треугольника следует правило для сложения произвольного числа векторов. Именно, чтобы сложить любое число векторов, нужно совместить начало второго слагаемого с концом первого, начало третьего – с концом второго и т.д. Вектор, начало которого совпадает с началом первого слагаемого, а конец – с концом последнего (рис. 3.1.5), является суммой век[image: image654.wmf]b

торов. Из свойств 1 и 2 вытекает, что при нахождении суммы любого числа векторов их можно складывать в любом порядке.

[image: image655.wmf]a

3.1.4. Вычитание векторов
Операция вычитания определяется как операция, обратная к операции сложения. Используя правило параллелограмма, получим: чтобы из одного вектора вычесть другой, нужно привести их к общему началу и направить вектор разности из конца вектора-вычитаемого в конец вектора-уменьшаемого (рис. 3.1.6).

3.1.5. Умножение вектора на число
Произведением вектора 
[image: image346.wmf]a

 на число ( является вектор 
[image: image347.wmf]a
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, длина которого вычисляется как 
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, а направление совпадает с направлением 
[image: image349.wmf]a

, если ( > 0, и противоположно направлению 
[image: image350.wmf]a

, если ( < 0. 

По отношению к данной арифметической операции справедливы следующие свойства:
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где (1, (2 – числа.

Замечание 1. 
[image: image354.wmf]a
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Замечание 2. Если вектор 
[image: image355.wmf]a

 коллинеарен вектору 
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, то существует число ( такое, что 
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. В частности, любой вектор равен произведению своей длины на свой орт: 
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3.2. Проекция вектора на ось. Теоремы о проекциях 

3.2.1. Составляющая вектора по оси.

Проекция вектора на ось

Пусть в пространстве заданы вектор 
[image: image363.wmf]AB

 и ось l. Ортом оси l назовём вектор, сонаправленный оси, и имеющий длину 1. Обозначим его через 
[image: image364.wmf]l

e

.

Построим проекции начала и конца вектора 
[image: image365.wmf]AB

 на ось l, обозначив их через A' и B' соответственно. Вектор 
[image: image366.wmf]'
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 назовём составляющей вектора (или геометрической проекцией) 
[image: image367.wmf]AB

 по оси l.

Проекцией (или алгебраической проекцией) вектора 
[image: image368.wmf]AB

 на ось l называется длина его составляющей 
[image: image369.wmf]'
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, взятая со знаком «+», если направление 
[image: image370.wmf]'
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 совпадает с направлением l, и со знаком «–», если эти направления противоположны. Будем обозначать её как 
[image: image371.wmf]AB
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.

[image: image656.wmf]b


Пример. 3.2.1. На рис. 3.2.1 представлены ось l и треугольник ABC. Ось l лежит в плоскости треугольника. Найдем проекции векторов 
[image: image372.wmf]BA

 и 
[image: image373.wmf]CA

, если проекциями точек A, B, C на ось l являются точки A'(–2), B'(–3), C'(5) соответственно. 

Вектор 
[image: image374.wmf]'
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 сонаправлен оси  l. Длина отрезка B'A' равна 1. Следовательно, 
[image: image375.wmf]1
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. Вектор 
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 направлен противоположно оси l, и длина его равна 7. Следовательно, 
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Если вектор перемещается в пространстве параллельно самому себе, то его проекция на заданную ось не меняется, а составляющая скользит по этой оси.

3.2.2. Теоремы о проекциях

Под углом между двумя осями, имеющими общую точку, условимся понимать угол, на который нужно повернуть одну из них вокруг общей точки, чтобы её положительное направление совпало с положительным направлением другой оси. При этом угол условимся рассматривать лишь в границах от 0 до (, а порядка осей условимся не различать. Под углом между вектором и осью будем понимать угол между этой осью и осью её пересекающей и такой, что её направление совпадает с направлением вектора.
Теорема 3.2.1. Проекция вектора на ось равна произведению длины вектора на косинус угла между осью и вектором, т.е.
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Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что начало вектора лежит на оси. Рассмотрим два случая.
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1. Угол ( между вектором и осью удовлетворяет неравенству 
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. В этом случае (рис. 3.2.2) имеем 
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2. Угол ( между вектором и осью удовлетворяет неравенству


[image: image381.wmf]π

2

p

<f£

.

[image: image658.wmf]a

Из рисунка 3.2.3 следует
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Но 
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, и теорема доказана. ■

Теорема 3.2.2. Проекция вектора на ось равна разности координат конца и начала его составляющей по этой оси.

Доказательство. Рассмотрим два случая.

[image: image659.wmf]b

1. Направление составляющей вектора совпадает с направлением оси. Тогда (рис. 3.2.4) 
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2. Направление составляющей вектора противоположно направлению оси. Из рисунка 3.2.5 получаем
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Теорема доказана. ■

Теорема 3.2.3. Проекция суммы векторов на ось равна сумме проекций слагаемых векторов на эту ось, т.е. 
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[image: image661.wmf]c

Доказательство. Опираемся на тот факт, что сумма векторов есть замыкающий вектор ломаной, составляющими которой служат векторы-слагаемые (рис. 3.2.6). По теореме 3.2.2 получим с одной стороны
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а с другой стороны 
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Теорема 3.2.4 Скалярный множитель можно выносить за знак проекции, т.е. 
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Доказательство. Пусть ( > 0. По теореме 3.2.1 получим 
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Пусть ( < 0. Обозначим угол между вектором 
[image: image396.wmf]a

 и осью l через (. Тогда угол между вектором 
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l

 и осью l равен ((( (рис. 3.2.7). Справедлива цепочка равенств:
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Теорема доказана. ■

Теорема 3.2.5. Составляющая
[image: image399.wmf]'
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 вектора 
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 по оси l равна проекции вектора на эту ось, умноженной на орт этой оси, т.е.
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Доказательство. 

1. Пусть направление оси совпадает с направлением составляющей (рис. 3.2.8). В этом случае 
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2. Если направление составляющей противоположно направлению оси (рис. 3.2.9), в этом случае
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3.3. Координаты и векторы в пространстве. Основная теорема векторной алгебры

3.3.1. Декартова система координат в пространстве

[image: image663.wmf]c
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Введем в пространство три взаимно-перпендикулярные оси Ox, Oy и Oz, проходящие через общую точку O. Это – координатные оси, относительно которых определяется положение точки в пространстве. Обычно они располагаются так, как это показано на рисунке 3.3.1. Оси Ox и Oy сохраняют названия осей абсцисс и ординат соответственно, а ось Oz называют осью аппликат. Точка O, по-прежнему, называется началом координат. На осях выбирается единица масштаба. 

Орты координатных осей носят стандартные обозначения: орт 
[image: image406.wmf]i

 соответствует оси Ox, орт 
[image: image407.wmf]j

 ( оси Oy, орт 
[image: image408.wmf]k

 ( оси Oz. Договоримся, что координатные оси направлены так, что с конца вектора 
[image: image409.wmf]k

 вращение от 
[image: image410.wmf]i

 к 
[image: image411.wmf]j

 через наименьший угол видно против часовой стрелки. Именно так это показано на рисунке 3.3.1.

Положение любой точки пространства определяется тремя числами – координатами этой точки. Чтобы получить координаты точки M, строятся её проекции P, Q, R на координатные оси Ox, Oy, Oz соответственно. Координата проекции P  по оси Ox называется абсциссой точки M. Координаты проекций Q и R точки M по осям Oy и Oz называются её ординатой и аппликатой соответственно. Координаты точки M пишутся рядом с ней в круглых скобках в следующем порядке: M(x,y,z). Три взаимно-перпендикулярные плоскости xOy, xOz, yOz называются координатными плоскостями.

Пусть 
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 ( произвольный вектор в трёхмерном пространстве с выбранной системой координат. Обозначим через 
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 – проекции вектора 
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 на координатные оси. Тогда эти проекции в силу теоремы 3.2.2 могут быть вычислены по формулам
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С другой стороны, если 
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 ( составляющие вектора 
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 по осям Ox, Oy и Oz соответственно, то в силу теоремы 3.2.5 справедливы соотношения
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Углы между вектором 
[image: image433.wmf]a

 и координатными осями имеют стандартные обозначения: (, (, (. Их косинусы называются направляющими косинусами вектора. Согласно теореме 3.2.1 о проекциях, имеем
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3.3.2. Основная теорема векторной алгебры
Всякий вектор в пространстве равен сумме своих составляющих по трём взаимно-перпендикулярным осям: 
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[image: image664.wmf]a

Доказательство. Перенесём начало вектора 
[image: image438.wmf]a

 в начало координат и построим проекции его конца на три взаимно-перпендикулярные оси (рис. 3.3.2). Из рисунка видно, что
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То есть, 
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, тем самым, теорема доказана. ■

Следствие 3.3.1. Подставив (3.3.2) в (3.3.4), получим
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Таким образом, вектор полностью определён тремя своими проекциями на три взаимно-перпендикулярные оси. Эти проекции называются декартовыми координатами вектора. Будем писать их в фигурных скобках рядом с вектором: 
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Следствие 3.3.2. Из рисунка 3.3.2 видно, что вектор 
[image: image443.wmf]a

 является диагональю параллелепипеда, ребрами которого являются его составляющие. Следовательно,
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то есть длина вектора в пространстве равна корню квадратному из суммы квадратов трёх его проекций.

Следствие 3.3.3. Из формул (3.3.3) и (3.3.6) следует, что сумма квадратов направляющих косинусов вектора 
[image: image445.wmf]a

 равна единице:

cos2( + cos2( + cos2( = 1.

Следствие 3.3.4. Вектора 
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 и 
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коллинеарны тогда и только тогда, когда
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(пропорцию 
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). Действительно, (замечание 3.1.2.) для коллинеарных векторов справедливо равенство 
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 Исключая (, получаем условие (3.3.7).

3.4. Скалярное произведение векторов

3.4.1. Понятие скалярного произведения

Под углом между двумя векторами будем понимать угол между осями, направления которых совпадают с направлениями векторов. Условимся брать этот угол от 0 до (.

Скалярным произведением двух векторов называется произведение их длин на косинус угла между ними.

Скалярное произведение векторов 
[image: image453.wmf]a

 и 
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 будем обозначать 
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где ( – угол между векторами 
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 и 
[image: image459.wmf]b

.

3.4.2. Свойства скалярного произведения векторов

1. Скалярное произведение коммутативно (т.е. обладает переместительным свойством): 
[image: image460.wmf](
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Справедливость этого свойства следует непосредственно из формулы (3.4.1).

2. Скалярное произведение обращается в ноль тогда и только тогда, когда по крайней мере один из векторов является нулевым или если векторы перпендикулярны.

Доказательство. Если 
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Мы можем считать, что нулевой вектор перпендикулярен любому другому вектору. Тогда это свойство формулируется так: скалярное произведение векторов обращается в ноль тогда и только тогда, когда эти векторы перпендикулярны (ортогональны). ■

3. Скалярное произведение двух векторов равно длине одного из них, умноженной на проекцию второго на направление первого:
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Доказательство. Из определения скалярного произведения и теоремы 3.2.1 о проекциях следует:
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4. Скалярное произведение вектора на себя равно квадрату длины вектора: 
[image: image472.wmf](
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5. Скалярный множитель можно выносить за знак скалярного произведения: 
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Доказательство. В силу теоремы 3.4.2, справедливо: 
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6. Справедливо равенство: 
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Доказательство. Применим свойство 3 и теорему 3.2.3. Тогда:
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3.4.3. Выражение скалярного произведения через декартовые координаты векторов-сомножителей

Найдем теперь выражение скалярного произведения двух векторов через проекции этих векторов. Пусть
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Используя свойства 5 и 6 из 3.4.2, а также свойство 2 из 3.4.2, получим
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Таким образом, скалярное произведение двух векторов равно сумме произведений их одноимённых проекций
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Из формулы (3.4.2) следует условие перпендикулярности двух векторов:
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3.5. Векторное произведение векторов

3.5.1. Понятие векторного произведения

Векторным произведением вектора 
[image: image482.wmf]a

 на вектор 
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 называется третий вектор 
[image: image484.wmf]c

, обладающий следующими свойствами:

1) вектор 
[image: image485.wmf]c

 перпендикулярен как вектору 
[image: image486.wmf]a

, так и вектору 
[image: image487.wmf]b

;

2) [image: image665.wmf]b

 вектор 
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 направлен так, что если смотреть с его конца на плоскость 
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, то вращение от 
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 к 
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 через наименьший угол видно против часовой стрелки (рис. 3.5.1);

3) длина вектора 
[image: image492.wmf]c

 равна площади параллелограмма, построенного на векторах 
[image: image493.wmf]a

 и 
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, как на сторонах, т.е. 
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3.5.2. Свойства векторного произведения векторов

1. Векторное произведение антикоммутативно, т.е. при перестановке местами сомножителей оно меняет знак:
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Справедливость этого утверждения следует непосредственно из определения.

2. Векторное произведение двух векторов равно ноль-вектору тогда и только тогда, когда хотя бы один из сомножителей является ноль-вектором или когда сомножители коллинеарны.
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Мы можем считать, что ноль-вектор коллинеарен любому вектору. Тогда можно утверждать, что векторное произведение равно ноль-вектору в том и только в том случае, если они коллинеарны (параллельны).

3. Скалярный множитель можно выносить за знак векторного произведения, т. е. 
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2. Пусть ( < 0. Вектор 
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Доказано, что 
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4. Справедливы равенства: 
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Это утверждение принимаем без доказательства.

3.5.3. Выражение векторного произведения через декартовые координаты сомножителей
Составим таблицу векторных произведений ортов координатных осей (рис. 3.5.4)
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Воспользуемся последовательно свойствами 4 и 3 из 3.5.2, получим
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Используя правило вычисления определителя, можем записать
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3.6. Приложение векторной алгебры к аналитической геометрии в пространстве 
3.6.1. Понятие радиус-вектора

[image: image667.wmf]d
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Радиус-вектором точки M трёхмерного пространства будем называть вектор, направленный из начала координат в данную точку M (рис. 3.6.1). Для радиус-вектора 
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 точки M(x, y, z) справедливо
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так как проекции радиус-вектора равны соответствующим координатам его конца.
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3.6.2. Расстояние между двумя точками в пространстве

Пусть заданы точки M1(x1, y1, z1) и M2(x2, y2, z2) (рис. 3.6.2). Построим их радиус-векторы 
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и расстояние между M1 и M2 будет вычислено по формуле
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Из этой формулы вытекает уравнение сферы в пространстве. Действительно, сфера – это множество точек, равноудалённых от одной точки, называемой центром. Пусть центр сферы – это точка C(x0, y0, z0), а M (x, y, z) – произвольная точка на сфере, а R – радиус сферы. Тогда 
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3.6.3. Деление отрезка в заданном отношении

Пусть заданы две точки 
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Будем искать координаты точки 
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где ( определена формулой (3.6.1). Определим координаты векторов 
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Запишем векторное равенство (3.6.2) в координатной форме:
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Решая полученные уравнения относительно 
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В частности, если 
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Замечание. Формулы (3.6.3) не симметричны относительно координат точек 
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 и 
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3.7. Прямая линия в пространстве

3.7.1. Канонические и параметрические уравнения прямой

Прямая в пространстве полностью определена, если задана какая-либо точка, через которую она проходит, и какой-либо вектор, ей параллельный (рис. 3.7.1)
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Пусть точка M0(x0, y0, z0) – заданная точка, которая лежит на прямой, а M(x, y, z) – произвольная точка на прямой. Пусть 
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 коллинеарны, следовательно, один может быть получен из другого умножением на число, т.е. 
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Уравнение (3.7.1) – векторно-параметрическое уравнение прямой. При изменении ( от –( до +( точка M пробегает всю прямую. Перепишем (3.7.1) в проекциях:
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Уравнения (3.7.2) – параметрические уравнения прямой. Исключим из них параметр (:
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Уравнения (3.7.3) – канонические уравнения прямой в пространстве.

3.7.2. Уравнения прямой, проходящей через две точки

Пусть точки M1(x1, y1, z1) и M2(x2, y2, z2) лежат на прямой. Тогда вектор 
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 лежит на прямой и является её направляющим вектором. Тогда её канонические уравнения имеют вид
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3.7.3. Условия параллельности и перпендикулярности прямых

Пусть в пространстве заданы две прямые
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Их параллельность равносильна коллинеарности их направляющих векторов 
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. Следовательно, условие параллельности имеет вид 
[image: image607.wmf].

2

1

2

1

2

1

p

p

n

n

m

m

=

=


Перпендикулярность прямых равносильна перпендикулярности векторов 
[image: image608.wmf]1
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 и 
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, и условие перпендикулярности имеет вид

m1 m2 + n1 n2 + p1 p2 = 0.

3.7.4. Угол между двумя прямыми

Углом между двумя прямыми в пространстве будем называть угол между их направляющими векторами. При этом условимся выбирать угол в границах от 0 до (. Таким образом, для прямых (3.7.4) и (3.7.5) имеем
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3.8. Плоскость в пространстве

3.8.1. Общее уравнение плоскости

Положение плоскости в пространстве полностью определено, если задана точка M0(x0, y0, z0), через которую она проходит, и вектор 
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 лежит в плоскости (рис. 3.8.1) и, следовательно, он перпендикулярен вектору нормали. Таким образом,
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Уравнение (3.8.1) – уравнение плоскости в векторной форме.
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, получим из (3.8.1)

A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0.                    (3.8.2)

Уравнение (3.8.2) – уравнение плоскости в скалярной форме. Его можно преобразить в виду

Ax + By + Cz + D = 0     (D = – Ax0 – Bx0 – Cz0 ).            (3.8.3)

Уравнение (3.8.3) – общее уравнение плоскости.

Заметим, что уравнение плоскости является уравнением первой степени. Верно и обратное: любое уравнение первой степени 

Ax + By + Cz + D = 0

описывает плоскость, перпендикулярную вектору 
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3.8.2. Условия параллельности и перпендикулярности 
плоскостей

Параллельность плоскостей равносильна параллельности их нормалей, и, следовательно, условие параллельности плоскостей с нормалями 
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Перпендикулярность плоскостей эквивалента перпендикулярности нормалей. Условие перпендикулярности плоскостей с нормалями 
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A1 A2 + B1B2 + C1C2 = 0.

3.8.3. Угол между двумя плоскостями

Углом между двумя плоскостями будем называть любой из двух смежных двугранных углов, образованных этими плоскостями (в случае параллельности плоскостей угол между ними можно считать равным 0 или (). Один из двугранных углов равен углу между нормалями к плоскостям. Так что угол ( между плоскостями с нормалями 
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Если в качестве угла между плоскостями выбрать угол (1, смежный с тем, что только что был рассмотрен, то он определится формулой
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3.8.4. Условия параллельности и перпендикулярности прямой и плоскости

Плоскость Ax + By + Cz + D = 0 и прямая 
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 параллельны в том и только том случае, когда вектор 
[image: image630.wmf]{

}

C

B

A

N

,

,

 перпендикулярен вектору 
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Перпендикулярность данной прямой и данной плоскости эквивалентна параллельности векторов 
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, т.е. определяется условием
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3.8.5. Угол между прямой и плоскостью

Пусть заданы уравнения прямой 
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 и плоскости Ax + By + Cz + D = 0.

Углом между прямой и плоскостью будем называть любой из двух смежных углов между прямой и её проекцией на плоскость (рис. 3.8.2). 
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