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О регулярности решения уравнения Прандтля

В. Э. Петров, Т. А. Суслина

Изучаются вопросы разрешимости и регулярности решения задачи Дирихле
для уравнения Прандтля
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где 𝑝(𝑥) – положительная функция на (−1, 1), причем sup(1 − 𝑥2)/𝑝(𝑥) < ∞.
В терминах специального интегрального преобразования на отрезке вводится
шкала пространств ̃︀𝐻𝑠(−1, 1). Устанавливается теорема существования и един-
ственности решения в классах ̃︀𝐻𝑠(−1, 1) при 0 6 𝑠 6 1. В частности, при 𝑠 = 1
результат таков: если 𝑟1/2𝑓 ∈ 𝐿2, то 𝑟−1/2𝑢, 𝑟1/2𝑢′ ∈ 𝐿2, где 𝑟(𝑥) = 1− 𝑥2.
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Введение

0.1. Уравнение Прандтля: физическая мотивировка. Уравнение Прандт-
ля

𝑢(𝑥)− 𝑝(𝑥)
1
2𝜋

∫︁ 1

−1

𝑢′(𝑡)
𝑡− 𝑥

𝑑𝑡 = 𝑝(𝑥)𝑓(𝑥), 𝑢(−1) = 𝑢(1) = 0, (0.1)

является одним из универсальных уравнений математической физики. Оно исполь-
зуется практически во всех случаях, когда исследуются тонкие пластины (оболочки
с краем). В аэродинамике и гидродинамике [1], [2] уравнение описывает цирку-
ляцию (усредненную по хорде 𝑐(𝑥) нагрузку) на трехмерном тонком крыле разма-
ха 𝐿 в набегающем под углом атаки 𝛼0(𝑥) потоке со скоростью 𝑈0. В этом слу-
чае 𝑝(𝑥) = 𝑎0𝑐(𝑥)/𝐿, 𝑓(𝑥) = 𝛼0(𝑥)𝑈0, где 𝑎0 – некоторый постоянный коэффици-
ент. В магнитостатике [3] уравнение (0.1) описывает распределение поверхностной
(усредненной по толщине 𝛿(𝑥)) намагниченности, индуцируемой в тонкой пластин-
ке шириной 𝐿 из ферромагнитного материала с восприимчивостью κ в попереч-
ном внешнем магнитном поле с касательной составляющей 𝑓(𝑥). В этом случае
𝑝(𝑥) = κ𝛿(𝑥)/𝐿.
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В двумерной механике [4] уравнение (0.1) является основным инструментом при
исследовании контактных задач и расчетов ребер жесткости. Уравнение (0.1) можно
рассматривать как уравнение теории потенциала для следующей кравевой задачи:⎧⎪⎨⎪⎩

∆Φ(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ R2 ∖ [−1, 1],
𝜕𝑦Φ+(𝑥, 0) = 𝜕𝑦Φ−(𝑥, 0), 𝑥 ∈ [−1, 1],
Φ+(𝑥, 0)− Φ−(𝑥, 0) + 𝑝(𝑥) 𝜕𝑦Φ+(𝑥, 0) = 𝑝(𝑥)𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [−1, 1],

(0.2)

если решение искать в виде потенциала двойного слоя с плотностью 𝑢(𝑡):

Φ(𝑥, 𝑦) =
1
2𝜋

∫︁ 1

−1

𝑢(𝑡)
𝜕

𝜕𝜏
ln

1
𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜏=0

𝑑𝑡, 𝜌 =
√︀

(𝑥− 𝑡)2 + (𝑦 − 𝜏)2 ,

или для сопряженной задачи (в смысле условий Коши–Римана)⎧⎪⎨⎪⎩
∆Ψ(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ R2 ∖ [−1, 1],
Ψ+(𝑥, 0) = Ψ−(𝑥, 0), 𝑥 ∈ [−1, 1],
𝜕𝑦Ψ+(𝑥, 0)− 𝜕𝑦Ψ−(𝑥, 0)− 𝜕𝑥(𝑝(𝑥) 𝜕𝑥Ψ(𝑥, 0)) = 𝜕𝑥(𝑝(𝑥)𝑓(𝑥)), 𝑥 ∈ [−1, 1],

(0.3)
если решение искать в виде потенциала простого слоя с плотностью 𝑢′(𝑡):

Ψ(𝑥, 𝑦) =
1
2𝜋

∫︁ 1

−1

𝑢′(𝑡) ln
1
𝜌
𝑑𝑡, 𝜌 =

√︀
(𝑥− 𝑡)2 + 𝑦2 .

Краевые задачи типа (0.2), (0.3) возникают из общих трехмерных задач, когда один
из параметров области (или поверхности) становится “тонким”.

Как правило, 𝑝(𝑥) > 0; при этом вырождаться эта функция может лишь на
концах промежутка. Вообще говоря, уравнения теории потенциала для краевых
задач (0.2), (0.3) содержат гиперсингулярные операторы. В задаче (0.2) это нор-
мальная производная потенциала двойного слоя, а в задаче (0.3) это вторая каса-
тельная производная потенциала простого слоя. Однако вырождение на концах
коэффициента 𝑝(𝑥), стоящего перед интегральным оператором, сглаживает такую
сингулярность. В частности, если 𝑝(𝑥) = (1 − 𝑥2)𝑝0(𝑥) и 𝑝0(±1) ̸= 0, то оператор,
отвечающий второму слагаемому в (0.1), будет уже просто сингулярным.

Обычно не удается решить уравнение Прандтля точно1. Поэтому основная лите-
ратура, касающаяся приложений, посвящена поиску удобных численных схем. Одна
из самых популярных схем – метод Мультоппа, обоснованию которого посвящена
значительная часть монографии [4]. Однако условия, при которых метод оправды-
вается, оказываются слишком ограничительными (например, требуется гёльдеро-
вость выражения

√
1− 𝑥2/𝑝(𝑥)).

Таким образом, строгое функциональное исследование уравнения Прандтля при
естественных (с точки зрения физических приложений) условиях на коэффициент
𝑝(𝑥) весьма актуально.

1Единственный широко известный случай – эллиптическое крыло. Если 𝑝(𝑥) = 𝑝0

√
1− 𝑥2 и

𝑓(𝑥) = 1, то 𝑢(𝑥) = 2𝑝0(𝑝0 + 2)−1
√

1− 𝑥2.
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0.2. Связь с теорией уравнения Шрёдингера с дробным лапласианом.
Интегральный оператор в уравнении (0.1) может быть также представлен в виде

− 1
2𝜋

∫︁ 1

−1

𝑢′(𝑡)
𝑡− 𝑥

𝑑𝑡 =

√︂
− 𝑑2

𝑑𝑥2
[𝑢](𝑥).

Число работ, посвященных исследованию уравнений с дробным лапласианом, огром-
но. В частности, строятся обобщенные решения краевых задач для уравнений вида

(−∆)𝜎𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω ⊂ R𝑛, 0 < 𝜎 < 1.

Обзор, некоторые новые результаты и обширную литературу, посвященную этой
теме, можно найти в [5] и [6]. Отметим, что одномерный случай, как правило, не
выделяется, хотя имеет важную особенность: граница области в одномерном случае
несвязна (она состоит из двух точек ±1).

0.3. Основные результаты. Мы изучаем задачу (0.1), предполагая, что коэф-
фициент 𝑝(𝑥) – положительная на (−1, 1) функция, которая может вырождаться на
краях интервала, но порядок нулей не выше первой степени (см. ниже условие (1.2),
наложенное на 𝑉 (𝑥) = 𝑝(𝑥)−1). Например, к этому случаю относятся интересные
с точки зрения практики примеры треугольного крыла самолета и составного крыла
с разрывом хорды первого рода.

В разделе 1, используя подход с преобразованием Фурье, мы даем определение
обобщенного решения задачи (0.1) в классе 𝐻1/2

00 (−1, 1) (состоящем из функций 𝑢 на
отрезке, допускающих продолжение нулем до функций из класса Соболева𝐻1/2(R)).
При этом уравнение заменяется на подходящее интегральное тождество, а правая
часть 𝑓(𝑥) берется из класса, сопряженного к 𝐻1/2

00 (−1, 1) (относительно спаривания
в 𝐿2(−1, 1)). Устанавливается теорема существования и единственности решения.
(Разумеется, аналоги этих результатов имеются в литературе; см. [5].)

Однако полученное решение 𝑢 ∈ 𝐻
1/2
00 (−1, 1) не обязано быть даже непрерыв-

ным. А с физической точки зрения интерес представляют непрерывные решения.
Поэтому нужно исследовать вопрос о повышении гладкости решения (при прежних
условиях на коэффициент 𝑝(𝑥) за счет усиления предположений о функции 𝑓(𝑥)).

По мнению авторов преобразование Фурье, заданное на оси, является не самым
удобным инструментом для исследования задачи на конечном отрезке. Поэтому, ре-
шая задачу повышения гладкости, мы используем интегральное преобразование P
на отрезке, введенное и подробно изученное в работе [7]. Ранее применение преобра-
зования P позволило решить многие задачи на отрезке, которые до этого либо были
решены гораздо более трудоемким способом [8], либо оставались открытыми [9], [10].
Определение и основные свойства преобразования P приведены в разделе 2. В тер-
минах преобразования P вводится интерполяционная шкала пространств ̃︀𝐻𝑠(−1, 1),
𝑠 > 0.

В разделе 3 мы даем независимое определение обобщенного решения

𝑢 ∈ ̃︀𝐻1/2(−1, 1) = 𝐻
1/2
00 (−1, 1)

задачи (0.1) в терминах преобразования P, а затем устанавливаем теорему о повы-
шении гладкости решения. Именно, в предположении

∫︀ 1

−1
(1 − 𝑥2)|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥 < ∞
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выяснено, что решение принадлежит классу ̃︀𝐻1(−1, 1) (который выделяется усло-
вием (2.6)) и выполнена оценка∫︁ 1

−1

(︂
|𝑢(𝑥)|2

1− 𝑥2
+ (1− 𝑥2)|𝑢′(𝑥)|2

)︂
𝑑𝑥 6 𝐶

∫︁ 1

−1

(1− 𝑥2)|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥.

По интерполяции устанавливается разрешимость задачи (0.1) в ̃︀𝐻𝑠(−1, 1), где 1/2 6
𝑠 6 1 (в предположении, что 𝑓 принадлежит сопряженному классу к ̃︀𝐻1−𝑠(−1, 1)).
При 𝑠 > 1/2 решение оказывается непрерывным на замкнутом интервале [−1, 1] и
удовлетворяет краевым условиям 𝑢(±1) = 0. Наконец, из соображений двойствен-
ности мы получаем разрешимость задачи (0.1) в ̃︀𝐻𝑠(−1, 1), где 0 6 𝑠 < 1/2 (в пред-
положении, что 𝑓 принадлежит сопряженному классу к ̃︀𝐻1−𝑠(−1, 1)). В частности,
при 𝑠 = 0 речь идет о так называемом “очень слабом” решении из класса ̃︀𝐻0(−1, 1)
(выделяемом условием

∫︀ 1

−1
(1− 𝑥2)−1|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 <∞).

Таким образом, применение адекватного аппарата позволило нам ввести правиль-
ную шкалу пространств и доказать повышение гладкости решения при широких
условиях на коэффициент 𝑝(𝑥) и правую часть 𝑓(𝑥).

1. Обобщенное решение уравнения Прандтля

1.1. Постановка задачи. Удобно обозначить 𝑉 (𝑥) := 𝑝(𝑥)−1 и записать урав-
нение Прандтля (0.1) с условиями Дирихле в виде

𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥)− 1
2𝜋

∫︁ 1

−1

𝑢′(𝑡)
𝑡− 𝑥

𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥), 𝑢(−1) = 𝑢(1) = 0. (1.1)

Здесь и ниже сингулярные интегралы понимаются в смысле главного значения.
Предполагается, что коэффициент 𝑉 (𝑥) измерим на интервале (−1, 1) и подчинен
условиям

𝑉 (𝑥) > 0 при п.в. 𝑥 ∈ (−1, 1), (1− 𝑥2)𝑉 (𝑥) 6 𝑀 <∞. (1.2)

Условия на правую часть будут сформулированы позднее.
Наша первая цель – дать определение обобщенного решения уравнения (1.1) и

установить теорему существования и единственности решения.

1.2. Определение обобщенного решения. Подход через преобразование
Фурье. Как обычно в теории обобщенных решений краевых задач, проведем сна-
чала формальные рассмотрения, которые подскажут нам, как разумно определить
решение. В силу краевых условий естественно рассматривать функцию 𝑢(𝑥) на всей
вещественной оси, продолжая ее нулем. Пусть 𝑔(𝑥) – некоторая функция с носите-
лем на [−1, 1], но также заданная на всей оси. Умножим уравнение (1.1) на 𝑔(𝑥) и
проинтегрируем:∫︁ 1

−1

𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥+
1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥)

∫︁ ∞

−∞

𝑢′(𝑡)
𝑥− 𝑡

𝑑𝑡 𝑑𝑥 =
∫︁ 1

−1

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥. (1.3)

Далее, используем преобразование Фурье, которое возьмем в виде

̂︀𝑢(𝜁) =
∫︁ ∞

−∞
𝑢(𝑥)𝑒−𝑖𝑥𝜁 𝑑𝑥, 𝑢(𝑥) =

1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
̂︀𝑢(𝜁)𝑒𝑖𝑥𝜁 𝑑𝜁.
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Преобразуем второе слагаемое в левой части (1.3) с помощью равенства Парсеваля∫︁ ∞

−∞
𝑣(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 =

1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
̂︀𝑣(𝜁)̂︀𝑔(𝜁) 𝑑𝜁. (1.4)

Воспользуемся тем, что внутренний интеграл в (1.3) есть Фурье-свертка2 𝑢′(𝑡) * 𝑡−1.
Фурье-образ функции 𝑢′(𝑡) равен 𝑖𝜁̂︀𝑢(𝜁), а Фурье-образ функции 𝑡−1 равен−𝑖𝜋 sign 𝜁.
Таким образом, равенство (1.3) запишется в виде∫︁ 1

−1

𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥+
1
4𝜋

∫︁ ∞

−∞
|𝜁|̂︀𝑢(𝜁)̂︀𝑔(𝜁) 𝑑𝜁 =

∫︁ 1

−1

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥. (1.5)

Введем обозначение для полуторалинейной формы в левой части равенства (1.5):

[𝑢, 𝑔] :=
∫︁ 1

−1

𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥+
1
4𝜋

∫︁ ∞

−∞
|𝜁|̂︀𝑢(𝜁)̂︀𝑔(𝜁) 𝑑𝜁. (1.6)

Естественный класс, в котором следует искать обобщенное решение – это класс3

𝐻
1/2
00 := 𝐻

1/2
00 (−1, 1), определяемый как подпространство в пространстве Соболева

𝐻1/2(R), состоящее из функций, равных нулю почти везде вне отрезка [−1, 1]. По
поводу свойств этого класса функций см. [11; гл. 1, § 11.5]. Норма в 𝐻1/2

00 задается
как стандартная норма в 𝐻1/2(R):

‖𝑢‖2
𝐻

1/2
00

= ‖𝑢‖2𝐻1/2(R) =
1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
(1 + |𝜁|2)1/2|̂︀𝑢(𝜁)|2 𝑑𝜁, 𝑢 ∈ 𝐻1/2

00 .

Отметим, что множество 𝐶∞0 (−1, 1) плотно в 𝐻1/2
00 .

Нам понадобится следующее свойство функций из класса 𝐻
1/2
00 (для полноты

изложения приведем доказательство).

Лемма 1. Для всякой функции 𝑢 ∈ 𝐻1/2
00 (−1, 1) справедливо неравенство∫︁ 1

−1

|𝑢(𝑥)|2

1− 𝑥2
𝑑𝑥 6

1
2

∫︁ ∞

−∞
|𝜁||̂︀𝑢(𝜁)|2 𝑑𝜁. (1.7)

Доказательство. Продолжим функцию 𝑢 ∈ 𝐻
1/2
00 нулем, сохраняя прежнее

обозначение. Воспользуемся тождеством, справедливым на классе 𝐻1/2(R):∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

|𝑢(𝑥)− 𝑢(𝑦)|2

|𝑥− 𝑦|2
𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ ∞

−∞
|𝜁||̂︀𝑢(𝜁)|2 𝑑𝜁. (1.8)

Для проверки (1.8) обозначим левую часть через 𝐽 [𝑢] и выполним подстановку 𝑦 =
𝑥+ 𝑧:

𝐽 [𝑢] =
∫︁ ∞

−∞

𝑑𝑧

|𝑧|2

∫︁ ∞

−∞
|𝑢(𝑥+ 𝑧)− 𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 =

1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝑑𝑧

|𝑧|2

∫︁ ∞

−∞
|𝑒𝑖𝑧𝜁 − 1|2|̂︀𝑢(𝜁)|2 𝑑𝜁

=
1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
|̂︀𝑢(𝜁)|2 𝑑𝜁 ∫︁ ∞

−∞

|𝑒𝑖𝑧𝜁 − 1|2

|𝑧|2
𝑑𝑧.

2Далее будет рассматриваться свертка и для другого интегрального преобразования.
3В литературе используются различные обозначения для этого класса и сопряженного к нему;

мы придерживаемся обозначений, принятых в [11].
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Мы воспользовались равенством Парсеваля (1.4), а также теоремой Фубини. Внут-
ренний интеграл вычисляется: он равен 2𝜋|𝜁|. Это приводит к (1.8).

Теперь, поскольку 𝑢(𝑦) = 0 при 𝑦 ∈ R ∖ [−1, 1], из (1.8) вытекает неравенство∫︁ ∞

−∞
|𝜁||̂︀𝑢(𝜁)|2 𝑑𝜁 >

∫︁ 1

−1

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥
∫︁ −1

−∞

𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|2
+

∫︁ 1

−1

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥
∫︁ ∞

1

𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|2

= 2
∫︁ 1

−1

|𝑢(𝑥)|2

1− 𝑥2
𝑑𝑥,

что доказывает (1.7).

Покажем, что включение 𝑢 ∈ 𝐻1/2
00 равносильно условию [𝑢, 𝑢] <∞.

Предположим, что [𝑢, 𝑢] <∞. Тогда в силу (1.7)∫︁ 1

−1

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 6
∫︁ 1

−1

|𝑢(𝑥)|2

1− 𝑥2
𝑑𝑥 6

1
2

∫︁ ∞

−∞
|𝜁||̂︀𝑢(𝜁)|2 𝑑𝜁. (1.9)

Из (1.6) и (1.9) с учетом равенства Парсеваля (1.4) вытекает оценка

‖𝑢‖2
𝐻

1/2
00

6
∫︁ 1

−1

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥+
1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
|𝜁||̂︀𝑢(𝜁)|2 𝑑𝜁 6 (2𝜋 + 2)[𝑢, 𝑢]. (1.10)

С другой стороны, в силу (1.2) и (1.7)∫︁ 1

−1

𝑉 (𝑥)|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 6 𝑀

∫︁ 1

−1

|𝑢(𝑥)|2

1− 𝑥2
𝑑𝑥 6 𝑀𝜋‖𝑢‖2

𝐻
1/2
00
.

Отсюда и из (1.6) получаем оценку

[𝑢, 𝑢] 6

(︂
𝑀𝜋 +

1
2

)︂
‖𝑢‖2

𝐻
1/2
00
, 𝑢 ∈ 𝐻1/2

00 . (1.11)

Из (1.10) и (1.11) следует, что форма [𝑢, 𝑢]1/2 определяет норму в 𝐻1/2
00 , эквива-

лентную стандартной. Тогда полуторалинейную форму [𝑢, 𝑔], определенную равен-
ством (1.6), можно принять за скалярное произведение в этом пространстве.

Запишем равенство (1.5) в виде

[𝑢, 𝑔] = (𝑓, 𝑔), (1.12)

где (𝑓, 𝑔) := (𝑓, 𝑔)𝐿2(−1,1). Естественный класс для правой части 𝑓 – это пространство
(𝐻1/2

00 )*, сопряженное к 𝐻1/2
00 относительно спаривания в 𝐿2(−1, 1). Иными словами,

обобщенная функция 𝑓 , являющаяся антилинейным непрерывным функционалом
над 𝐶∞0 (−1, 1), принадлежит классу (𝐻1/2

00 )*, если

sup
0̸=𝑢∈𝐶∞0 (−1,1)

|(𝑓, 𝑢)|
‖𝑢‖

𝐻
1/2
00

<∞. (1.13)

Тогда спаривание (𝑓, 𝑢) в 𝐿2(−1, 1) распространяется на пары 𝑓 ∈ (𝐻1/2
00 )*, 𝑢 ∈ 𝐻1/2

00 ,
а левая часть в (1.13) принимается за норму 𝑓 в (𝐻1/2

00 )*. При этом

‖𝑓‖
(𝐻

1/2
00 )*

= sup
0̸=𝑢∈𝐻

1/2
00

|(𝑓, 𝑢)|
‖𝑢‖

𝐻
1/2
00

. (1.14)

Дадим теперь строгое определение обобщенного решения задачи (1.1).



556 В.Э. ПЕТРОВ, Т.А. СУСЛИНА

Определение 1. Пусть 𝑓 ∈ (𝐻1/2
00 )*. Обобщенным решением задачи (1.1) назы-

вается элемент 𝑢 ∈ 𝐻1/2
00 , удовлетворяющий интегральному тождеству (1.5) для всех

функций 𝑔 ∈ 𝐻1/2
00 .

Теорема 1. Пусть коэффициент 𝑉 (𝑥) удовлетворяет условиям (1.2). Тогда
при любом 𝑓 ∈ (𝐻1/2

00 )* существует единственное обобщенное решение 𝑢 ∈ 𝐻
1/2
00

задачи (1.1). Это решение подчинено оценке

‖𝑢‖
𝐻

1/2
00

6 (2𝜋 + 2)‖𝑓‖
(𝐻

1/2
00 )*

. (1.15)

Доказательство. Используем запись тождества (1.5) в виде (1.12). В силу ра-
венства (1.14) правая часть 𝑙𝑓 (𝑔) = (𝑓, 𝑔) есть антилинейный непрерывный функци-
онал над 𝑔 ∈ 𝐻1/2

00 , причем выполнена оценка

|𝑙𝑓 (𝑔)| 6 ‖𝑓‖
(𝐻

1/2
00 )*

‖𝑔‖
𝐻

1/2
00
. (1.16)

Будем рассматривать 𝐻1/2
00 как гильбертово пространство со скалярным произве-

дением [𝑢, 𝑔]. По теореме Рисса об общей форме антилинейного непрерывного функ-
ционала в гильбертовом пространстве существует единственный элемент 𝑢 ∈ 𝐻

1/2
00

такой, что 𝑙𝑓 (𝑔) = [𝑢, 𝑔] для всех 𝑔 ∈ 𝐻
1/2
00 , т.е. выполнено тождество (1.12). Это

доказывает существование и единственность решения.
Оценка (1.15) вытекает из равенства [𝑢, 𝑢] = 𝑙𝑓 (𝑢) с учетом (1.10) и (1.16).

Пример. Обозначим 𝑟(𝑥) := 1− 𝑥2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2,𝑟(−1, 1) =: 𝐿2,𝑟, т.е.

‖𝑓‖2𝐿2,𝑟
=

∫︁ 1

−1

(1− 𝑥2) |𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥 <∞. (1.17)

Тогда с учетом (1.7) справедлива оценка

|(𝑓, 𝑔)| 6
(︂∫︁ 1

−1

𝑟(𝑥)|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
)︂1/2(︂∫︁ 1

−1

|𝑔(𝑥)|2

𝑟(𝑥)
𝑑𝑥

)︂1/2

6
√
𝜋 ‖𝑓‖𝐿2,𝑟

‖𝑔‖
𝐻

1/2
00
, 𝑔 ∈ 𝐻1/2

00 . (1.18)

Отсюда следует, что 𝐿2,𝑟 ⊂ (𝐻1/2
00 )*, причем ‖𝑓‖

(𝐻
1/2
00 )*

6
√
𝜋 ‖𝑓‖𝐿2,𝑟

. Вместе с (1.15)
это влечет оценку решения

‖𝑢‖
𝐻

1/2
00

6 (2𝜋 + 2)
√
𝜋 ‖𝑓‖𝐿2,𝑟

. (1.19)

Отметим, что функции из класса 𝐻1/2
00 , вообще говоря, не являются даже непре-

рывными. Впрочем, при условии 𝑓 ∈ 𝐿2,𝑟 мы можем рассчитывать на повышение
гладкости решения. Однако исследовать вопрос о повышении гладкости, исполь-
зуя подход с преобразованием Фурье, неудобно. Мы изучим этот вопрос, пользуясь
другим интегральным преобразованием.

2. Интегральное преобразование P

Нам понадобится интегральное преобразование P на отрезке, теория которого
подробно изложена в [7], [8]. Приведем основные сведения, которые понадобятся
в дальнейшем. В терминах преобразования P вводится шкала гильбертовых про-
странств ̃︀𝐻𝑠(−1, 1); этот материал является новым.
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2.1. Определение преобразования P. Рассмотрим пространство ̃︀𝐿2(−1, 1)
измеримых функций на интервале (−1, 1), для которых

‖𝑢‖2̃︀𝐿2(−1,1)
:=

∫︁ 1

−1

|𝑢(𝑥)|2

1− 𝑥2
𝑑𝑥 <∞.

Для функций 𝑢 ∈ ̃︀𝐿2(−1, 1) упомянутое преобразование вводится формулами4:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑈(𝜉) := P[𝑢](𝜉) =

∫︁ 1

−1

𝑢(𝑦)
(︂

1− 𝑦

1 + 𝑦

)︂𝑖𝜉
𝑑𝑦

1− 𝑦2
, 𝜉 ∈ R,

𝑢(𝑥) = P−1[𝑈 ](𝑥) =
1
𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑈(𝜉)

(︂
1− 𝑥

1 + 𝑥

)︂−𝑖𝜉

𝑑𝜉, 𝑥 ∈ (−1, 1).

(2.1)

Здесь 𝑈 ∈ 𝐿2(R). Точные пояснения того, в каком смысле понимаются форму-
лы (2.1), можно найти в [7], [8]. Ниже по умолчанию оригиналы обозначаем строч-
ными буквами, а P-образы соответствующими прописными буквами.

2.2. Равенство Парсеваля. Справедливо равенство Парсеваля∫︁ 1

−1

𝑢(𝑦)𝑔(𝑦)
𝑑𝑦

1− 𝑦2
=

1
𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑈(𝜉)𝐺(𝜉) 𝑑𝜉. (2.2)

В силу равенства Парсеваля принадлежность оригинала пространству ̃︀𝐿2(−1, 1)
эквивалентна принадлежности P-образа пространству 𝐿2(R). Таким образом,
отображение 𝜋−1/2P является унитарным отображением пространства ̃︀𝐿2(−1, 1) на
𝐿2(R).

2.3. Связь с преобразованием Фурье. Преобразование P связано с преоб-
разованием Фурье заменой переменной: пусть

𝑥 = th𝜔, 𝜔 =
1
2

ln
1 + 𝑥

1− 𝑥
, 𝜔 ∈ R, 𝑢(𝑥) = 𝑢1(𝜔). (2.3)

Тогда P-образ функции 𝑢(𝑥) и Фурье-образ функции 𝑢1(𝜔) связаны соотношением

𝑈(𝜉) = ̂︀𝑢1(2𝜉). (2.4)

Легко видеть, что отображение 𝐴 : ̃︀𝐿2(−1, 1) → 𝐿2(R), определенное по правилу
(𝐴𝑢)(𝜔) = 𝑢1(𝜔), является изометрическим изоморфизмом:

‖𝑢‖̃︀𝐿2(−1,1) = ‖𝐴𝑢‖𝐿2(R).

2.4. Преобразование производных. Пространства ̃︀𝐻𝑛, 𝑛 ∈ Z+. Опреде-
лим теперь пространство ̃︀𝐻𝑛(−1, 1) =: ̃︀𝐻𝑛 измеримых функций 𝑢(𝑥), имеющих обоб-
щенные производные до порядка 𝑛 на интервале (−1, 1) и таких, что

|‖𝑢|‖2̃︀𝐻𝑛 :=
∫︁ 1

−1

𝑛∑︁
𝑚=0

|(1− 𝑥2)𝑚𝑢(𝑚)(𝑥)|2 𝑑𝑥

1− 𝑥2
<∞.

Тогда ̃︀𝐻0(−1, 1) = ̃︀𝐿2(−1, 1). Очевидно, ̃︀𝐻𝑛(−1, 1) ⊂ 𝐻𝑛
loc(−1, 1).

4В работах [7], [8] преобразование действовало с отрезка на мнимую ось.
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Если 𝑢 ∈ ̃︀𝐻𝑛, то интегрированием по частям устанавливается формула

P

[︂(︂
(1− 𝑦2)

𝑑

𝑑𝑦

)︂𝑛

𝑢(𝑦)
]︂
(𝜉) = (2𝑖𝜉)𝑛𝑈(𝜉). (2.5)

Поясним это подробнее в случае 𝑛 = 1. Условие 𝑢 ∈ ̃︀𝐻1 означает, что

|‖𝑢|‖2̃︀𝐻1 =
∫︁ 1

−1

(︂
|𝑢(𝑥)|2

1− 𝑥2
+ (1− 𝑥2)|𝑢′(𝑥)|2

)︂
𝑑𝑥 <∞. (2.6)

Поскольку ̃︀𝐻1 ⊂ 𝐻1
loc(−1, 1), то в силу теоремы вложения Соболева любая функ-

ция 𝑢 ∈ ̃︀𝐻1 абсолютно непрерывна внутри интервала (−1, 1). Покажем, что она
непрерывна на замкнутом отрезке [−1, 1]. Для любых 𝑥, 𝑦 ∈ (−1, 1) имеем⃒⃒

|𝑢(𝑦)|2 − |𝑢(𝑥)|2
⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
2 Re

∫︁ 𝑦

𝑥

𝑢(𝑡)𝑢′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
6

∫︁ 𝑦

𝑥

(︂
|𝑢(𝑡)|2

1− 𝑡2
+ (1− 𝑡2)|𝑢′(𝑡)|2

)︂
𝑑𝑡,

и из условия (2.6) следует, что
⃒⃒
|𝑢(𝑦)|2 − |𝑢(𝑥)|2

⃒⃒
→ 0 при 𝑥 → 1 и 𝑦 → 1. Тогда из

критерия Коши вытекает существование конечного предела lim𝑦→1−0 |𝑢(𝑦)|2. Этот
предел равен нулю, так как иначе интеграл

∫︀ 1

−1
(|𝑢(𝑡)|2/(1− 𝑡2)) 𝑑𝑡 разойдется. Сле-

довательно, 𝑢(𝑦) стремится к нулю при 𝑦 → 1− 0 и можно положить

𝑢(1) := lim
𝑦→1−0

𝑢(𝑦) = 0.

Аналогично проверяется, что существует предел

𝑢(−1) := lim
𝑦→−1+0

𝑢(𝑦) = 0.

С учетом непрерывности функции 𝑢 внутри интервала (−1, 1) получаем 𝑢 ∈ 𝐶[−1, 1].
Теперь формула (2.5) при 𝑛 = 1 получается интегрированием по частям с учетом

краевых условий 𝑢(−1) = 𝑢(1) = 0:

P[(1− 𝑦2)𝑢′(𝑦)](𝜉) =
∫︁ 1

−1

𝑢′(𝑦)
(︂

1− 𝑦

1 + 𝑦

)︂𝑖𝜉

𝑑𝑦 = 2𝑖𝜉𝑈(𝜉), 𝑢 ∈ ̃︀𝐻1. (2.7)

Далее, из (2.2), (2.6) и (2.7) следует равенство

|‖𝑢|‖2̃︀𝐻1 =
1
𝜋

∫︁ ∞

−∞
(1 + 4𝜉2)|𝑈(𝜉)|2 𝑑𝜉, 𝑢 ∈ ̃︀𝐻1.

Аналогичным образом оправдывается формула (2.5) при 𝑢 ∈ ̃︀𝐻𝑛 с произвольным
𝑛 ∈ N. Выясняется, что квадрат нормы |‖𝑢|‖2̃︀𝐻𝑛

допускает двусторонние оценки
через

‖𝑢‖2̃︀𝐻𝑛 :=
1
𝜋

∫︁ ∞

−∞
(1 + 4𝜉2)𝑛|𝑈(𝜉)|2 𝑑𝜉. (2.8)

Замечание 1. Проведенные рассуждения позволяют дать другое определение
пространств ̃︀𝐻𝑛 (при всех 𝑛 ∈ Z+) в терминах преобразования P: ̃︀𝐻𝑛(−1, 1) –
это класс функций 𝑢 ∈ ̃︀𝐿2(−1, 1), для которых конечна норма ‖𝑢‖ ̃︀𝐻𝑛 , определенная
равенством (2.8). С учетом (2.4) очевидно, что отображение 𝐴 (см. п. 2.3), суженное
на ̃︀𝐻𝑛(−1, 1), является изометрическим изоморфизмом пространства ̃︀𝐻𝑛(−1, 1) на
пространство Соболева 𝐻𝑛(R):

‖𝑢‖ ̃︀𝐻𝑛 = ‖𝐴𝑢‖𝐻𝑛(R), 𝑢 ∈ ̃︀𝐻𝑛(−1, 1).
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2.5. Пространства ̃︀𝐻𝑠. Введем теперь пространство ̃︀𝐻𝑠(−1, 1) =: ̃︀𝐻𝑠 с про-
извольным значком 𝑠 > 0 как подпространство в ̃︀𝐿2(−1, 1) = ̃︀𝐻0, состоящее из
функций 𝑢, для которых

‖𝑢‖2̃︀𝐻𝑠 :=
1
𝜋

∫︁ ∞

−∞
(1 + 4𝜉2)𝑠|𝑈(𝜉)|2 𝑑𝜉 <∞.

Автоматически при 𝑛 ∈ Z+ это согласуется с прежним определением (см. замеча-
ние 1). При всяком 𝑠 > 0 отображение 𝐴, суженное на ̃︀𝐻𝑠(−1, 1), является изомет-
рическим изоморфизмом пространства ̃︀𝐻𝑠(−1, 1) на пространство Соболева 𝐻𝑠(R):

‖𝑢‖ ̃︀𝐻𝑠 = ‖𝐴𝑢‖𝐻𝑠(R), 𝑢 ∈ ̃︀𝐻𝑠(−1, 1).

Поскольку 𝐻𝑠(R), 𝑠 > 0, образует интерполяционную шкалу гильбертовых про-
странств, это же верно для пространств ̃︀𝐻𝑠(−1, 1), 𝑠 > 0.

Замечание 2. Напомним, что в пространстве 𝐻𝑠(R) при 𝑠 ̸= [𝑠] =: 𝑘 можно
ввести норму во внутренних терминах, эквивалентную стандартной, следующим
образом:

|𝑢1|2̃︀𝐻𝑠(R)
=

𝑘∑︁
𝑗=0

∫︁ ∞

−∞
|𝑢(𝑗)

1 (𝜔)|2 𝑑𝜔

+
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

|𝑢(𝑘)
1 (𝜔)− 𝑢

(𝑘)
1 (𝜏)|2

|𝜔 − 𝜏 |1+2{𝑠} 𝑑𝜔 𝑑𝜏, {𝑠} = 𝑠− 𝑘.

Используя изоморфизм 𝐴, получаем, что в пространстве ̃︀𝐻𝑠(−1, 1) при 𝑠 ̸= [𝑠] = 𝑘
можно ввести норму, эквивалентную стандартной и заданную во внутренних терми-
нах:

|𝑢|2̃︀𝐻𝑠 =
𝑘∑︁

𝑗=0

∫︁ 1

−1

|(1− 𝑥2)𝑗𝑢(𝑗)(𝑥)|2 𝑑𝑥

1− 𝑥2

+
∫︁ 1

−1

∫︁ 1

−1

|(1− 𝑥2)𝑘𝑢(𝑘)(𝑥)− (1− 𝑦2)𝑘𝑢(𝑘)(𝑦)|2

| ln((1− 𝑥)/(1 + 𝑥))− ln((1− 𝑦)/(1 + 𝑦))|1+2{𝑠}
𝑑𝑥

1− 𝑥2

𝑑𝑦

1− 𝑦2
.

Впрочем, ниже мы такую норму использовать не будем.

С помощью изоморфизма 𝐴, используя плотность множества 𝐶∞0 (R) в 𝐻𝑠(R),
получаем следующее утверждение.

Предложение 1. При всяком 𝑠 > 0 множество 𝐶∞0 (−1, 1) плотно в простран-
стве ̃︀𝐻𝑠(−1, 1).

Нам понадобится следующее утверждение, являющееся аналогом теоремы вло-
жения Соболева.

Предложение 2. Пусть 𝑠 > 1/2. Тогда cправедливо непрерывное вложение̃︀𝐻𝑠(−1, 1) ⊂ 𝐶[−1, 1].

При этом для любой функции 𝑢 ∈ ̃︀𝐻𝑠(−1, 1) выполнены краевые условия

𝑢(−1) = 𝑢(1) = 0 (2.9)
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и оценка

‖𝑢‖𝐶[−1,1] 6 𝐶(𝑠)‖𝑢‖ ̃︀𝐻𝑠 , 𝐶(𝑠) =
(︂

Γ(𝑠− 1/2)
2
√
𝜋 Γ(𝑠)

)︂1/2

. (2.10)

Доказательство. Будем опираться на связь преобразования P с преобразова-
нием Фурье (см. п. 2.3).

По теореме вложения Соболева при 𝑠 > 1/2 пространство 𝐻𝑠(R) непрерывно
вкладывается в пространство равномерно непрерывных функций. Далее, для функ-
ции 𝑢1(𝜔) из класса 𝐻𝑠(R) выполнено ̂︀𝑢1 ∈ 𝐿1(R), поскольку∫︁ ∞

−∞
|̂︀𝑢1(𝜉)| 𝑑𝜉 6

(︂∫︁ ∞

−∞
(1 + 𝜉2)−𝑠 𝑑𝜉

)︂1/2(︂∫︁ ∞

−∞
(1 + 𝜉2)𝑠|̂︀𝑢1(𝜉)|2 𝑑𝜉

)︂1/2

= 𝐶𝑠‖𝑢1‖𝐻𝑠(R) <∞. (2.11)

Здесь 𝐶𝑠 = (2𝜋3/2Γ(𝑠− 1/2)/Γ(𝑠))1/2. Тогда из формулы обращения

𝑢1(𝜔) =
1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑖𝜉𝜔̂︀𝑢1(𝜉) 𝑑𝜉

по лемме Римана–Лебега следует, что

lim
𝜔→±∞

𝑢1(𝜔) = 0. (2.12)

Таким образом, 𝑢1(𝜔) принадлежит классу 𝐶0(R) равномерно непрерывных функ-
ций на оси, удовлетворяющих условиям (2.12). Из (2.11) и формулы обращения
вытекает оценка

max
𝜔∈R

|𝑢1(𝜔)| 6 1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
|̂︀𝑢1(𝜉)| 𝑑𝜉 6

1
2𝜋

𝐶𝑠‖𝑢1‖𝐻𝑠(R). (2.13)

Пусть теперь 𝑢 ∈ ̃︀𝐻𝑠(−1, 1), 𝑠 > 1/2. Выполняя замены (2.3), получаем, что
(𝐴𝑢)(𝜔) = 𝑢1(𝜔) принадлежит 𝐻𝑠(R), причем ‖𝑢1‖𝐻𝑠(R) = ‖𝑢‖ ̃︀𝐻𝑠 . Тогда из дока-
занных выше свойств функции 𝑢1(𝜔) следует, что 𝑢(𝑥) равномерно непрерывна на
замкнутом интервале [−1, 1] и удовлетворяет граничным условиям (2.9). Из равен-
ства

‖𝑢‖𝐶[−1,1] = max
𝑥∈[−1,1]

|𝑢(𝑥)| = max
𝜔∈R

|𝑢1(𝜔)|

и неравенства (2.13) вытекает оценка (2.10).

2.6. Преобразование обобщенных функций. Преобразование P обобщен-
ных функций вводится по двойственности аналогично определению преобразования
Фурье обобщенных функций. Рассмотрим пространство X , состоящее из функций
𝜓 ∈ 𝐶∞[−1, 1] таких, что конечны полунормы

sup
𝑥∈[−1,1]

(1− 𝑥2)𝑛|𝜓(𝑛)(𝑥)|
(︂

1 + ln2

(︂
1− 𝑥

1 + 𝑥

)︂)︂𝑘

при всех 𝑛, 𝑘 ∈ Z+. Сходимость в X понимается как сходимость по этому набору
полунорм. Пусть X ′ – класс обобщенных функций, сопряженный к X относительно
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спаривания в ̃︀𝐿2(−1, 1). Преобразование P переводит класс X на класс Шварца
S (R). Пусть 𝑢 ∈ X ′. Тогда P𝑢 ∈ S ′(R) определяется соотношением

(P𝑢, 𝜙)𝐿2(R) = (𝑢,P*𝜙)̃︀𝐿2(−1,1) = 𝜋(𝑢,P−1𝜙)̃︀𝐿2(−1,1), 𝜙 ∈ S (R).

Ниже нам понадобится результат вычисления P-образа обобщенной функции
𝑣(𝑦) = 1/𝑦 (понимаемой в смысле главного значения); см. [7; (1.9)]:

P

[︂
1
𝑦

]︂
(𝜉) =

∫︁ 1

−1

1
𝑦

(︂
1− 𝑦

1 + 𝑦

)︂𝑖𝜉
𝑑𝑦

1− 𝑦2
= −𝑖𝜋 cth𝜋𝜉, (2.14)

где интеграл понимается в смысле главного значения и в точке 𝑦 = 0, и на концах.

2.7. Формулы свертки. Для преобразования P справедливы следующие фор-
мулы свертки:

P

[︂∫︁ 1

−1

𝑢(𝑥) 𝑣
(︂
𝑦 − 𝑥

1− 𝑥𝑦

)︂
𝑑𝑥

1− 𝑥2

]︂
(𝜉) = 𝑈(𝜉)𝑉 (𝜉), (2.15)

P

[︂∫︁ 1

−1

𝑢′(𝑥)𝑣
(︂
𝑦 − 𝑥

1− 𝑥𝑦

)︂
𝑑𝑥

]︂
(𝜉) = 2𝑖𝜉𝑈(𝜉)𝑉 (𝜉). (2.16)

В (2.15) предполагается, что 𝑢 ∈ ̃︀𝐿2(−1, 1), 𝑣 ∈ ̃︀𝐿1(−1, 1)∩ ̃︀𝐿2(−1, 1). Класс ̃︀𝐿1(−1, 1)
выделяется условием

∫︀ 1

−1
|𝑣(𝑡)|(1 − 𝑡2)−1 𝑑𝑡 < ∞. Формула (2.16) справедлива при

тех же условиях на 𝑣 и при 𝑢 ∈ ̃︀𝐻1. Однако, как и в случае преобразования Фурье,
условия применимости формул (2.15), (2.16) можно значительно расширить. В част-
ности, можно ослабить требования на 𝑣, считая 𝑣 обобщенной функцией и при необ-
ходимости усиливая требования на 𝑢. Мы не будем входить здесь в детали.

3. Обобщенное решение уравнения Прандтля.
Подход с преобразованием P

3.1. “Другое” определение обобщенного решения. Применим теперь пре-
образование P к исследованию задачи (1.1). Как и прежде, начнем с формальных
рассмотрений. Пользуясь краевыми условиями 𝑢(−1) = 𝑢(1) = 0 и равенством
1− 𝑥2 = 1− 𝑥𝑡+ 𝑥(𝑡− 𝑥), преобразуем выражение в (1.1):

− (1− 𝑥2)
∫︁ 1

−1

𝑢′(𝑡)
𝑡− 𝑥

𝑑𝑡 =
∫︁ 1

−1

𝑢′(𝑡)
1− 𝑥𝑡

𝑥− 𝑡
𝑑𝑡. (3.1)

Вид правой части позволяет применить формулу свертки (2.16) при 𝑣(𝑡) = 𝑡−1 для
вычисления P-образа функции (3.1). С учетом (2.14) получаем

P

[︂
−(1− 𝑥2)

1
2𝜋

∫︁ 1

−1

𝑢′(𝑡)
𝑡− 𝑥

𝑑𝑡

]︂
(𝜉) = 𝜉 cth𝜋𝜉 𝑈(𝜉). (3.2)

Умножим (1.1) на некоторую функцию 𝑔(𝑥) и, интегрируя по отрезку, получаем
в силу (2.2) и (3.2) следующее равенство:∫︁ 1

−1

𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥+
1
𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝜉 cth𝜋𝜉 𝑈(𝜉)𝐺(𝜉) 𝑑𝜉 =

∫︁ 1

−1

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥. (3.3)
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Введем обозначение для полуторалинейной формы в левой части (3.3):

[𝑢, 𝑔]1 :=
∫︁ 1

−1

𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥+
1
𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝜉 cth𝜋𝜉 𝑈(𝜉)𝐺(𝜉) 𝑑𝜉. (3.4)

Естественный класс, в котором следует искать обобщенное решение, – это про-
странство ̃︀𝐻1/2(−1, 1); см. п. 2.5. Форма [𝑢, 𝑢]1/2

1 определяет в ̃︀𝐻1/2 норму, эквива-
лентную стандартной: с помощью оценок

1
𝜋2

+
2
3
𝜉2 6 𝜉2 cth2 𝜋𝜉 6

1
𝜋2

+ 𝜉2, 𝜉 ∈ R, (3.5)∫︁ 1

−1

𝑉 (𝑥)|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 6 𝑀

∫︁ 1

−1

|𝑢(𝑥)|2

1− 𝑥2
𝑑𝑥

=
𝑀

𝜋

∫︁ ∞

−∞
|𝑈(𝜉)|2 𝑑𝜉 6 𝑀‖𝑢‖2̃︀𝐻1/2 , 𝑢 ∈ ̃︀𝐻1/2,

проверяется, что

1
𝜋
‖𝑢‖2̃︀𝐻1/2 6 [𝑢, 𝑢]1 6

(︂
𝑀 +

1
2

)︂
‖𝑢‖2̃︀𝐻1/2 , 𝑢 ∈ ̃︀𝐻1/2.

Тогда полуторалинейную форму [𝑢, 𝑔]1, определенную равенством (3.4), можно при-
нять за скалярное произведение в ̃︀𝐻1/2. В силу предложения 1 множество 𝐶∞0 (−1, 1)
плотно в ̃︀𝐻1/2.

Запишем равенство (3.3) в виде

[𝑢, 𝑔]1 = (𝑓, 𝑔).

Естественный класс для правой части 𝑓 – это пространство ( ̃︀𝐻1/2)*, сопряженное
к ̃︀𝐻1/2 относительно спаривания в 𝐿2(−1, 1). (Оно вводится по аналогии с опреде-
лением пространства (𝐻1/2

00 )*.) Норма в ( ̃︀𝐻1/2)* определяется соотношением

‖𝑓‖( ̃︀𝐻1/2)* = sup
0̸=𝑢∈ ̃︀𝐻1/2

|(𝑓, 𝑢)|
‖𝑢‖ ̃︀𝐻1/2

.

Замечание 3. При 𝑢, 𝑔 ∈ 𝐶∞0 (−1, 1) выполнено равенство [𝑢, 𝑔]1 = [𝑢, 𝑔], где [𝑢, 𝑔]
определено в (1.6). Действительно, оба выражения [𝑢, 𝑔] и [𝑢, 𝑔]1 совпадают с инте-
гралом от произведения левой части (1.1) на 𝑔(𝑥). Поскольку 𝐶∞0 (−1, 1) плотно как
в 𝐻

1/2
00 , так и в ̃︀𝐻1/2, [𝑢, 𝑢]1/2 задает в 𝐻

1/2
00 норму, эквивалентную стандартной,

а [𝑢, 𝑢]1/2
1 задает в ̃︀𝐻1/2 норму, эквивалентную стандартной, мы приходим к выводу

о том, что ̃︀𝐻1/2 = 𝐻
1/2
00 и [𝑢, 𝑔]1 = [𝑢, 𝑔] при всех 𝑢, 𝑔 ∈ 𝐻

1/2
00 . Тогда пространство

( ̃︀𝐻1/2)* совпадает с (𝐻1/2
00 )*.

Можно дать определение обобщенного решения задачи (1.1), независимое от опре-
деления 1 на основании тождества (3.3).

Определение 2. Пусть 𝑓 ∈ ( ̃︀𝐻1/2)*. Обобщенным решением задачи (1.1) назы-
вается элемент 𝑢 ∈ ̃︀𝐻1/2, удовлетворяющий интегральному тождеству (3.3) для всех
функций 𝑔 ∈ ̃︀𝐻1/2.
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Следующая теорема равносильна теореме 1 и устанавливается аналогичным обра-
зом (с помощью теоремы Рисса).

Теорема 2. Пусть коэффициент 𝑉 (𝑥) удовлетворяет условиям (1.2). Тогда
при любом 𝑓 ∈ ( ̃︀𝐻1/2)* существует единственное обобщенное решение 𝑢 ∈ ̃︀𝐻1/2

задачи (1.1). Решение подчинено оценке

‖𝑢‖ ̃︀𝐻1/2 6 𝜋‖𝑓‖( ̃︀𝐻1/2)* . (3.6)

Пример. Предположим, что 𝑓 ∈ 𝐿2,𝑟(−1, 1), см. (1.17). Тогда

|(𝑓, 𝑔)| 6 ‖𝑓‖𝐿2,𝑟
‖𝑔‖ ̃︀𝐻1/2 , 𝑔 ∈ ̃︀𝐻1/2,

ср. (1.18). Значит, 𝐿2,𝑟 ⊂ ( ̃︀𝐻1/2)*, причем ‖𝑓‖( ̃︀𝐻1/2)* 6 ‖𝑓‖𝐿2,𝑟 . Вместе с (3.6) это
влечет оценку

‖𝑢‖ ̃︀𝐻1/2 6 𝜋‖𝑓‖𝐿2,𝑟
,

cр. (1.19). Ниже нам понадобится также оценка∫︁ 1

−1

𝑉 (𝑥)|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 6
𝜋

4
‖𝑓‖2𝐿2,𝑟

, (3.7)

которая вытекает из тождества [𝑢, 𝑢]1 = (𝑓, 𝑢). Действительно, имеем∫︁ 1

−1

𝑉 (𝑥)|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥+
1
𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝜉 cth𝜋𝜉 |𝑈(𝜉)|2 𝑑𝜉

=
∫︁ 1

−1

𝑓(𝑥)𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 6 ‖𝑓‖𝐿2,𝑟
‖𝑢‖̃︀𝐿2

= ‖𝑓‖𝐿2,𝑟

(︂
1
𝜋

∫︁ ∞

−∞
|𝑈(𝜉)|2 𝑑𝜉

)︂1/2

6 ‖𝑓‖𝐿2,𝑟

(︂∫︁ ∞

−∞
𝜉 cth𝜋𝜉 |𝑈(𝜉)|2 𝑑𝜉

)︂1/2

6
𝜋

4
‖𝑓‖2𝐿2,𝑟

+
1
𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝜉 cth𝜋𝜉 |𝑈(𝜉)|2 𝑑𝜉.

Мы воспользовались равенством Парсеваля (2.2), нижней оценкой (3.5) и элемен-
тарным неравенством 𝑎𝑏 6 𝛼𝑎2 + (1/4𝛼)𝑏2 (для 𝑎, 𝑏 > 0 с произвольным 𝛼 > 0).

В следующем пункте мы покажем, что при условии 𝑓 ∈ 𝐿2,𝑟 решение является
более гладким.

3.2. Повышение гладкости. В настоящем пункте мы предполагаем, что 𝑓 ∈
𝐿2,𝑟(−1, 1), т.е. выполнено (1.17). Очевидно, пространство 𝐿2,𝑟(−1, 1) сопряжено
к ̃︀𝐿2(−1, 1) относительно спаривания в 𝐿2(−1, 1). Иначе говоря, 𝐿2,𝑟(−1, 1) = ( ̃︀𝐻0)*,
причем

‖𝑓‖( ̃︀𝐻0)* = ‖𝑓‖𝐿2,𝑟 .

Запишем интегральное тождество (3.3) в виде

1
𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝜉 cth𝜋𝜉 𝑈(𝜉)𝐺(𝜉) 𝑑𝜉 =

∫︁ 1

−1

(𝑓(𝑥)− 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥))𝑔(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑔 ∈ ̃︀𝐻1/2, (3.8)

и обозначим

𝑄(𝜉) = P[(1− 𝑥2)(𝑓(𝑥)− 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥))](𝜉) =
∫︁ 1

−1

(𝑓(𝑥)− 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥))
(︂

1− 𝑥

1 + 𝑥

)︂𝑖𝜉

𝑑𝑥.
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Легко видеть, что функция (1−𝑥2)(𝑓(𝑥)−𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥)) принадлежит ̃︀𝐿2(−1, 1), а пото-
му 𝑄 ∈ 𝐿2(R). В силу (1.2), (2.2) и (3.7) имеем

1
𝜋

∫︁ ∞

−∞
|𝑄(𝜉)|2 𝑑𝜉 =

∫︁ 1

−1

(1− 𝑥2)|𝑓(𝑥)− 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

6 2
∫︁ 1

−1

(1− 𝑥2)|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥+ 2
∫︁ 1

−1

(1− 𝑥2)𝑉 (𝑥) · 𝑉 (𝑥)|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

6 𝐶1

∫︁ 1

−1

(1− 𝑥2)|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥, (3.9)

где 𝐶1 = 2 + (𝜋/2)𝑀 .
Теперь, пользуясь (2.2), представим тождество (3.8) в виде∫︁ ∞

−∞
𝜉 cth𝜋𝜉 𝑈(𝜉)𝐺(𝜉) 𝑑𝜉 =

∫︁ ∞

−∞
𝑄(𝜉)𝐺(𝜉) 𝑑𝜉, 𝐺 ∈ P[ ̃︀𝐻1/2]. (3.10)

При 𝑁 > 0 рассмотрим срезку

𝑤(𝜉, 𝑁) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, |𝜉| < 𝑁,

0, |𝜉| > 𝑁 + 1,
−𝜉 +𝑁 + 1, 𝑁 < 𝜉 < 𝑁 + 1,
𝜉 +𝑁 + 1, −𝑁 − 1 < 𝜉 < −𝑁,

и пробную функцию вида

𝐺𝑁 (𝜉) = 𝜉 cth𝜋𝜉 𝑈(𝜉)𝑤(𝜉,𝑁). (3.11)

Проверим, что 𝐺𝑁 ∈ P[ ̃︀𝐻1/2]. Пусть 𝑔𝑁 = P−1(𝐺𝑁 ). Тогда с учетом (3.5) выпол-
нено

‖𝑔𝑁‖2̃︀𝐻1/2 =
1
𝜋

∫︁ ∞

−∞
(1 + 4𝜉2)1/2|𝐺𝑁 (𝜉)|2 𝑑𝜉

6
1
𝜋

∫︁ 𝑁+1

−𝑁−1

(1 + 4𝜉2)1/2𝜉2 cth2 𝜋𝜉|𝑈(𝜉)|2 𝑑𝜉 6 𝐶(𝑁)‖𝑢‖2̃︀𝐻1/2 , (3.12)

где 𝐶(𝑁) = 1/𝜋2 + (𝑁 + 1)2. Таким образом, 𝑔𝑁 ∈ ̃︀𝐻1/2, и мы вправе подставить
𝐺𝑁 ∈ P[ ̃︀𝐻1/2] в качестве пробной функции в тождество (3.10). Получаем∫︁ ∞

−∞
𝜉2 cth2 𝜋𝜉|𝑈(𝜉)|2𝑤(𝜉,𝑁) 𝑑𝜉 =

∫︁ ∞

−∞
𝜉 cth𝜋𝜉 𝑄(𝜉)𝑤(𝜉,𝑁)𝑈(𝜉) 𝑑𝜉. (3.13)

Далее, по аналогии с (3.12) легко убедиться, что функция ̃︀𝐺𝑁 (𝜉) = 𝑄(𝜉)𝑤(𝜉,𝑁)
принадлежит классу P[ ̃︀𝐻1/2]. Из тождества (3.10) с 𝐺(𝜉) = ̃︀𝐺𝑁 (𝜉) вытекает, что∫︁ ∞

−∞
𝜉 cth𝜋𝜉 𝑄(𝜉)𝑤(𝜉,𝑁)𝑈(𝜉) 𝑑𝜉 =

∫︁ ∞

−∞
|𝑄(𝜉)|2𝑤(𝜉,𝑁) 𝑑𝜉. (3.14)

Вместе с (3.13) это влечет∫︁ ∞

−∞
𝜉2 cth2 𝜋𝜉 |𝑈(𝜉)|2𝑤(𝜉,𝑁) 𝑑𝜉 =

∫︁ ∞

−∞
|𝑄(𝜉)|2𝑤(𝜉,𝑁) 𝑑𝜉. (3.15)



О РЕГУЛЯРНОСТИ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ПРАНДТЛЯ 565

Следовательно, ∫︁ ∞

−∞
𝜉2 cth2 𝜋𝜉|𝑈(𝜉)|2𝑤(𝜉,𝑁) 𝑑𝜉 6

∫︁ ∞

−∞
|𝑄(𝜉)|2 𝑑𝜉. (3.16)

Устремляя 𝑁 к бесконечности и применяя теорему Фату, получаем, что интеграл∫︀∞
−∞ 𝜉2 cth2 𝜋𝜉|𝑈(𝜉)|2 𝑑𝜉 сходится и подчинен оценке∫︁ ∞

−∞
𝜉2 cth2 𝜋𝜉|𝑈(𝜉)|2 𝑑𝜉 6

∫︁ ∞

−∞
|𝑄(𝜉)|2 𝑑𝜉. (3.17)

Из (3.9) и (3.17) следует, что∫︁ ∞

−∞
𝜉2 cth2 𝜋𝜉|𝑈(𝜉)|2 𝑑𝜉 6 𝜋𝐶1

∫︁ 1

−1

(1− 𝑥2)|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥.

Отсюда с учетом (2.8) и (3.5) вытекает включение 𝑢 ∈ ̃︀𝐻1 и оценка

‖𝑢‖2̃︀𝐻1 6 𝐶2

∫︁ 1

−1

(1− 𝑥2)|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥, 𝐶2 = 𝜋2𝐶1 = 𝜋2

(︂
2 +

𝜋

2
𝑀

)︂
.

В силу предложения 2 решение непрерывно на [−1, 1], причем 𝑢(−1) = 𝑢(1) = 0.
Отметим, что решение 𝑢 ∈ ̃︀𝐻1 удовлетворяет тождеству (3.3) при любой пробной
функции 𝑔 ∈ ̃︀𝐻0. Кроме того, для него можно использовать исходную запись зада-
чи (1.1) (уравнение выполнено почти везде, краевые условия выполнены, а потому
нет нужды заменять задачу интегральным тождеством). Такое решение называют
сильным.

В итоге мы установили следующую теорему о повышении гладкости решения.

Теорема 3. Пусть коэффициент 𝑉 (𝑥) удовлетворяет условиям (1.2). Пусть
𝑓(𝑥) удовлетворяет условию (1.17). Тогда обобщенное решение 𝑢(𝑥) задачи (1.1)
принадлежит классу ̃︀𝐻1(−1, 1) и справедлива оценка∫︁ 1

−1

(︂
|𝑢(𝑥)|2

1− 𝑥2
+ (1− 𝑥2)|𝑢′(𝑥)|2

)︂
𝑑𝑥 6 𝐶2

∫︁ 1

−1

(1− 𝑥2)|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥.

Постоянная 𝐶2 = 𝜋2(2 + (𝜋/2)𝑀) зависит только от константы 𝑀 из усло-
вия (1.2).

3.3. Интерполяция. Обозначим оператор, сопоставляющий правой части 𝑓 ре-
шение задачи (1.1), через 𝑅. Теоремы 2 и 3 означают, что оператор 𝑅 непрерывен
из ( ̃︀𝐻1/2)* в ̃︀𝐻1/2 и из ( ̃︀𝐻0)* в ̃︀𝐻1. При этом

‖𝑅‖( ̃︀𝐻1/2)*→ ̃︀𝐻1/2 6 𝜋, (3.18)

‖𝑅‖( ̃︀𝐻0)*→ ̃︀𝐻1 6
√︀
𝐶2 . (3.19)

Обозначим через ( ̃︀𝐻𝑠)* пространство, сопряженное к ̃︀𝐻𝑠 относительно спаривания
в 𝐿2(−1, 1). Интерполируя между (3.18) и (3.19), получаем

‖𝑅‖( ̃︀𝐻1/2−𝜃)*→ ̃︀𝐻1/2+𝜃 6 𝐶𝜃 = 𝜋1−2𝜃𝐶𝜃
2 , 0 6 𝜃 6

1
2
.
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Подытожим результат.

Теорема 4. Пусть коэффициент 𝑉 (𝑥) удовлетворяет условиям (1.2). Пусть
0 6 𝜃 6 1/2 и 𝑓 ∈ ( ̃︀𝐻1/2−𝜃)* . Тогда обобщенное решение 𝑢(𝑥) задачи (1.1) принад-
лежит классу ̃︀𝐻1/2+𝜃(−1, 1), причем справедлива оценка

‖𝑢‖ ̃︀𝐻1/2+𝜃 6 𝐶𝜃‖𝑓‖( ̃︀𝐻1/2−𝜃)* .

Постоянная 𝐶𝜃 зависит только от константы 𝑀 из условия (1.2) и от 𝜃 .

Из теоремы 4 и предложения 2 вытекает следствие.

Следствие 1. При условии 𝑓 ∈ ( ̃︀𝐻1/2−𝜃)* , где 0 < 𝜃 6 1/2, решение 𝑢(𝑥) зада-
чи (1.1) непрерывно на замкнутом отрезке [−1, 1], причем 𝑢(−1) = 𝑢(1) = 0.
Выполнена оценка

‖𝑢‖𝐶[−1,1] 6 𝐶

(︂
1
2

+ 𝜃

)︂
𝐶𝜃‖𝑓‖( ̃︀𝐻1/2−𝜃)* .

Здесь 𝐶(1/2 + 𝜃) – это постоянная 𝐶(𝑠) из (2.10) при 𝑠 = 1/2 + 𝜃 .

3.4. Двойственность. Для полноты изложения рассмотрим так называемое
“очень слабое” решение из класса ̃︀𝐿2(−1, 1), считая, что 𝑓 ∈ ( ̃︀𝐻1)*.

Определение 3. Пусть 𝑓 ∈ ( ̃︀𝐻1)*. Функция 𝑢 ∈ ̃︀𝐿2(−1, 1) называется очень
слабым решением задачи (1.1), если выполнено тождество (3.3) для любой пробной
функции 𝑔 ∈ ̃︀𝐻1(−1, 1).

Теорема 5. Пусть коэффициент 𝑉 (𝑥) удовлетворяет условиям (1.2). При лю-
бом 𝑓 ∈ ( ̃︀𝐻1)* существует единственное очень слабое решение 𝑢 ∈ ̃︀𝐿2(−1, 1) зада-
чи (1.1). При этом выполнена оценка

‖𝑢‖̃︀𝐿2
6

√︀
𝐶2 ‖𝑓‖( ̃︀𝐻1)* . (3.20)

Доказательство. Пусть 𝑅 : ( ̃︀𝐻0)* → ̃︀𝐻1 – разрешающий оператор из теоре-
мы 3. Тогда корректно определен непрерывный сопряженный оператор 𝑅* : ( ̃︀𝐻1)* →̃︀𝐻0, т.е.

(𝑅𝑔, 𝑓) = (𝑔,𝑅*𝑓), 𝑔 ∈ ( ̃︀𝐻0)*, 𝑓 ∈ ( ̃︀𝐻1)*. (3.21)

Фиксируем 𝑓 ∈ ( ̃︀𝐻1)*. Проверим, что 𝑢 = 𝑅*𝑓 ∈ ̃︀𝐻0 является очень слабым
решением задачи (1.1).

Пусть 𝑔 ∈ ( ̃︀𝐻0)*. Тогда 𝑣 := 𝑅𝑔 ∈ ̃︀𝐻1 удовлетворяет тождеству

[𝑣, 𝑢]1 = (𝑔, 𝑢) для всех 𝑢 ∈ ̃︀𝐻0.

Здесь подразумевается распространение полуторалинейной формы [𝑣, 𝑢]1 (см. (3.4))
на пары 𝑣 ∈ ̃︀𝐻1, 𝑢 ∈ ̃︀𝐻0. Иначе говоря,

[𝑅𝑔, 𝑢]1 = (𝑔, 𝑢) для всех 𝑔 ∈ ( ̃︀𝐻0)*, 𝑢 ∈ ̃︀𝐻0. (3.22)

Подставляя в (3.22) функцию 𝑢 = 𝑅*𝑓 ∈ ̃︀𝐻0, получаем

[𝑅𝑔, 𝑢]1 = (𝑔,𝑅*𝑓) = (𝑅𝑔, 𝑓) для всех 𝑔 ∈ ( ̃︀𝐻0)*. (3.23)
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Мы воспользовались соотношением (3.21). Учтем, что если 𝑔 пробегает ( ̃︀𝐻0)*, то
𝑣 = 𝑅𝑔 пробежит ̃︀𝐻1. Поэтому тождество (3.23) можно переписать в виде

[𝑣, 𝑢]1 = (𝑣, 𝑓) для всех 𝑣 ∈ ̃︀𝐻1,

что равносильно (за счет эрмитовости формы (3.4)) тождеству

[𝑢, 𝑣]1 = (𝑓, 𝑣) для всех 𝑣 ∈ ̃︀𝐻1.

Это и означает, что 𝑢 = 𝑅*𝑓 ∈ ̃︀𝐻0 является очень слабым решением задачи (1.1).
Для доказательства единственности предположим, что 𝑢 ∈ ̃︀𝐿2(−1, 1) является

очень слабым решением задачи (1.1) при 𝑓 = 0. По аналогии с (3.8)–(3.10) перепи-
шем тождество для 𝑢 в виде∫︁ ∞

−∞
𝜉 cth𝜋𝜉 𝑈(𝜉)𝐺(𝜉) 𝑑𝜉 =

∫︁ ∞

−∞
𝑄(𝜉)𝐺(𝜉) 𝑑𝜉, 𝐺 ∈ P[ ̃︀𝐻1]. (3.24)

При этом 𝑄 ∈ 𝐿2(R) и ‖𝑄‖𝐿2(R) 6
√
𝜋𝑀‖𝑢‖̃︀𝐿2

. Подставляя в (3.24) в качестве проб-
ной функцию𝐺𝑁 (𝜉) вида (3.11) (которая принадлежит P[ ̃︀𝐻1]), по аналогии с (3.13)–
(3.17) устанавливаем повышение гладкости решения, т.е. включение 𝑢 ∈ ̃︀𝐻1. Теперь
из теоремы 2 (в части единственности) следует, что 𝑢 = 0.

Оценка (3.20) следует из (3.19) и из равенства ‖𝑅*‖( ̃︀𝐻1)*→ ̃︀𝐻0 = ‖𝑅‖( ̃︀𝐻0)*→ ̃︀𝐻1 .

Отметим, что из единственности очень слабого решения следует, что разрешаю-
щий оператор 𝑅* : ( ̃︀𝐻1)* → ̃︀𝐻0 является распространением оператора 𝑅 : ( ̃︀𝐻1/2)* →̃︀𝐻1/2. Сохраняя за распространенным оператором прежнее обозначение 𝑅, запишем
неравенство (3.20) в виде

‖𝑅‖( ̃︀𝐻1)*→ ̃︀𝐻0 6
√︀
𝐶2 . (3.25)

Интерполируя между (3.25) и (3.19), получаем

‖𝑅‖( ̃︀𝐻1−𝑠)*→ ̃︀𝐻𝑠 6
√︀
𝐶2 , 0 6 𝑠 6 1.

Мы приходим к следующему итоговому результату, содержащему в себе утвер-
ждения всех предыдущих теорем.

Теорема 6. Пусть коэффициент 𝑉 (𝑥) удовлетворяет условиям (1.2). Пусть
0 6 𝑠 6 1. При любом 𝑓 ∈ ( ̃︀𝐻1−𝑠)* существует единственное решение 𝑢 ∈̃︀𝐻𝑠(−1, 1) задачи (1.1). При этом выполнена оценка

‖𝑢‖ ̃︀𝐻𝑠 6
√︀
𝐶2 ‖𝑓‖( ̃︀𝐻1−𝑠)* .

В теореме 6 при 0 6 𝑠 < 1/2 решение понимается как очень слабое в смысле
определения 3, при 1/2 6 𝑠 < 1 решение понимается как слабое (или обобщенное)
в смысле определения 2, а при 𝑠 = 1 решение понимается как сильное.

Авторы благодарны А. И. Назарову и Ф. В. Петрову за полезные обсуждения.
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