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§1. Введение

Так как понятие независимости случайных элементов имеет очень
важную роль в теории вероятностей, также естественно рассматри-
вать асимптотическую независимость (AI). Говорят, что две последо-
вательности (Xn), (Yn) случайных элементов одного вероятностного
пространства асимптотически независимы, если совместные распреде-
ления P(Xn,Yn) сближаются с PXn

× PYn
в некотором смысле при n,

стремящемся к бесконечности. Асимптотическая независимость имеет
многочисленные связи с другими понятиями и задачами теории веро-
ятностей, с.м., к примеру, [9].

Пусть (Xn) и (Yn) – две последовательности случайных элементов
измеримых пространств (E1, E1) и (E2, E2), заданных на вероятностном
пространстве (Ω, F,P). Естественно рассматривать пару (Xn, Yn) как
элемент (E1 × E2, E1 × E2).

В [9] изучались следующие 5 определений AI:
AI-0: Для любых ограниченных равномерно непрерывных функ-

ций

f : E1 → R, g : E2 → R,

Ef(Xn)g(Yn)− Ef(Xn)Eg(Yn) → 0

при n→ +∞.

AI-1: Для любой ограниченной равномерно непрерывной функ-

ции

h : E1 × E2 → R,∫
h(x, y)P(Xn,Yn)(dx, dy) −

∫
h(x, y)(PXn

× PYn
)(dx, dy) → 0
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при n→ +∞.

AI-2: Для любых A ∈ E1, B ∈ E2,
|P(Xn,Yn)(A×B)− PXn

(A)PYn
(B)| → 0, n→ +∞. (1)

AI-3: supA∈E1,B∈E2
|P(Xn,Yn)(A×B)−PXn

(A)PYn
(B)| → 0, n→ +∞.

AI-4: ||P(Xn,Yn) − PXn
× PYn

||var → 0, n→ +∞.

Здесь и ниже || · ||var – полная вариация меры.

Мы рассматриваем AI-0 и AI-1 только в том случае, когда E1 и E2

– польские (полные сепарабельные метрические) пространства с мет-
риками d1, d2 соответственно, и E1, E2 - борелевские σ-алгебры про-
странств E1 и E2. Наделим пространство E1 × E2 одной из метрик

d((x1, y1), (x2, y2)) = d1(x1, x2) + d2(y1, y2)

или

r((x1, y1), (x2, y2)) = max{d1(x1, x2), d2(y1, y2)}.
Эти метрики эквивалентны: r 6 d 6 2r, таким образом, не важно,
какую из них использовать в определениях AI-0 и AI-1.

Вспомним определение метрики Леви-Прохорова:

π(µ, ν) = inf{ε : µ(Aε) 6 ν(A) + ε для всех замкнутых A}. (2)

(Можно ограничиться одним неравенством, не меняя µ и ν местами;
см. Dudley [4, Theorem 11.3.1].) В силу [3, Theorem 1] верен следующий
факт:

AI-1 эквивалентно

π(P(Xn,Yn), PXn
× PYn

) → 0, n→ +∞.
(3)

Несложно видеть, что следующие импликации имеют место:

AI-4 ⇒ AI-3 ⇒ AI-2 ⇒ AI-0; AI-4 ⇒ AI-1 ⇒ AI-0.

С другой стороны, в [9] показано, что

AI-1 ; AI-2, AI-2 ; AI-3, AI-3 ; AI-4, AI-3 ; AI-1.

В данной работе мы углубляем изучение этих определений. Так же,
как в [9], мы начинаем с новых общих результатов об AI (в частности,
о случае плотных последовательностей). Однако затем мы обращаем
внимание на случай, когда Xn, Yn имеют более специальный вид. К
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примеру, интересно изучить AI, когда Xn, Yn принадлежат конкрет-
ному пространству, поэтому мы рассматриваем пространство последо-
вательностей, то есть, E1 = E2 = R

∞. Наконец, так как между AI-
0-AI-4 не так много нетривиальных импликаций, имеет смысл попы-
таться найти дополнительные импликации между AI-0-AI-4 в случае,
когда совместные распределения принадлежат некоторому классу. Так
как класс гауссовских распределений является одним из самых важ-
ных в теории вероятностей, мы делаем это, когда P(Xn,Yn) гауссовские
для всех n.

Работа состоит из семи разделов. Первый раздел – введение. Раздел
2 включает в себя некоторые результаты о равномерности сходимости
в AI-0, AI-1. В разделе 3 обсуждается сохранение AI-0–AI-4 под дей-
ствием преобразований. В разделе 4 уделяется внимание случаю, когда
лишь одна (вместо обеих в [9]) из PXn

и PYn
плотна. В разделе 5 изуча-

ется асимптотическая независимость в пространстве последовательно-
стей R

∞. Раздел 6 посвящен случаю, когда совместные распределения
P(Xn,Yn) гауссовские. Наконец, в заключении представлены некоторые
открытые вопросы, связанные с асимптотической независимостью.

§2. Равномерная сходимость в AI-0 и AI-1

Для метрического пространства M обозначим через BL1(M) про-
странство вещественнозначных функций f на M таких, что |f(x)| 6 1
для любого x ∈M и |f(x)− f(y)| 6 |x− y| для любых x, y ∈M .

Из [3, Corollary 5] легко видеть, что если AI-1 выполнено, то соот-
ветствующая сходимость равномерна по h ∈ BL1(E1 × E2), то есть,

sup
h∈BL1(E1×E2)

∣∣∣∣
∫
h(x, y)(P(Xn ,Yn) − PXn

× PYn
)(dx, dy)

∣∣∣∣→ 0, n→ +∞.

Наша цель - показать, что аналогичный факт верен и для AI-0.
Докажем сперва следующее

Предложение 1. Предположим, что (Rn) - последовательность ве-

щественных мер на E1×E2, и существует константа C > 0 такая,

что для любого n

||Rn||var 6 C.
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Предположим также, что для любых ограниченных вещественнознач-

ных липшицевых функций f и g на E1 и E2 соответственно
∫

E1×E2

f(x)g(y)Rn(dx, dy) → 0, n→ +∞. (4)

Тогда

sup
f∈BL1(E1),g∈BL1(E2)

∣∣∣∣∣∣

∫

E1×E2

f(x)g(y)Rn(dx, dy)

∣∣∣∣∣∣
→ 0, n→ +∞.

Доказательство Предложения 1. Будем использовать следую-
щую переформулировку [3, Corollary 5]:

Утверждение 1. Предположим, что (H, ρ) – польское простраство,

(Ln) – последовательность вещественнозначных мер H, и существу-

ет константа C > 0 такая, что для всех n ||Ln||var 6 C. Пред-

положим, что также для любой ограниченной вещественнозначной

липшицевой функции f на H
∫

H

f(x)Ln(dx) → 0, n→ +∞. (5)

Тогда sup
f∈BL1(H)

∣∣∣∣
∫
H

f(x)Ln(dx)

∣∣∣∣→ 0, n→ +∞.

Доказательство Утверждения 1. Ясно, что существуют неотрица-
тельные меры (Ln)+ и (Ln)− такие, что

Ln = (Ln)+ − (Ln)−, ||(Ln)+||var, ||(Ln)−||var 6 C.

Отметим, что

||(Ln)+||var − ||(Ln)−||var =
∫
H

1 (Ln)+(dx)−
∫
H

1 (Ln)−(dx)

=

∫

H

1 Ln(dx) → 0, n→ +∞.

Наконец, возьмем произвольную точку x в H и подставим

Pn =
(Ln)+ + (C − ||(Ln)+||var)δx

C
, Qn =

(Ln)− + (C − ||(Ln)−||var)δx
C

в [3, Corollary 5] для завершения доказательства.
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Теперь предположим, что утверждение теоремы ложно. Тогда су-
ществуют fn ∈ BL1(E1), gn ∈ BL1(E2) и вещественнозначные меры
(Rn), удовлетворяющие условию теоремы, такие, что (4) выполняется,
но ∫

E1×E2

fn(x)gn(y)Rn(dx, dy) 9 0, n→ +∞. (6)

Пусть π1 и π2 - естественные проекции с E1 × E2 на E1 и E2 соответ-
ственно: π1(x, y) = x; π2(x, y) = y. Пусть ηn(dx, dy) = gn(y)Rn(dx, dy)
и µn = ηnπ

−1
1 . Тогда из (6) следует

∫

E1

fn(x)µn(dx) 9 0, n→ +∞,

что влечет (в силу Утверждения 1 и поскольку fn ∈ BL1(E1)) суще-
ствование функции f ∈ BL1(E1) такой, что

∫

E1

f(x)µn(dx) 9 0, n→ +∞.

Это может быть переформулировано в виде∫

E1×E2

f(x)gn(y)Rn(dx, dy) 9 0, n→ +∞.

Пусть Mn(dx, dy) = f(x)Rn(dx, dy) и νn =Mnπ
−1
2 . Тогда

∫

E2

gn(y)νn(dy) 9 0, n→ +∞,

и Утверждение 1 (поскольку gn ∈ BL1(E2)) показывает, что существу-
ет g ∈ BL1(E2) такая, что

∫

E2

g(y)νn(dy) 9 0, n→ +∞.

Но это эквивалентно∫

E1×E2

f(x)g(y)Rn(dx, dy) 9 0, n→ +∞,

что противоречит (4). �

Ясно, что Предложение 1 влечет следующий результат:



6 С. М. НОВИКОВ

Теорема 1. Если (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-0, то

sup
f∈BL1(E1), g∈BL1(E2)

|Ef(Xn)g(Yn)− Ef(Xn)Eg(Yn)| → 0, n→ +∞.

§3. AI под действием преобразований

В [9] было доказано, что имеет место следующее полезное предло-
жение:

Предложение 2.

1) Если (Xn) (Yn) удовлетворяют AI-0, то (u(Xn)), (v(Yn)) удо-

влетворяют AI-0 для всех равномерно непрерывных функций

u, v.

2) Если (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-1, то (u(Xn)), (v(Yn)) удо-

влетворяют AI-1 для всех равномерно непрерывных функций

u, v.

3) Если (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-2, то (u(Xn)), (v(Yn)) удо-

влетворяют AI-2 для всех измеримых функций u, v.

4) Если (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-3, то (un(Xn)), (vn(Yn))
удовлетворяют AI-3 для всех измеримых функций un, vn.

5) Если (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-4, то (un(Xn)), (vn(Yn))
удовлетворяют AI-4 для всех измеримых функций un, vn.

При некоторых специальных условиях также имеем следующий ре-
зультат о стабильности AI-2:

Предложение 3. Предположим, что (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-
2; пусть (Ω1,F1) – измеримое пространство, и un : E1 → Ω1 изме-

римы для любого n (здесь Xn ∈ E1, Yn ∈ E2 для любого n). Если

существуют дизъюнктные измеримые множества Rn такие, что

P{Xn ∈ Rn} → 1, n→ +∞,

то (un(Xn)), (Yn) также удовлетворяют AI-2.
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Доказательство. Поскольку Rn дизъюнктны, для любых измери-
мых множеств A ⊂ Ω1, B ⊂ E2 имеем

|P(un(Xn),Yn)(A×B)− Pun(Xn)(A)PYn
(B)| 6

|P(Xn,Yn)

(
(

∞⋃

l=1

(u−1
l (A) ∩Rl))×B

)
− PXn

(
∞⋃

l=1

(u−1
l (A) ∩Rl)

)
PYn

(B)|

+ 2(1− PXn
(Rn)) → 0, n→ +∞

Первое слагаемое стремится к 0, поскольку (Xn), (Yn) удовлетворяют
AI-2. Второе слагаемое стремится к 0 в силу изначальных предполо-
жений. �

§4. Случай одной плотной последовательности

Теперь рассмотрим случай, когда лишь одна из последовательно-
стей распределений Xn и Yn плотна.

Предложение 4. Предположим, что (PXn
) плотна. Тогда

AI-0 ⇒ AI-1.

Доказательство. Фиксируем 1 > ǫ > 0. Поскольку (PXn
) плотна,

существует компактное подмножество Kǫ в E1 такое, что для всех n

PXn
(E1\Kǫ) 6 ǫ. ПосколькуKǫ компактно, существует конечная ǫ-сеть

{x1, . . . , xnǫ
} в Kǫ. Пусть B(x, r) - открытый шар с центром в x и ра-

диуса r. Пусть {f1, . . . , fN , . . . , fM} - разбиение единицы, подчиненное

U = {B(xi, ǫ) | 1 6 i 6 nǫ} ∪ {E1\Kǫ},
состоящее из 1-липшицевых функций (такое разбиение существует
в силу [5, Theorem 1]). Здесь для любого j такого, что 1 6 j 6 N , fj
обнуляется вне B(sj , ǫ), где sj ∈ {x1, . . . , xnǫ

}, и для любого j такого,
что N < j 6M , fj обнуляется на Kǫ.

Теперь возьмем ограниченную равномерно непрерывную функцию
h на E1 × E2. Пусть

ωh(ǫ) = sup
u,v: d(u,v)6ǫ

|h(u)− h(v)|, ||h||∞ = sup
u

|h(u)|.

Рассмотрим функцию

hǫ(x, y) =
N∑

j=1

fj(x)h(sj , y).
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Отметим, что ||hǫ||∞ 6 ||h||∞, так как
N∑
i=1

fi(x) 6 1. Поскольку каждая

fi является ограниченной равномерно непрерывной функцией по x, и
каждая h(xi, y) - ограниченная равномерно непрерывная функция по
y, AI-0 влечет

lim sup
n

∣∣∣∣∣∣

∫

E1×E2

hǫ d(PXn
× PYn

)−
∫

E1×E2

hǫ dP(Xn,Yn)

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Но тогда

lim sup
n

∣∣∣∣∣∣

∫

E1×E2

h d(PXn
× PYn

)−
∫

E1×E2

h dP(Xn,Yn)

∣∣∣∣∣∣

= lim sup
n

∣∣∣∣∣∣

∫

E1×E2

(h− hǫ) d(PXn
× PYn

)−
∫

E1×E2

(h− hǫ) dP(Xn,Yn)

∣∣∣∣∣∣

6 lim sup
n

∣∣∣∣∣∣

∫

Kǫ×E2

(h− hǫ) d(PXn
× PYn

)−
∫

Kǫ×E2

(h− hǫ) dP(Xn,Yn)

∣∣∣∣∣∣

+ 4ǫ||h||∞.

Для любого x ∈ Kǫ имеем
N∑
j=1

fj(x) = 1. Отсюда следует

|hǫ(x, y)− h(x, y)| 6
N∑

j=1

fj(x)|h(sj , y)− h(x, y)| 6 ωh(ǫ),

для x ∈ Kǫ, поскольку если fj(x) > 0, то d((x, y), (sj , y)) 6 ǫ. Наконец,
получаем

lim sup
n

∣∣∣∣∣∣

∫

E1×E2

h d(PXn
× PYn

)−
∫

E1×E2

h dP(Xn,Yn)

∣∣∣∣∣∣
6 4ǫ||h||∞ + 2ωh(ǫ)

для любого ǫ > 0, и AI-1 доказано. �

Известный факт, что если обе (PXn
), (PYn

) плотны, то слабого усло-
вия на характеристические функции достаточно, чтобы AI-1 выпол-
нялось:
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Предложение 5 ([9, Prop. 6]). Предположим, что (PXn
) и (PYn

) обе

плотны. Следующие условия эквивалентны:

1) AI-1.

2) Для любых t ∈ E1, s ∈ E2, для характеристических функций

выполнено

φ(Xn,Yn)(t, s)− φXn
(t)φYn

(s) → 0, n→ +∞. (7)

С другой стороны, если только одна из последовательностей (PXn
),

(PYn
) плотна, то в некоторых случаях AI-0 и AI-1 не выполняются

даже при значительно более сильном условии на характеристические
функции:

Предложение 6. Пусть E1 = R, E2 = R. Существуют последова-

тельности (Xn) и (Yn) случайных величин такие, что (PXn
) плотна,

и

sup
s,t

|φ(Xn,Yn)(t, s)− φXn
(t)φYn

(s)| → 0, n→ +∞, (8)

но AI-0 не выполняется.

Доказательство. Фактически мы будем использовать конструкцию
из [4, Prop. 11.7.6]. Пусть Zn – вещественнозначная случайная вели-
чина с плотностью 1

2|x| log(n) на [−n,−1] ∪ [1, n]. Возьмем (Xn, Yn) =

(sign(Zn),Zn). Отметим, что

φXn
(t) =

eit + e−it

2
, φYn

(s) =

n∫

1

eisy + e−isy

2y · log(n) dy,

и

φ(Xn,Yn)(s, t) =

n∫

1

eit+isy + e−it−isy

2y · log(n) dy.

Таким образом, имеем

φ(Xn,Yn)(s, t)− φXn
(s)φYn

(t)

=

n∫

1

(eit+isy + e−it−isy − eit−isy − e−it+isy)
1

4y · log(n)dy

=

n∫

1

(eit − e−it)
i · sin(sy)
2y · log(n)dy =

ns∫

s

(eit − e−it)
i · sin(z)
2z · log(n)dz
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Но |eit−e−it| 6 2 и
u∫
0

sin(z)
z

равномерно ограничен по u, таким образом,

мы получаем (8). С другой стороны, AI-0 не выполняется: возьмем
f(x) = g(x) = min(max(0, x), 1), тогда

Ef(Xn)g(Yn)− Ef(Xn)Eg(Yn) =
1

2
− 1

2
· 1
2
=

1

4
9 0

при n → +∞. Очевидно, что (PXn
) плотна, таким образом, Предл. 6

доказано. �

§5. Пространство R
∞

Рассмотрим пространство R
∞ с метрикой

ρ((x1, x2, . . . ), (y1, y2, . . . )) =

∞∑

k=1

2−k
|xk − yk|

1 + |xk − yk|
.

Пусть E1 = E2 = R
∞, d1 = d2 = ρ. Обозначим

ωf (s) = sup
d(u,v)6s

|f(u)− f(v)|.

Вспомним, что d((x1, y1), (x2, y2)) = d1(x1, x2) + d2(y1, y2).
Поскольку переход к конечномерным распределениям является ста-

ндартным подходом в изучении слабой сходимости на R
∞, в данном

разделе мы предпримем попытку сделать то же самое для асимптоти-
ческой независимости.

Пусть πk : R∞ → R
k – проекция на первые k координат, пусть

ik : R
k → R

∞ переводит вектор (x1, . . . , xk) в последовательность
(x1, . . . , xk, 0, 0, . . . ). Положим ψk = ik ◦ πk.

Теорема 2. Последовательности (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-1,

если и только если для любого k > 0 (πkXn), (πkYn) удовлетворяют

AI-1. То же выполняется для AI-0.

Доказательство. Пусть (πkXn), (πkYn) удовлетворяют AI-1 (дока-
зательство для AI-0 аналогично). Поскольку AI-0 и AI-1 сохраня-
ются под действием равномерно непрерывных отображений и отобра-
жения ik равномерно непрерывны при любом k, (ψkXn), (ψkYn) удо-
влетворяют AI-1 и AI-0 соответственно. Пусть f : R

∞ × R
∞ → R
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ограничена и равномерно непрерывна (относительно метрики d). То-
гда

∫
f(x, y)d(P(ψkXn,ψkYn) − PψkXn

× PψkYn
) → 0, n→ +∞,

что означает, что для любого k > 0

lim sup
n

|
∫
f(x, y)d(P(Xn,Yn) − PXn

× PYn
)|

= lim sup
n

|
∫
f(x, y)d(P(Xn,Yn)−PXn

×PYn
−P(ψkXn,ψkYn)+PψkXn

×PψkYn
)|

= lim sup
n

|
∫
(f(x, y)− f(ψk(x), ψk(y)))d(P(Xn ,Yn) − PXn

× PYn
)|

6 2ωf (2 · 2−k),
поскольку

d((x, y), (ψk(x), ψk(y))) 6 d1(x, ψk(x)) + d2(y, ψk(y)) 6 2 · 2−k.
Переходя к пределу при k, стремящемся к бесконечности, получаем
AI-1 для (Xn), (Yn).

В обратную сторону теорема следует из пунктов 1), 2) Предл. 2,
поскольку πk равномерно непрерывны для всех k. �

Прямое обобщение предыдущего результата на AI-2-AI-4 ложно:

Предложение 7. Существуют две последовательности случайных

элементов (Xn), (Yn), принимающих значения в R
∞, такие, что

(πkXn), (πkYn) удовлетворяют AI-4 для любого k, но (Xn), (Yn) не

удовлетворяют AI-2.

Доказательство. Положим P = δ(1,1,1,... ) (распределение на R
∞, со-

средоточенное в точке (1, 1, 1, . . . )). Пусть Pn = Pψ−1
n . Существуют

(Xn), (Yn) такие, что (Xn, Yn) имеет распределение Qn = Pn×Pn+P×P
2 .

Пусть A = {(1, 1, 1, . . . )} (одноэлементное подмножество R
∞). Тогда,

так как PXn
= PYn

= P+Pn

2 ,

|P(Xn,Yn)(A×A)− PXn
(A)PYn

(A)| = |1
2
− 1

2
· 1
2
| = 1

4
9 0, n→ +∞.

То есть, для (Xn), (Yn) AI-2 не выполняется. С другой стороны, при
n > k выполняется следующее:
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P(πkXn,πkYn) =
Pnπ

−1
k × Pnπ

−1
k + Pπ−1

k × Pπ−1
k

2

=
P (πk ◦ ψn)−1 × P (πk ◦ ψn)−1 + Pπ−1

k × Pπ−1
k

2
= Pπ−1

k × Pπ−1
k .

Также при n > k имеем

PπkXn
= PπkYn

=

(
Pn + P

2

)
π−1
k = Pπ−1

k .

Поэтому последовательности (πkXn), (πkYn) удовлетворяют AI-4 для
любого k. �

Теперь нам понадобится некоторое достаточное условие для AI-2,
которое имеет интерес само по себе:

Предложение 8. 1) Если (1) выполнено для любых открытых A, B,

то AI-2 выполнено.

2) Если (1) выполнено для любых замкнутых A, B, то AI-2 вы-

полнено.

Доказательство. Сперва выведем 2) из 1). Предположим, что (1)

выполняется для любых замкнутых A, B. Пусть Ã, B̃ открытые мно-

жества. Тогда (1) выполняется для A = E1\Ã, B = E2\B̃, а также для

A = E1, B = E2\B̃. Поэтому,

(1) выполняется для A = Ã, B = E2\B̃. (9)

Но (1) также выполняется для A = E1\Ã, B = E2 и для A = E1,
B = E2. Поэтому,

(1) выполняется для A = Ã, B = E2. (10)

Из (9) и (10) следует, что (1) выполняется для A = Ã, B = B̃, что и
требовалось.

Теперь докажем 1). Для любого борелевского множества B ⊂ E2

введем последовательность борелевских мер (µn,B) на E1, где

µn,B(A) = P(Xn,Yn)(A×B)− PXn
(A)PYn

(B).

Аналогично, для любого борелевского множества A ⊂ E1 введем по-
следовательность борелевских мер (νn,A) на E2, заданных формулой

νn,A(B) = P(Xn,Yn)(A×B)− PXn
(A)PYn

(B).
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Теперь фиксируем A ⊂ E1 и применим [12, Theorem 2] к последо-
вательности (νn,A). Поскольку любая регулярная конечно-аддитивная
функция на борелевских множествах, которая равна 0 на открытых
множествах, равна 0 и на всех борелевских множествах, получаем,
что

lim
n→+∞

µn,B(A) = lim
n→+∞

νn,A(B) = 0 (11)

для любого открытого A ⊂ E1 и любого борелевского множества
B ⊂ E2. Тогда, аналогично, фиксируя борелевское множество B и
применяя [12, Theorem 2] к последовательности (µn,B), получаем, что
(11) выполняется для любых борелевских множеств A, B, что эквива-
лентно AI-2. �

Для пространства с неотрицательной конечной мерой (X,Σ, µ) обо-
значим его пополнение через (X,Σ∗, µ∗). Известный факт, что если
X,Y - польские пространства, BX , BY - их борелевские сигма-алгебры,
и f : X → Y непрерывно, то для любого A ∈ BX f(A) является анали-
тическим множеством ([11, Def. 14.1]). В частности, f(A) универсально
измеримо, см., к примеру, [11, Theorem 29.7] (то есть, f(A) ∈ B∗

Y , неза-
висимо от того, какая борелевская мера на Y берется). Также отметим,
что если µ - борелевская мера на X , то f−1(f(A)) µ∗-измеримо, и

(µf−1)∗(f(A)) = (µ∗f−1)(f(A)). (12)

Если сходимость в AI-2-AI-4 для πkXn, πkYn равномерна по k, то
Xn, Yn также удовлетворяют AI-2-AI-4:

Предложение 9. 1) Если для любых борелевских множеств A,B

sup
k

|P ∗
(πkXn,πkYn)

(πk(A)× πk(B))− P ∗
πkXn

(πk(A))P
∗
πkYn

(πk(B))| → 0,

то для (Xn), (Yn) выполняется AI-2.

2) Если

sup
k,A,B

|P{πkXn ∈ A, πkYn ∈ B} − P{πkXn ∈ A}P{πkYn ∈ B}| → 0,

то для (Xn), (Yn) выполняется AI-3.

3) Если

sup
k

||P(πkXn,πkYn) − PπkXn
× PπkYn

||var → 0, n→ +∞,

то для (Xn), (Yn) выполняется AI-4.
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Доказательство. В силу (12) условие из 1) может быть переформу-
лировано в виде

sup
k

|P ∗
(Xn,Yn)

(π−1
k (πk(A))× π−1

k (πk(B)))

− P ∗
Xn

(π−1
k (πk(A)))P

∗
Yn

(π−1
k (πk(B)))| → 0. (13)

Если A и B оба замкнутые, то

A =

∞⋂

k=1

π−1
k (πk(A)), B =

∞⋂

k=1

π−1
k (πk(B)),

и (1) выполнено, так как последовательности π−1
k (πk(A)) и π−1

k (πk(B))
являются убывающими. Поэтому, (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-2 в
силу Предл. 8.

Докажем 2): фиксируем ǫ > 0. Тогда существует N(ǫ) такое, что
для любых цилиндрических множеств C,D и при любом n > N(ǫ)
выполняется

|P{Xn ∈ C, Yn ∈ D} − P{Xn ∈ C}P{Yn ∈ D}| 6 ǫ. (14)

Поскольку цилиндрические множества образуют алгебру, которая по-
рождает борелевскую сигма-алгебру на R

∞, монотонный класс, по-
рожденный цилиндрическими множествами, также совпадает с дан-
ной сигма-алгеброй. Тогда (14) выполняется для любых измеримых
C,D, откуда следует AI-3.

Теперь докажем 3): фиксируем ǫ > 0. Тогда существует N(ǫ) такое,
что для любого k > 0 и измеримого C ⊂ R

k×R
k, для любого n > N(ǫ)

имеем

|P(Xn,Yn)((πk ⊗ πk)
−1(C)) − PXn

× PYn
((πk ⊗ πk)

−1(C))| 6 ǫ. (15)

Введем отображение ξ : R∞ × R
∞ → R

∞, заданное формулой

ξ((x1, x2, . . . ), (y1, y2, . . . )) = (x1, y1, x2, y2, . . . ).

Ясно, что ξ - гомеоморфизм, в частности, изоморфизм между R
∞×R

∞

и R
∞, рассматриваемыми как измеримые пространства. Поскольку мо-

нотонный класс, порожденный цилиндрическими множествами, сов-
падает с борелевской сигма-алгеброй пространства R

∞ и так как для
любого цилиндрического множества D ⊂ R

∞ существует k > 0 и из-
меримое множество C ∈ R

k × R
k такое, что ξ−1(D) = (πk ⊗ πk)

−1(C),
монотонный класс, порожденный множествами вида (πk ⊗ πk)

−1(C),
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совпадает с борелевской сигма-алгеброй пространства R
∞ ×R

∞. Сле-
довательно, (15) влечет AI-4.

�

§6. Гауссовский случай

Случай, когда совместные распределения P(Xn,Yn) конечномерные
гауссовские и последовательности (PXn

), (PYn
) обе плотны, был рас-

смотрен в [9, Prop. 7].
В данном разделе мы рассматриваем в деталях случай, когда

Xn ∈ R
k, Yn ∈ R

m, и P(Xn,Yn) гауссовский для всех n, но, возмож-
но, ни одна из (PXn

), (PYn
) не плотна.

Отметим, что AI-1 не влечет AI-2 даже в данном случае: пусть
X - одномерная гауссовская случайная величина с нулевым средним и
единичной дисперсией. Тогда последовательности (Xn), (Yn), гдеXn =
X
n
, Yn = −X

n
, удовлетворяют AI-1, поскольку (Xn, Yn) ⇒ δ(0,0), и

Xn, Yn ⇒ δ0.
Но (Xn), (Yn) не удовлетворяют AI-2, так как

P{Xn > 0, Yn > 0} − P{Xn > 0}P{Yn > 0} = −1

4
9 0, n→ +∞.

Теперь докажем несколько критериев сближения двух последова-
тельностей конечномерных центрированных гауссовских рас-
пределений. Пусть Id - единичная матрица размера d × d. Обозначим
через N (a,K) распределение гауссовского случайного вектора с мато-
жиданием a и матрицей ковариации K.

Лемма 1. Пусть Pn = N (0,Kn), Qn = N (0, Ln) - гауссовские распре-

деления на R
d. Если

sup
x

∣∣∣∣
〈Knx, x〉
〈Lnx, x〉

− 1

∣∣∣∣→ 0, n→ +∞,

то ||Pn −Qn||var → 0. (Мы считаем, что 0
0 = 1.)

Доказательство. Сперва покажем, что Kn, Ln можно считать невы-
рожденными. Действительно, пусть

Pn,ǫ = N (0,Kn + ǫId), Qn,ǫ = N (0, Ln + ǫId).

Тогда Pn,ǫ ⇒ Pn, Qn,ǫ ⇒ Qn, так как ǫ→ +0, поэтому

||Pn −Qn||var 6 lim inf
ǫ→0

||Pn,ǫ −Qn,ǫ||var
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в силу полунепрерывности снизу полной вариации относительно сла-
бой сходимости. Отсюда следует, что существует последовательность
ǫn > 0 таких, что для любого n

||Pn −Qn||var − ||Pn,ǫn −Qn,ǫn ||var 6 2−n (16)

Отметим, что условия леммы влекут

sup
|x|61

∣∣∣∣
〈(Kn + ǫnId)x, x〉
〈(Ln + ǫnId)x, x〉

− 1

∣∣∣∣→ 0, n→ +∞.

Следовательно, в силу (16), достаточно доказать лемму для мат-
риц Kn + ǫnId и Ln + ǫnId, которые уже положительно определены и
невырождены.

Используя невырожденность матриц Kn, Ln и тот факт, что поло-
жительно определенная вещественная матрица имеет положительно
определенный квадратный корень, получаем (подставляя

x = L
− 1

2
n y):

sup
y

∣∣∣∣∣
〈L− 1

2
n KnL

− 1
2

n y, y〉
〈y, y〉 − 1

∣∣∣∣∣→ 0, n→ +∞.

Обозначим Cn = L
− 1

2
n KnL

− 1
2

n , тогда Cn также положительно опреде-
лена. Следовательно, существуют ортогональная матрица On и поло-
жительно определенная диагональная матрица Dn, такие, что Cn =
O−1
n DnOn.
Поскольку

sup
y

∣∣∣∣
〈Cny, y〉
〈y, y〉 − 1

∣∣∣∣→ 0, n→ +∞,

также выполнено

sup
y

∣∣∣∣
〈Dny, y〉
〈y, y〉 − 1

∣∣∣∣→ 0, n→ +∞,

откуда значения на диагоналях матриц Dn стремятся к 1, и тогда

tr(Cn − Id) = tr(Dn − Id) → 0, det(Cn) = det(Dn) → 1 при n→ +∞.

Из [6, Proposition 1] получаем

||Pn −Qn||var 6
√
tr(L−1

n Kn − Id)− log det(KnL
−1
n )

=
√
tr(Dn − Id)− log det(Dn) → 0, n→ +∞,

что и требовалось. �
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Лемма 2. Пусть Pn = N (0,Kn), Qn = N (0, Ln) - гауссовские распре-

деления на R
d. Если

sup
|x|61

|φPn
(x) − φQn

(x)| → 0, n→ +∞,

а также существует ǫ > 0 такое, что матрицы Kn+Ln− ǫId неот-

рицательно определены при всех n, то

||Pn −Qn||var → 0, n→ +∞.

Доказательство. Рассмотрим произвольный вектор x 6= 0. Пусть

y =

√
ǫx√

〈Knx, x〉+ 〈Lnx, x〉
.

Поскольку по условию леммы 〈Knx, x〉 + 〈Lnx, x〉 > ǫ〈x, x〉, имеем
|y| 6 1. Но тогда

sup
x 6=0

∣∣∣∣exp
{
−ǫ
2
· 〈Knx, x〉
〈Knx, x〉+〈Lnx, x〉

}
−exp

{
−ǫ
2
· 〈Lnx, x〉
〈Knx, x〉+〈Lnx, x〉

}∣∣∣∣

6 sup
|y|61

∣∣∣∣exp
{
−〈Kny, y〉

2

}
−exp

{
−〈Lny, y〉

2

}∣∣∣∣= sup
|y|61

|φPn
(y)−φQn

(y)| → 0

при n→ +∞. Поскольку

〈Knx, x〉
〈Knx, x〉+ 〈Lnx, x〉

6 1,
〈Lnx, x〉

〈Knx, x〉+ 〈Lnx, x〉
6 1,

имеем

sup
x

∣∣∣∣
〈Knx, x〉
〈Lnx, x〉

− 1

∣∣∣∣→ 0, n→ +∞,

поэтому Лемма 2 следует из Леммы 1. �

Лемма 3. Пусть Pn = N (0,Kn), Qn = N (0, Ln) - гауссовские распре-

деления на R
d. Если

sup
|x|61

|φPn
(x) − φQn

(x)| → 0, n→ +∞,

то π(Pn, Qn) → 0, где π - метрика Леви-Прохорова.

Доказательство. Сперва покажем, что

sup
µ
π(µ, µ ∗ N (0, ǫId)) → 0, ǫ→ +0, (17)

где супремум берется по всем вероятностным мерам µ на R
d. Действи-

тельно, если это неверно, то существуют ǫn → 0, µn, δ > 0 такие, что
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π(µn, µn ∗N (0, ǫnId)) > δ. Рассмотрим последовательность пар незави-
симых случайных векторов (Xn, Yn), где

PXn
= µn, PYn

= N (0, ǫnId).

Тогда |Xn − (Xn + Yn)| P−→ 0, но

π(PXn
, PXn+Yn

) = π(µn, µn ∗ N (0, ǫnId)) > δ.

Получаем противоречие.
Отметим, что для любого ǫ > 0 выполняется

sup
|x|61

|φPn,ǫ
(x)− φQn,ǫ

(x)| 6 sup
|x|61

|φPn
(x)− φQn

(x)| → 0, n→ +∞.

Кроме того, матрицы (Kn+ ǫId)− ǫId, (Ln+ ǫId)− ǫId неотрицательно
определены, поэтому можно применить Лемму 2 к Pn,ǫ и Qn,ǫ и полу-
чить
||Pn,ǫ −Qn,ǫ||var → 0, n→ +∞, что влечет

π(Pn,ǫ, Qn,ǫ) → 0, ǫ→ +0. (18)

Для завершения доказательства скомбинируем (17) и (18). �

Из полученных лемм несложно вывести следующие результаты об
асимптотической независимости случайных векторов (Xn), (Yn), где
Xn ∈ R

k, Yn ∈ R
m, и (Xn, Yn) гауссовский;

PXn
= N (an, An), PYn

= N (bn, Bn):

Теорема 3. Если (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-0, и существует

ǫ > 0 такое, что матрицы An − ǫIk и Bn − ǫIm неотрицательно

определены для любого n, то (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-4.

Доказательство. Если Xn, Yn центрированные, то, поскольку функ-
ции fs(x) = eis·x и gt(y) = eit·y липшицевы с константой 1 и не превос-
ходят 1 по модулю при |s|, |t| 6 1, в силу AI-0, используя Теорему 1,
получаем

sup
|(s,t)|61

|φ(Xn,Yn)(s, t)− φXn
(s)φYn

(t)| → 0, n→ +∞.

Подставим Pn = P(Xn,Yn) и Qn = PXn
× PYn

в Лемму 2, чтобы завер-
шить доказательство.

Теперь предположим, чтоXn, Yn не центрированы. Обозначим X̃n =

Xn − EXn, Ỹn = Yn − EYn, тогда из AI-0 для (Xn), (Yn), используя
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Теорему 1, получаем

sup
f∈BL1(R

k),g∈BL1(R
m)

∣

∣

∣

∫

Rk×Rm

f(x)g(y)dP(Xn,Yn)−

∫

Rk

f(x)dPXn

∫

Rm

g(y)dPYn

∣

∣

∣
→ 0,

что эквивалентно

sup
f∈BL1(R

k),g∈BL1(R
m)

∣

∣

∣

∫

Rk×Rm

f(x)g(y)dP(X̃n,Ỹn) −

∫

Rk

f(x)dP
X̃n

∫

Rm

g(y)dP
Ỹn

∣

∣

∣
→ 0.

Следовательно, (X̃n) и (Ỹn) также удовлетворяют AI-0. Тогда, как до-
казано выше, они удовлетворяют AI-4, но тогда, очевидно, (Xn), (Yn)
также удовлетворяют AI-4. �

Теорема 4. Пусть Xn ∈ R
k, Yn ∈ R

m, предположим, что (Xn, Yn)
гауссовский для всех n, и (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-0. Тогда

(Xn), (Yn) удовлетворяют AI-1.

Доказательство. Аналогично Теореме 3, если (Xn), (Yn) центриро-
ваны, можно воспользоваться (3), Леммой 3 и получить требуемый
результат. Если (Xn), (Yn) не центрированы, то, аналогично Теореме

3, получаем, что (X̃n), (Ỹn) удовлетворяют AI-1, то есть,

π(P(X̃n,Ỹn)
, P

X̃n
× P

Ỹn
) → 0, n→ +∞,

но очевидно, что метрика Леви-Прохорова инвариантна относительно
параллельных переносов, поэтому

π(P(Xn,Yn), PXn
× PYn

) → 0, n→ +∞,

и отсюда (Xn), (Yn) также удовлетворяют AI-1. �

Теорема 5. Пусть Xn ∈ R
k, Yn ∈ R

m, предположим, что вектор

(Xn, Yn) гауссовский при любом n, и (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-
3. Тогда (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-4.

Доказательство. Очевидно, что AI-3 или AI-4 выполняется для
(Xn), (Yn), если и только если AI-3 или AI-4 соответственно выполня-

ется для (X̃n), (Ỹn). Следовательно, можно считать (Xn), (Yn) центри-
рованными. Так как функции fs(x) = eis·x и gt(y) = eit·y равномерно
ограничены, AI-3 влечет, что

sup
s,t

∣∣φP(Xn,Yn)
(s, t)− φPXn×PYn

(s, t)
∣∣→ 0, n→ +∞.
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Пусть Kn, Ln - матрицы ковариации для P(Xn,Yn) и PXn
× PYn

. Тогда

sup
x

∣∣∣∣exp
{
−〈Knx, x〉

2

}
− exp

{
−〈Lnx, x〉

2

}∣∣∣∣→ 0, n→ +∞.

Следовательно,

sup
x

∣∣∣∣exp
{
− 〈Knx, x〉
2〈Knx, x〉+2〈Lnx, x〉

}
− exp

{
− 〈Lnx, x〉
2〈Knx, x〉+2〈Lnx, x〉

}∣∣∣∣→0

при n→ +∞. Поскольку

〈Knx, x〉
2〈Knx, x〉+ 2〈Lnx, x〉

6
1

2
,

〈Lnx, x〉
2〈Knx, x〉 + 2〈Lnx, x〉

6
1

2
,

получаем

sup
x

∣∣∣∣
〈Knx, x〉
〈Lnx, x〉

− 1

∣∣∣∣→ 0, n→ +∞,

и Теорема 5 следует из Леммы 1. �

Также отметим, что условие AI-4 может быть переформулировано
более явно: пусть

ρ(P1, P2) =

√√√√1

2

∫ (√
dP1

dQ
−
√
dP2

dQ

)2

dQ

– расстояние Хеллингера между вероятностными мерами P1, P2. Здесь
Q – любая вероятностная мера такая, что P1, P2 абсолютно непрерыв-
ны относительно Q. Известный факт, что ρ не зависит от Q, и

2ρ2(P1, P2) 6 ||P1 − P2||var 6
√
8ρ(P1, P2)

(см., к примеру, [7], раздел III, параграф 9). В то же время, в гаус-
совском случае существует явная формула для расстояния Хеллин-
гера (см., к примеру, [8], где расстояние Хеллингера обозначается как

DHe =
√
2ρ и выражается в терминах K∗

r на странице 51, и явная фор-
мула для K∗

r приводится на странице 46). Таким образом, получаем

ρ(N (0,Kn), N (0, Ln)) = 1− det(Kn)
1
4 det(Ln)

1
4

det(Kn+Ln

2 )
1
2

.

Следовательно, обозначая через Kn матрицу ковариации P(Xn,Yn) и
обозначая через Ln матрицу ковариации PXn

× PYn
, получаем
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Теорема 6. Если Kn, Ln невырождены, то (Xn), (Yn) удовлетворя-

ют AI-4, если и только если

1− det(Kn)
1
4 det(Ln)

1
4

det(Kn+Ln

2 )
1
2

→ 0, n→ +∞.

Наконец, комбинируя результаты двух последних разделов, полу-
чаем:

Следствие 1. Пусть (Xn), (Yn) - две последовательности случай-

ных элементов в R
∞, удовлетворяющие AI-0, такие, что (Xn, Yn)

гауссовские. Тогда (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-1.

Доказательство. Поскольку AI-0 сохраняется под действием равно-
мерно непрерывных отображений, то для любого k последовательно-
сти (πkXn), (πkYn) удовлетворяют AI-0. В силу Теоремы 4 они также
удовлетворяют AI-1 (поскольку (πkXn, πkYn) гауссовский). Тогда в
силу Теоремы 2 (Xn), (Yn) также удовлетворяют AI-1. �

6.1. AI-2 влечет AI-3 в гауссовском случае. Теперь мы собира-
емся изучить взаимоотношение между AI-2 и AI-3, когда Xn ∈ R

k,
Yn ∈ R

m и (Xn, Yn) гауссовский для любого n. Для конечномерного

случайного вектора Z обозначим M(Z) =
√
E|Z − EZ|2; обозначим

матрицу ковариации Z через cov(Z). Мы будем использовать следую-
щее

Утверждение 2. Для любого ǫ > 0 существуют c1(ǫ) > 0, c2(ǫ) >
0 такие, что для любого l и для любого гауссовского вектора Z со

значениями в R
l имеем

P{|Z − EZ| ∈ [c1 ·M(Z), c2 ·M(Z)]} > 1− ǫ. (19)

Доказательство. Воспользуемся преобразованием Лапласа,
стандартным методом в изучении малых отклонений гауссовских век-
торов, см., к примеру, [10, Раздел 11.6].

Отметим, что P{|Z − EZ| > c2M(Z)} 6
M(Z)2

c22M(Z)2
= 1

c22
. Извест-

ный факт, что существуют гауссовские вектора e1, . . . , el, константы
α1, . . . , αl и н.о.р. стандартные гауссовские величины Z1, . . . , Zl такие,

что распределение Z−EZ совпадает с распределением
l∑

i=1

(αiZi)ei. Но
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тогда

Ee−γ|Z−EZ|2 =

l∏

j=1

(1+2γα2
j)

− 1
2 6 (1+2γ

l∑

j=1

α2
j )

− 1
2 = (1+2γM(Z)2)−

1
2 ,

при γ > 0. Это влечет

P{|Z − EZ| < c1M(Z)} · e−γc21M(Z)2 6 (1 + 2γM(Z)2)−
1
2 .

Подставим γ = 1
c1M(Z)2 :

P{|Z − EZ| < c1M(Z)} 6 ec1(1 +
2

c1
)−

1
2

Теперь ясно, что существуют константы c1 > 0, c2 > 0, удовлетворя-
ющие (19). �

Нам понадобятся две леммы:

Лемма 4. Рассмотрим последовательность гауссовских векторов

Zn ∈ R
d. Предположим, что sup

n
M(Zn) = +∞. Тогда существуют

бесконечная последовательность (Znl
) и последовательность ограни-

ченных дизъюнктных борелевских множеств Rl такие, что для

любого l

P{Znl
∈ Rl} > 1− 2−l.

Доказательство. Достаточно доказать, что для любых n1 < · · · < nl
и для любых ограниченных R1, . . . , Rl существует nl+1 > nl и ограни-
ченное борелевское множество Rl+1, которое не пересекает R1, . . . , Rl,
такое, что P{Znl+1

∈ Rl+1} > 1− 2−l−1.

ПосколькуR1, . . . , Rl ограничены, существует открытый шарB(0, r),
который содержит каждое из R1, . . . , Rl. Поскольку sup

n
M(Zn) = +∞,

существует nl+1 > nl такое, что r < c1(2
−l−2)M(Znl+1

).
Но тогда можно взять

Rl+1 = B
(
EZnl+1

, c2(2
−l−2)M(Znl+1

) + 1
)

\{B
(
EZnl+1

, c1(2
−l−2)M(Znl+1

)
)
∪B(0, r)}.
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Действительно, Rl+1 не пересекает R1, . . . , Rl, так как оно не пересе-
кает B(0, r). С другой стороны,

P{Znl+1
∈ Rl+1}

> P{|Znl+1
− EZnl+1

| ∈ [c1(2
−l−2)M(Znl+1

), c2(2
−l−2)M(Znl+1

)]}
− P{Znl+1

∈ B(0, r)}
>1− 2−l−2− P{Znl+1

∈ B(0, r)}> 1− 2−l−2 − P{Znl+1
∈ B(EZnl+1

, r)}
>P{|Znl+1

−EZnl+1
|∈ [c1(2

−l−2)M(Znl+1
), c2(2

−l−2)M(Znl+1
)]}−2−l−2

> 1− 2−l−1.

Здесь третье неравенство это частный случай [10, Corollary 7.1], чет-
вертое неравенство следует из r < c1(2

−l−2)M(Znl+1
). �

Лемма 5. Рассмотрим последовательность гауссовских векторов

Zn∈R
d. Предположим, что inf

n
M(Zn)=0, но для любого n M(Zn)>0.

Тогда существуют бесконечная подпоследовательность (Znl
) и по-

следовательность ограниченных дизъюнктных борелевских мно-

жеств Rl такие, что для любого l

P{Znl
∈ Rl} > 1− 2−l.

Доказательство. Переходя к подпоследовательности, можно пред-
полагать, что M(Zn) → 0 при n → +∞. Обозначим T1 = sup

n
M(Zn).

В силу Леммы 4 можно считать T1 <∞. Обозначим T2 = sup
n

|EZn|.
Рассмотрим сперва случай, когда T2 = +∞. Тогда можно взять

подпоследовательность (Znl
) такую, что

|EZni
− EZnj

| > 2max(c2(2
−i), c2(2

−j))T1

при i 6= j, и можно взять Rl = B(EZnl
, c2(2

−l)T1). Ясно, что Rl дизъ-
юнктны, и P{Znl

∈ Rl} > 1− 2−l в силу Утверждения 2.
Теперь можно считать T2 < ∞. Тогда, поскольку все EZn лежат

в одном и том же компактном множестве, переходя к подпоследова-
тельности, не ограничивая общности, можно считать, что существует
a ∈ R

d такой, что EZn → a при n, стремящемся к бесконечности.
Достаточно доказать, что для любых n1 < · · · < nl и любых ограни-
ченных непересекающихся множеств R1, . . . , Rl, таких, что существует
открытый шар B(a, r), который не пересекает R1, . . . , Rl, можно най-
ти nl+1 > nl, r

′ ∈ (0, r) и ограниченное борелевское множество Rl+1,
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которое не пересекает R1, . . . , Rl и B(a, r′), такое, что
P{Znl+1

∈ Rl+1} > 1− 2−l−1.

Поскольку EZn → a, M(Zn) → 0 при n → +∞, существует nl+1

такое, что

r > 2c2(2
−l−2)M(Znl+1

) + |EZnl+1
− a|. (20)

Поскольку P{Znl+1
= a} = 0 при M(Znl+1

) > 0, существует открытый
шар B(a, r′) такой, что

P{Znl+1
∈ B(a, r′)} 6 2−l−2; r′ < r.

Но тогда можно взять

Rl+1 = B(EZnl+1
, 2c2(2

−l−2)M(Znl+1
))\B(a, r′) :

В самом деле, B(EZnl+1
, 2c2(2

−l−2)M(Znl+1
)) ⊂ B(a, r) в силу (20),

поэтому Rl+1 не пересекает R1, . . . , Rl. Поскольку r′ < r, B(a, r′) не
пересекает R1, . . . , Rl. Также, очевидно, B(a, r′) не пересекает Rl+1. С
другой стороны,

P{Znl+1
∈ Rl+1} > (1− 2−l−2)− 2−l−2 = 1− 2−l−1

в силу Утверждения 2 и по определению r′. �

Теперь мы готовы доказать следующую теорему:

Теорема 7. Предположим, что Xn ∈ R
k, Yn ∈ R

m, (Xn, Yn) гаус-

совский для любого n, и (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-2. Тогда (Xn),
(Yn) также удовлетворяют AI-3.

Доказательство. Будем доказывать по индукции по k+m. Отметим,
что при k = 0 или m = 0 результат очевиден и достаточно проверить
шаг индукции при k > 0, m > 0.

Предположим, что AI-3 не выполняется. Переходя к подпоследо-
вательности, без ограничения общности, можно считать, что ǫ > 0 и
существуют борелевские множества An ⊂ R

k, Bn ∈ R
m такие, что

|P(Xn,Yn)(An ×Bn)− PXn
(An)PYn

(Bn)| > ǫ. (21)

Более того, переходя к подпоследовательности, можно предполагать,
что носители PXn

имеют одну и ту же размерность k′ 6 k для любо-
го n.

i) Рассмотрим сперва случай, когда sup
n
M(Xn) = +∞. Тогда можно

использовать Лемму 4 с Zn = Xn , а затем Предл. 3.
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i.1) Если k′ < k, то существуют обратимые линейные операторы Fn
такие, что носители Fn(Xn) лежат в одном и том же k′-мерном линей-
ном подпространстве для всех n. По Предл. 3, переходя к подпоследо-
вательности, можно предполагать, что последовательности (Fn(Xn)),
(Yn) также удовлетворяют AI-2; но, поскольку (Fn(Xn), Yn) гауссов-
ский для всех n и носители Fn(Xn) лежат в одном и том же k′-мерном
линейном подпространстве, последовательности (Fn(Xn)), (Yn) удо-
влетворяют AI-3 по предположению индукции. Но тогда
(F−1
n (Fn(Xn))), (Yn) также удовлетворяют AI-3, что противоречит

(21).
i.2) Если k′ = k, то существуют обратимые линейные операторы Fn

такие, что
PFn(Xn) = N (0, Ik). Аналогично предыдущему случаю, можно считать,
что (Fn(Xn)), (Yn) удовлетворяют AI-2.

ii) Теперь рассмотрим случай, когда sup
n

M(Xn) < ∞, но не суще-

ствует δ > 0 такого, что cov(Xn) − δIk положительно определена для
всех достаточно больших n. Тогда, переходя к подпоследовательности,
можно считать, что существует последовательность векторов vn ∈ R

k

такая, что |vn| = 1 для любого n и

V ar(〈Xn, vn〉) → 0, n→ +∞.

Более того, поскольку все vn лежат в компактном множестве, переходя
к подпоследовательности, можно предполагать, что vn → v, n→ +∞.
Но тогда

V ar(〈Xn, v〉) 6 2(V ar(〈Xn, vn〉) + V ar(〈Xn, v − vn〉)) → 0, n→ +∞,

поскольку sup
n
M(Xn) <∞.

ii.1) Если существуют бесконечно много n таких, что 〈Xn, v〉 = 0 по-
чти наверное, то, переходя к подпоследовательности, мы можем счи-
тать, что 〈Xn, v〉 = 0 почти наверное для всех n, то есть, носители Xn

лежат в одном и том же (k−1)-мерном подпространстве. Следователь-
но, (Xn), (Yn) удовлетворяют AI-3 по предположению индукции, что
противоречит (21).

ii.2) Если существует лишь конечное число n таких, что 〈Xn, v〉 = 0
почти наверное, то, переходя к подпоследовательности, можно счи-
тать, что 〈Xn, v〉 → 0, n → +∞, но V ar(〈Xn, v〉) > 0 для всех n. По
Лемме 5, переходя к подпоследовательности, можно считать, что су-

ществует последовательность дизъюнктных борелевских множеств R̃l
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такая, что P{〈Xl, v〉 ∈ R̃l} > 1 − 2−l, но тогда P{Xl ∈ Rl} > 1 − 2−l,

где Rl = {x ∈ R
k | 〈x, v〉 ∈ R̃l}. Следовательно, аналогично i), мож-

но рассматривать только случай k′ = k, и, более того, существуют
обратимые линейные операторы Fn такие, что PFn(Xn) = N (0, Ik) и
(Fn(Xn)), (Yn) удовлетворяют AI-2.

Отметим, что если один из случаев i.2), ii.2) имеет место или ни один
из случаев i),ii) не выполняется, то существуют обратимые линейные
операторы Fn и δ > 0 такое, что cov(Fn(Xn))−δIk положительно опре-
делены, и (Fn(Xn)), (Yn) удовлетворяют AI-2 (если i) и ii) не имеют
места, можно взять Fn = Ik для любого n).

Если (Fn(Xn)), (Yn) удовлетворяют AI-3, то (Xn), (Yn) также удо-
влетворяют AI-3, что противоречит (21).

Если (Fn(Xn)), (Yn) не удовлетворяют AI-3, то, аналогично, пе-
реходя к подпоследовательностям, можно полагать, что существуют
обратимые линейные операторы Gn и δ′ > 0 такие, что для любого
n cov(Gn(Yn))− δ′Im положительно определены, и (Fn(Xn)), (Gn(Yn))
удовлетворяют AI-2. Следовательно, (Fn(Xn)), (Gn(Yn)) удовлетворя-
ют AI-0, и можно применить Теорему 3, чтобы получить, что (Fn(Xn)),
(Gn(Yn)) удовлетворяют AI-3. Но тогда (Xn), (Yn) также удовлетво-
ряют AI-3, что противоречит (21). �

§7. Заключение

I. Ясно, что условия AI-0 - AI-4 могут быть естественно модифи-
цированы для взаимной асимптотической независимости нескольких
(более, чем 2) случайных последовательностей. В то же время, анало-
ги всех основных представленных результатов останутся верны.

II. Ниже мы формулируем некоторые открытые вопросы и предла-
гаем некоторые направления исследования асимптотической независи-
мости.

1. Интересно рассмотреть условия для AI вида
∫

E1

fdPXn

∫

E2

gdPYn
−

∫

E1×E2

(f × g)dP(Xn,Yn) → 0

для всех f, g, принадлежащих некоторым классам функций F1, F2.
2. Найти достаточные условия для AI следующего типа:
Если (f(Xn)), (g(Yn)) являются AI для всех f, g принадлежащих

некоторым классам функций F1, F2, то (Xn), (Yn) являются AI.
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3. Интересно рассмотреть условия AI для случайных элементов
конкретных пространств (таких, как: пространство C[0, 1], простран-
ство конфигураций и так далее. . . ).

В ближайшем будущем мы также планируем исследовать следую-
щие вопросы:

4. Возможно ли расширить результаты об эквивалентности некото-
рых AI на некоторый более общий случай, чем гауссовский?

5. Всегда ли AI-0 влечет AI-1, если (Xn, Yn) гауссовский, но не ко-
нечномерный? К примеру, если Xn, Yn ∈ H , где H - бесконечномерное
гильбертово пространство? Кажется, что это неверно, но на данный
момент контрпример не был обнаружен.

6. Известный факт, что метрика

dBL(P,Q) = sup
h∈BL1(E1×E2)

∣∣∣∣
∫
h(x, y)P (dx, dy)−

∫
h(x, y)Q(dx, dy)

∣∣∣∣

на пространстве вероятностных мер на E1 ×E2 эквивалентна метрике
Леви-Прохорова.

Есть ли аналогичные эквивалентности, если рассмотреть метрику

d′BL(P,Q) = sup
f∈BL1(E1),
g∈BL1(E2)

∣∣∣∣
∫
f(x)g(y)dP −

∫
f(x)g(y)dQ

∣∣∣∣?

К примеру, является ли следующая модификация метрики
Леви-Прохорова (где инфимум берется по замкнутым множествам
A ⊂ E1, B ⊂ E2) эквивалентной d′BL

π′(µ, ν)=inf{ε : µ(Aε×Bε)6ν(Aε×Bε)+ε, ν(Aε×Bε) 6 µ(Aε×Bε)+ε}?

Кажется, что метрика π′ не сильнее метрики d′BL (по тем же причи-
нам, что и в случае π и dBL), но доказательство обратного неравен-
ства опирается на теорему Штрассена (к примеру, [4, Theorem 11.6.2]),
и неясно, как сформулировать и доказать аналогичный факт для π′

вместо π.
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part we consider the case when the random elements belong to the space
of sequences and the case when the joint distributions are Gaussian.
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