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Эффективное наказание в многошаговой
«дилемме заключённого n-лиц» на сети

А.Л. Гриних1, Л.А. Петросян1

e-mail: st062331@student.spbu.ru, l.petrosyan@spbu.ru

1. Введение
Большая часть исследований в области теории игр связана с иг-

рами двух игроков. Одним из классических примеров является ди-
лемма заключённого двух лиц. Данная игра заключается в кон-
фликте интересов двух задержанных, каждому из которых пред-
ложено сократить свой срок пребывания в тюрьме, выдав своего
соучастника. Предложения о предательстве поступают заключён-
ным одновременно, а те, в свою очередь, должны незамедлитель-
но и без возможности переговорить со своим подельником принять
решение о сотрудничестве со следствием. Сотрудничество со след-
ствием уменьшает срок заключения задержанного, даже если его
подельник тоже решил «сдаться», однако увеличивает срок заклю-
чения соучастника.

В настоящей работе будет использована модификация данной
модели (которую впервые предложил Генри Гамбургер [1]), рас-
сматривающая взаимодействие n заключённых. Мы будем иссле-
довать модель дилеммы заключённого n-лиц на графе. Каждый из
заключённых обладает лишь частью сведений об участии осталь-

1Санкт-Петербургский государственный университет
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ных заключённых в преступлении, поэтому возможность влияния
на срок заключения остальных игроков зависит от длины пути на
графе, связывающем всех соучастников преступления.

Работа продолжает исследования, результаты которых опуб-
ликованы в статье Grinikh A.L. «Stochastic n-person Prisoner’s
Dilemma: the Time-Consistency of Core and Shapley Value» [2].

2. Постановка модели
Рассмотрим сеть M , узлами которой являются игроки. Путём

от игрока i к игроку j назовём последовательность игроков, по-
очерёдно соединённых между собой рёбрами данной сети. Соответ-
ственно, длиной пути будем называть количество игроков в пути
от i к j. Если путь от i к j содержит минимальное количество игро-
ков, то он является кратчайшим путём. Тогда, расстояние между
игроками i и j — это длина кратчайшего пути между ними.

Строится статическая некооперативная игра γM для n игроков
на сети M . Множество всех игроков обозначим через N . Каждый
из игроков имеет две доступные чистые стратегии: C — «молчать»,
и D — «предать». Соответственно, множество чистых стратегий иг-
рока может быть представлено в виде Xi = {C,D} ,∀i ∈ N . Тогда
функция выигрыша hi (x1, . . . , xn) i-го игрока в статической игре
типа «дилемма заключённого n-лиц», γM , на сетиM будет зависеть
от стратегии xi ∈ {C,D}, выбранной данным игроком, и xim,N — ко-
личества игроков из множества N , выбравших стратегию C, длина
пути от которых до i-ого игрока равна m:

hi (x1, ..., xi, ..., xn) =


(∑∞

m=0 a1δ
mxim,N

)
+ b1, если xi = C,

(∑∞
m=1 a2δ

mxim,N
)

+ b2, если xi = D.
(1)

Здесь a1, a2, b1, b2, δ — параметры, единые для всех игроков.
Данная функция выигрыша удовлетворяет следующим услови-

ям игры типа «дилемма заключённого n-лиц»:

1.
(∑∞

m=0 a1δ
mxim,N

)
+ b1 <

(∑∞
m=1 a2δ

mxim,N
)

+ b2,∀i ∈ N , то
есть стратегия D строго доминирует стратегию C;

2.
∑
i∈N

((∑∞
m=0 a1δ

mx̄im,N
)

+ b1
)
>
∑
i∈N (b2), где x̄im,N озна-

чает, что все игроки, включая i-го, выбирают стратегию C,
а, следовательно, совместное «молчание» приносит больший
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суммарный выигрыш игрокам, чем абсолютное «предатель-
ство»;

3.
((∑∞

m=0 a1δ
mxim,N

)
+ b1

)
≥ (a1 + b1) и((∑∞

m=1 a2δ
mxim,N

)
+ b2

)
≥ b2, что означает уменьшение

выигрыша игрока от предательства каждым из остальных
игроков.

3. Постановка задачи
Пусть ΓM — повторяющаяся K раз игра γM типа «дилемма за-

ключённого n-лиц» на сети M . Тогда выигрыш i-го игрока в иг-
ре ΓM будет равен сумме выигрышей i-го игрока в каждой из K
игр.

Поскольку у каждого из игроков на отдельном шаге игры стра-
тегия D является доминирующей, абсолютным равновесием по Нэ-
шу будет являться выбор каждым из игроков стратегии C на каж-
дом шаге игры.

Тем не менее, поскольку суммарный выигрыш будет выше при
выборе каждым из игроков на каждом шаге стратегии «молчать»
(C), необходимо определить, какое количество шагов достаточно
для того, чтобы выигрыш игрока от единоличного «предательства»,
(hi (xi = D,xj = C, ∀j ∈ N \ i)− hi (xi = C, xj = C, ∀j ∈ N \ i)), был
бы меньше потерь от «наказания». Под наказанием здесь и далее
будем понимать выбор каждым из игроков, кто не отклонялся от
стратегии, приносящей максимальный суммарный выигрыш, стра-
тегии «всех против каждого отклонившегося», а, значит, принося-
щей минимальный возможный выигрыш отклонившимся игрокам.

4. Эффективное наказание
Определим «эффективное наказание» для игры ΓM «дилемма

заключённого n-лиц» на сети.

Теорема. Для многошаговой игры «дилемма заключённого n-лиц»
на сети M количество шагов, обеспечивающих стратегию «мол-
чать на всех этапах игры» для каждого из игроков равно

k̄ = max
i∈N
d

a2

∑∞
m=1 δ

mx̄im,N
a1 + b1 − b2 + a1

∑∞
m=1 δ

mx̄im,N
e. (2)

Доказательство. Найдём ki — количество шагов, необходимое для
«эффективного наказания» i-го игрока. Поскольку выбор страте-
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гии «предать» уменьшает выигрыш каждого из остальных игроков
по сравнению с выбором стратегии «молчать», стратегия «против
каждого предавшего» будет совпадать со стратегией «предать» на
всех оставшихся шагах игры у всех игроков, которые на преды-
дущем шаге выбрали стратегию «C». Тогда количество шагов ki,
достаточных для эффективного наказания i-го игрока, можно опре-
делить в виде

kib2 +

∞∑
m=1

a2δ
mx̄im,N <

( ∞∑
m=0

a1δ
mx̄im,N + b1

)
ki. (3)

В этом случае для «эффективного наказания» i-го игрока бу-
дет достаточно, чтобы оставшееся до конца игры количество шагов
удовлетворяло условию

ki = d
a2

∑∞
m=1 δ

mx̄im,N
a1 + b1 − b2 + a1

∑∞
m=1 δ

mx̄im,N
e. (4)

Тогда количество шагов, необходимое для обеспечения опти-
мального по Парето исхода игры в многошаговой игре «дилемма
заключённого n-лиц» на сети M , а, следовательно, и для «эффек-
тивного наказания» всех игроков, будет равно

k̄ = max
i∈N

ki. (5)

5. Пример
Рассмотрим пример игры ΓM для четырёх игроков на сети M ,

представленной на рис. 1.

2

1 3

Рис. 1: Пример сети для игры ΓM
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Пусть функция выигрыша игроков на каждом из трёх шагов
игры задана формулой

hi (x1, x2, x3) =


(∑∞

m=0 0, 8mxim,N
)

+ 3, если xi = C,

(∑∞
m=1 2× 0, 8mxim,N

)
+ 5, если xi = D.

(6)

В этом случае количество шагов, необходимых для «эффектив-
ного наказания» каждого из игроков, будет равно, соответственно,

k1 = d 2× (0, 8 + 0, 64)

1 + 3− 5 + 1× (0, 8 + 0, 64)
e = 7, (7)

k2 = d 2× (0, 8× 2)

1 + 3− 5 + 1× (0, 8× 2)
e = 6, (8)

k3 = d 2× (0, 8 + 0, 64)

1 + 3− 5 + 1× (0, 8 + 0, 64)
e = 7. (9)

Тогда количество шагов, необходимых для «эффективного на-
казания» в представленной игре, будет

k̄ = max {7, 6, 7} = 7. (10)

То есть, при количестве шагов, оставшихся до окончания игры
больше, чем 7, ни одному из игроков не будет выгодно «предавать»
остальных.

6. Заключение
В данной работе исследована повторяющаяся «дилемма заклю-

чённого» n-лиц на сети. Найдено количество шагов, обеспечива-
ющее «эффективное наказание» любого из игроков. Кроме того,
определено количество шагов, необходимое для «эффективного на-
казания» любого из отклонившихся игроков в повторяющейся «ди-
лемме заключённого n-лиц» на сети M .

Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 17-11-01079).
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