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П Р Е Д И С Л О В И Е 
 
Теоретическая механика – фундаментальная дисциплина, которая 

наряду с математикой и физикой составляет фундамент физико-
математической подготовки современного инженера. На этот фунда-
мент опирается подавляющее число общепрофессиональных и специ-
альных курсов, определяющих научно-технический прогресс и обо-
роноспособность страны. При этом теоретическая механика выполня-
ет роль своеобразного моста между математикой и физикой, с одной 
стороны, и прикладными инженерными дисциплинами, с другой: 
здесь впервые происходит знакомство с реальными практическими 
задачами. На основе физических законов формируются динамические 
модели изучаемых явлений и процессов и затем методами математи-
ческого анализа и вычислительной техники проводится их решение 
до получения конкретных результатов. Поэтому наряду с изучением 
теоретического материала по конспектам лекций и учебникам боль-
шое значение приобретает выполнение расчётных заданий и курсо-
вых работ. Как показывает опыт, наиболее эффективной формой яв-
ляется выполнение индивидуальных заданий, в которых исследуется 
поведение механических систем с использованием основных теорем и 
уравнений теоретической механики. 

Приводимые в пособии примеры выполнения заданий должны 
помочь студентам преодолеть психологический барьер «начала» ре-
шения задачи. Приложение содержит требования к оформлению рас-
чётных и курсовых работ. 
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При изучении наук примеры не менее 
поучительны, нежели правила. 

И. Ньютон 
 

1. ДИНАМИКА ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 
МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

 
Краткие сведения из теории 

Введём подвижную систему координат 1111 zyxO , перемещающу-
юся относительно неподвижной (инерциальной) системы координат 
Oxyz . Движение точки относительно неподвижной (инерциальной) 
системы координат определяется основным уравнением динамики 

RFwm


 ,  (1.1) 

где m  – масса точки, w  – её ускорение, F


 – равнодействующая всех 
активных сил, приложенных к точке, R


 – равнодействующая реакций 

связей. 
Уравнение относительного движения точки записывается так же, 

как и в инерциальной системе, если к приложенным активным силам 
и реакциям связей добавить переносную силу инерции e eJ mw 

   и 

силу инерции Кориолиса c cJ mw 
  ,  где ew  – переносное ускоре-

ние и сw  – ускорение Кориолиса, 2( )c rw v 
  , 


 – скорость 

вращения подвижной системы координат. Следовательно, 
 

cer JJRFwm


  , (1.2) 
 

где rw  – относительное ускорение.  
В проекциях на оси подвижной системы координат формула (1.2) 

имеет вид 
2

1
1 1 1 12

2
1

1 1 1 12

2
1

1 1 1 12

;

;

.

x x ex cx

y y e y cy

z z ez cz

d x
m F R J J

dt
d y

m F R J J
dt

d z
m F R J J

dt

   

   

   

  (1.3) 
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Эти уравнения отличаются от дифференциальных уравнений  
абсолютного движения наличием поправок на инерциальность  
системы отсчета. Решение системы (1.3) совместно с уравне- 
ниями связей при заданных начальных условиях определяет движе-
ние точки. 

План решения задачи об относительном движении точки 

Поставленную задачу, рекомендуется решать в следующей по-
следовательности: 

 проанализировать движение точки и выделить относительное 
и переносное движение;  

 изобразить на рисунке подвижную 1 1 1 1O x y z  и неподвижную 
Oxyz системы координат,  определив, с каким телом или средой они 
связаны; 

 определить характер переносного движения; 
 рекомендуется точку в подвижных координатах считать дви-

жущейся в сторону их возрастания и указать положение точки в про-
извольный момент времени в системе координат 1111 zyxO  так, что-
бы она находилась со стороны положительного отсчёта оси; 

 показать на рисунке для 1111 zyxO  все активные силы, дей-
ствующие на точку, реакции связей (или их составляющие по осям 
координат), а также переносную силу инерции и силу инерции Ко-
риолиса, скорости и ускорения;  

 переносную силу инерции целесообразно определять как 
сумму осестремительной и вращательной составляющих, если пере-
носное движение является вращательным:  

ос вр ос вр
e e e e eJ J J mw mw    
     ; 

 определять силу инерции Кориолиса с помощью соотноше- 
ния   

( ) 2 ( ) 2 ( ) ,c c r rJ mw m v m v      
      

 написать и решить, используя начальные условия, систему 
дифференциальных уравнений (1.3), найдя закон относительного 
движения точки; 

 определить численные значения искомых величин. 
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Пример. Трубка AB  (рис. 1.1) вращается вокруг горизонтальной 
оси ,Oy  с постоянной угловой скоростью 


 вдоль гладкой трубки 

движется гладкий шарик  M  веса P , при-
креплённый к пружине, другой конец кото-
рой прикреплён к точке трубки A . Длина 
пружины в недеформированном состоянии 
l , коэффициент жёсткости пружины с . 

В начальный момент 0 0t   пружина не 
напряжена, а 10v  – составляющая скорости 
шарика относительно подвижного тела.  
Числовые значения указанных величин при-
ведены в табл. 1.1. 

Определить движение шарика относительно трубки и силу реак-
ции трубки.  

Т а б л и ц а 1.1 
 

№ ω, с-1 P, Н c, H/м l, м r, м α,º φ0, x10, м v10, м/c 

1   3,92 17,64 0,60 - 30 - 0 -2,0 

 
Решение. Дано: 3, 92 HP  , 30  º, 0,60мl  , 17, 64 H /мc  , 

1(c )   при начальных условиях: 0,60мl  , 00 x , 10 2v   м/с.  
Система отсчёта и оси координат 

приведены на рис. 1.2. Подвижную 
систему координат 1111 zyxO  жёстко 
связываем с трубкой AB . Неподвиж-
ная система координат Oxyz . 

Трубка равномерно вращается 
вокруг неподвижной оси Oy , т.е. на 
шарик действует сила тяжести 

gmP 
 ; сила упругости пружины 

упрF


 
(проекция силы упругости на 

ось 11 xO  равна 1cx , где c  – коэф-
фициент пропорциональности);  реак-
ция трубки N


,  имеющая две состав-

Рис. 1.1 

Рис. 1.2
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ляющие 1yN


 и 1zN


 (предполагаем отсутствие силы трения в трубке, 

поэтому  01 xN


).  
Трубка вращается равномерно, поэтому переносное ускорение 

имеет только осестремительную составляющую ос 2 sinew AM   . 
Переносная сила инерции направлена от оси вращения и её модуль  

2 2 2
1sin ( ) sin .eJ m AM m l x        

Кориолисова сила инерции cJ


 направлена вдоль оси 11zO ,

12 [ ] ,cJ m v  
    12 sin .czJ mv    

Согласно основному уравнению динамики относительного движения 

1 1 1 упр .y z c emw P N N J J F     
     

 

В проекциях на оси подвижной системы координат 1111 zyxO   

имеем систему уравнений 

1 1 1 упр 1

1 1 1

1 1

,

0 ,

0 .

x x ex x

y y e y

z cz

mw P J F

N P J

N J

  

  

 

 

Учитывая, что 1
1 2 sin ,cz

dx
J m

dt
    получаем систему из трех 

уравнений   
2

2 21
1 12 sin cos ( ) sin ,

d x
m mg t m l x cx

dt
            

2
1 10 cos cos ( ) sin cos ,yN mg t m l x          

1
10 2 sin sin .z

dx
N m mg t

dt
     

 
Первое уравнение равносильно:

 

2
2 2 2 21

12 sin sin cos sin ,
d x c x g t l

mdt
            
 

 

где  2
1

2

1 dt
xdw x   .  

Численное значение  2 2sin 41, 64 0 .с т       
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Если обозначить 2 2 2sinck
m

     
 

, тогда   

2
2 2 21

12 sin cos sin .
d x

k x g t l
dt

         

Мы получили неоднородное дифференциальное уравнение второго 
порядка. Решение складывается из общего решения однород-  
ного уравнения  х11  и  частного решения неоднородного  уравнения  
х12:   х1 = х11 + х12. 

Найдём общее решение однородного уравнения. 
Характеристическое уравнение имеет вид 2 2 0 .k    Его корни 

мнимые, поэтому  общее решение однородного уравнения имеет вид 
ktBktAx sincos11  .  

Для нахождения частного решения дифференциального уравнения, 
обусловленного членом – sin cosg t  , будем использовать метод 
Лагранжа (метод вариации произвольных постоянных). Заменим про-
извольные постоянные в общем решении  на функции )(1 tZ  и )(2 tZ . 
Составим систему уравнений для нахождения решения: 

1 2

1 2

( ) ( )
cos sin 0,

( ) ( )
( sin ) cos sin cos .

dZ t dZ t
kt kt

dt dt
dZ t dZ t

k kt k kt g t
dt dt

  

      


 

Решим эту систему уравнений методом Крамера: 

2 2cos sin
cos sin 0 ;

sin cos
kt kt

W k kt k kt k
k kt k kt

    


 

1
0 sin

sin cos sin ,
sin cos cos

kt
W g t kt

g t k kt
   
  

 

1 1( ) sin cos sin ;
dZ t W g t kt

dt W k
 

   

1

1

sin cos sin( )

sin sin cos( ) cos( )cos sin ,
2( ) 2( )

g t ktZ t dt
k

g g k t k tt ktdt C
k k k k

 
 

      
          




 

где С1  – постоянная интегрирования; 
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2
cos 0

sin cos cos ;
sin sin cos

kt
W g t kt

k kt g t
    
   

 

2 2( ) sin cos cos ;
dZ t W g t kt

dt W k
  

   

2

2

sin cos cos( )

sin sin sin( ) sin( )cos cos ,
2( ) 2( )

g t ktZ t dt
k

g g k t k tt ktdt C
k k k k

  
 

      
           





 где  2C  – постоянная интегрирования; 
 

11 1 2

1

2 1 2

( ) cos ( ) sin

sin cos( ) cos( )cos cos
2( ) 2( )

sin sin( ) sin( )sin
2( ) 2( )

sin cos( )cossin cos sin
2( ) 2( )

x Z t kt Z t kt

g k t k tkt C kt
k k k

g k t k tkt
k k k

g ttC kt C kt C kt
k k k

  

     
         

     
       

  
           

1 22 2
sin cos cos sin .g t C kt C kt
k
 

   
 

 

 

Далее частное решение, обусловленное постоянным членом 
2 2sinl   ищем в виде  Gx 12 , где G  – постоянная величина, по-

этому 02
12

2


dt
xd

, следовательно, 2 2 2sin ,k G l    
2 2

2
sin ,lG
k

 
   

2 2

12 2
sin .lx
k

 
  

Таким образом, решение для х1 имеет вид 
2 2

1 1 22 2 2
sin cos sin cos sin ;g t lx C kt C kt

k k
   

   
 

 

1
1 22 2

sin sin sin cos .
dx g t C k kt C k kt
dt k


     

 
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Подставив начальные условия  00 t , 010 x , 10 2v    м/с  в 
полученные уравнения, находим  постоянные интегрирования С1 и С2: 

0 2 2
0

1 12 2 2
sin cos 0 sin0 cos 0 ,g lx C

k k
  

   
 

 

2 2

1 2 2 2
sin sin ;g lC

k k

   
      

 

01
2 2

22 cos 0 .
dx

C k C
dt k

       

Подставив константы 1C  и 2C ,  получим  уравнение относитель-
ного движения точки: 

2 2 2 2

1 2 2 2 2 2 2
sin cos sinsin sin 2cos sin ,g t gl lx kt kt

kk k k k

      
          

 

2 2
1

2 2 2 2 2
sin sinsin sin 2cos sin ,

dx g gl k kt kt t
dt k k k

   
            

 

2 2 2sin 41,64 .ck
m

      
 

 

Тогда составляющие силы реакции трубки равны: 
1

1 2 sin sinz
dx

N m mg t
dt

      

2 2

2 2 2 2 2
sin sinsin2 sin sin 2cos sin

sin ;

g glm k kt kt t
k k k

mg t

                       
 

 

2 2
1 1cos cos sin cos sin cos .yN mg t m l x m             

Подставим данные: 11,01 С , 31,02 С . Закон движения точки 
в неинерциальной системе отсчёта имеет вид 

 

2

1 2
9,8 0,5 3,14 0,6 0, 250,11cos6,45 0,31sin 6,45 cos

41,643,14 41,64
(0,11cos6,45 0,31sin 6,45 0,15cos 0,04) м ,

x t t t

t t t

  
     


    
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 

1
2

9,8 0,5 3,140,7 sin 6, 45 2 cos 6, 45 sin
3,14 41,64

0,71sin 6, 45 2cos 6, 45 0, 48sin м / с.

dx
t t t

dt

t t t

 
     


    

 

 

Получаем составляющие силы реакции трубки 

 

2
1

2
1 1

3,923,92 0,5 3 cos 3,14 0, 6 3 0, 25
9,8

3,92 3,14 3 0, 25 3,39 cos 1, 02 1, 7
9,8

0,19 cos 6, 45 0,53sin 6, 45 0, 26 cos 3,39sin 1, 09 Н ;

yN t

x t x

t t t t

         

      

      

 

 

 

1
2 3,92 3,14 0,5( 0,71sin 6, 45 2cos6,45 0,48sin )
9,8

3,92sin 0,89sin 6, 45 2,52cos6,45 0,60sin 3,92sin Н .

zN t t t

t t t t t

 
      

       
 

 

Условия задач 
 

Материальная точка М движется относительно стержня АВ (ци-
линдрический канал АВ). Движение стержня АВ задано. Определить 
движение точки М относительно стержня и давление, производимое 
ею на стенки стержня. 

Данные, необходимые для решения задач, приведены в табл. 1.2, 
где P  – вес точки M , 


 – угловая скорость (постоянная величина),  

l – длина недеформированной пружины, 10x  и 10v  – начальная коор-
дината и скорость точки М относительно подвижного тела (при 

00  tt ), с  – жёсткость пружины, r – расстояние  
На всех схемах (рис. 1.3) оси Oz  и 1Oz  направлены перпендику-

лярно плоскости чертежа. Угол α  постоянен во всё время движения. 
В вариантах 1, 3, 4, 6, 7 – переносное движение – вращение вокруг 

вертикальной оси, в остальных вариантах вокруг горизонтальной. 
В начальный момент времени в вариантах 2, 6, 7, 9, 14, 16, 18 

пружина не напряжена. В вариантах 11, 13 точка М  находится в по-
ложении статического равновесия. 

Угол α и размер r показаны на чертежах, φ0 – значение угловой 
координаты φ при статическом равновесии вещественной точки.  

В предлагаемых для решения задачах необходимо изобразить на 
рисунке силы, действующие на вещественную точку.  К ним относят-
ся сила тяжести P


, силы реакции цилиндрического канала, сила 
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упругости пружины упрF


 (в вариантах 2, 3, 4, 6, 7, 9, 11, 13, 14, 16, 
18);  

eJ


 – переносная сила инерции, cJ


 – сила инерции Кориолиса. Также 
необходимо изобразить на рисунке векторы скоростей и ускорений. 

Если одной из активных сил является сила упругости пружины 

упрF


, то нужно учитывать, что восстанавливающая сила упругости 
стремится вернуть тело в положение равновесия, т.е. сила направлена 
в сторону, противоположную  деформации.  

 

  

 
  

  
  

 
Рис. 1.3 

1 2

3 4

5 6
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Рис. 1.3(продолжение) 

7 8 

9 10 

11 12 
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Рис. 1.3 (окончание) 

13 14

15 16

17 18 
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Т а б л и ц а  1.2 

№ ω, с-1 P, Н c, H/м l, м r, м α,º φ0, x10, м v10, м/c 

1 
π 

4,0 
5,0 

0,98 
1,96 
2,94 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

0,20 
0,30 
0,40 

0 
1,0 
-2,0 

2 
4,0 
5,0 
6,0 

3,92 
4,90 
5,88 

19,6 
24,5 
29,4 

0,30 
0,40 
0,50 

- 
- 
- 

30 
40 
50 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

1,0 
-2,0 
3,0 

3 
5,0 
6,0 
7,0 

1,96 
3,92 
5,88 

19,6 
39,2 
58,8 

0,40 
0,50 
0,60 

0,10 
0,15 
0,20 

20 
30 
40 

- 
- 
- 

0,10 
0,20 
0,30 

1,0 
-1,0 

0 

4 
2π 
π 

0,5π 

3,92 
2,94 
1,96 

58,8 
49,0 
39,2 

0,40 
0,50 
0,60 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

0 
0,10 
0,10 

2,0 
1,0 
-1,0 

5 
0,25π 
π 
2π 

3,92 
2,94 
1,96 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

0,20 
0,30 
0,40 

0 
-1,0 
1,0 

6 
2π 
3π 
4π 

1,96 
2,94 
3,92 

19,6 
29,4 
39,2 

0,60 
0,50 
0,40 

- 
- 
- 

30 
40 
50 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

3,0 
-2,0 
1,0 

7 
4π 
3π 
2π 

1,96 
2,94 
3,92 

39,2 
29,4 
19,6 

0,50 
0,40 
0,30 

- 
- 
- 

45 
35 
30 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

-5,0 
-4,0 
-3,0 

8 
π 
2π 
3π 

1,96 
3,92 
5,88 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

0,40 
0,30 
0,20 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

0,10 
-0,10 
-0,20 

1,5 
2,0 
3,0 

9 
2π 

1,5π 
π 

1,96 
2,94 
3,92 

29,4 
39,2 
58,8 

0,50 
0,60 
0,70 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

0 
30 
45 

- 
- 
- 

1,0 
2,0 
3,0 
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 Окончание табл. 1.1 

№ ω, с-1 P, Н c, H/м l, м r, м α,º φ0, x10, м v10, м/c 

10 
π 
2π 
3π 

3,92 
2,94 
1,96 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

30 
45 
60 

- 
- 
- 

0,50 
0,55 
0,60 

-π/3 
π/4 

-0,5 π 

11 
4,0 
6,0 
8,0 

1,96 
2,94 
3,92 

9,8 
19,6 
29,4 

0,60 
0,70 
0,80 

0,20 
0,30 
0,40 

60 
45 
30 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

12,0 
15,0 
18,0 

12 
5,0 
4,0 
3,0 

2,94 
1,96 
0,98 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

0,20 
0,30 
0,40 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

--0,30 
0,20 
-0,20 

π 
-π 

0,5π 

13 
20,0 
10,0 
5,0 

1,96 
2,94 
3,92 

39,2 
29,4 
19,6 

0,63 
0,50 
0,40 

0,18 
0,20 
0,25 

30 
45 
60 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

20,0 
15,0 
10,0 

14 
5,0 
7,0 

10,0 

1,96 
2,94 
3,92 

39,2 
58,8 
78,4 

0,60 
0,70 
0,80 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

30 
45 
60 

- 
- 
- 

-2,0 
-3,0 
-4,0 

15 
π 
2π 
3π 

2,94 
3,92 
4,90 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

0,10 
0,20 
0,30 

30 
45 
60 

- 
- 
- 

0,20 
0,25 
0,30 

0 
-0,20 
0,20 

16 
12,0 
10,0 
8,0 

1,96 
2,94 
3,92 

98 
147 
196 

0,50 
0,40 
0,30 

0,40 
0,35 
0,30 

- 
- 
- 

30 
45 
60 

- 
- 
- 

1,0 
2,0 
-2,0 

17 
4π 
2π 

0,5π 

2,94 
1,96 
0,98 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

0,60 
0,50 
0,40 

-2,0 
-1,0 
1,0 

18 
1,5π 
π 

0,5π 

2,94 
3,92 
4,90 

58,8 
78,4 
98,0 

0,40 
0,35 
0,30 

0,60 
0,55 
0,50 

- 
- 
- 

60 
45 
30 

- 
- 
- 

-3,0 
-2,0 
-1,0 
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2. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДИНАМИКИ МЕХАНИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ 

 
Краткие сведения из теории 

 
При составлении уравнений, описывающих динамику точки и си-

стемы, могут использоваться основные теоремы динамики. Выбор той 
или иной теоремы при решении задачи обусловлен постановкой зада-
чи, особенностями движения системы и тем, какая теорема динамики 
позволяет исключить из составляемых уравнений заранее неизвест-
ные силы реакции связей. 

1. Теорема о движении центра масс системы. 
Радиус-вектор центра масс системы удовлетворяет соотношению 

,
jC j C j

j j
r m r m    

где 
jCr  – радиусы-векторы центров масс отдельных тел, входящих в 

систему. Для твердого тела массы М  

( ) ( )

( )

.M M
C

M

rdm rdm

r
dm M

 
 


 

Согласно теореме о движении центра масс 
( ) ,e

CMr F  (2.1) 

где  М – масса всей системы, ( )eF  – главный вектор приложенных к 
системе внешних сил. 

Если ( ) 0 ,eF   то скорость центра масс системы 
0

constC Cv v  . 

Если не только ( ) 0 ,eF   но и начальная скорость центра масс 

0
0 ,Cv   то 

0
constC Cr r  , т.е. положение центра масс системы 

остается неизменным. Все вышеприведенные формулы и утвержде-
ния можно выписать в проекциях на оси координат .Oxyz  

2. Теорема об изменении количества движения, или импульса 
Импульс материальной точки Q mv . Импульс твердого тела 

( )M
Q vdm  . Импульс системы выражается через движение центра 
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масс согласно формуле CQ mv . По теореме об изменении импульса 

системы ( ) ,eQ F   или ( )
0

0
.

t
eQ Q F dt     

Если ( ) 0eF   (система изолирована), то constQ  . Если 

( )

0
0 ,

t
eF dt   то തܳ ൌ തܳ଴ в этот момент времени  t. 

Все вышеприведенные формулы и утверждения можно выписать 
в проекциях на оси координат .Oxyz  

3. Теорема об изменении кинетического момента 
Кинетическим моментом материальной точки относительно по-

люса О называется следующая величина: 0G r mv  . Для твердого 
тела  0

( )M
G r v dm  . 

При вращении тела около неподвижной точки (рис. 2.1), если 
0 0 1 0 2 0 3 ,x y zG G k G k G k    а угловая скорость 1 2 3 ,x y zk k k    

то 

0

0

0

.
x xy xzx x

y xy y yz y

xz yz zz z

J J JG
G J J J

J J JG

     
    

       
           

 (2.2) 

Осевые моменты инерции 
 

             z                   

                
                                     3k                          
                            3           2  
                                              1  
                               O              2k                y 
                         1k  
 
 
               x 

Рис. 2.1 
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   

 

2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

( ) ( )

, ,

,

x x y y
M M M M

z z
M M

J h dm y z dm J h dm x z dm

J h dm x y dm

     

  

   

 
 

центробежные моменты инерции 

( ) ( ) ( )
, , .xy xz yz

M M M
J xydm J xzdm J yzdm      

Формула, идентичная (2.2), выполняется в связанной с твердым 
телом системе координат .O  Здесь матрица моментов инерции 
при движении твердого тела остается постоянной. Если связанные 
оси являются главными осями инерции тела, то 0J J J      

и кинетический момент 0 1 2 3 .G J J J               
В частном случае при вращении тела около неподвижной оси Oz  

0 1 2 3 ,xz z yz z z zG J k J k J k        а составляющая кинетического 

момента вдоль оси вращения 0 .z z zG J   
Кинетический момент системы относительно неподвижной точки 

О и произвольной точки Р связаны соотношением 

0 .P PG r Q G    (2.3) 

В частном случае, когда точка Р является центром масс системы 
С, формула (2.3) принимает вид  

0 C C CG r Mv G   . 

Теорема об изменении кинетического момента системы относи-

тельно неподвижного полюса О имеет вид  ( )
0 0 .eG L   В правой ча-

сти   ( ) ( )
00

e e
j

j
L M F  – сумма моментов внешних сил, приложен-

ных к системе, относительно точки О. 
Относительно произвольной точки Р формулировка теоремы сле-

дующая: 
( ) ,e

P PPG L v Q    

а в случае, если точка Р совпадает с центром масс системы, 
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( ) .e
C CG L  

Если  ( )
0 0 ,eL   то 0 constG  . Все вышеприведенные формулы 

можно записать в проекциях на оси координат .Oxyz  
Так как в правой части теоремы присутствуют моменты внешних 

сил, характеризующие их способность к вращению, то теорема об из-
менении кинетического момента часто применяется при вращательном 
движении, хотя может использоваться не только в этом случае. 

4. Теорема об изменении кинетической энергии. Кинетическая 

энергия материальной точки 2 2T mv . Для твердого тела 
2

( )
.

2M

vT dm   

С движением центра масс кинетическая энергия системы точек 
или твердого тела связана соотношением 

22 2 2

( )
, ,

2 2 2 2
j jrC C r

j M

m vMv Mv v
T T dm      

где rv  – скорость точек относительно системы координат, поступа-
тельно движущейся вместе с центром масс. 

При поступательном движении тела  2( 2)T M v , при враще-

нии тела около неподвижной оси (l) 2
( )( ) 2lT J  , где v  – скорость 

любой точки тела, ( )lJ  – момент инерции тела относительно оси 

вращения. При плоскопараллельном движении  
2

21
2 2

C
C

Mv
T J    , 

где CJ   – момент инерции тела относительно оси, проходящей через 
центр масс тела перпендикулярно плоскости движения его точек; или 

2( ) 2C zT J    , где zCJ   – момент инерции тела относительно оси, 
проходящей через мгновенный центр скоростей перпендикулярно 
плоскости движения точек тела. 

При вращении тела около неподвижной точки О 2
( )

1 ,
2

T J    

где ( )J   – момент инерции тела относительно оси, проходящей через 
точку О вдоль вектора угловой скорости; или 

 

2 2 21 2 2 2 .
2 x x y y z z xy x y xz x z yz y zT J J J J J J                

 
(2.4) 



21 
 

 

При использовании связанной системы координат O  фор-
мула идентична. Для главных осей инерции тела  

2 2 21 .
2

T J J J              (2.5) 

В общем случае движения твердого тела 
2

2
( )

1 ,
2 2

C
C

Mv
T J     

где ( )CJ   – момент инерции тела относительно оси, проходящей че-
рез его центр масс вдоль вектора угловой скорости; или 

2
,

2
C

r
Mv

T T   где rT  вычисляется по формулам, аналогичным (2.4) 

и (2.5), в системе координат с началом в центре масс тела. 
По теореме об изменении кинетической энергии системы в диф-

ференциальной форме  .dT A   
В правой части теоремы присутствует элементарная работа при-

ложенных к системе сил 

,j j j
j j

A A F dr      

где jr – радиус-вектор точки приложения силы jF . Элементарная 
работа каждой силы может быть выражена через декартовы и тра-
екторные координаты точки приложения силы: 

,

.
j jx j jy j jz j

j j j

A F dx F dy F dz

A F dS

   

 
 

Элементарная работа момента силы, действующей на твердое те-
ло, вращающееся вокруг оси l, определяется по формуле 

( ) ( ) ,lA M F d    

где  – угол поворота тела. 
Теорема об изменении кинетической энергии системы в конечной 

форме имеет вид 

0

0 .
j

j

P

j j
j P

T T A F dr      (2.6) 
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В правой части работа силы представлена в виде криволинейного 
интеграла второго рода, взятого по пути, проходимому точкой при-
ложения силы из начального положения Pj0  в конечное положение Pj. 

Если сила консервативна и стационарна, то ее вектор 

 , , .j j j j j jF U x y z   Функция jU  называется силовой функцией, 

соответствующей силе ,jF  а j jU    – потенциальная энергия, 

соответствующая силе .jF  Тогда элементарная работа действующих 
консервативных сил 

,A dU d      

где .j j
j j

U U        

Если работу совершают только консервативные стационарные 
силы, то (2.6) переходит в  0 0constT T       – закон сохране-
ния полной механической энергии системы. 

При поступательном движении твердого тела теорема о движе-
нии центра масс дает дифференциальное уравнение ( ) ,e

CMr F  ре-
шение которого ( )C Cr r t  полностью описывает движение твердого 
тела (так как здесь достаточно найти движение одной из точек тела и 
далее можно вычислить остальные характеристики движения тела). 

При вращении тела около неподвижной оси теорема об измене-
нии кинетического момента тела относительно неподвижной оси Oz  

приводит к уравнению ( )
0 .e

z zJ L   Решив данное уравнение, получим 
зависимость угла поворота ( )t    и тем самым полностью опреде-
лим вращательное движение тела. 

При плоскопараллельном движении (рис. 2.2) теорема о движении 
центра масс в проекциях на оси Ox, Oy  и теорема об изменении кине-
тического момента относительно центра масс в проекции на ось Cζ  
дают систему уравнений 

 
( )( ) ( ), , ,ee e

C x C y C CMx F My F J L       

решение которой ( ), ( ), ( )C C C Cx x t y y t t      полностью описы-
вает плоскопараллельное движение. 
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Пример. Рассмотрим вариант 28 (рис. 2.3). Возьмем ܯ଴ ൌ 30	Нм, 

ଵܯ ൌ 3	Нмсିଶ, α ൌ 30଴, ݇ ൌ 0,005	м, ଵܲ ൌ 30	Н,	 ଶܲ ൌ 250	Н, 
ଵݎ  ൌ 0,2	м, ݎଶ ൌ 0,4	м, ݎଷ ൌ 0,1	м, ρ ൌ 0,2	м.  

 
 

Для составления дифференциального уравнения, описывающего 
движение системы при качении без проскальзывания, используем 
теорему об изменении кинетической энергии системы  ݀ܶ ൌ  .	ܣ∆

       y  
             
                                                                            
 
                                  
      y                       
                                C                                         x  
 
 
 
                    z,  
     O                     x 
  
   z 

Рис. 2.2 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.3. 
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1. Кинетическая энергия системы ܶ ൌ ଵܶ ൅ ଶܶ. При вращательном 
движении вала его кинетическая энергия ଵܶ ൌ -ଵ߱ଵଶ/2. Момент инерܬ
ции обода  ܬଵ ൌ ଵܲݎଵଶ/݃,  поэтому ଵܶ ൌ ଵܲݎଵଶ߱ଵଶ/2݃. 

Для барабана 2 при плоскопараллельном движении его кинетиче-
ская энергия 

ଶܶ ൌ ଶܲݒ஼మ
ଶ /2݃ ൅ ஼మ௭ᇲ߱ଶܬ

ଶ/2 . 

Момент инерции  ܬ஼మ௭ᇲ ൌ ଶܲߩଶ/݃. Из условия нерастяжимости 
троса следует, что скорости точек A и B одинаковы по модулю, т.е. 
஺ݒ ൌ -஻. Выражая их через угловые скорости тел, входящих в систеݒ
му, и учитывая, что точка касания барабана и наклонной плоскости 
является его мгновенным центром скоростей, имеем  

߱ଵݎଵ ൌ ߱ଶሺݎଶ ൅ ଷሻ или ߱ଶݎ ൌ ߱ଵݎଵ/ሺݎଶ ൅  . ଷሻݎ
Скорость центра масс барабана ݒ஼మ ൌ ߱ଶݎଶ ൌ ߱ଵݎଵݎଶ/ሺݎଶ ൅  .ଷሻݎ

Подстановкой последних формул в выражение для кинетической 
энергии  ଶܶ представляем ее в виде 

ଶܶ ൌ
ଶܲ

2݃ ∙
ଶଶݎଵଶሺݎ ൅ ଶሻߩ
ሺݎଶ ൅ ଷሻଶݎ

߱ଵଶ. 

Кинетическая энергия всей системы 
ܶ ൌ ሾ ଵܲ ൅ ଶܲሺݎଶଶ ൅ ଶݎଶሻ/ሺߩ ൅  ,ଵଶ߱ଵଶ/2݃ݎଷሻଶሿݎ

или ܶ ൌ ,ଵଶ/2݃߱ܤ ܤ ൌ 9,2	Нмଶ. 
2. Элементарная работа сил, приложенных к системе, 

ܣ∆ ൌ вр݀߮ଵܯ െ ଶܲ sin ߙ ∙ ஼మݏ݀ െ  .тк݀߮ଶܯ
Элементарные смещение центра масс барабана, угол поворота 

вала и барабана соотносятся друг с другом так же, как скорость цен-
тра масс барабана и угловые скорости барабана и вала: 

஼మݏ݀ ൌ ݀߮ଵݎଵݎଶ/ሺݎଶ ൅ ,ଷሻݎ ݀߮ଶ ൌ ݀߮ଵݎଵ/ሺݎଶ ൅  .ଷሻݎ
Момент трения качения пропорционален нормальной реакции 

опоры 

ткܯ ൌ ݇ห ሬܰሬԦଶห ൌ ݇ ଶܲ cos  .ߙ
 

Тогда элементарная работа сил, приложенных к системе, равна: 
 

ܣ∆ ൌ ሾܯ଴ ൅ܯଵݐଶ െ ଶܲ sin ߙ ∙ ଶݎଶ/ሺݎଵݎ ൅ ଷሻݎ െ	
െ݇ ଶܲ cos ଶݎଵ/ሺݎߙ ൅ ଷሻሿ݀߮ଵݎ ൌ	 ሺܦ ൅ܯଵݐଶሻ݀߮ଵ,									
ܦ ൌ 10 െ √3/4		Нм	.					 

3. Из теоремы об изменении кинетической энергии следует  
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ଵ߱ܤ ∙ ݀߱ଵ/݃ ൌ ሺܦ ൅ܯଵݐଶሻ݀߮ଵ, 
или после преобразований, так как ݀߮ଵ ൌ ߱ଵ݀ݐ, 

݀߱ଵ/݀ݐ ൌ ሺܦ ൅ܯଵݐଶሻ݃/ܤ. 
В начальный момент времени система покоилась, поэтому 

начальное условие при ݐ ൌ 0:				߱ଵ ൌ 0. Интегрированием получим 
зависимость угловой скорости вала от времени  

߱ଵ ൌ ሺݐܦ ൅ܯଵݐଷ/3ሻ݃/ܤ, 
или  ߱ଵ ൌ ݐ	10,1909 ൅ ݐ ሺܿିଵሻ при	ଷݐ	1,0652 ൑ ߬. 

С помощью кинематического соотношения между угловой ско-
ростью вала и скоростью центра масс барабана находим 

஼మݒ ൌ ߱ଵ
ଶݎଵݎ

ሺݎଶ ൅ ଷሻݎ
ൌ

ଶݎଵݎ
ሺݎଶ ൅ ଷሻݎ

݃
ܤ
ሺݐܦ ൅ ଷ/3ሻݐଵܯ ൌ

ଶݏ݀
ݐ݀ , 

или  ݒ஼మ ൌ ݐ	16,305 ൅ ݐ м/c при	ଷݐ	1,704 ൑ ߬. 
Интегрированием последнего соотношения получаем зависи-

мость перемещения центра масс барабана от времени при подъеме: 

஼మݏ ൌ
ଶݎଵݎ

ሺݎଶ ൅ ଷሻݎ
݃
ܤ
ሺݐܦଶ/2 ൅ܯଵݐସ/12ሻ, 

или   ݏ஼మ ൌ ଶݐ	8,1527 ൅ ݐ  ସ м  приݐ	0,426 ൑ ߬. 
Угловое ускорение вала 

Ԧଵߝ ൌ ଵ௭ߝ ሬ݇Ԧଷ,			ߝଵ௭ ൌ ݀߱ଵ/݀ݐ ൌ ሺܦ ൅ܯଵݐଶሻ݃/ܤ, 
или  ߝଵ௭ ൌ 10,1909 ൅ ݐ сିଶ при	ଶݐ	3,19565 ൑ ߬. 

4. Из теоремы об изменении кинетического момента для вала 1 
относительно оси вращения ݖ следует уравнение 

ݐ݀/݀߱ଵ	ଵܬ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵݐଶ െ ௔ܶݎଵ, 
где ௔ܶ െ	натяжение троса. Отсюда, используя выражения для  ܬଵ, ߱ଵ, 
находим зависимость натяжения от времени: 

௔ܶ ൌ ሺܯ଴ ൅ ଵݎ/ଶሻݐଵܯ െ ሺܦ ൅ܯଵݐଶሻ ଵܲݎଵ/ܤ, 
или  ௔ܶ ൌ 143,76 ൅ ݐ ଶ Н приݐ	13,043 ൑ ߬. Из теоремы об изменении 
кинетического момента для блока из-за невесомости троса и блока и 
пренебрежения трением в оси блока ясно, что натяжение одинаково 
во всех сечениях свободного участка троса. 

5. Из теоремы о движении центра масс барабана 2 следует урав-
нение 

ଶܲ

݃
஼మݒ݀
ݐ݀ ൌ ௔ܶ ൅ тܨ െ ଶܲ sin  ,ߙ
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где ܨт െ сила трения скольжения в точке K. Отсюда, используя выра-
жения для  ݒ஼మ, ௔ܶ, получаем, что сила трения при качении без про-
скальзывания 

тܨ ൌ 25 െ
5√3
4 ൎ 22,8349	Н ൌ const ൐ 0 

(направлена вверх вдоль наклонной плоскости). 
Условие качения без проскальзывания  

หܨԦтห ൑ ଴݂ห ሬܰሬԦଶห, 

где ଴݂ െ максимальное значение коэффициента трения покоя при ско-
рости точки касания барабана и наклонной плоскости ݒԦ௄ ൌ 0. Так как  

ଶܰ ൌ ଶܲ cos ߙ ൌ 125√3 Н, 

то при качении без проскальзывания должно выполняться условие 
଴݂ ൒ หܨԦтห/ห ሬܰሬԦଶห ൎ 0,1055. 

 
Условия задач 

 
Условия задач сформулированы в соответствии с номером вари-

анта. Схемы механических систем приведены на рис. 2.4, а необходи-
мые числовые данные – в таблице к каждому варианту. 

1. К валу 1 приложен постоянный вращающий момент ܯвр ൌ
 ଴. При помощи невесомого нерастяжимого троса, закрепленного наܯ
валу 1 и охватывающего каток 2, последний поднимается по наклон-
ной плоскости, образующей угол α с горизонтом. К центру масс кат-
ка, расположенному на его оси симметрии, приложена сила сопротив-
ления, пропорциональная квадрату скорости этой точки ݒ௖:		ܨ௖ ൌ  ,௖ଶݒ଴ܨ
где ܨ଴ – постоянная. Вал – однородный цилиндр веса ଵܲ и радиуса ݎଵ. 
Каток имеет вес ଶܲ, радиус ݎଶ и радиус инерции относительно оси 
симметрии  ρ.  Коэффициент трения качения катка о плоскость ݇. 
Трением в оси вала пренебречь. В начальный момент времени систе-
ма находилась в покое. 

 

,	ଶݎ м			ଵݎ  м ρ,  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н ܯ଴,  Нм ݇,  мм α, º ܨ଴,  сଶмିଶ 
0,10 
0,12 
0,15 

0,20 
0,25 
0,30 

0,15 
0,20 
0,25 

20 
25 
30 

400 
500 
600 

200 
220 
250 

4 
5 
6 

30 
25 
20 

10 
20 
30 

Определить в отсутствие проскальзывания катка по наклонной 
плоскости: 
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а) зависимость скорости центра масс катка от его перемещения 
вдоль наклонной плоскости; 

б) зависимость угловой скорости вала от времени; 
в) зависимость ускорения центра масс катка от времени; 
г) натяжение свободного участка троса в зависимости от времени; 
д) найти условие качения катка по наклонной плоскости без про-

скальзывания. 
2. Подвижный 1 и неподвижный 2 блоки соединены невесомым 

нерастяжимым тросом, на конце которого находится груз 3 весом ଷܲ. 
Опускаясь, груз 3 поднимает груз 4 весом ସܲ. Блоки представляют 
собой однородные диски веса ଵܲ и радиуса ݎଵ. К грузу 3 приложена 
сила сопротивления, зависящая от времени  ܨୡ ൌ ଴ܨ െ -ଶ  на интерݐଵܨ
вале времени 0 ൑ ݐ ൑ ඥܨ଴ ⁄ଵܨ , где ܨ଴, -ଵ– постоянные величины. Проܨ
скальзывание между тросом и блоками отсутствует. В начальный мо-
мент времени система находилась в покое. 

 

ଵݎ ,  м ଵܲ,  Н ଷܲ,  Н ସܲ,  Н ܨ଴,  Н ܨଵ,  Нсିଶ 
0,10 
0,12 
0,15 

20 
25 
30 

200 
230 
250 

120 
150 
180 

35 
30 
25 

0,08 
0,06 
0,04 

 
Определить при отсутствии трения в оси блока 2: 
а) зависимость скорости подъема груза 4 от времени; 
б) зависимость перемещения груза 3 от времени; 
в) угловое ускорение блока 1 в зависимости от времени; 
г) натяжение троса в сечениях свободных участков в зависимости 

от времени; 
д) силу реакции в оси блока 2. 
3. К барабану 1 приложен постоянный вращающий момент  

врܯ ൌ -଴. При помощи невесомого нерастяжимого троса, прикрепܯ
ленного к барабану 1 и охватывающего подвижный блок 2, поднима-
ется груз 3 веса ଷܲ. Вращению барабана препятствует момент сопро-
тивления  ܯୡ	, пропорциональный углу поворота барабана φଵ и рав-
ный ܯୡ ൌ ଵܯ ଵφଵ, гдеܯ െ постоянная. Барабан 1 – цилиндр веса ଵܲ и 
радиуса ݎଵ, его масса равномерно распределена по ободу. Блок 2 – 
однородный диск веса ଶܲ и радиуса ݎଵ 2.⁄  Проскальзывание между 
блоком 2 и тросом отсутствует. В начальный момент времени система 
находилась в покое. 

 

ଵݎ ,  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н ଷܲ,  Н ܯ଴,  Нм ܯଵ,  Нм 
0,40 
0,36 

50 
40 

30 
25 

500 
400 

300 
250 

1,6 
1,2 
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0,32 30 20 300 200 1,0 
 
Определить при отсутствии трения в оси барабана 1: 
а) зависимость между скоростью груза 3 и высотой его подъема; 
б) кинематическое уравнение движения груза 3; 
в) угловое ускорение барабана 1 в зависимости от времени; 
г) натяжение троса в сечениях свободных участков в зависимости 

от времени. 
д) силу реакции в оси барабана 1. 
4. К барабану 2 приложен постоянный вращающий момент 

врܯ ൌ -଴. При помощи невесомого нерастяжимого троса, перекинуܯ
того через блоки, прикрепленного к барабану 2 и наматываемого на 
него, каток 1 поднимается по неподвижной наклонной плоскости, об-
разующей угол ߙ с горизонтом. К центру масс катка приложена сила 
сопротивления, пропорциональная первой степени скорости этой точ-
ки ݒ௖ ∶ 	 ௖ܨ ൌ ଴ܤ ௖,  гдеݒ଴ܤ െ постоянная. Каток и барабан – однород-
ные цилиндры веса ଵܲ и ଶܲ соответственно и одинакового радиуса ݎଵ. 
Трением качения катка о плоскость, барабана и блоков в их оси вра-
щения и весом блоков пренебречь. В начальный момент времени си-
стема находилась в покое. 

 
,	ଵݎ  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н ܯ଴,  Нм α, º ܤ଴,  Нмсିଵ 
0,20 
0,25 
0,30 

1200 
1500 
2000 

60 
70 
80 

200 
250 
300 

25 
20 
15 

20 
30 
40 

 
Определить при отсутствии проскальзывания катка по наклонной 

плоскости: 
а) зависимость между перемещением центра масс катка и его 

скоростью; 
б) кинематическое уравнение вращения барабана; 
в) зависимость углового ускорения катка от времени; 
г) натяжение свободной части троса в зависимости от времени; 
д) условие качения катка по наклонной плоскости без проскаль-

зывания. 
5. Опускание трубы 1 происходит с использованием невесомого 

нерастяжимого троса, охватывающего трубу и неподвижный блок и 
закрепленного на ступенчатом барабане 2, который перекатывается 
по неподвижной плоскости, образующей угол α с горизонтом, без 
проскальзывания. Момент сопротивления вращению барабана про-
порционален квадрату его угла поворота и равен  ܯୡ ൌ ܿφଶ, где ܿ െ	 
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постоянная. Вес трубы ଵܲ, масса ее равномерно распределена по обо-
ду. Барабан 2 веса  ଶܲ имеет радиусы ступеней ݎଶ и ݎଷ и радиус инер-
ции относительно оси симметрии ρ. Трением качения, массой блока и 
трением в его оси пренебречь. Проскальзывание между трубой и тро-
сом отсутствует. В начальный момент времени система находилась  
в покое. 

 
ଶݎ ,  м ݎଷ , м ρ,  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н α, º с,  Нм 
0,40 
0,50 
0,60 

0,10 
0,15 
0,20 

0,20 
0,25 
0,30 

600 
700 
800 

250 
300 
350 

25 
30 
35 

30 
35 
40 

 
Определить: 
а) связь между угловой скоростью барабана и углом его поворо-

та; 
б) ускорение центра масс трубы в зависимости от высоты ее 

опускания; 
в) натяжение свободных участков нити в зависимости от этой вы-

соты 
г) условие качения барабана по наклонной плоскости без про-

скальзывания. 
6. К валу 1 приложен вращающий момент ܯвр ൌ ଴ܯ ൅ܯଵ߱ଵଶ, где 

ଵܯ,଴ܯ െ постоянные величины, ߱ଵ െ угловая скорость вала. На валу 
закреплен невесомый нерастяжимый трос, который перекинут через 
неподвижный блок и охватывает ступенчатый барабан 2, перекаты-
вающийся по неподвижной наклонной плоскости, образующей угол α 
с горизонтом. Вал 1 – однородный цилиндр веса  ଵܲ и радиуса ݎଵ. Ба-
рабан 2 имеет вес ଶܲ, радиусы ступеней ݎଶ и ݎଷ и радиус инерции от-
носительно оси симметрии ρ. Трением качения, трением в оси вала и 
блока, массой блока пренебречь. В начальный момент времени систе-
ма находилась в покое. 

 

ଵݎ ,  м ݎଶ ,  м ݎଷ ,  м ρ,  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н ܯ଴,  Нм α, º ܯଵ,  Нмсଶ 
0,20 
0,22 
0,24 

0,30 
0,35 
0,40 

0,10 
0,12 
0,14 

0,20 
0,23 
0,27 

50 
60 
70 

400 
450 
500 

15 
20 
25 

30 
35 
40 

1,0 
1,5 
2,0 

 
Определить в отсутствие проскальзывания барабана по наклон-

ной плоскости: 
а) зависимость угловой скорости вращения вала от его угла пово-

рота; 
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б) зависимость угловой скорости вала от времени; 
в) зависимость перемещения центра масс барабана от времени; 
г) натяжение троса в зависимости от времени; 
д) условие качения барабана по наклонной плоскости без про-

скальзывания. 
7. Цилиндрический барабан 1 веса ଵܲ и радиуса ݎଵ перекатывается 

по неподвижной наклонной плоскости, образующей угол α с горизон-
том. С помощью невесомого нерастяжимого троса, перекинутого че-
рез подвижный и неподвижный блоки и прикрепленного к барабану, 
он связан с грузом 2 весом ଶܲ. Момент сопротивления вращению ба-
рабана пропорционален его угловой скорости ܯୡ ൌ ଵܯ ଵ߱ଵ, гдеܯ െ	 
постоянная. Масса барабана равномерно распределена по его ободу. 
Трением качения, трением в оси блока, массой блоков пренебречь. 
Проскальзывание между тросом и блоками отсутствует. В начальный 
момент времени система находилась в покое. 

 
,	ଵݎ  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н α, º ܯଵ,  Нмс 
0,20 
0,21 
0,22 

160 
180 
200 

220 
250 
280 

60 
55 
50 

0,4 
0,5 
0,6 

 
Определить в отсутствие проскальзывания барабана по наклон-

ной плоскости: 
а) зависимость между скоростью центра масс барабана и его пе-

ремещением вдоль наклонной плоскости; 
б) кинематическое уравнение движения груза; 
в) зависимость углового ускорения барабана от времени; 
г) натяжение свободных участков троса в зависимости от време-

ни; 
д) условие качения барабана по наклонной плоскости без про-

скальзывания. 
8. К барабану 2 приложен постоянный вращающий момент 

врܯ ൌ  ,଴. На барабане закреплен невесомый нерастяжимый тросܯ
который перекинут через неподвижный блок и охватывает каток 1, 
перекатывающийся по неподвижной наклонной плоскости, образую-
щей угол α с горизонталью. Каток 1 – однородный цилиндр веса  ଵܲ и 
радиуса ݎଵ . Барабан 2 имеет вес ଶܲ и радиус ݎଶ, масса его равномерно 
распределена по ободу. К центру масс катка приложена сила сопро-
тивления, выражающаяся зависимостью ܨ ൌ ଵ݂ܲ cos ߙ ݂ ௖ଶ, гдеݒ െ по-
стоянный коэффициент, ݒ௖ െ скорость центра масс катка. Трением 
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качения, трением в оси барабана и блока, массой блока пренебречь.  
В начальный момент времени система находилась в покое. 

 
ଵݎ ,  м ݎଶ ,  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н ܯ଴,  Нм α, º ݂,  мିଶсଶ 
0,30 
0,25 
0,20 

0,15 
0,18 
0,20 

350 
300 
250 

20 
30 
40 

70 
60 
50 

15 
20 
25 

0,05 
0,04 
0,03 

 
Определить в отсутствие проскальзывания катка по наклонной 

плоскости: 
а) зависимость угловой скорости катка от его угла поворота; 
б) скорость центра масс катка в зависимости от времени; 
в) зависимость углового ускорения барабана от времени; 
г) натяжение свободных участков троса в зависимости от време-

ни; 
д) условие качения катка по наклонной плоскости без проскаль-

зывания. 
9. К ведущему валу 1 радиуса ݎଵ приложен постоянный вращаю-

щий момент ܯвр ൌ  ଴. На валу закреплен невесомый нерастяжимыйܯ
трос, который охватывает ступенчатый барабан 2, а другой своей ча-
стью намотан на внешнюю ступень барабана и каток 3, перекатыва-
ющийся по неподвижной наклонной плоскости, образующей угол α с 
горизонтом. Барабан имеет момент инерции относительно его оси 
вращения J, радиусы ступеней ݎଶ и ݎସ. Каток 3 – однородный цилиндр 
весом ଷܲ и с радиусом ݎଷ.	Момент сопротивления вращению барабана 
пропорционален его угловой скорости  ωଶ и равен ܯୡ ൌ  ଵωଶ, гдеܯ
ଵܯ ൌ const. Трением качения, трением в оси вала и барабана и массой 
вала пренебречь. В начальный момент времени система находилась в 
покое. 

 

ଵݎ ,  м ݎଶ ,  м ݎଷ ,  м ݎସ,  м ଷܲ,  Н ܯ଴,  Нм α, º J, кг·м2 ܯଵ,  Нмс 
0,10 
0,09 
0,08 

0,20 
0,21 
0,22 

0,10 
0,12 
0,15 

0,11 
0,12 
0,15 

300 
350 
400 

800 
750 
700 

25 
20 
15 

2,5 
3,0 
3,5 

0,30 
0,25 
0,40 

 
Определить в отсутствие проскальзывания катка по наклонной 

плоскости: 
а) зависимость скорости центра масс катка от времени; 
б) кинематическое уравнение вращения вала; 
в) угловое ускорение барабана в зависимости от времени; 
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г) натяжение свободных участков троса в зависимости от времени; 
д) условие качения катка по наклонной плоскости без проскаль-

зывания. 
10. Каток 1 веса ଵܲ и радиуса ݎଵ опускается по неподвижной 

наклонной плоскости, образующей угол α с горизонтом. С помощью 
нерастяжимого троса, перекинутого через неподвижный блок, враща-
ется вал, на котором жестко укреплены барабан 2 и стержень 3. Бара-
бан – однородный цилиндр весом ଶܲ и с радиусом ݎଶ, стержень имеет 
длину 2ݎଷ и несет на концах два тяжелых шара, каждый из которых 
весит  ସܲ и имеет момент инерции относительно своей оси симметрии 
J. Вес троса  ଷܲ, его длина  ܮ, в начальный момент времени трос опу-
щен вдоль наклонной плоскости на длину ݈଴. Каток 1 – сплошной од-
нородный цилиндр. Трением качения, трением в оси блока и вала, 
массой и размером блока, массой стержня и провисанием троса пре-
небречь. В начальный момент времени система находилась в покое. 

 
,	ଵݎ  м ݎଶ	,  м ݎଷ	,  м ܮ,  м ݈଴,  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н ଷܲ,  Н ସܲ,  Н α, º J, кг·м2 
0,20 
0,25 
0,30 

0,15 
0,20 
0,25 

0,20 
0,24 
0,28 

30 
40 
50 

2,0 
3,0 
4,0 

200 
250 
300 

20 
25 
30 

40 
50 
60 

8 
10 
12 

15 
20 
25 

0,10 
0,12 
0,14 

 
Определить в отсутствие проскальзывания катка по наклонной 

плоскости: 
а) зависимость между скоростью центра масс катка и его пере-

мещением вдоль наклонной плоскости; 
б) зависимость перемещения центра масс катка от времени; 
в) зависимость углового ускорения барабана от времени; 
г) условие качения катка по наклонной плоскости без проскаль-

зывания. 
11. Труба 1 весом ଵܲ и радиусом ݎଵ поднимается с помощью неве-

сомого нерастяжимого троса, охватывающего неподвижный блок и 
соединенного с грузом 2 веса  ଶܲ, который опускается без трения по 
неподвижной наклонной плоскости, образующей угол α с горизонтом. 
Масса трубы равномерно распределена по ободу. К грузу приложена 
сила сопротивления, зависящая от времени,  ܨୡ ൌ ݐଵܤ ൅  ଶ, гдеݐଶܤ
,ଵܤ ଶܤ െ постоянные величины. Проскальзывание между тросом и 
трубой отсутствует. Массой блока пренебречь. В начальный момент 
времени система находилась в покое. 

 
,	ଵݎ  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н α, º ܤଵ,  Нсିଵ ܤଶ,  Нсିଶ 
0,20 
0,25 

80 
100 

120 
150 

30 
35 

15 
20 

1,0 
1,3 
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0,30 120 180 40 30 1,8 
 
Определить при отсутствии трения в оси блока: 
а) зависимость скорости центра масс трубы от времени; 
б) зависимость перемещения груза от времени; 
в) угловое ускорение трубы в зависимости от времени; 
г) натяжение троса в сечениях свободных участков в зависимости 

от времени; 
д) силу реакции в оси блока. 
12. К ступенчатому барабану 2 приложен вращающий момент 

врܯ ൌ ଴ܯ െܯଵωଶ, где ܯ଴,ܯଵ െ постоянные, ωଶ െ угловая скорость 
барабана. При помощи невесомого нерастяжимого троса, прикреплен-
ного к барабану и охватывающего трубу 1, она поднимается. Вес трубы 
	 ଵܲ, радиус 	ݎଵ, масса ее равномерно распределена по ободу. Барабан 2 
имеет вес ଶܲ, радиусы ступеней ݎଶ и ݎଷ, радиус инерции относительно 
оси симметрии ρ . Проскальзывание между трубой и тросом отсутству-
ет. В начальный момент времени система находилась в покое. 

 
ଵݎ ,  м ݎଶ ,  м ݎଷ ,  м ρ,  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н ܯ଴,  Нм ܯଵ,  Нмс 
0,20 
0,25 
0,30 

0,30 
0,40 
0,50 

0,10 
0,15 
0,20 

0,20 
0,25 
0,30 

200 
220 
250 

50 
60 
70 

300 
350 
400 

0,10 
0,08 
0,06 

 
Определить при отсутствии трения в оси барабана 2: 
а) зависимость между скоростью центра масс трубы и высотой 

его подъема; 
б) кинематическое уравнение вращения барабана; 
в) ускорение центра масс трубы в зависимости от времени; 
г) натяжение троса в сечениях свободных участков и реакцию в 

оси барабана в зависимости от времени. 
13. К валу 1 радиуса ݎଵ приложен вращающий момент 
 

врܯ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵφଵ	,			φଵ ൑ Φଵ, 
врܯ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵΦଵ,				߮ଵ ൐ Φଵ, 

где ܯ଴,ܯଵ െ постоянные, φଵ െ угол поворота вала. При помощи не-
весомого нерастяжимого троса, прикрепленного к валу и охватываю-
щего однородный цилиндр, осуществляется подъем цилиндра. Вес 
цилиндра ଶܲ, радиус ݎଶ. Массой вала пренебречь. Проскальзывание 
между цилиндром и тросом отсутствует. В начальный момент време-
ни система находилась в покое. 
 

ଵݎ ,  м ଶܲ,  Н ܯ଴,  Нм ܯଵ,  Нм 
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0,10 
0,15 
0,20 

400 
500 
600 

25 
50 
75 

5 
8 
10 

 
Определить при отсутствии трения в оси вала 1: 
а) зависимость угловой скорости цилиндра от его угла поворота; 
б) кинематическое уравнение вращения вала; 
в) ускорение центра масс цилиндра в зависимости от времени; 
г) натяжение троса в сечениях свободных участков в зависимости 

от времени; 
д) силу реакции в оси вала в зависимости от времени. 
14. Груз 1 веса ଵܲ опускается без трения по неподвижной наклон-

ной плоскости, образующей угол α с горизонтом. С помощью нерас-
тяжимого троса, перекинутого через неподвижный блок, приводится в 
движение цилиндрический каток 3, на который намотан трос 2. Каток 
имеет вес ଷܲ и радиус ݎଷ, масса его равномерно распределена по обо-
ду, коэффициент трения качения катка о горизонтальную плоскость 
равен ݇. Вес троса 	 ଶܲ, его длина 	ܮ, в начальный момент времени трос 
опущен вдоль наклонной плоскости на длину ݈଴ и длина его горизон-
тального участка также ݈଴. Трением в оси блока, массой и размером 
блока, провисанием троса пренебречь. В начальный момент времени 
система находилась в покое. 

 
,	ଷݎ 	м ܮ, 	м ݈଴, м ଵܲ, Н ଶܲ, 	Н ଷܲ, 	Н ସܲ, Н ݇, м α, º 
0,30 
0,25 
0,20 

20 
25 
30 

2,0 
3,0 
4,0 

100 
130 
150 

60 
75 
90 

300 
350 
400 

8 
10 
12 

0,05 
0,04 
0,03 

30 
25 
20 

 
Определить в отсутствие проскальзывания катка по горизонталь-

ной плоскости: 
а) зависимость между скоростью груза и его перемещением; 
б) условие качения катка по плоскости без проскальзывания в за-

висимости от перемещения груза. 
15. Груз 1 веса ଵܲ, находящийся на наклонной плоскости с углом 

наклона α к горизонту, соединен невесомым нерастяжимым тросом, 
перекинутым через ступенчатый неподвижный блок 2, с подвижным 
блоком 3, который охватывается тросом. К центру масс подвижного 
блока подвешен груз 4 веса ସܲ. Подвижный блок – однородный диск 
веса  ଷܲ и радиуса ݎଷ,	радиусы ступеней неподвижного блока ݎଶ и ݎସ. 
Сила сопротивления движению груза 1 изменяется по закону 
ୡܨ ൌ ଴ܨ ൅ ,଴ܨ ଵଶ, гдеݒଵܤ ଵܤ െ постоянные величины, ݒଵ െ скорость гру-
за 1. Проскальзывание между блоками и тросом отсутствует. Массой 
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блока 2 пренебречь. В начальный момент времени система находи-
лась в покое. 

 
,	ଶݎ  м ݎଷ ,  м ݎସ ,  м ଵܲ,  Н ଷܲ,  Н ସܲ,  Н ܨ଴,  Н α, º ܤଵ,  Нмିଵсଶ 
0,30 
0,40 
0,45 

0,20 
0,25 
0,30 

0,10 
0,12 
0,15 

1000 
1500 
2000 

25 
40 
60 

1600 
1800 
2200 

20 
25 
30 

25 
20 
15 

1,0 
1,2 
1,5 

 
Определить при отсутствии трения в оси блока 2: 
а) зависимость скорости движения груза 1 от его перемещения; 
б) зависимость угловой скорости подвижного блока от времени; 
в) угловое ускорение неподвижного блока в зависимости от вре-

мени; 
г) натяжение троса в сечениях свободных участков в зависимости 

от времени; 
д) силу реакции в оси блока 2 в зависимости от времени. 
16. К валу 1 радиуса ݎଵ приложен вращающий момент, зависящий 

от времени, 
врܯ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵݐ	,			ݐ ൑ ߬, 
врܯ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵ߬	,			ݐ ൐ ߬, 

где ܯ଴,ܯଵ െ постоянные. С помощью невесомого нерастяжимого 
ремня вращение передается ступенчатому барабану 2, на внешнюю 
ступень барабана намотан невесомый нерастяжимый трос, поднима-
ющий  каток 3 по неподвижной наклонной плоскости, образующей 
угол α с горизонтом. Барабан имеет вес ଶܲ, радиус инерции относи-
тельно его оси вращения ρ, радиусы ступеней ݎଶ и ݎସ. Каток – одно-
родный цилиндр веса ଷܲ и радиуса ݎଷ. Трением качения, трением в оси 
вала и барабана и массой вала пренебречь. Проскальзывание ремня 
отсутствует. В начальный момент времени система находилась в по-
кое. 
,	ଵݎ  м ݎଶ ,  м ݎଷ ,  м ݎସ,  м ρ,  м ଶܲ,  Н ଷܲ,  Н ܯ଴,  Нм α, º ܯଵ,  Нмсିଵ 
0,05 
0,06 
0,07 

0,25 
0,30 
0,35 

0,10 
0,20 
0,30 

0,08 
0,09 
0,10 

0,15 
0,20 
0,25 

50 
60 
70 

200 
300 
400 

50 
60 
70 

30 
25 
20 

1,0 
1,5 
2,0 

 
Определить в отсутствие проскальзывания катка по наклонной 

плоскости: 
а) зависимость скорости центра масс катка от времени; 
б) кинематическое уравнение движения центра масс катка; 
в) угловое ускорение вала в зависимости от времени; 
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г) натяжение свободного участка троса в зависимости от време-
ни; 

д) условие качения катка по наклонной плоскости без проскаль-
зывания. 

17. К барабану 2 приложен вращающий момент 
врܯ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵωଶ	,			ωଶ ൑ Ω, 
врܯ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵΩ		, 			ωଶ ൐ Ω, 

где  ܯ଴,ܯଵ െ постоянные, ωଶ െ угловая скорость барабана. При по-
мощи невесомого нерастяжимого троса, закрепленного на барабане 2, 
вагонетка 1 поднимается по наклонной плоскости, образующей угол α 
с горизонтом. Барабан – однородный цилиндр веса ଶܲ и радиуса ݎଶ, 
вес кузова вагонетки ଵܲ, вес каждого из четырех колес ସܲ, их радиус  
-ସ, колеса считать однородными дисками. Коэффициент трения качеݎ
ния колеса о плоскость ݇. Трением в оси вала пренебречь. В началь-
ный момент времени система находилась в покое. 
 
,	ଶݎ  м ݎସ	,м ଵܲ,Н ଶܲ,  Н ସܲ,  Н ܯ଴,  Нм ݇,  м α, º ܯଵ,  Нмс 
0,30 
0,40 
0,45 

0,15 
0,18 
0,20 

1000 
1500 
2000 

50 
70 
85 

40 
48 
52 

300 
450 
600 

0,020 
0,024 
0,028 

30 
35 
40 

10 
20 
30 

 
Определить в отсутствие проскальзывания колес по наклонной 

плоскости: 
а) зависимость перемещения вагонетки вдоль наклонной плоско-

сти от ее скорости; 
б) зависимость скорости вагонетки от времени; 
в) кинематическое уравнение вращения барабана; 
г) натяжение троса в зависимости от времени; 
д) условие качения колес по наклонной плоскости без проскаль-

зывания. 
18. Груз 3 веса ଷܲ, находящийся на наклонной плоскости с углом 

наклона  α к горизонту, соединен невесомым нерастяжимым тросом, 
перекинутым через барабан 2, с трубой 1, которая охватывается тросом. 
Труба имеет вес ଵܲ и радиус  ݎଵ, масса ее равномерно распределена по 
ободу. Сила сопротивления движению груза 3 изменяется по закону 
ୡܨ ൌ ܤ  ଷ, гдеݒܤ െ постоянная, ݒଷ െ скорость груза 3. Проскальзывание 
между барабаном, трубой и тросом отсутствует. Массой барабана 2 
пренебречь. В начальный момент времени система находилась в покое. 

 
,	ଵݎ  м ଵܲ,  Н ଷܲ,  Н α, º ܤଵ,  Нсмିଵ 
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0,20 
0,22 
0,26 

80 
100 
120 

300 
400 
500 

60 
50 
40 

100 
110 
120 

 
Определить при отсутствии трения в оси барабана 2: 
а) зависимость перемещения груза 3 от его скорости; 
б) зависимость угловой скорости трубы от времени; 
в) ускорение груза в зависимости от времени; 
г) натяжение троса в сечениях свободных участков в зависимости 

от времени; 
д) силу реакции оси барабана в зависимости от времени. 
19. К ведущему валу 1 веса ଵܲ и радиуса ݎଵ приложен постоянный 

вращающий момент ܯвр ൌ -଴. На валу закреплен невесомый нерасܯ
тяжимый трос, который охватывает ступенчатый барабан 2, а другой 
своей частью намотан на внутреннюю ступень барабана и каток 3, 
перекатывающийся по неподвижной наклонной плоскости, образую-
щей угол α с горизонтом. Барабан имеет момент инерции относитель-
но его оси вращения J, радиусы ступеней ݎଶ и ݎସ. Каток – однородный 
цилиндр веса ଷܲ и радиуса ݎଷ. Вал 1 – однородный сплошной цилиндр. 
Трением качения, трением в оси вала и барабана пренебречь. В 
начальный момент времени система находилась в покое. 

 
ଵݎ ,  м ݎଶ ,  м ݎଷ ,  м ݎସ,  м ଵܲ,  Н ଷܲ,  Н ܯ଴,  Нм α, º J, кгм2 

0,10 
0,12 
0,16 

0,20 
0,30 
0,40 

0,20 
0,25 
0,30 

0,10 
0,15 
0,20 

100 
120 
150 

200 
250 
300 

150 
160 
170 

20 
18 
15 

0,45 
0,50 
0,55 

 

Определить в отсутствие проскальзывания катка по наклонной 
плоскости: 

а) зависимость скорости центра масс катка от его перемещения; 
б) кинематическое уравнение движения центра масс катка; 
в) ускорение центра масс катка в зависимости от времени; 
г) натяжение свободных участков троса в зависимости от време-

ни; 
д) условие качения катка по наклонной плоскости без проскаль-

зывания. 
20. Каток 2 с весом  ଶܲ и радиусами ступеней ݎଶ и ݎସ катится без 

скольжения по горизонтальной плоскости, приходя в движение из 
состояния покоя при помощи груза 1 веса  ଵܲ, привязанного к невесо-
мому нерастяжимому тросу, перекинутому через блок и охватываю-
щему ступень катка. Радиус инерции катка относительно его оси 
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симметрии равен ρ. Момент сопротивления движению катка равен 
ୡܯ ൌ ܿωଶ, где ܿ െ постоянная, ωଶ െ угловая скорость катка. Массой 
блока, трением в его оси и трением качения пренебречь. 

 
,	ଶݎ  м ݎସ ,  м ρ,  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н ܿ,  Нмс 
0,40 
0,35 
0,30 

0,15 
0,13 
0,11 

0,30 
0,26 
0,22 

120 
140 
160 

200 
300 
400 

8,0 
7,0 
6,0 

 
Определить: 
а) связь между перемещением и скоростью груза; 
б) кинематическое уравнение движения груза; 
в) ускорение груза в зависимости от времени; 
г) натяжение свободных участков троса в зависимости от време-

ни; 
д) условие качения катка по плоскости без проскальзывания и 

условие перехода к проскальзыванию. 
21. Ступенчатый барабан 1 и однородный сплошной цилиндр 2 

соединены невесомым нерастяжимым тросом, на конце которого 
находится груз 3 веса ଷܲ. Вес цилиндра равен  ଶܲ, радиусы ступеней 
барабана െ	ݎଵ и ݎସ. К барабану 1 приложен момент сопротивления, 
пропорциональный углу поворота φଵ:		ܯୡ ൌ ଵܯ ଵφଵ, гдеܯ െ постоян-
ная величина. Проскальзывание между тросом и барабаном с цилин-
дром отсутствует. Массой барабана пренебречь. В начальный момент 
времени система находилась в покое. 

 

,	ଵݎ  м ݎସ ,  м ଶܲ,  Н ଷܲ,  Н ܯଵ,  Нм 

0,30 
0,32 
0,34 

0,10 
0,11 
0,12 

120 
140 
160 

35 
40 
45 

5,0 
4,5 
4,0 

 
Определить при отсутствии трения в оси барабана 1: 
а) зависимость между скоростью груза 3 и высотой его опуска-

ния; 
б) кинематическое уравнение движения груза 3 и барабана 1; 
в) угловое ускорение барабана 1 в зависимости от времени; 
г) натяжение троса в сечениях свободных участков в зависимости 

от времени; 
д) силу реакции в оси барабана в зависимости от времени. 
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22. К валу 1 радиуса ݎଵ приложен вращающий момент, зависящий 
от угла поворота φଵ, 

врܯ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵφଵଶ	,			φଵ ൑ Φଵ, 
врܯ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵΦଵ

ଶ				φଵ ൐ Φଵ, 

где ܯ଴,ܯଵ െпостоянные. Вращение передается ступенчатому бараба-
ну 2, зацепленному с валом, на внутреннюю ступень барабана намо-
тан невесомый нерастяжимый трос, поднимающий каток 3 по непо-
движной наклонной плоскости, образующей угол α с горизонтом. Ба-
рабан имеет вес ଶܲ, радиус инерции относительно его оси вращения ρ, 
радиусы ступеней ݎଶ и ݎସ. Каток – однородный цилиндр веса ଷܲ и ра-
диуса ݎଷ. Трением качения, трением в оси вала и барабана и массой 
вала пренебречь. В начальный момент времени система находилась  
в покое. 
 
,	ଵݎ  м ݎଶ ,  м ݎଷ ,  м ݎସ,  м ρ,  м ଶܲ,  Н ଷܲ,  Н ܯ଴,  Нм α, º ܯଵ,  Нм 
0,10 
0,11 
0,12 

0,25 
0,30 
0,35 

0,15 
0,18 
0,20 

0,10 
0,12 
0,14 

0,12 
0,15 
0,18 

100 
120 
130 

300 
350 
400 

16 
19 
22 

30 
25 
20 

1,0 
1,5 
2,0 

 
Определить в отсутствие проскальзывания катка по наклонной 

плоскости: 
а) зависимость скорости центра масс катка от его смещения; 
б) натяжение троса в зависимости от смещения оси катка; 
в) условие качения катка по наклонной плоскости без проскаль-

зывания. 
23. Груз 1 веса ଵܲ, опускаясь, с помощью невесомого нерастяжи-

мого троса, перекинутого через неподвижные блоки, приводит в дви-
жение по неподвижной наклонной плоскости, образующей угол α с 
горизонтом, цилиндрический каток 2, на который трос намотан. Ка-
ток имеет вес ଶܲ и радиус ݎଶ, масса его равномерно распределена по 
ободу. Момент сопротивления вращению катка ܯୡ ൌ ଵωଶܯ

ଶ, где ωଶ െ 
угловая скорость катка, ܯଵ െ постоянная. Трением качения, трением 
в оси блоков, массой блоков пренебречь. В начальный момент време-
ни система находилась в покое. 

 
ଶݎ ,  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н α, º ܯଵ,  Нмсଶ 
0,25 
0,28 
0,30 

50 
60 
70 

120 
140 
160 

15 
20 
25 

1,0 
2,0 
3,0 
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Определить в отсутствие проскальзывания катка по наклонной 

плоскости: 
а) зависимость между скоростью груза и его перемещением; 
б) угловую скорость и угловое ускорение катка в зависимости от 

времени; 
в) натяжение свободных участков троса; 
г) условие качения катка по плоскости без проскальзывания. 
24. К валу 1 веса ଵܲ и радиуса ݎଵ приложен вращающий момент 

врܯ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵݐ	,			ݐ ൑ ߬, 
врܯ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵ߬	,			ݐ ൐ ߬, 

где  ܯ଴,ܯଵ െ постоянные, ݐ െ время. При помощи невесомого нерас-
тяжимого троса, прикрепленного к валу, перекинутого через непо-
движный блок и охватывающего трубу 2, осуществляется ее подъем. 
Вес трубы ଶܲ, радиус ݎଶ.		Вал – однородный сплошной цилиндр, масса 
трубы распределена равномерно. Проскальзывание между трубой и 
тросом отсутствует. Массой блока и трением в его оси пренебречь.  
В начальный момент времени система находилась в покое. 

 
,	ଵݎ  м ݎଶ ,  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н ܯ଴,  Нм ܯଵ,  Нмсିଵ 
0,10 
0,15 
0,20 

0,20 
0,30 
0,40 

60 
70 
80 

100 
120 
140 

10 
15 
20 

0,5 
0,4 
0,3 

 
Определить при отсутствии трения в оси вала 1: 
а) зависимость угловой скорости вала от времени; 
б) зависимость смещения центра масс трубы от времени; 
в) угловое ускорение вала в зависимости от времени; 
г) натяжение троса в сечениях свободных участков в зависимости 

от времени; 
д) силы реакции в осях блока и вала. 
25. К валу 1 приложен вращающий момент 

врܯ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵφଵ	,			φଵ ൑ Φଵ, 
врܯ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵΦଵ,				φଵ ൐ Φଵ, 

где ܯ଴,ܯଵ െ постоянные, φଵ െ угол поворота вала. На валу закреплен 
невесомый нерастяжимый трос, который перекинут через неподвиж-
ный блок и охватывает ступенчатый барабан 2, перекатывающийся по 
горизонтальной плоскости без проскальзывания. Вал 1 – однородный 
цилиндр веса ଵܲ и радиуса ݎଵ, массу его считать равномерно распре-



41 
 

деленной по ободу. Барабан имеет вес ଶܲ, радиусы ступеней ݎଶ и ݎଷ и 
радиус инерции относительно оси симметрии ρ. Коэффициент трения 
качения барабана о плоскость равен ݇. Трением в оси вала и блока, 
массой блока пренебречь. В начальный момент времени система 
находилась в покое. 
 
ଵݎ ,  м ݎଶ ,  м ݎଷ ,  м ρ,  м ଵܲ,Н ଶܲ,  Н ܯ଴,  Нм ݇,  м ܯଵ,  Нм 
0,10 
0,15 
0,20 

0,30 
0,35 
0,40 

0,10 
0,12 
0,14 

0,15 
0,20 
0,25 

60 
70 
80 

350 
400 
450 

1,0 
2,0 
3,0 

0,010 
0,008 
0,006 

3,0 
3,5 
4,0 

 
Определить в отсутствие проскальзывания барабана по плоско-

сти: 
а) зависимость скорости центра масс барабана от времени; 
б) кинематическое уравнение вращения вала; 
в) зависимость углового ускорения барабана от времени; 
г) натяжение свободных участков троса в зависимости от време-

ни; 
д) условие качения барабана по горизонтальной плоскости без 

проскальзывания. 
26. Каток 3 веса ଷܲ и радиуса ݎଷ, представляющий собой одно-

родный цилиндр, катится по горизонтальной плоскости, приходя в 
движение из состояния покоя при помощи груза 1 веса  ଵܲ, привязан-
ного к невесомому нерастяжимому тросу, ветви которого охватывают 
ступенчатый тормозной барабан, радиусы ступеней которого ݎଶ и ݎସ, 
вес ଶܲ и радиус инерции относительно оси симметрии ρ. При дей-
ствии силы ܨ на конец рычага последний вместе с колодкой прижи-
мается к поверхности барабана, коэффициент трения скольжения ко-
лодки о барабан равен ݂, длины ݈ଵ ൌ ݈ଶ. Коэффициент трения качения 
катка о плоскость ݇. Массой рычага, трением в его оси и в оси бара-
бана и провисанием троса пренебречь. 

 
ଶݎ ,  м ݎଷ ,  м ݎସ ,  м ρ,  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н ଷܲ,  Н ܨ,  Н ݇,  м ݂ 
0,30 
0,35 
0,40 

0,20 
0,25 
0,30 

0,15 
0,20 
0,25 

0,20 
0,25 
0,30 

1000 
1500 
2000 

60 
80 
100 

30 
40 
50 

30 
35 
40 

0,004 
0,005 
0,006 

0,30 
0,34 
0,38 

 
Определить в отсутствие проскальзывания катка по плоскости: 
а) связь между вертикальным перемещением груза и его скоро-

стью; 
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б) кинематическое уравнение движения груза; 
в) ускорение центра масс катка в зависимости от времени; 
д) условие качения катка по плоскости без проскальзывания и 

условия перехода к проскальзыванию. 
27. К валу 1 приложен вращающий момент  ܯвр ൌ ଴ܯ െܯଵωଵ

ଶ,  
где  ܯ଴,ܯଵ െ постоянные, ωଵ െ угловая скорость вала. При помощи 
невесомого нерастяжимого троса, закрепленного на валу 1 и охваты-
вающего каток 2, последний поднимается по наклонной плоскости, 
образующей угол  α с горизонтом. Вал – однородный цилиндр веса ଵܲ 
и радиуса ݎଵ, масса которого равномерно распределена по его ободу. 
Каток – сплошной однородный цилиндр с весом ଶܲ и радиусом 
ଶݎ ൌ - Трени	݇.	 ଵ/2. Коэффициент трения качения катка о плоскостьݎ
ем в оси вала пренебречь. В начальный момент времени система 
находилась в покое.  

 
,	ଵݎ  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н ܯ଴,  Нм ݇,  м α, º ܯଵ,  Нмсଶ 
0,22 
0,20 
0,18 

80 
70 
60 

400 
350 
300 

400 
300 
200 

0,010 
0,015 
0,020 

15 
20 
25 

0,8 
0,5 
0,2 

 
Определить в отсутствие проскальзывания катка по наклонной 

плоскости: 
а) зависимость скорости центра масс катка от его перемещения 

вдоль наклонной плоскости; 
б) зависимость угловой скорости вала от времени; 
в) зависимость ускорения центра масс катка от времени; 
г) натяжение троса в зависимости от времени; 
д) условие качения катка по наклонной плоскости без проскаль-

зывания. 
28. К валу 1 приложен вращающий момент 
 

врܯ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵݐଶ	,			ݐ ൑ ߬, 
 

врܯ ൌ ଴ܯ ൅ܯଵ߬ଶ	,			ݐ ൐ ߬, 
 

где ܯ଴,ܯଵ െ постоянные, ݐ െ время. На валу закреплен невесомый 
нерастяжимый трос, который перекинут через неподвижные блоки и 
охватывает ступенчатый барабан 2, перекатывающийся по неподвиж-
ной наклонной плоскости, образующей угол α с горизонтом. Вал 1 – 
однородный цилиндр веса ଵܲ и радиуса ݎଵ, масса которого принимает-
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ся равномерно распределенной по его ободу. Барабан имеет вес ଶܲ, 
радиусы ступеней ݎଶ и ݎଷ и радиус инерции относительно оси симмет-
рии ρ. Коэффициент трения качения барабана о плоскость равен  ݇. 
Трением в оси вала и блоков, массой блоков пренебречь. В начальный 
момент времени система находилась в покое. 
 

,	ଵݎ  м ݎଶ ,  м ݎଷ ,  м ρ,  м ଵܲ,  Н ଶܲ,  Н ܯ଴, Нм ݇,  мм α, º ܯଵ, Нмсିଶ 

0,20 
0,25 
0,30 

0,40 
0,45 
0,50 

0,10 
0,15 
0,20 

0,20 
0,25 
0,30 

30 
40 
50 

250 
300 
350 

30 
35 
40 

5 
6 
7 

30 
25 
20 

3,0 
4,0 
5,0 

 

Определить в отсутствие проскальзывания барабана по наклон-
ной плоскости: 

а) зависимость угловой скорости вращения вала от времени; 
б) зависимость скорости центра масс барабана и его перемещения 

от времени; 
в) угловое ускорение вала в зависимости от времени; 
г) натяжение троса в зависимости от времени; 
д) условие качения барабана по наклонной плоскости без про-

скальзывания. 
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Рис. 2.4 (продолжение) 
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Рис. 2.4 (продолжение) 
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Рис. 2.4 (продолжение) 
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Рис. 2.4 (окончание) 
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3. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДИНАМИКИ СИСТЕМЫ  
МАТЕРИАЛЬНЫХ ТОЧЕК И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 
 
Пример.  Для подъема и перемещения груза применяют меха-

низм, называемый грузовой лебедкой, которая состоит из двигателя, 
ведущего вала 1, планетарного редуктора, ведомого вала 2, барабана и 
троса (см. рис. 3.6). Двигатель, редуктор и барабан лежат на одной 
оси, поднимаемый груз Q  находится на наклонной плоскости с углом 
наклона α. 

Лебедка приводится в движение двигателем. Ведущему валу дви-
гателя сообщается постоянный вращательный момент 1 01, 2M M  

(момент 0M  удерживает систему в покое, и его величину рассчиты-
вают в процессе решения задачи).  

Планетарный редуктор предназначен для передачи крутящего 
момента от двигателя непосредственно к приводу. Редуктор состоит 
из набора взаимно зацепленных зубчатых колес с перемещающимися 
осями, которые, в свою очередь, способны вращаться вокруг непо-
движных осей. Одно из колес в редукторе установлено неподвижно. 
Так как подвижные шестерни движутся вокруг одного центра, то вся 
конструкция напоминает солнечную систему, и поэтому редуктор 
называется планетарным, а подвижные шестерни – сателлитами. 

Груз Q  поднимается по наклонной плоскости без скольжения, 
коэффициент трения качения ..ктрf . Силы сопротивления, приложен-

ные к механизму редуктора условно приводятся к моменту 2M , при-
ложенному к ведомому валу, величина которого принимается про-
порциональной угловой скорости вала: 22 kM  . 

Определить: 1) используя теорему об изменении кинетической 
энергии для механической системы:  

 дифференциальное уравнение движения ведущего вала 1; 
 закон изменения угловой скорости вала 1, движущегося из 

состояния покоя до установившегося движения. Привести график 
этой зависимости; 

 угловую скорость установившегося движения; 
2) используя теорему об изменении кинетического момента 

системы:  
 силы взаимодействия между двумя сцепленными шестернями 

(по выбору); 



50 
 

 закон изменения натяжения троса в зависимости от времени и 
его установившееся значение;  

3) из уравнений движения груза по наклонной плоскости  
 силу реакции наклонной плоскости; 
 коэффициент трения скольжения, обеспечивающий качение 

груза по наклонной плоскости без скольжения  
Кинематический расчет редуктора. В редукторе (рис. 3.1) 

вращение ведущего вала с угловой скоростью ω1 передается на 
ведомый вал 2 следующим образом. Водило 3, вращаясь с угловой 
скоростью ω1, приводит в движение систему шестерен 4, 6, 
закрепленных на общей оси 4-6. Шестерня 4 находится в зацеплении 
с неподвижной (опорной) шестерней 5 корпуса редуктора. 
Подвижные шестерни 4, 6 совершают спинное движение: вращаясь 
вокруг оси 4-6 (относительное движение), вместе с этой осью 
вращение переносится водилом вокруг центральной оси 1-2 
редуктора (переносное движение); шестерня 6, находясь в зацеплении 
с шестерней 7, приводит в движение ведомый вал 2. 

 

 
 

Рис. 3.1. Схема редуктора и крепление барабана 
 

Расчет кинематики редуктора проводится методом мгновенного 
центра скоростей. 

Пусть угловая скорость ведомого вала 1 0 .   Мгновенная ось 
абсолютного вращения шестерен 4, 6 проходит параллельно централь-
ной оси 1-2 через точку касания K неподвижной шестерни 5 и 
подвижной шестерни 4. Эта точка K  является мгновенным центром 
скоростей. Так как в рассматриваемой конструкции редуктора 
мгновенный центр скоростей располагается за осью относительного 

1 23
4 6 

7 

5

4 6 
5

K

  
барабан

С 
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движения 4-6, то скорость относительного движения шестерен 4, 6 r  
по абсолютной величине больше скорости переносного движения 

1e    и угловая скорость абсолютного вращения a будет направ-

лена в сторону большей из угловых скоростей (т.е. в сторону r ) и 
будет равна  

1 .a r      (3.1) 

Точка K делит расстояние между осями переносного 1-2 и 
относительного 4-6 движений внешним образом на части, обратно 
пропорциональные значениям угловых скоростей: 

 1 4 6 7 4rR R R R      

или 

6 7
1

4
1 .r

R R
R

 
    

 
 (3.2) 

Из (3.1) и (3.2) находим скорость абсолютного вращения: 
6 7 3

1 1
4 4

.a
R R R

R R


      (3.3) 

Для определения угловой скорости вращения шестерни 7, и 
следовательно, и угловой скорости ведомого вала 2 воспользуемся 
тем, что абсолютные скорости точек шестерен 6 и 7 в точке С их 
зацепления равны между собой, поскольку нет относительного 
проскальзывания: 

 4 6 2 7 .a R R R     

Таким образом,  
4 6 7 6

2 1
7 4

.
R R R R

R R
 

     (3.4) 

Передаточное число редуктора  

4 6 32

1 7 4
.

R R R
i

R R


  


 

В том случае, если мгновенный центр скоростей располагается 
между осями переносного и относительного движений (рис. 3.2), то 
мгновенная ось абсолютного вращения делит расстояние между 
осями переносного и относительного движений внутренним образом 
на части, обратно пропорциональные модулям угловых скоростей, 
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скорость результирующего движения равна сумме угловых скоростей 
составляющих движений. 

 
 

 
 
Рис. 3.2. Редуктор, в котором мгновенная ось вращения шестеренки 6 
располагается между осями переносного и относительного движений 

 
Таким образом, для редуктора, изображенного на рис. 3.2, 
 

3 6

6
,r

e

R R
R





 3 6

6
,r e

R R
R


    3 6 3
1 1 1

6 6
,a e r

R R R
R R


       

 

где a  – абсолютная угловая скорость оси 4-6. 
Расчет кинетической энергии системы. Кинетическая энергия 

редуктора вместе с барабаном складывается из энергии ведущего вала 
и водила 31T , энергии спаренной шестерни 64T , энергии шестерни 
7, вала 2 и барабана. 

Водило и вал 1 вращаются вокруг неподвижной оси и их 

кинетическая энергия 2
1 3 1 3 1

1 .
2

T I    

Шестерни 4-6 совершают сложное движение. Поэтому кинети-
ческую энергию шестеренок 4 и 6 найдем как половину произведения 
момента инерции относительно мгновенной оси вращения и квадрата 
абсолютной угловой скорости, которую вычисляют по формуле (3.3). 
Момент инерции относительно мгновенной оси вращения определяется 
с помощью теоремы Штейнера 

2
4 6 4 6 4 .KI I m R    

В итоге,  
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 
2

2 1 3
4 6 4 6 4 6 4

4

1 .
2

R
T I m R

R  
 

    
 

 
 

Шестерня 7 с ведомым валом и барабаном вращаются вокруг 
неподвижной оси и их кинетическая энергия равна 

 

2
2 24 6 3

2 7 2 7 2 2 7 1
7 4

1 1 .
2 2

R R R
T I I

R R  
 

     
 

 
 

Суммарная кинетическая энергия лебедки  
 

2
2 2 2 3

леб 1 3 1 4 6 3 1 4 6 1
4

2
24 6 3

2 7 1
7 4

1 1 12
2 2 2

1 .
2

R
T I m R I

R

R R R
I

R R

  



              

 
   

 

 

 

Кинетическая энергия груза определяется по теореме Кенига  
(рис. 3.3) 

2 2
гр гр гр гр гр

1 1 ,
2 2

T m v I    

где 

 
 
 

2 бар 4 6 3 бар
гр 1

7 4

r R R R r
R r R r R R
   

   
   

,  

 
 

4 6 3 бар
гр гр 1

7 4

R R R r r
v r

R r R R
   

     
  

, 
(3.5) 

  rбар – радиус барабана. 
 

 
 

Рис. 3.3. Барабан и поднимаемый груз (вид сбоку) 



54 
 

Кинетическая энергия системы равна сумме кинетических 
энергий лебедки и груза: 

 

   
 

22
2 3 4 6 3

1 3 4 6 3 4 6 2 7
4 7 4

2 2 2
4 6 3 бар2 2 2

гр гр 1 пр 122 2
7 4

1 2
2

1 1 ,
2 2

R R R R
T I m R I I

R R R

R R R r
m r I I

R R R r

   

                      
  
    
   

 (3.6) 

где прI  – приведенный моментом инерции. 
Вычисление элементарной работы сил, действующих на си-

стему. Работа сил на элементарном перемещении при движении гру-
за без проскальзывания (рис. 3.4) складывается из работы момента, 
приложенного к барабану, 1 1 ,M d  работы момента сопротивления в 
редукторе, условно приведенного ко второму валу, 2 2 ;M d   работы 
силы тяжести груза грP dh , где dh – элементарное изменение высо-
ты центра тяжести груза, работы момента трения качения, действую-
щего на груз, тр.к. грM d  , где грd  – элементарный угол поворота 
груза. Все элементарные перемещения, на которых совершается рабо-
та, вызваны поворотом вала 1 (см. рис. 3.1). 

 

 
Рис. 3.4. Плоское движение груза 

Таким образом, 
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1 1 2 2 гр тр.к гр .A M d M d P dh M d         

Отметим, что только работа момента 1M  входит с положитель-
ным знаком в работу ,A  так как моменты 2M , тр.кM  и сила грP  
имеют отрицательную мощность. 

Из соотношений (3.4) и (3.5) 

2 2 1 ,d z d      гр гр 1 ,d z d      1sin ,Cdh z d    

здесь 

4 6 3
2

7 4
,

R R R
z

R R


    
 
 
4 6 3 бар

гр
7 4

,
R R R r

z
R r R R





 
 
4 6 3 бар

7 4
C

R R R r r
z

R r R R





 

и, следовательно, 

1 1 2 2 1 гр 1 тр.к гр 1sin .CA M d M z d P z d M z d           (3.7) 

Момент 2M  по условию пропорционален угловой скорости 2 : 

2 2 2 1 .M k kz     

Момент трения качения тр.кM  определяется по закону 

тр.к тр.к ,M f N  

где N  – нормальная составляющая реакции наклонной плоскости на 
груз. Для ее нахождения требуется рассмотреть уравнения плоскопа-
раллельного движения груза: 

 

гр тр гр sin ,
xCm x S F m g      (3.8) 

гр гр cos ,Cm y N m g     (3.9) 

xгр гр тр тр.к .I SR F r f N       (3.10) 
 

Так как constCy  , то 0Cy   и, следовательно, из уравнения 
(3.9)  

гр cos .N m g   

Для нахождения зависимости  1 t  воспользуемся теоремой об 
изменении кинетической энергии. Cила S  является внутренней силой 
системы и при нерастяжимости троса ее работа равна нулю. 

Дифференциал кинетической энергии в соответствии с выраже-
нием (3.6) имеет вид 
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пр 1 1 пр 1 1 .dT I dt I d        (3.11) 

Формула (3.7) для элементарной работы переписывается следу-
ющим образом: 

 

 2
2

1 1 гр тр.к гр 1sin .CA M kz P z M z d         (3.12) 
 

При равновесии 1 0   и 0 .A   При этом вместо момента 1M  

к первому валу прикладывается момент 0 ,M  который удерживает 
систему в равновесии. Следовательно, 

0 гр тр.к. грsin .CM P z M z    

Далее по условию задачи 01 2,1 MM  . 
Подставим выражения (3.11) и (3.12) в теорему об изменении ки-

нетической энергии dT A   и сократим левую и правую части по-
лученного выражения на 1 .d  В результате этих действий записыва-
ем дифференциальное уравнение для определения угловой скорости 
первого вала 

2
21

пр 1 1 гр тр.к грsin ,C
d

I M kz P z M z
dt


       

которое является дифференциальным уравнением с разделяющимися 
переменными и имеет аналитическое решение 
























 t

I
D

D
Gt

пр
1 exp1)(  (3.13) 

где  1 гр тр.к грsin ,CG M P z M z       2
2 .D kz  

Натяжение свободного участка троса в зависимости от вре-
мени. Для нахождения силы натяжения троса S  применим теорему об 
изменении кинетического момента для груза относительно мгновен-
ного центра скоростей – точки 'C  (см. рис. 3.4): 

 

   2
гр гр гр тр.к гр sin .I m r S R r M P r        (3.14) 

Здесь использовали теорему Штейнера для определения момента 
инерции относительно оси, проходящей через точку 'C  перпендику-
лярно плоскости рисунка. Зависимость величины гр  от времени из-
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вестна, так как гр гр 1z   , где угловая скорость  1 t  известна из 
формулы (3.13). Из формулы (3.14) находим величину силы S: 

 

  

 


























пр2

..

1
2

..

cossin1

sin1

I
Dt

пр
гргргрктргргр

гргргргрктр

e
I
GzrmIgfmgrm

rR

zrmIrPM
rR

S



 

(3.15) 

Определение силы реакции наклонной плоскости и коэффици-
ента трения скольжения груза, обеспечивающего его подъем по 
наклонной плоскости без проскальзывания. Скорость точки контак-
та груза с плоскостью равна нулю: 

CC'ωvv  CC 0'  

или в проекции на ось x  
гр 0Cx r   , 

откуда  следует грCx r  . Уравнения плоского движения (3.8) и 

(3.10) с учетом зависимости грCx r 
 
переписываем в виде 

 

гр тр гр sin ,
xCm x S F m g     (3.16) 

2
гр гр тр тр.к гр cos .

x
Cx

m SR F r f m g
r

      


 (3.17) 
 

Здесь учтена зависимость 2
гр гр грI m  , где гр  – радиус инерции гру-

за относительно оси, проходящей через его центр перпендикулярно 
рисунку. Из (3.17) получаем 

2

гр тр тр.к. гр2 2 2
гр гр гр

cos
xC

Rr r rm x S F f m g   
  

 . (3.18) 

Так как левые части выражений (3.16) и (3.18) одинаковы, то рав-
ными должны быть и правые части этих соотношений 

2

тр гр тр тр.к гр2 2 2
гр гр гр

sin cos ,
x x

Rr r rS F m g S F f m g      
  

 

откуда  
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2

тр гр тр.к2 2 2
гр гр гр

1 1 sin cos
x

r Rr rF S m g f
     
           
            

 

и окончательно 

   2 2
гр гр гр тр.к

тр 2 2
гр

sin cos
.

x

S Rr m g f r
F

r

      


 
 

Условие отсутствия проскальзывания груза по наклонной плос-
кости  

тр гр cos
x

F fm g   

и, следовательно, 

   
 

2 2
гр гр гр тр.к

2 2
гр гр

sin cos
.

cos

S Rr m g f r
f

r m g

      


  
 

Напомним, что величина силы S определяется выражением (3.15). 
Силы взаимодействия между двумя шестернями редуктора. 

Взаимодействие между шестеренками 6 и 7 определим с помощью 
теоремы об изменении кинетического момента, которую составим 
относительно неподвижной оси, совпадающей с валом 2.  

Используем теорему об изменении кинетического момента отно-
сительно второго вала, с которым жестко соединена шестеренка 7 и 
барабан, на который наматывается трос. На шестеренку 7 со стороны 
шестерни 6 действует сила 6S (рис. 3.5). Ко второму валу приложен 
момент сопротивления в редукторе 2 2 2 1 .M k kz     Теорема об 
изменении кинетического момента позволяет записать дифференци-
альное уравнение 

2 7 2 6 7 2 бар ,I S R M Sr      

откуда  

 6 2 бар 2 7 2
7

1 .S M Sr I
R      
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Рис. 3.5. Усилия, действующие на шестеренку 7 
 
Здесь сила S  берется из формулы (3.15), момент 2M  с учетом 

зависимости (3.13) равен 























 t

I
D

D
GkzM

пр
exp122  и, наконец, 











 t

I
D

I
Gz

прпр
exp22 ; 

 










































































 

t
I
D

I
GzrmIgfmgrm

rR
r

t
I
D

I
GzIt

I
D

D
Gkz

R
S

прпр
гргргрктргргр

бар

прпрпр

expcossin

expexp11

2
..

2722
7

6



 

Условия задач 

Номер варианта задания выдается преподавателем. Схема редук-
тора в задании соответствует номеру варианта. Схема груза  выбира-

ется из рис. 3.7 по формуле 
14 ,

4
Nn N      

 где  N – номер вари-

анта; квадратные скобки обозначают целую часть от деления. Схемы 
редукторов  и их параметры приведены на рис. 3.6 и в табл. 3.1.   

Mс 



S 

S6 

rбар R7 
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Параметры груза и угол наклона плоскости, по которой поднимается 
груз, заданы в табл. 3.2.  

В соответствии с выданным вариантом задания привести схему 
грузовой лебедки и поднимаемого груза по наклонной плоскости (см. 
рис. 3.6 и 3.7, табл. 3.1 и 3.2). 

 
 

 
 

Рис. 3.6. Схемы редукторов 
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Рис. 3.6  (продолжение) 
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7 8 

10 9
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Рис. 3.6 (продолжение) 

11 12

13 14

15 16
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Рис. 3.6 (окончание) 
 

 

  

 
 

Рис. 3.7. Схемы поднимаемых грузов 
Т а б л и ц а 3.1  

1 2 

4 7 
3 

1 2 

4 6 

7 3 

17 18 

19 20 

1 2 

3 4 
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Параметры редукторов 

Окончание табл. 3.1 

Номер 
вари-
анта 

R3,
 

10-1 м 
R4,

10-1 м 
R6,

10-1 м 
R7,

 

10-1 м 
L1-3,

 

кг·м2 
I4-6 или I4  I2-7 т4-6 или 

т4, кг кг·м2

1 
1,2 
1,4 
1 

1,0
1,0 
0,8

-
- 
-

- 
- 
- 

1/3 
1/2 
2 

1/4
1/3 
1/2

8
6 
10

1
0,8 
1

2 
- 
- 
- 

0,4
0,5 
0,6

0,6
0,5 
0,4

0,4 
0,5 
0,6 

3/8 
1/3 
2/5 

2/5
3/4 
2/3

4
6 
8

1
0,8 
1

3 
0,8 
1 
0,9 

0,4
0,6 
0,5

0,5
0,7 
0,6

- 
- 
- 

2 
3/4 
1 

4
2 
2/5

10
8 
6

1
1 
0,8

4 
- 
- 
- 

0,5
0,4 
0,6

0,6
0,5 
0,8

0,6 
0,8 
0,4 

4 
3 
2 

2/3
4/3 
3/4

8
10 
6

0,8
1 
1

5 
- 
- 
- 

0,2
0,4 
0,6

0,4
0,6 
0,7

0,6 
0,8 
0,9 

1/3 
2/3 
4/3 

2/5
2/7 
2/3

4
6 
5

1
1 
0,8

6 
0,8 
0,9 
1 

1 
1,2 
1,4

0,8
1 
1,2

- 
- 
- 

2 
3 
3/2 

2/3
3/2 
3

4
4 
6

0,8
1 
1,2

7 
1 
0,8 
0,6 

0,3
0,4 
0,3

0,5
0,9 
0,6

- 
- 
- 

1/2 
2/3 
1/3 

1/4
2/5 
1/2

6
4 
3

0,8
1 
1

8 
1,2 
1 
0,8 

0,4
0,3 
0,3

0,3
0,2 
0,2

0,5 
0,5 
0,3 

1 
3/2 
2 

1/4 
1/3 
1/2

5
4 
5

1
0,8 
0,8

9 
0,5 
1,0 
0,6 

0,4
0,5 
0,3

-
- 
-

- 
- 
- 

1 
1/2 
2 

1/2
1 
1/3

3
4 
5/3

1
0,8 
1

10 
1 
1,2 
0,8 

0,4
0,5 
0,4

0,3
0,3 
0,2

- 
- 
- 

1 
3 
3/2 

1/2
1 
1/3

3
4 
3

1
1 
1

11 
0,8 
1 
0,7 

- 
- 
- 

0,4
0,3 
0,3

- 
- 
- 

3/2 
1 
1/3 

2/3
1/2 
1/5

2
6 
5

0,8
0,8 
1

12 
1,0 
1,7 
1,8 

0,5
0,3 
0,6

-
- 
-

- 
- 
- 

2 
2/3 
3 

1
1 
3/2

6
4 
8

1
1 
1

13 
1,0 
1,2 
0,9 

0,4
0,6 
0,3

0,6
0,8 
0,6

- 
- 
- 

1 
2 
3 

1/2
1/3 
3/2

2
6 
8

0,8
1 
0,8

14 
1,0 
1,0 
1,3 

0,3 
0,4 
0,5 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

2 
3 
3/2 

1/2 
1 
1/3 

5 
6 
4 

1 
1 
1 

Номер R3,
 

R4, R6, R7,
 

L1-3,
 

I4-6 или I4  I2-7 т4-6 или 
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Т а б л и ц а 3.2 

 

Параметры поднимаемого груза 
 

№ 
п/п 

Масса груза, 
кг 

Радиус инер-
ции груза, м 

fтр.к , 
м 

R, 
м 

r, 
м 

α, º 
 

1 
8
10 
12

Однородный 
сплошной диск 

0,04
0,05 
0,04

0,6
0,8 
1

-
- 
-

15 
30 
30 

2 
8
10 
12

0,4
0,3 
0,5

0,02
0,03 
0,02

0,6
0,5 
0,8

0,4
0,3 
0,6

20 
30 
15 

3 
10
8 
8

Однородный 
сплошной диск 

0,03
0,02 
0,02

0,4
0,5 
0,8

-
- 
-

15 
15 
15 

4 
6
8 
8

0,4
0,3 
0,6

0,01
0,02 
0,02

0,5
0,3 
0,7

0,2
0,1 
0,4

15 
25 
30 

5 
10
12 
10

Однородный 
сплошной диск 

0,01
0,02 
0,03

0,4
0,5 
0,8

-
- 
-

20 
25 
20 

6 
6
8 
5

0,4
0,3 
0,4

0,02
0,03 
0,02

0,5
0,4 
0,7

0,4
0,3 
0,6

15 
20 
20 

 

Окончание табл. 3.2 
 

№ 
п/п 

Масса груза, 
кг 

Радиус инер-
ции груза, м 

fтр.к , 
м 

R, 
м 

r, 
м 

α, º 
 

7 
6
7 
8

Однородный 
сплошной диск 

0,02
0,02 
0,01

0,7
0,6 
0,9

-
- 
-

30 
20 
10 

8 
6
8 
10

0,4
0,6 
0,5

0,01
0,03 
0,02

0,8
0,7 
1

0,5
0,4 
0,5

20 
30 
10 

9 
10
8 
6

Однородный 
сплошной диск 

0,02
0,01 
0,02

0,9
0,5 
0,4

-
- 
-

35 
15 
10 

10 
8
6 
5

0,6
0,4 
0,3

0,03
0,03 
0,02

0,7
0,4 
0,5

0,5
0,2 
0,3

20 
10 
15 

11 
10
9 
8

Однородный 
сплошной диск 

0,04
0,05 
0,04

1
0,9 
0,8

-
- 
-

15 
30 
30 

12 
8
7 
6

0,5
0,6 
0,5

0,02
0,03 
0,02

0,8
0,7 
0,6

0,4
0,3 
0,2

20 
30 
15 

13 6
8

Однородный 
сплошной диск

0,03
0,02

0,7
0,9

-
-

15 
15 

кг·м2 

15 
- 
- 
- 

0,4 
0,5 
0,3 

0,6 
0,5 
0,7 

- 
- 
- 

1 
2 
3 

1/3 
1/4 
1 

4 
3 
6 

1 
0,8 
1 

16 
- 
- 
- 

0,4 
0,3 
0,2 

1,2 
1,1 
1,0 

- 
- 
- 

1/3 
1/2 
2 

1/4 
1/2 
1 

2 
3 
4 

1 
1 
1 

17 
- 
- 
- 

0,4 
0,5 
0,6 

0,2 
0,2 
0,3 

1,0 
1,3 
1,2 

1 
1/2 
3/2 

1/3 
1/6 
1/2 

5 
6 
4 

1,2 
1,2 
1,2 

18 
1,0 
1,0 
1,0 

0,6 
0,5 
0,4 

0,3 
0,3 
0,3 

1,6 
1,5 
1,4 

2 
3 
4 

1 
1 
1 

5 
6 
4 

1 
1 
1 

19 
1,0 
1,2 
1,4 

0,5 
0,6 
0,7 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

1 
2 
3 

1/3 
1/4 
1 

4 
3 
6 

1 
0,8 
1 

20 
1,0 
0,8 
1,2 

0,4 
0,5 
0,4 

0,6 
0,4 
0,5 

- 
- 
- 

1 
1/2 
2 

1/2 
1 
1/3 

3 
4 
5/3 

1 
0,8 
1 
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10 0,02 1,1 - 15

14 
10 
7 
5 

0,4
0,6 
0,8

0,01 
0,02 
0,02 

1
0,7 
0,5

0,5
0,3 
0,2

15
25 
30

15 
8 
10 
8 

Однородный 
сплошной диск 

0,01 
0,02 
0,03 

0,8
0,9 
1

-
- 
-

20
25 
20

16 
6 
8 
6 

0,3
0,6 
0,5

0,02 
0,03 
0,02 

0,8
0,6 
0,8

0,6
0,4 
0,6

15
20 
20

17 
8 
10 
10 

Однородный 
сплошной диск 

0,02 
0,02 
0,01 

0,7
0,9 
0,8

-
- 
-

30
20 
10

18 
6 
8 
8 

0,4
0,7 
0,5

0,01 
0,03 
0,02 

0,6
0,8 
0,8

0,5
0,7 
0,4

20
30 
10

19 
8 
10 
8 

Однородный 
сплошной диск 

0,02 
0,01 
0,02 

0,8
0,5 
0,8

-
- 
-

35
15 
10

20 
6 
8 
10 

0,4
0,3 
0,5

0,03 
0,03 
0,02 

0,6
0,7 
0,8

0,3
0,4 
0,3

35
35 
35

 
 

4. ДИНАМИКА СИСТЕМ МАТЕРИАЛЬНЫХ ТОЧЕК 
С ДВУМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ 

 
Краткие сведения из теории 

 
Аналитическая механика – это раздел теоретической механики, в 

котором изучение равновесия и движения механических систем осно-
вано на дифференциальных и интегральных принципах механики. 
Уравнения Лагранжа второго рода представляют собой дифференци-
альные уравнения движения несвободной механической системы, со-
ставленные в обобщенных координатах. Обобщенные координаты – 
это независимые между собой координаты, которые однозначно 
определяют положение механической системы в пространстве. 

 

Пример. Составить дифференциальные уравнения движения эл-
липтического маятника (рис. 4.1), состоящего из ползуна 1 массы m1, 
скользящего без трения по горизонтальной плоскости, и шарика 2 
массы m2, соединенного с ползуном стержнем AB длины l. Стержень 
может вращаться вокруг оси A, связанной с ползуном и перпендику-
лярной плоскости рисунка. Массой стержня пренебречь. 
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Рис. 4.1 
 
Решение.  1. Тела, входящие в систему: ползун 1 совершает по-

ступательное движение, шарик 2 – материальная точка. 
2. Число степеней свободы s = 2. 
3. Обобщенные координаты: q1 = y – перемещение ползуна,  

q2 = φ – отклонение стержня от вертикали; обобщенные скорости  
ଵݍ݀
ݐ݀ ൌ

ݕ݀
ݐ݀ , 				

ଶݍ݀
ݐ݀ ൌ

݀߮
ݐ݀ 		. 

 

4. Уравнения Лагранжа второго рода: 
 

݀
ݐ݀ ൦

ߒ߲

߲ ൬݀ݐ݀ݕ൰
൪ െ

߲ܶ
ݕ߲ ൌ ܳ௬,						

݀
ݐ݀ ൦

߲ܶ

߲ ൬݀φ݀ݐ ൰
൪ െ

߲ܶ
߲φ ൌ ܳ஦	. 

 

5. Кинетическая энергия системы 
ߒ ൌ ଵߒ ൅ ଶܶ. 

Кинетическая энергия ползуна при поступательном движении 
 

ଵܶ ൌ
1
2݉ଵݒଵଶ ൌ

1
2݉ଵ ൬

ݕ݀
൰ݐ݀

ଶ

. 
 

Шарик – материальная точка, перемещающаяся в вертикальной 
плоскости, поэтому скорость шарика имеет проекции на оси x и y. 
Кинетическая энергия шарика 

 

ଶܶ ൌ
1
2݉ଶݒଶଶ ൌ

1
2݉ଶ ቈ൬

ଶݔ݀
ݐ݀ ൰

ଶ

൅ ൬
ଶݕ݀
ݐ݀

	

൰
ଶ

቉ 	. 
 

Выразим координаты шарика через обобщенные координаты 
 

ଶݔ ൌ ݈ cosφ , ଶݕ											 ൌ ݕ ൅ ݈ sinφ 	. 
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Проекции скорости шарика на оси координат примут вид 
 

ଶݔ݀
ݐ݀ ൌ െ݈ sinφ

݀φ
ݐ݀ , 				

ଶݕ݀
ݐ݀ ൌ

ݕ݀
ݐ݀ ൅ ݈ cosφ

݀φ
ݐ݀ 	. 

 

Подставляя их в выражение кинетической энергии шарика, полу-
чаем: 

 

ଶܶ ൌ
ଵ
ଶ
݉ଶ ൤݈ଶ sin φ	ଶ ቀௗ஦

ௗ௧
ቁ
ଶ
൅ ቀௗ௬

ௗ௧
ቁ
ଶ
൅ 2݈ cosφ ௗ௬

ௗ௧
ௗ஦
ௗ௧
൅ ݈ଶ cos φ	ଶ ቀௗ஦

ௗ௧
ቁ
ଶ
൨ . 

 

Окончательно кинетическая энергия системы примет вид 
 

ܶ ൌ
1
2
ሺ݉ଵ ൅ ݉ଶሻ ൬

ݕ݀
൰ݐ݀

ଶ

൅ ݉ଶ݈ cosφ
ݕ݀
ݐ݀
݀φ
ݐ݀ ൅

1
2݉ଶ݈ଶ ൬

݀φ
ݐ݀ ൰

ଶ

. 
 

6. Производные от кинетической энергии, входящие в левые ча-
сти уравнений Лагранжа. Частная производная от кинетической энер-
гии по обобщенной скорости   ݀ݐ݀/ݕ: 

߲ܶ

߲ ൬݀ݐ݀ݕ൰
ൌ ሺ݉ଵ ൅݉ଶሻ

ݕ݀
ݐ݀ ൅ ݉ଶ݈ cosφ

݀φ
ݐ݀ . 

Полная производная по времени от этого выражения 
 

݀
ݐ݀ ൦

߲ܶ

߲ ൬݀ݐ݀ݕ൰
൪ ൌ ሺ݉ଵ ൅ ݉ଶሻ

݀ଶݕ
ଶݐ݀ ൅ ݉ଶ݈ cosφ

݀ଶφ
ଶݐ݀ െ ݉ଶ݈ sinφ ൬

݀φ
ݐ݀ ൰

ଶ

. 

 

Так как в выражение кинетической энергии не входит обобщен-
ная координата y, то частная производная от кинетической энергии по 
y равна нулю:  ߲ܶ/߲ݕ ൌ 0. 

Частная производная от кинетической энергии по обобщенной 
скорости ݀߮/݀ݐ 

߲ܶ

߲ ൬݀φ݀ݐ ൰
ൌ ݉ଶ݈ cosφ

ݕ݀
ݐ݀ ൅ ݉ଶ݈ଶ

݀φ
ݐ݀ . 

Полная производная по времени от этого выражения 

݀
ݐ݀ ൦

߲ܶ

߲ ൬݀φ݀ݐ ൰
൪ ൌ ݉ଶ݈ cosφ

݀ଶݕ
ଶݐ݀ െ ݉ଶ݈ sinφ

ݕ݀
ݐ݀
݀φ
ݐ݀ ൅ ݉ଶ݈ଶ

݀ଶφ
ଶݐ݀ . 

Частная производная от кинетической энергии по обобщенной 
координате φ 
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߲ܶ
߲φ ൌ െ݉ଶ݈ sinφ

ݕ݀
ݐ݀
݀φ
ݐ݀ . 

7. Обобщенные силы. Изобразим на рис. 4.1 действующие силы. 
Это сила тяжести ползуна P1 и сила тяжести шарика P2. Силу реакции 
горизонтальной плоскости показывать не нужно, так как реакции иде-
альных связей в уравнениях Лагранжа учитываются автоматически. 

Первый способ. Запишем сумму элементарных возможных работ 
через силы, действующие на механическую систему: 

෍δܣ௝

௡

௝ୀଵ

ൌ෍൫ܨ௝௫δݔ௝ ൅ ௝ݕ௝௬δܨ ൅ .௝൯ݖ௝௭δܨ
௡

௝ୀଵ

 

С другой стороны, сумму элементарных возможных работ можно 
выразить через обобщенные силы: 

෍δܣ௝ ൌ ܳ௬δݕ ൅
௡

௝ୀଵ

ܳ஦δφ. 	 

Из рис. 4.1 видно, что проекция силы P1x на возможном переме-
щении δݔଵ работу не совершает. Кроме того, силы P1 и P2 не имеют 
проекций на ось y. То есть работу совершает только P2x на возможном 
перемещении δݔଶ: 

 

෍δܣ௝ ൌ ଶܲ௫δݔଶ

௡

௝ୀଵ

, 				 ଶܲ௫ ൌ ݉ଶ݃	. 

 

Координата шарика x2 и вариация координаты δݔଶ : 
ଶݔ ൌ ݈ cosφ , 							δݔଶ ൌ െ݈ sinφߜφ. 

Подставляя эти выражения в сумму элементарных возможных 
работ, получаем:  

෍δ
௡

௝ୀଵ

௝ܣ ൌ െ݉ଶ݈݃ sinφߜφ. 

Из сравнения формул элементарных возможных работ, записан-
ных через действующие и обобщенные силы, найдем обобщенные 
силы: 

ܳ௬ ൌ 0,				ܳ஦ ൌ െ݉ଶ݈݃ sinφ. 
8. Дифференциальные уравнения движения механической систе-

мы. 
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Найденные в пп. 6 и 7 выражения подставим в уравнения Ла-
гранжа второго рода: 

 

ሺ݉ଵ ൅ ݉ଶሻ
݀ଶݕ
ଶݐ݀ ൅ ݉ଶ݈ cosφ

݀ଶφ
ଶݐ݀ െ ݉ଶ݈ sinφ ൬

݀φ
ݐ݀ ൰

ଶ

ൌ 0, 
 

݉ଶ݈ଶ
݀ଶφ
ଶݐ݀ ൅ ݉ଶ݈ cosφ

݀ଶݕ
ଶݐ݀ ൌ െ݉ଶ݈݃ sinφ. 

 
Таким образом, поставленная задача решена. Но обобщенные си-

лы можно найти и другим способом. 
Второй способ определения обобщенных сил. Дадим системе 

возможное перемещение δݕ	в сторону возрастания y такое, что 
δφ ൌ 0. Тогда сумма элементарных возможных работ 

෍ܣߜ௝ ൌ
௡

௝ୀଵ

ܳ௬ݕߜ ൌ 0. 

Так как δݕ ് 0, то обобщенная сила, соответствующая координа-
те y, равна нулю:  ܳ௬ ൌ 0.  Дадим системе возможное перемещение 
δφ	в сторону возрастания φ	такое, что ݕߜ ൌ 0. Тогда сумма элемен-
тарных возможных работ 

෍δܣ௝ ൌ
௡

௝ୀଵ

ܳ஦δφ ൌ െ ଶ݈ܲ sinφ δφ. 

Коэффициент при		δφ даст значение обобщенной силы, соответ-
ствующей координате φ, 

ܳ஦ ൌ െ ଶ݈ܲ sinφ ൌ െ݉ଶ݈݃ sinφ. 
Третий способ определения обобщенных сил. Так как силы тяже-

сти, действующие на механическую систему, являются консерватив-
ными силами, то обобщенные силы можно определить через потенци-
альную энергию системы. 

Потенциальная энергия системы  Π ൌ ݉ଶ݃߅ ൅  где H  – высота  ,ܥ
подъема шарика из начального положения в данное, С  –  постоянная, 
߅ ൌ ݈ െ ݈ cosφ;  

Π ൌ ݉ଶ݈݃ሺ1 െ cosφሻ ൅  .ܥ
Обобщенные силы равны 
 

ܳ஦ ൌ െ
߲Π
߲φ ൌ െ݉ଶ݈݃ sinφ, 							ܳ௬ ൌ െ

߲Π
ݕ߲ ൌ 0. 
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Условия задач 

 
Текст задач сформулирован в соответствии с номером варианта, 

чертежи к задаче (в соответствии с номером варианта) помещены на 
рис. 4.2. 

1. Установить характер движения точек и тел, входящих в меха-
ническую систему (материальная точка, перемещающаяся в плоско-
сти или в пространстве; твердое тело, совершающее поступательное 
движение, или вращающееся вокруг неподвижной оси, или соверша-
ющее плоское движение). 

2. Определить число степеней свободы механической системы s. 
Во всех предложенных вариантах задания число степеней свободы 
равно двум. 

3. Выбрать обобщенные координаты. Целесообразно за обобщен-
ные координаты принимать переменные, рекомендованные в тексте 
задачи. Записать обобщенные скорости, т.е. полные производные по 
времени от обобщенных координат. 

4. Записать уравнения Лагранжа второго рода для выбранных 
обобщенных координат в общем виде. Уравнений Лагранжа столько, 
сколько степеней свободы имеет механическая система: 

݀
ݐ݀ ቎

ߒ߲

߲ ቀ݀ݍ௜݀ݐ ቁ
቏ െ

ߒ߲
௜ݍ߲

ൌ ܳ௜	, ݅ ൌ 1, 2, …	, ܵ 

где T – кинетическая энергия системы; qi – обобщенная координата; 
ௗ௤೔
ௗ௧

 – обобщенная скорость; Qi  – обобщенная сила, соответствующая 
обобщенной координате qi. 

5. Записать кинетическую энергию системы как сумму кинетиче-
ских энергий тел, входящих в рассматриваемую механическую систе-
му. Формула кинетической энергии определяется видом движения 
твердого тела.  

Кинетическая энергия материальной точки 

ܶ ൌ
1
2݉߭

ଶ, 

где 	݉ – масса материальной точки, ߭ – абсолютная скорость точки. 
Кинетическая энергия твердого тела при поступательном движе-

нии 

ܶ ൌ
1
2݉߭௖

ଶ, 
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где ݉ – масса твердого тела, ߭௖	 	– скорость центра масс. 
Кинетическая энергия твердого тела, вращающегося вокруг не-

подвижной оси Oz, 

ܶ ൌ
1
2 	௭ωܬ

ଶ, 
 

где ω – угловая скорость твердого тела, ܬ௭ – момент инерции тела от-
носительно оси вращения. 

Кинетическая энергия твердого тела при плоском движении 

ܶ ൌ
1
2݉߭௖

ଶ ൅
1
2 ௖௭ܬ

	ω	
ଶ, 

где ܬ௖௭	– момент инерции плоской фигуры относительно оси, прохо-
дящей через центр масс перпендикулярно плоскости фигуры. 

Выразить кинетическую энергию через обобщенные координаты 
и обобщенные скорости. 

6. Найти все частные и полные производные, входящие в левые 
части уравнений Лагранжа второго рода. 

7. Определить обобщенные силы, соответствующие выбранным 
обобщенным координатам. Обобщенной силой, соответствующей i-й 
обобщенной координате, называется величина, равная коэффициенту 
при вариации данной обобщенной координаты в выражении возмож-
ной работы сил, действующих на механическую систему. Существу-
ют различные способы вычисления обобщенных сил: 

1) согласно определению, обобщенная сила 
 

ܳ௜ ൌ෍ܨఫഥ
௝ݎ߲̅
௜ݍ߲

.
௡

௝ୀଵ

 

 

Принимая во внимание, что ݎఫഥ ൌ ௝ଓ̅ݔ ൅ ௝ଔ̅ݕ ൅ ௝ݖ ത݇, получаем 
 

ܳ௜ ൌ	 ෍ቆܨ௝௫
௝ݔ߲
௜ݍ߲

൅ ௝௬ܨ
௝ݕ߲
௜ݍ߲

൅ ௝௭ܨ
௝ݖ߲
௜ݍ߲

ቇ .
௡

௝ୀଵ

 

 

Этот способ определения обобщенных сил называют аналитиче-
ским; 

2) обобщенные силы для механических систем с s > 1 целесооб-
разно вычислять последовательно, учитывая, что обобщенные коор-
динаты, а значит, и их вариации независимы между собой. Системе 
всегда можно сообщить такое возможное перемещение, при котором 
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изменяется только одна обобщенная координата, а другие при этом не 

варьируются. В этом случае ∑ ௝௡ܣߜ
௝ୀଵ ൌ	 ܳ௜ݍߜ௜ , откуда ܳ௜ ൌ

∑ ఋ஺ೕ೙
ೕసభ

ఋ௤೔
. 

Возможная работа сил, действующих на систему, определяется 
на перемещениях точек приложения этих сил, соответствующих ва-
риации только одной i-й обобщенной координаты; 

3) если силы, действующие на механическую систему, потенци-
альные, то обобщенные силы можно определить через потенциаль-
ную энергию системы Π: 

ܳ௜ ൌ െ
߲Π
௜ݍ߲

. 
 

8. Записать дифференциальные уравнения движения механиче-
ской системы, подставив в уравнения Лагранжа второго рода найден-
ные производные и обобщенные силы. 

 

Вариант 1. Шероховатый цилиндр весом P и радиусом r катится 
без скольжения по внутренней поверхности полого цилиндра с весом 
Q, радиусом R, который может вращаться вокруг своей горизонтально 
расположенной оси симметрии. Определить угловые ускорения ци-
линдров, приняв за обобщенные координаты угол поворота полого 
цилиндра ψ  и угол поворота мысленного отрезка φ.  

Вариант 2. Решить предыдущую задачу в предположении, что по 
внутренней поверхности полого цилиндра катится без скольжения шар 
весом P и радиусом r (диаметральная плоскость шара во все время 
движения остается параллельной поперечному сечению цилиндра). 

Вариант 3. Составить уравнения движения системы, состоящей 
из диска A, жестко прикрепленного к стержню длины l, другой конец 
которого шарнирно прикреплен к оси цилиндра B. Цилиндр B катится 
без скольжения по горизонтальной плоскости, радиус цилиндра R, вес 
Q. Веса стержня и диска одинаковы и равны P, радиус диска r. Трени-
ем качения пренебречь. За обобщенные координаты принять y – пе-
ремещение центра масс катка B и φ  – угол отклонения стержня от 
вертикали. 

Вариант 4. Каток A весом Q и радиусом R, скатываясь без сколь-
жения по плоскости, наклоненной к горизонту под углом α, приводит в 
движение цилиндрический каток B такого же веса и радиуса с помо-
щью невесомой, нерастяжимой нити, переброшенной через неподвиж-
ный блок C. Коэффициент трения качения катка A о плоскость k.  
Нить не скользит по цилиндрическому катку B. Определить ускоре-
ния центров катков A и B и натяжение нити, приняв за обобщенные 
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координаты x –  перемещение центра масс катка A и φ  – угол поворо-
та катка B. 

Вариант 5. Механическая система состоит из груза A весом Q и 
однородного цилиндра весом P и радиусом R, соединенных невесомой 
нитью, переброшенной через неподвижный блок C. Система приходит 
в движение под действием силы тяжести груза A, который скользит  
по плоскости, образующей угол α с горизонтом. Считая, что скольже-
ние нити по цилиндру отсутствует, определить ускорение груза A,  
угловое ускорение цилиндра и натяжение нити. За обобщенные коор-
динаты принять x – перемещение груза A и φ – угол поворота ци- 
линдра B. 

Вариант 6. Цилиндрические катки A и B одинакового веса P и 
радиуса R соединены невесомой нитью, переброшенной через непо-
движный блок C, и лежат на боковых гранях треугольной призмы D 
весом Q. Система приходит в движение под действием сил тяжести. 
Считая, что боковые грани призмы образуют с горизонтальной плос-
костью углы α и β, пренебрегая трением качения и трением между 
призмой и плоскостью, определить ускорение призмы, угловые уско-
рения цилиндрических катков и натяжение нити. Качение катков по 
граням цилиндра происходит без скольжения. За обобщенные коор-
динаты принять x1 – перемещение призмы и x2 – перемещение центра 
масс катка A относительно призмы. 

Вариант 7. Три груза A, B, C, веса которых соответственно P; 
0,75P; 0,5P, соединены невесомой нерастяжимой нитью, переброшен-
ной через неподвижные блоки M и N. Грузы лежат по сторонам четы-
рехугольной пирамиды и перемещаются под  действием силы тяжести. 
Пренебрегая трением между плоскостью, пирамидой и грузами, опре-
делить ускорения пирамиды и груза A относительно пирамиды, а также 
натяжение нити и давление груза A на боковую грань пирамиды. Вес 
пирамиды Q. За обобщенные координаты принять x1 – перемещение 
пирамиды и x2 – перемещение груза A относительно пирамиды. 

Вариант 8. Решить вариант 7 для случая, когда груз B заменен 
цилиндрическим катком того же веса, катящимся без скольжения по 
пирамиде. Радиус катка R. Коэффициент трения качения катка о грань 
пирамиды равен k. 

Вариант 9. Решить вариант 7 для случая, когда груз A заменен 
однородным цилиндром того же веса, катящимся без скольжения по 
грани пирамиды. Трением качения пренебречь. За обобщенные коор-
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динаты принять x1 – перемещение пирамиды, x2 – перемещение цен-
тра масс катка A относительно пирамиды. 

Вариант 10. Однородная нить, к концу которой привязан цилин-
дрический каток A весом P и радиусом R, огибает неподвижный блок 
B, охватывает подвижный блок C, поднимается вверх на неподвиж-
ный блок D и проходит параллельно горизонтальной плоскости, где к 
ее концу привязан груз E веса P. Коэффициент трения скольжения 
груза E о горизонтальную плоскость равен f. Трением качения прене-
бречь. К оси блока C прикреплен груз K весом Q, под действием силы 
тяжести которого происходит движение системы. Пренебрегая весами 
блоков B, C и D, определить ускорения груза E и центра масс катка A, 
а также натяжение нити. За обобщенные координаты принять x1 – пе-
ремещение груза E, x2 – перемещение центра масс  катка A. 

Вариант 11. Решить вариант 10 в предположении, что каток A 
заменен грузом того же веса. За обобщенные координаты принять x1 – 
перемещение груза E, x2 – перемещение груза A. 

Вариант 12. Механическая система, состоящая из однородных ци-
линдров A и B одинакового веса Q и одинакового радиуса r и груза C 
весом P, соединенных невесомой нитью, переброшенной через невесо-
мые неподвижные блоки M и N, приходит в движение под действием 
силы тяжести цилиндра B. Пренебрегая трением качения и считая, что 
цилиндр B не скользит по нити, а цилиндр A совершает чистое качение 
по плоскости, определить ускорения груза C и центра масс цилиндра A, 
а также натяжение нити. Коэффициент трения скольжения груза C по 
плоскости равен f. За обобщенные координаты принять x1 – перемеще-
ние груза C, х2 – перемещение центра масс цилиндра A. 

Вариант 13. Круглый однородный диск радиусом R и весом P 
связан шарниром со стержнем OA длиной l и весом Q, могущим вра-
щаться около неподвижной горизонтальной оси O. Диск может вра-
щаться в плоскости колебаний стержня OA. Составить дифференци-
альные уравнения движения системы, приняв за обобщенные коорди-
наты углы поворота стержня φ  и диска ψ. 

Вариант 14. В дифференциальной передаче, расположенной в го-
ризонтальной плоскости, к водилу  O1O2 приложен постоянный вра-
щающий момент M. Шестерня 1 весом Q и радиусом R свободно наса-
жена на общую с водилом ось O1 и может вращаться вокруг нее неза-
висимо от водила. С шестерней 1 во внешнем зацеплении находится 
шестерня 2 весом Q и радиусом r. Считая водило однородным стерж-
нем весом P, а шестерни однородными дисками и пренебрегая трением, 
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определить угловые ускорения водила и шестерни 1. За обобщенные 
координаты принять углы поворота водила ψ  и шестерни 1 φ. 

Вариант 15. В дифференциальной передаче, расположенной в 
горизонтальной плоскости, к водилу  O1O2 приложен постоянный 
вращающий момент M. Шестерня 1 весом Q и радиусом R свободно 
насажена на общую с водилом ось O1 и может вращаться вокруг нее, 
независимо от водила. С шестерней 1 во внутреннем зацеплении 
находится шестерня 2 весом Q и радиусом r. Считая водило однород-
ным стержнем весом P, а шестерни однородными дисками и прене-
брегая трением, определить угловые ускорения водила и шестерни 1.  
За обобщенные координаты принять углы поворота водила ψ  и ше-
стерни 1  φ. 

Вариант 16. Шарик весом P движется внутри гладкой трубы, ось 
которой представляет окружность радиусом R. Труба свободно вра-
щается около вертикального диаметра. Момент инерции трубы отно-
сительно вертикального диаметра равен J. Считая, что труба вращает-
ся под действием постоянного момента M, составить дифференциаль-
ные уравнения движения системы, приняв за обобщенные координа-
ты углы поворота трубы φ  и радиуса ψ. 

Вариант 17. Грузы A и B каждый весом P и однородный цилин-
дрический каток C весом Q и радиусом R, соединенные невесомой ни-
тью, переброшенной через невесомые блоки K, M и N, приходят в дви-
жение под действием сил тяжести. Груз A скользит по гладкой наклон-
ной плоскости, образующей угол α с горизонтом, а каток C катится без 
скольжения по другой наклонной плоскости, образующей угол β с гори-
зонтом. Пренебрегая трением качения, определить ускорения груза A и 
оси катка C, а также натяжение нити. За обобщенные координаты при-
нять x1 – перемещение груза A, x2 – перемещение  центра масс катка C. 

Вариант 18. Решить вариант 17 для случая, когда груз A заменен 
цилиндрическим катком весом Q и радиусом R, катящимся без 
скольжения по наклонной плоскости. За обобщенные координаты 
принять x1 – перемещение центра масс катка A, x2 – перемещение цен-
тра масс катка C. 

Вариант 19. Составить дифференциальные уравнения движения 
системы, состоящей из математического маятника длиной l и весом 
Q, подвешенного к вертикально движущемуся ползуну A весом P, 
прикрепленному к пружине жесткости c. Длина недеформированной 
пружины l0. За обобщенные координаты принять x – перемещение 
ползуна, φ – угол поворота стержня AM. 
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Вариант 20. Однородные цилиндрические катки A и B каждый 
весом P и радиусом R и груз C весом Q соединены невесомой нитью, 
переброшенной через невесомые блоки, и образуют механическую 
систему, которая приходит в движение под действием сил тяжести. 
Груз C скользит по гладкой плоскости, образующей с горизонтом 
угол α. Каток B катится без скольжения по наклонной плоскости, об-
разующей угол β с горизонтом. Считая, что цилиндр A не скользит по 
нити, и пренебрегая трением качения, определить ускорения груза C и 
центра масс цилиндра B, а также натяжение нити. За обобщенные ко-
ординаты принять x1 – перемещение груза C, x2 – перемещение центра 
масс цилиндра В. 

Вариант 21. Через блок A радиусом R и весом Q1 перекинута не-
весомая нерастяжимая нить. На одном ее конце привязан груз М1 ве-
сом P1, на другом – блок B радиусом r весом Q2. Через блок B также 
перекинута невесомая нерастяжимая нить, на концах которой при-
креплены грузы М2 и М3, веса которых соответственно P2 и P3. Пре-
небрегая скольжением нитей по блокам, определить ускорение груза 
М1 и относительное ускорение груза М2. Блоки A и B считать одно-
родными дисками. За обобщенные координаты принять x1 – переме-
щение груза М1, x2 – относительное перемещение груза М2. 

Вариант 22. Решить вариант 20 для случая, когда груз C заменен 
цилиндрическим катком весом Q и радиусом R. За обобщенные коор-
динаты принять x1 – перемещение центра масс катка C, x2 – переме-
щение центра масс катка В. 

Вариант 23. Груз A весом P1 с помощью невесомой нерастяжи-
мой нити приводит в движение блок B весом Q1 и радиусом r, ось ко-
торого неподвижна, и блок D весом Q2 и радиусом R. К центру блока 
D на пружине жесткости с подвешен груз E весом P2. Пренебрегая 
скольжением нити относительно блоков и принимая блоки за одно-
родные диски, составить дифференциальные уравнения движения 
системы. За обобщенные координаты принять x1 – перемещение груза 
A, x2 – перемещение груза E относительно блока D. 

Вариант 24. Двойной плоский математический маятник, состоящий 
из двух однородных стержней весом P и длиной l каждый, совершает 
колебания в вертикальной плоскости под действием сил тяжести. Соста-
вить дифференциальные уравнения движения системы, приняв за обоб-
щенные координаты углы поворота стержня ОА – φ  и стержня АВ – ψ. 

Вариант 25. Ползун A массы m1, соединенный с неподвижными 
стенками одинаковыми пружинами жесткости c, может скользить без 
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трения вдоль горизонтальной направляющей. К центру ползуна на 
невесомой нерастяжимой нити длины l подвешен груз массой m2. Со-
ставить дифференциальные уравнения движения системы, приняв за 
обобщенные координаты x – перемещение ползуна, φ  – угол откло-
нения нити от вертикали. 

Вариант 26. Доска массы m1, соединенная пружинами жесткости 
c с неподвижными стенками, может скользить по гладкому горизон-
тальному полу. По доске может катиться без проскальзывания диск 
массой m2 и радиусом r, центр которого соединен с краем доски пру-
жиной жесткости 2c. Составить дифференциальные уравнения дви-
жения системы, приняв за обобщенные координаты x – перемещение 
доски, ξ – перемещение центра масс диска относительно доски. 

Вариант 27. Через блок O массой m, подвешенный на вертикаль-
ной пружине жесткости c, перекинута невесомая нерастяжимая нить с 
двумя грузами A и B массами m1 и m2 на концах. Нить по блоку не 
скользит. Составить дифференциальные уравнения движения систе-
мы, приняв за обобщенные координаты x1 – перемещение точки O, x2 
– перемещение груза A относительно блока. 

Вариант 28. Однородный диск А весом P и радиусом R может 
катиться без скольжения по наклонной плоскости, образующей угол α 
с горизонтом. К центру диска на невесомой нерастяжимой нити дли-
ны l подвешен груз веса Q, совершающий колебания в вертикальной 
плоскости. Составить дифференциальные уравнения движения систе-
мы, приняв за обобщенные координаты x – перемещение центра масс 
диска, φ – угол отклонения нити от вертикали. 

Вариант 29. Составить дифференциальные уравнения движения 
системы, состоящей из математического маятника М массой m и дли-
ной l, точка подвеса А которого находится в центре диска радиусом r 
и массой m1. Диск может катиться без скольжения по горизонтальной 
плоскости, сохраняя свою плоскость вертикальной. Центр диска со-
единен с неподвижной стенкой пружиной жесткости c. За обобщен-
ные координаты принять x – перемещение центра масс диска, φ  – 
угол отклонения нити от вертикали. 

Вариант 30. Внутри полого цилиндра массой m1 и радиусом R, 
который может свободно качаться вокруг своей горизонтальной обра-
зующей, катится без скольжения однородный цилиндр массой m2 и 
радиусом r. Составить дифференциальные уравнения движения си-
стемы, приняв за обобщенные координаты углы поворота мысленных 
отрезков OA – φ, AC – ψ. 
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Вариант 31. Однородный цилиндр весом P и радиусом r может 
катиться без скольжения внутри неподвижного полого цилиндра ра-
диусом R. К центру подвижного цилиндра подвешен математический 
маятник AM весом Q и длиной l. Составить дифференциальные урав-
нения движения системы, приняв за обобщенные координаты углы 
поворота мысленного отрезка OA – φ, маятника AM – ψ.  

Вариант 32. Груз 1 массой m1 и пренебрежимо малых размеров 
может скользить без трения по стержню 2 достаточно большой длины 
l2. Груз удерживается пружиной жесткостью c. Длина недеформиро-
ванной пружины l. К грузу приложена постоянная по величине сила 
F, составляющая угол ψ  с горизонтом. Масса стержня 2 равна m2. 
Составить дифференциальные уравнения движения системы, приняв 
за обобщенные координаты ξ1 – перемещение груза по стержню, φ – 
угол поворота стержня. 

Вариант 33. Тело 1, имеющее массу m1, скользит по гладкой го-
ризонтальной поверхности. Тело 2, представляющее собой однород-
ный диск радиусом r и массой m2, катится без скольжения по цилин-
дрической поверхности тела 1 радиусом R. Составить дифференци-
альные уравнения движения системы, приняв за обобщенные коорди- 
наты x – перемещение тела 1, φ  – угол поворота мысленного отрез- 
ка AC.  

Вариант 34. Ползун 1 массой m1 скользит без трения по горизон-
тальной направляющей. К ползуну подвешен математический маятник 
2 массой m2 и длиной l, связанный с ползуном спиральной пружиной с 
крутильной жесткостью c. При нижнем положении маятника пружина 
не деформирована. К концу маятника приложена постоянная по вели-
чине сила F, составляющая угол ψ с горизонтом. Составить дифферен-
циальные уравнения движения системы, приняв за обобщен- 
ные координаты xА – перемещение ползуна, φ – угол поворота  
маятника.  

Вариант 35. Призма 1 массой m1 скользит по гладкой горизон-
тальной плоскости, удерживаемая горизонтальной пружиной жестко-
стью c. По наклонной грани призмы катится без скольжения одно-
родный цилиндр 2, имеющий массу m2. К его центру В под углом ψ  к 
горизонту приложена сила F, величина которой постоянна. Угол 
наклона грани призмы к горизонту α. Составить дифференциальные 
уравнения движения системы, приняв за обобщенные координаты x – 
перемещение призмы, ξB – перемещение центра масс диска относи-
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тельно призмы. Обобщенная координата x отсчитывается от положе-
ния призмы, в котором пружина не деформирована. 

Вариант 36. Призма 1 массой m1 скользит по гладкой горизон-
тальной плоскости. По наклонной грани призмы катится без скольже-
ния однородный диск 2, имеющий массу m2. Центр диска В прикреп-
лен к призме пружиной жесткостью c. К центру диска под углом ψ к 
горизонту приложена сила F, величина которой постоянна. Угол 
наклона грани призмы к горизонту α. Пружина параллельна грани 
призмы. Составить дифференциальные уравнения движения системы, 
приняв за обобщенные координаты x – перемещение призмы, ξB – пе-
ремещение центра масс диска относительно призмы. Обобщенная 
координата ξB отсчитывается от положения центра диска, при кото-
ром пружина не деформирована.  

Вариант 37. Груз 1 массой m1 и пренебрежимо малых размеров 
может скользить без трения по стержню 2 достаточно большой длины 
l2. Стержень удерживается спиральной пружиной крутильной жестко-
стью c. В нижнем положении стержня пружина не деформирована. К 
грузу приложена постоянная по величине сила F, составляющая угол 
ψ  с горизонтом. Составить дифференциальные уравнения движения 
системы, приняв за обобщенные координаты ξ1 – перемещение груза 
по стержню, φ  – угол поворота стержня. 

Вариант 38. Доска 1 массой m1 может передвигаться на роликах 
3, 4 массой m3 = m4, катящихся без скольжения по горизонтальной 
плоскости. По доске катится без скольжения цилиндр 2 массой m2. 
Доска удерживается горизонтальной пружиной жесткостью c. К оси 
цилиндра приложена постоянная по величине сила F, составляющая 
угол ψ с горизонтом. Составить дифференциальные уравнения дви-
жения системы, приняв за обобщенные координаты x – перемещение 
доски, ξB – перемещение центра масс цилиндра относительно доски, 
отсчитываемое от точки О2. Обобщенная координата x отсчитыва- 
ется от положения края доски, при котором пружина не деформиро- 
вана. 

Вариант 39. Тележка 1 массой m1, имеющая два колеса 3, 4 мас-
сой m3 = m4, может двигаться без сопротивления по горизонтальной 
плоскости. При этом колеса катятся без скольжения. По тележке ка-
тится без скольжения однородный диск 2 массой m2, центр которого 
соединен с неподвижным основанием горизонтальной пружиной 
жесткостью c. К центру диска приложена постоянная по величине 
сила F, составляющая угол ψ с горизонтом. Составить дифференци-
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альные уравнения движения системы, приняв за обобщенные коорди-
наты x – перемещение тележки, ξB – перемещение центра масс диска 
относительно тележки. Считать, что при x = 0, ξB = 0 пружина не де-
форми- 
рована. 
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Рис. 4.2 (окончание) 
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ТРЕБОВАНИЯ К ОФОРМЛЕНИЮ 
РАСЧЁТНО-ГРАФИЧЕСКОЙ РАБОТЫ 

 
 
Каждое задание оформляется на одной стороне бумаги формата 

А4. Первая страница – титульный лист, образец которого приведён в 
прил. 2. Вторая страница начинается с полной формулировки условия 
задачи, схемы рассматриваемого механизма, исходных данных для 
расчёта. Решение задачи должно сопровождаться подробными объяс-
нениями, в которых нужно указать, какая теорема, принцип и т.п. 
применяются в расчётах. Схемы механизмов, расчётные схемы (изоб-
ражения тел с приложенными к ним силами, скоростями, ускорения-
ми и т.д.) должны быть чёткими и с соблюдением пропорций, чтобы 
изображаемые величины были не слишком малыми или слишком 
большими. Текст может быть рукописным, но небрежно оформлен-
ные работы не принимаются, в этих случаях работа должна быть рас-
печатана на компьютере. 

При защите работы студент должен быть готов к ответу на во-
просы по теории и методам выполнения работы. 
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