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СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ ЦИКЛА ОБСЛУЖИВАНИЯ В 
АЦИКЛИЧЕСКИХ СЕТЯХ С ОПЕРАЦИЯМИ 

РАЗЪЕДИНЕНИЯ И ОБЪЕДИНЕНИЯ ТРЕБОВАНИЙ 

1. Введение. 

Модели сетей с очередями находят широкое nрименение nри анализе техниче­

ских систем, nроизводственных и бизнес-nроцессов. Среди различных моделей 
сетей, сети с оnерациями разъединения и объединения требований (Fork-Join 
Queueing Networks) [1] nредставляют широкий класс моделей, которые nозволя­
ют вnо.!):не адекватно оnисывать многие реальные nроцессы и системы. Напри­
мер, при исследовании сетей связи, операция разъединения требований может 

соответствовать разбиению сообщений на отдельные пакеты, каждый из кото­

рых может передвигаться по отдельному маршруту в сети, а оnерация объеди­

нения- восстановление исходного сообщения из пакетов в пункте назначения. 

В случае производственных nропессов эти операции могут означать распреде­

ление nартии комплектующих изделий между производственными участками и 

сборку окончательного изделия на завершающем этапе производственного ци­

кла. Наконец, оnерации разъединения и объединения требований могут моде­

лировать динамику и взаимодействие различных элементов бизнес-процессов. 

Одним из важных показателей эффективности систем является величина 
среднего времени цикла обслуживания требований в системе. В практических 

задачах этот nоказатель может интерпретироваться, наnример, как среднее 

время доставки сообщений в сети связи или среднее время, необходимое для 

осуществления векоторого бизнес-nроцесса. 

В настоящей работе nредлагается nодход к определению среднего времени 

цикла, основанный на применении апnарата идемnотентной алгебры [3]. По­
казано, что в случае ациклических сетей с оnерациями разъединения и объеди­

нения требований nри достаточно общих условиях среднее время цикла опре­

деляется только средним временем обслуживания в узлах сети и не зависит от 

тоnологии сети. 

2. Идемпатентная алгебра. 

Рассмотрим множество вещественных чисел ~.расширенное nутем добавле­
ния элемента е = -оо. Пусть на ~ заданы оnерации ffi и ®, которые для 
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любых х, у Е R. определяются следующим образом: 

х (f) у= max(x,y), х®у = х+у, 
причем х 0 Е = с:. 

Множество R, с операциями + и С· яв.'1яется коммутативным полуколь­

цом с идемпатентным сложением, нулевым и единичным элементами которого 

являются е и О соответственно. Полукольцо с указанными свойствами обыч­

но называют идемпатентной алгеброй (см., наnример, [2, 3]). 
Заметим, что в идемпатентной алгебре для всякого х f= е определен обрат­

ный элемент х- 1 относительно операции ®,который представляет собой -х 
в обычной арифметике. 

Идемпатентная алгебра {полукольцо) вещественных матриц вводится обыч­
ным путем: для любых двух матриц А = (a;j) и В = (Ь;;) размера n х n 
выполнение операций (f) и ® осуществляется по формулам: 

n 

{А (f) В};;= a;j (f) Ь;; и {А 0 B};j = Е9 а;.~:® bkj· 

k=1 

Обе операции обладают свойством ассоциативности, однако только опера­
ция \fJ является коммутативной. Матрицы 

играют роль нулевой и единичной матриц соответственно. 

Операции (f) и ® являются монотонными, т.е. из неравенств А ::::; С и 
В ::::; D следует: А (f) В ::::; С ffi D и А® В ::::; С ® D. 

Пусть А f= Е: -квадратная матрица. Как обычно, положим А0 =Е и 

А" = А® Ak-1 = Ak-t ®А 

для любого целого k ~ 1. 
Будем называть матрицу D диагональной, если все ее внедиагональные эле­

менты равны с:. Нетрудно проверить, что для любой матрицы D = 
= diag(d1 , •.. ,dn) при условии, что d; > t: для всех i = l, ... ,n, существу­
ет обратная относительно оnерации 0 матрица D-1 = diag( d-;1 , ... , d;; 1 ). 

Операция Q) обладает очевидным свойством дистрибутивности по отноше­

нию к ф. Другими словами, выnолняются тождества 

А® (В еэС)= А 0 В еэ А 0 С, 
(А ffi В)® С= А® С Е!1 В 0 С 

где А, В и С - любые матрицы, для которых соответствующие оnерации 

имеют смысл. 

98 



Свойство дистрибутивности можно также записать в виде 

где A;j - произвольные квадратные матрицы для всех 

= 1, ... , т. Из (1), в частности, следует неравенство 

k m т k 

@ffiA;; ~ ffi@A;;. 
j=li=l 

2.1 Арифметическое сложение. 

(1) 

1, ... ,k, j 

(2) 

Введем обычную операцию арифметического сложения как внешнюю по отно­

шению к рассматриваемой алгебре. В силу того, что скалярные операции 18> и 
+ тождественны друг другу, представляет интерес только внешняя операция 
матричного сложения. 

При записи алгебраических выражений будем предполагать, что в любой 

последовательности операций арифметическое сложение + выполняется после 
операций 18> и $. Для любой матрицы А положим А + & = & + А = &. 

Не трудно проверить, что имеет место свойство дистрибутивности опера­

ции + относительно $: 

k т " 
LffiA;j = ffi LAim,, (3) 
i=l j=l l:$;m1,···,mk:5m i=l 

из которого, в частности, следует неравенство 

" т т k 

LffiA;j ~ ffiLA;;. (4) 
i=l j=l j=l i=l 

В общем случае трудно указать какие-либо простые свойства, связываю­
щие операции 18> и +. Однако, как будет показано ниже, некоторые полезные 
соотношения могут быть получены для специальных типов матриц, включая 

диагональные и опорные матрицы. 

2.2 Функции от матриц. 

Рассмотрим произвольную (n х n)-матрицу А = (а;;) и введем следующие 
величины: 

n 

IIAII = El1 а;;, tr(.4) = El1 а;;. 
1;:5i,j~n i=l 
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Пусть А и В - произвольные матрицы. Ясно, что из неравенства А~ В 
следует IJAII ~ IJBII· Кроме того, выполняются очевидные соотношения: 

IIA ЕЬ Bll = IIAII ffi IIBII, 
tr(A ffi В) = tr(A) ffi tr( В), 

IIA 18) Bll ~ IIAII 18) IIBII, 
IIA + Bll ~ IIAII + IJBII· 

Наконец, для любого числа с> О имеем llcAII = ciiAII и tr(cA) = ctr(A). 
Рассмотрим произвольную квадратную матрицу А. Собственное число Л 

и соответствующий ему собственный вектор :с матрицы А удовлетворяют 

равенству 

А0а: = Л18)а:. 
Следующий фундаментальный результат был nолучен в [4] (см. также [2]). 

Теорема 1 . Длs любой (n х n)-.м:атрицы А выnолнsетсs 

lim -k1 !1.4kll = р(А), 
k-+ov • 

где р(А) - ..tta"cu..ttaльнoe собственное число .матрицы А, 

3. Модели сетей с очередями. 

Пусть имеется сеть, состоящая из n узлов, тоnология которой описывается не­
которым ациклическим графом. В каждом узле размещается обслуживающее 

устройство и неограниченный накопитель, nредназначенный для размещения 

очереди требований, ожидающих обслуживания. Узел сети, который не имеет 

входящих дуг, рассматривается как источник неограниченного nотока требо­

ваний, поступающих в систему. В начальный (нулевой) момент времени все 

устройства свободны, очереди в узлах-источниках имеют бесконечное число 

требований, в то время как очереди всех остальных узлов nусты. 

Обозначим через т;k, продожительность, а через x;(k) -момент времени 
заверщения k-го обслуживания в узле i, i = 1, ... , n, k = 1, 2,... Предпо­
пагается, что Ti!, тi2, ... , являются независимыми одинаково расnределенны­
ми случайными величинами с конечными средним и дисперсией для каждого 

i = 1, ... ,n. 
В рассматриваемых сетях наряду с обычной процедурой обс11уживания тре­

бований могут осуществляться дополнительные операции объединения и разъ­

единения требований [1, 6]. Операция объединения выnолняется в узле nеред 
обслуживанием требований и заключается в объединении поступивших требо­

ваний, взятых по одному от каждого предшествующего узла, и замене их на 

новое требование, которое nрисоединяется к очереди. Операция разъединения 
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выполняется всякий раз после завершения обслуживания требования в узле и 

состоит в замене этого требования на несколько новых требований по одному 

для каждого последующего узла, которые затем немедленно направляются в 

эти узлы. 

3.1 Алгебраическая модель. 

Динамика сетей с операциями объединения и разъединения требований может 

быть описана при помощи аппарата идемпотентной алгебры. Как показано в 

[6], для ациклических сетей справедливо динамическое уравнение 

1 

ж(k) = A(k) 0 ж(k -1), A(k) = ffi7k 0 (Gт 0 7k)3, 
j=O 

где ж(k) = (xt(k), ... , xn(k))т, 7k = diag(тlk, ... , Tnk) -диагональная матрица, 
G = (g;3) - матрица смежности графа сети с элементами 

.. _ { О, если существует дуга (i,j), 
9•J - е, в противном случае, 

l -- длина наибольшего пути в графе. 
В качестве примера рассмотрим сеть с n = 6 узлами, представленную 

вместе с соответствующей матрицей смежности G на рис. 1. 

2 4 

l<=к:>z~ 6 
:=JO 3 ~/:Jo--

:Jo :::JO 
(а) Модель сети 

G= ( 
~ ~ ~ ~ ~ ~ J 
с с е О О с 

с е с е Е О 

с е Е Е Е 0 
Е с е с е Е 

(б) Матрица смежности 

Рис. 1: Модель сети с очереди~и. 

В силу того, что для графа сети длина наибольшего пути l = 3, матрица 
системы принимает вид 
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3.2 Среднее время цикла. 

Предnолагается, что работа системы nредставляет собой nоследовательность 

циклов обслуживания. Первый цикл заканчивается, когда в каждом из уз­

лов сети будет завершено обслуживание одного требования, второй- когда в 

каждом узле будет обслужено по два требования и т.д. 

С учетом условия :с(О) =О, время завершения k-го цикла можно оnределить 
как 

Ak = A(k) 0 ... 0 A(l). 

Во многих практических задачах представляет интерес определение средне­

го времени цикла при условии, что число циклов неограниченно растет. Дру­

гими словами, ставится задача нахождения nредела 

-у= lim -k1 JI:c(k)ll = lim -k1 11Akll 
k-+oo k-+oo 

nри условии, что он существует. 

4. Диагональные и опорные матрицы. 

Пусть D -диагональная матрица с внедиагональными элементами, равными 
е. Тогда для любых матриц А и В выnолняются очевидные тождества 

D0 (А+ В)=- D0A+ В= А+ D 0В, 
(А+ В) 0 D =А 0 D +В= А+ В 0 D. (5) 

Будем называть любую квадратную матрицу с элементами О или е опорной 

матрицей. Заметим, что опорную матрицу G = (g;j) можно рассматривать 
как матрицу смежности некоторого графа при условии, что 9ii = О означает 
наличие дуги (i,j) в графе, а 9ii =Е -ее отсутствие. Нетрудно проверить, 
что если граф является ациклическим, то для соответствующей матрицы G 
выnолняется cm = Е для всех т > l, где l - длина наибольшего nути в 

графе. 

Пусть G - опорная матрица. Для любых матриц А и В выполняются 

неравенства 

G 0 (А+ В) S: G 0 А+ G 0 В, 
(А+ В) 0 G S: А 0 G +В 0 G. (6) 

Будем рассматривать nроизведения чередующихся диагональных матриц и 
некоторой опорной матрицы G вида 

Введем также обозначения: 

Справедливы следующие утверждения. 
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Лемма 1 . д.tJI .любых диагопа.льн.ыз: матриц Do, D1 , ••• , Dk выпо.ан.нетс.н не-

равенство 

k k 

Do ~ ~(G ~ Di) :5: 2: Gj ~ Dj ~ alc-j. (7) 
j=l j=O 

Доказательство. Для доказательства можно nрименить метод математиче­

ской индукции. При k = 1 из (5) и очевидного тождества D0 @G = D0 0G+G 
следует 

Заметим, что nри k = 2 соотношение (7) снова выnолняется в форме равен­
ства.: 

Do ~ G ~ D1 ~ G ~ D2 = Do ~ (G2 + G ~ D1 ~ G + G2 ) 0 D2 
= Do 0 G2 + G 0 D1 0 G + G2 ~ D2. 

Предположив, что утверждение леммы сnраведливо для векоторого k, до­
кажем, что оно будет выnолняеться и для k + 1. С учетом (6) будем иметь 

k+! k 

Do ~ @(G ~ Di) = Do 0 @(G ~ Di) ~ G <8> Dk+1 :5: 
j=l j=l 

$ (.Е Gi 0 Di ~ Qk-j) <8>G~Dkн = (t Gi ~ Di <8> Qk-i + Gk) ~G<8> Dkн $ 
з=О J=O 

/с • L • /с k+J • k • 
$ Е G1 ~ Di ~ G .. ~1 + G +l ~ Dkн = Е G1 ~ Di ~ G -J+l. 

j=O j=O 

Лемма 2 . Пусть D1 , ••• , Dk - диагона.льные Jtатрицы, 

неотрицате.льные чис.ла и т 1 + · · · + т~с = т. 
т1, ... , тk - це.лые 

Выполннетс11 неравенство 

(8) 

где то= 1, Tj = Sj-1 д.л11 всех j = 1, ... , т, и 

{ k, ес.ли т1 + · · · + т1с $ j, 
Sj = min{il т1 +···+т;> j}, в противnо.Аt с.лучае. 

a.I!Jl всех j = о, 1, ... 'т. 

Доказательство. Применяя неравенство (7), nолучим 

k k m 

~ Фm;(D;) = ~(D; <8> (G <8> D;)m') :::; 2: Gj <8> Dj ~ cm-j, 
i=l i=l j=O 

где Dj = Dri ~ Dri+l ~ · · · ~ D,i. Нетрудно nроверить, что индексы rj и s; 
вычисляются как указано в утверждении леммы. 
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Д, ~ .з п<1J п<1J п<1J п<2J п<2J Лемма З . лz люиыz ииагональnых .11ampuц 0 , 1 , •.• , k и о , 1 , ••. , 

... , пl2) вьтолnzетсz неравенство 

k k k 

пь1 > o@(GO пJ 1 >) + п~2> 0@(G0 пj2 >) ~ п~1 > 0п~2 > 0@(G0 пр> 0 п!21 ). 
i=l i=l i=l 

Доказательство. Докажем лемму индукцией по k. При k = 1 с учетом (5) 
будем иметь 

п~1 > 0G 0 пр>+ п~2 > 0 G0 п~2> = п~1 > 0 G0 пр>+ п~2> 0G0п~2> + G = 
= G + G + п~1 > 0 п~2> 0 G 0 пр> 0 п121 = п~1 > 0 п~21 0 G 0 п111 0 п12>. 

Предположим, Ч"I"О утверждение леммы верно длинекоторого k. Покажем, 
что тогда. оно будет верно и дли k + 1. Применяя (5) и (6), последовательно 
получим: 

. k+1 k+1 
D~1 > 0 @(G 0 пi11 ) + D~2> 0 @(G 0 D?1) = 

i=l i=1 
k k 

п~tJ 0@(G0 DJ11) 0 Go пi~1 + Db21 0@(G0 D! 21 ) 0 G 0 Dl~1 
i=l i=1 

k k 

= п~11 0 @(G 0 пр>) 0 G + п~2> 0 @(G 0 пj2>) 0 G + Gk+l 0 пr~1 0 пl~1 
i=1 i=1 

~ ( п~11 0 ~( G 0 пр>) + п~2> 0 ~( G 0 пj21 )) 0 G + Glc+1 0 пi~1 0 п1~1 
k 

> Db11 0 пь21 0 @( G 0 пj1 > 0 Dj21 ) 0 G + GA:+1 0 пl~1 0 пi~1 
i=1 

" = D~1> 0 п~21 0 @(G 0 пji> 0 пj21 ) 0 G 0 п1~1 0 п1~1 
i=1 
k+1 

= D~1 ) 0 п~2> 0 @(G 0 пр> 0 Dj2>). 
i=1 

Следующее утверждение является прямым следствием предыдуще.й леммы. 

с 1 п D(1J D111 n<2J n<2J " ледствие . усть 1 , •.. , k и 1 , •.. , k - ииагон.альные .11атрицы, 

m1, ... , mk - целые неотрицательnые чuсАа. 

Bыnoлnzemcz н.еравен.ство 

k k k 

@Фт,(пjl> 0 пj21 ) ~ @Фm,(пj11 ) + @Фm,(пJ2>). (9) 
i=1 i=1 i=1 
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5. Случайные матрицы. 

Будем рассматривать матрицы, элементы которых являются случайными ве­

личинами. Некоторые из элементов могут быть вырождевными случайными 

величинами, которые с вероятностью 1 принимают значение е= -оо. 
Пусть А - случайная матрица. Будем обозначать через Е[А] матрицу, 

полученную из А путем замены ее элементов на их математические ожидания 

при условии, что Е[е] = е. 
Для любых случайных матриц А и В очевидно выполняются следующие 

неравенства: 

EIIAII ~ I!E[A]I!, Е( А ЕЬ В]~ Е( А] if! Е(В], Е( А® В] ~ Е(А] ®Е( В]. 

Пусть ~1 , 6, ... , независимые одинаково распределенные случайные величи­
ны со средним Е[~1 ] = О и дисперсией D[~1 ] < оо. Введем обозначения: 

(lk = max {~r + ~r+l + ... + ~.}, 
l~r~•9• 

и заметим, что 71/с = (lk· 
Нетрудно проверить, что семействослучайных величин {(1~c[l $ k, l, k ~ 1} 

удовлетворяет условиям эргодической теоремы Кингмана [5]. Из этой теоремы 
следует, что существуют пределы 

lim -k1 (1~с = а с в. 1, lim -k1 E[(lk] = а. 
k-+oo k-+oo 

С другой стороны, как было показано в [9], Е[711с) = О( ..ff) при k ~ оо. 
Следовательно, 

lim -k1 E[(1k] = lim -k1 E[77k] = О. 
k-+oo k-+oo 

Таким образом справедливо следующее утверждение. 

Лемма 4 . Пусть ~1 , 6, ... , неэависи.иые одина~~:ово расnредеденные едучай­
ные веди11ины со средни.м E[~1J =О и дисnерсией D[6] < оо. 

Тогда с веро.нтностью 1 существуст nредм 

1 • 
lim k Е9 ® ~i = О. 

k-+oo 1 $r~a~/c i=r 

Полученный результат можно прямо распространить на случай последова­
тельности случайных диагональных матриц 1J1, 1J2 , ••. , соответствующие диа­

гональные элементы которых неэависимы и имеют одинаковые расnределения 

вероятностей с нулевым средним и ограниченной дисперсией, а все внедиа­

гональные элементы равны е. В этом случае с вероятностью 1 существует 
предел 

l. 1 ffi ""' 1m- w '<>'V; =Е. 
k-+oo k i~r~•~k i=r 
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6. Вычисление среднего времени цикла. 

Заnишем транспонированную матрицу 

1 1 

AT(k) = $1k ® (G ® 'fi.)j = ЕБ Фj(?k). 
j:O j=O 

Тогда 

k 1 k 1 

AI = Ат(1) ® ... ® Ат(k) = @$1i ® (G ® Т;)i = @@Ф;(Т;). 
i=l j:O i=l j:O 

Введем следующие обозначения: 

1 1 

S = E[7i], вт= ЕБ s ® (G 0 S)j = @Ф;(S), 'R; = s-l 0 r. 
j=O i=O 

для всех i = 1, ... ,k. 
Введем также матрицы 

1 1 

ст(k) = ffi'Rk 0 (G 0 'Rk)i = @Ф;('RА:), 
j=O j=O 

k 1 k 1 

Cf = Ст(l) 0 · · · 0Ст(k) = @ffi'R; 0 (G 0 'R;)i = @@Ф;('R;). 
i=l j=O i=l j=O 

Лемма 5 . Справедливо неравенство 

Ak $ Bk +Ck. (10) 

Доказательство. Применяя (1), {2) и (9), nоследовательно nолучим: 

k 1 k i 

(Вт)k + CJ = @@Ф;(S)+ @ffiФ;{'R;) 
i=l j=O i=l j=O 

= 

> O:Smt~m•$1 (~ Фm; (S) + ~ Фm; ('R;)) 

k 

~ ЕБ @Фт,(S 0 s-l 0 7;) 

k k 1 

= $ @Фт,('7i) = @@Ф;('Т;) = Af. 
O~m1 , ... ,m1r~l i=1 i=l j::O 

106 



Лемма 6 . Bыno.auemcJI н.еравен.ство 

(11) 

Доказательство. Пусть т = m 1 + · · · + mk. Учитывая, что граф сети 
является ациклическим, представим С[ в виде 

k 1 k 

С[= Е9 ®Фm,('R.;) = Е9 Ef1 ®Фm,('R.;) 
0:5m,, ... ,mk:51 i=l m=O m,+ .. +mk=m i=l 

Применяя (8) и (4), последовательно получим 

Теперь докажем следующее утверждение. 

Теорема 2 . Пусть 7i, '72, ... , - один.а-ково расnреде.л.енные независи.11.ые с.л.у­

'Чайные диагона.л.ьные .11.атрицы и Ei17i.ll < оо, Dll7il/ < оо. 
Тогда с вероJiтн.остью 1 существует nредел 

lim -k1 IIA~cll = р(В), 
k-+oo 

где р( В) - .11.аоксu.ll.а.аьное собственное 'Число .11.атрицы В. 

Доказательство. В (8] было показано, что существуют пределы 

lim _kl А~с = А с в. 1, 
k-+oo 

lim -k1 Е[А~с] = А. 
.1:-too 

Отсюда в силу непрерывности функции 11 · 11, в частности, следует существо­
вание пределов 

lim -k1 IIA~cll = IIA/1 с в. 1, 
k-+oo 

lim _kl EIIA~cll = IIAII· 
k-+oo 

Покажем сначала, что IIAII;::: р(В). 

EIIAfll = EII~!Фj(1i)ll;::: 1/~!Фj(E[~)I/ = 1/~!Фj(S)/1 = 

= ~~~вт/1 = ii(Bт)"il· 

107 



Переходя к пределу, получим 

IIЛII = lim -k1 EIIAkll ~ lim -k
1 11Bkll = р(В). 

k-+oo k-+oo 

Проверим справедливость противоположного неравенства. Из веравеяства 

(10) следует: 

Теперь с учетом (11) запишем 

!._C[$~ffifw'Г1 ( ЕlЭ @n;)=ffif:wj-j(!._ ЕlЭ @n;). 
k k m=Oj=O I:Sr:S•:Sk i=r m=Oj=O k l:Sr:S•:Sk i=r 

В силу того, что при k ~ оо с вероятностью 1 

будем иметь 

lim -k1cf $ 4 G"' =а· с в. 1. 
k-+oo m=O 

Таь: как IIG*II =О, окончательно получим 

IIAII = lim -k
1 11Akii $ lim -k

1 11Bkll = р(В) с в. 1. 
k-+oo k-+oo 

Следствие 2 Средкее вре.м.х ЦU?CJ!u 1 оnределхетсх сооткошен,ие.м. 

1 = p(S) = IISII· 
Доказательство. Учитывая, что граф сети является ациклическим, матри­

це В можно придать верхнюю треугольную форму. Так каь: все циь:лы такой 

матрицы являются петлями (циклами единичной длины), то для нее выполня-
ется 

р(Вт) = tr(Bт) = tr (~Фj(S)) = ~tr(Фj(S)). 
В силу того, что матрица S является диагональной, будем иметь t1·(Фj(S)) = 

= g для всех j ~ 1. 
Таь: каь: Ф0(S) = S, окончательно получаем 

1 = р(Вт) = tr(S) = p(S) = IISII· 

Рассмотрим каь: полученный результат может быть использован для вычи­

спения среднего времени цикла для сети, представленной на рис. 1. В рассма­
триваемом случае матрица S = diag(E[т11 J, ... , Е[т16]). Тогда среднее время 
цюша вычисляется так 

1 = Е[тн] tf; · · · il; Е[тtв] = mах{Е[тн], ... , Е[тtв]}. 
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Заметим, что величина среднего времени цикла не зависит от топологии 

сети. 
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