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Об одной модели продаж товаров 
с ограниченным сроком реализации* 

В статье предлагается подход к сравнению различных алгоритмов определе

ния оптимальных объемов поставки товаров (продуктов) с ограниченным сро

ком реализации на пункты продажи. Мы будем рассматривать ситуацию, когда 

поставка осуществляется ежедневно и продукты, не проданные в течение дня, 

уничтожаются. При этом могут возникнуть два вида потерь: 1) потери, 

связанные с уничтожением продуктов и со стоимостью уничтоженных 

продуктов, 2) потери, связанные с упущенным в результате недопоставки 

продуктов спросом. В связи с тем, что первый вид потерь может иметь 

нелинейвый характер, а также с тем, что перечисленные потери не полностью 

характеризуют ситуацию (например, в результате недопоставки можно надолго 

потерятt, некоторую часть потенциальных покупателей), мы предположим, что 

сравнеttис ра·шичных алгоритмов назначения объемов поставки осуществляется 

экспертным путем. Будем считать, что эксперты могут осуществить такое 

сравнение, рассматривая ·швисимость отношения количества поставленного 

11ро;~укта к коли•н.:ству проданного продукта от доли пунктов продажи, на 

которых не весь товар был раснродан. Задачей настоящей работы является 

ра·~работка метода построения такой :швисимости. 

Постановка :Jадачи 

Пус1ъ имсt.·тся N пунктов продажи и рассматриваются результаты продаж за 

n дней. Обо:шачим через f.;i количество поставленных товаров, а через V;i -
коли•tество проданных товаров в i -й день для j -го пункта, i = 1, ... ,n, j = 1, ... , N . 

Для каж;\ОГО i = 1, .. . ,n введем средние величины 

N N N 

[; = L I.ij 1 N ; v; = L V;j 1 N; Х; = 1- LX{I __ ,. 11 N' 
.i ·1 . i -:1 j:: 1 ." l/ 

(1) 

гдех 1 .,_1>1 = 1, сели а= h, и Х 1 .,с1, 1 =О, если а -:1:- h, а также математические ожидания 

Цель исследования состоит в нахождении зависимости I вида У; = .f'(x;), 
1де v = L /V , i = 1, .. . ,n, на основе величин {:Х, L,. V} . 

"'1 1 1 • 1 

Обозначим через Z;i спрос на продукт в i -й день на j -м пункте продажи. 
Тогда, очевидно, V;i = min {Z;i,f"ii}. 

* Рабща выполнена при помсржкс IТJантов РФ<I>И-ННИО N~ 96-01-00015 и РП IФ N~ ОО-02-0022Х-Л. 
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Регрессионная модель 

Будем искать зависимость У; от :х; в форме уравнения регрессии 

(2) 

где f - пекоторая функция, е- неизвестный параметр (возможно, векторный), 

ЕЕ;= О, i = 1,oo.,n. 
Будем называть j(:X;,e) моделью отклика, а дисперсионную матрицу W 

величин Е; - моделью ошибок. 

Пусть iE {l, .. o,n} фиксировано. Введем обозначения: 

N 

х=х;, у=у;, a=a;=EL:ZifjN, b=h;=L;-a; 
j~l 

Естественно предположить, что усредняемые величины являются однородны

ми. Поэтому будем считать, что вероятность P{Zif < Lii} не зависит от j о Взяв 

математическое ожидание от обеих частей ( 1 ), получим, что эта вероятность 
равнах;. 

Зависимость у от х определяется только распределениями {Lif,Zif} (а не 

структурой соответствующих временных рядов) и может быть установлена в 

общем виде. Однако, для определенности, мы будем предполагать, что эти 

величины имеют нормальное распределение. Фактически нам потребуется 

задать распределение разности L;; - Z if . 
Пусть Lи- Z;; ~ N(b,a2a2 ), j= 1,0 .. , N, где N(b,a2a2 ) - нормальное распре-

деление со средним Ь и дисперсией а2 а2 Ь = h; , а =а; , а - неизвестный 
параметр. 

Используя лемму (см. приложение ), получаем, что 

а+Ь 
у= ' 

а+ Ь- хЬ -aah(x) 

где h(x) = (1/ .J2n)cxp{-(y(x))2 /2}, функция у(х) определяется соотношением 

rJ 1 -и'/2 х=Ф(х)= --е du, 
_.J2;t 

т. е. у(х) = Ф-'(х). Кроме того, аа = Ь/у(х) о 
Разделив числитель и знаменатель на а и положив а = е , будем иметь 

1 +Оу(х) 
у=------~~-----

1 + (1- х)Оу(х)- eh(x) 
(3) 

Таким образом, получена зависимость у= f(x), содержащая один неизвест
ный параметр (J . Очевидно, что чем меньше этот параметр, тем ближе лежат 

объемы поставок к реальному спросу. 
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Для идентификации модели необходимо оценить величину этого параметра 

по результатам продаж. 

Представим модель (2) в виде У;= f(x;.8) +<, где f(x;.8) равно правой 
части (3), е; =Е;+ f(X;,8)- f(х;.8)для всех i=l, ... ,n. 

Нетрудно видеть, что Eej = E[f(x;,B)- f(x;,B)] i= О. 
Ясно, что для достаточно больших N величина Ее; будет мала, так как 

Х; ---) Х; с вероятностью 1 при N ---) оо • Следовательно, обычные оценки метода 
наименьших квадратов должны обладать хорошими свойствами при больших N . 
Качество этих оценок целесообразно изучить в имитационном эксперименте, так 

как их теоретическое изучение (см. [1]) носит лишь асимптотический характер. 

Алгоритм и результаты имитационных экспериментов 

Поведение величин xi , yi может быть изучено с помощью следующего 

алгоритма. 

1. Положим i = 1 . 
2. Промоделируем 2N независимых случайных величин 

zi,,. .. ,ZiN Е N(a +b,cr,) ,Lii''"'LiN Е N(a,cr2). 
3. ВычислимV!i =min{Z!i,L!i}, j=1, ... ,N, 

- ~L ... 
L = L.J-'' 

i j;\ N' 

- ~v. v = L.J _!!_ 
i j;! N' 

4. Положим i = i + 1 и, если i ~ n , то вернемся к п. 2. 
5. Оценим параметр 8 по методу наименьших квадратов. 

Результаты подгонки модели для N = 100, n =50, а= 100 , cr, = cr2 = cr/ ..fi пред
ставлены в виде графиков на рис. 1-4. 
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Рис. 1. Результаты подгонки 
для cr = 5 , Ь = 2cr 
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Рис. 2. Результаты подгонки 
для cr = 1 О , Ь = 2cr 
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Рис.З.Результатыподгонки 

для cr = 5 , Ь = 1, 5cr 
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Рис.4.Результатыподгонки 

для cr = 1 О , Ь = 1, 5cr 

Соответствующие оценки е = cr по методу наименьших квадратов, 

полученные по результатам имитационных экспериментов, приведены в сле

дующей таблице: 

cr ь 

1,5cr 2cr 
5,0 0,04830 0,04981 
10,0 0,10183 0,10096 

Эти результаты наглядно показывают, что модель хорошо описывает данные. 

Приложеине 

Лемма. Пусть ~. 11 - независимые нормально распределенные случайные 
величины, Е~ = с , Е11 = d и D(~ -11) = cr2 • Тогда 

E(min{~, 11}) = сх + d(1- х)-;:;, ехр{-~( у(х) )2
}, 

где x=P{~<11}=Ф((d-c)/cr), у(х)=Ф-1 (х). 
Доказательство. Пусть~= min{~,/l}. Представим ~ в виде 

~ = 11 + (~ -11)_' 

где (~-11)_ =min{0,~-11). 
Пусть 11 =с -d. Так как ~ -11Е N(c- d,cr2), то 

Е~=Е11+Е(~-11)_ =d+ ~ Jиехр --~ du. 1 = { 1 ( /),. J2
} 

...;2тссr 0 2 cr 

(4) 

(5) 
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Представим второе слагаемое в {5) в виде 

--J иехр --~ dи-AJ--exp --~ dи+ 1 ~ { 1 ( А ) 2 
} ~ 1 { 1 ( А ) 2 

} 

.fino 0 2 о 0 .fii, 2 о 

+AJ--exp --~ dи= ~ 1 { 1 ( А)2 } 
0 .fino 2 о 

о 1 и-А- 1 и-А d-c ~ { ( )' } ( ( )2 ) ( ) = .fii, Jexp -2 а d 2 а +АФ cr = 

о { 1( 2} (d-c) =- .fii,exp - 2 у(х)) +(с-d)Ф cr . 

Кроме того, 

1 ~J { (и -А ) 2
} ( d- с) Р{~-Т]<О}=- ехр - -- dи=Ф -- . 

21tO 0 О О 

Подставляя полученные выражения в формулу (5), имеем 

Е~= E(min {~. ТJ}) = сх + d(1- х)- .5n ехр{ -k( у(х) /}. 
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