
за.1сций и их реализаций nо~итранзахчшr может быть определена 

JC8J( транзитивное за:м:ыхавие всех травза.J(ЦИЙ, допустимых в не

зависимой системе :м:авипулиров&вия даввы:м:и. Дерево поли

травза.J(ЦИИ строится в соответствии со взаи:м:озависи:м:ости:м:и 

между базами даввых и преДИJСата:м:и, описывающими цёлост

ностi. даввых. Порождеввые травза.J(ЦИИ будут выполвиться в 
соответствии с описаввы:м:и схемами. 

У:казаже.пь JJВтер_атуры 

1. Agrawal 1;)., AbЬadi А. Е. А Non-Restrictive Concurrency Control for Object 
Oriented DataЬaвes 11 E:rteпdiпg Data Ваве Techпology. Proc. lпt. Сопf., EDBT-9f!. 
Vol. 580. Vienna, 1992. Р. 469-481. 

2. Leu У., Elmagarmid А., Boudriga N. Specification and execution of transactionв 
for advanced dataЬase applications /1 lпf. Syst., 1992. N 17(2). Р.171-183 

З. HoВIIIIOв Б.А. РеалиэiЩИII еложвых объектов в системе хра.Невия 11 
УСиМ. 1991. N7. С. 46-52. 

4. Dombrowвka Н., Kaprizkina 1., Novikov В. Representation and analysis of 
the SYNTHESIS data structures in the storage system 1/ Proc. of the ,workshop оп 
advaпces iп datalюses апd iпformatioп S1J8tems-ADBIS'99. Moscow, 1993. Р. 60-68. 

5. Капвв-ев:ко Л.А. Сивтеэ: язык щ1редепеииs, проектирова.виJt и пpo
rpaыыиpoBIUIИII ивтероперабепьвых сред иеодиороДвых ииформациоивых 

ресурсов м.,-1992. 113 с .•. 

б. I<alinichenko L. The interoperaЬie environment of heterogeneous information reso
urces: а generalization perspective // Proc. of the First Iпtematioпal Workshop оп 
the lпteroperaЬility iп Multidatalюse ..,stems, Kyoto, 1991. Р. 196-199. 

' ' 

7. Weikum G. Principles &nd realization strategies of multilevel transaction mimage
ment /1 АСМ 7rans. Datalюse Syst. 1991. N 16(1). Р.132-180. 

Н.:К. :Кривулин 

. НЕСМЕШЕННОЕ ОUЕНИВАНИЕ ГРАдИЕНТА· 
в ЗАЛА ЧАХ ОПТИМНЗАUИИ дИНАМИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ'С дИСКРЕТНЫМИ СОБЫТИЯМИ 

Одной из главвых задач исследования сложвых систем:, Та.J(ИХ 

JC8J( сети СВJJЗИ, ивфор:м:ациовво-в~сJIИтельвые системы, гибхне 

© Н.К. :Кривупии , 1995 
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автоматизированныЕ' производств<'ННЫ<' ('Истемы и т.п., 1111ляt>тся 

повышение вффеJ<тиввости системы. При втом опрt•деляютсll па

раметры системы; вводится векоторый показатЕ'ль вффективно

сти и ставится задача нахождения оптимальных по отношению 

к нему звач<·ний парамРтрон (задача оптимизации). Лл11 слож

ных систем явный вид зависИl\Н;<.ти показателя вффективности 
от параметров системы обычно не известен, одпа1ю звачениt• по

казателя ~tфф<·ктиввости при лю.бых допустимых значениях па

раметров могут быть сколь угодно точно оценены при помощи 

имитационной модели системы. Как правило, решение задачи 

оптимизации векоторой системы может быть осуществлено наи

более успешно. если варяду с информацией о звач<'виих показа

теля аффективаости системы используетси также ивформаци11 о 

его градиенте. 

В BaCTQJIЩeЙ статье ИССЛедуеТСII задача весмещеВВОГО ОЦеВИВа
ВИJI градиента покаэателей аффекТИJIВОсти дли широкого класса 

моделей систем с дискретными событИJIЫи. Рассматриваются 
1 

модели трех типов: модель надежности, сетевая модель и мо-

дель сети коммутации сообщений. Показатели аффективаости в 

них определяютсикак математическое ожидание ВеJ<оторых слу

чайных функЦий. Показаво, что в моде.пих рассматриваемых ти

пов случайвые функции· могут быть выражены через задаввые 

функции при помощи операций max, min и сложения. 
Указаввые свойства случайных функций позволяют получить 

простые условия весмещеввости для одного класса оценок гра

диента показателей аффективвости. Эти условия имеют доста
точно общий характер и обычно выполняются при имитационном 

моделировании систем. 

Лля расс:матриваемых оценок градиента предложены вффек

тиввые алгоритмы вычисления ва основе имитационного моде

лирования. Разработаввые алгоритмы непосрt'д(·твевно связаны 1 

с логихой фувкцио~ровавии систем, что позволяет t-стt•ствев

ным обраsом сочетать ~tти алгорит:мы с различными процеду

раыи и:митациоввого :моделировании. При атом для вычисле

ния оценок градиента ве требуется провt-девие дополнитt-львых 

имитациоввых аксперимевтов. Предложенвые алгоритмы бла-
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годаря относительно небольшим дополнительным затратам вре

мени ЭВМ позволяют вычислять значения оценок градиента од

новременно с оцениваннем nоказателя эффективности системы. 

1. Модели ,цинамичес:ких систем с ,цис:кретными событи
ями. Рассмотрим ряд тиnичных моделей, nредназначенных для 

исследования сложных систем. В этих моделях исследуемая си

стема представляется как динамическая система с дискретными 

событиями (ДСДС). 

Модель дл.н ·исследова'Ни.я 'Надеж'Ности 'Нек;атороil системы ( .мо
дель 'Надеж-ности). Рассматривается сложная техническая си

стема, состоящая из L элементов. Каждый элемент может вы

nолнять свою функцию, если он исправен и исnравны некоторые 

другие связанные с ним элементы. Элементы системы выходят 

из строя в случайные моменты времени, и их работосnособно<;ть 

не восстанавливается. Задача состоит в том, чтобы найти значе

ния nараметров системы, которые обеспечивают максимальное 

среднее время функционирования системы . 
. Связь между елементами оnисывается при nомощи ориенти

рова:f{ного графа G = (V, U), в котором множество вершин V 
соответствует множеству элементов системы. Дуга ('i,j) Е U, 
если работосnособность j-го елемента неnосредственно зависит 

от работоспособности i-го элемента. Для каждой i-й вершины 

графа введем следующие два nодмножества вершин: 

V F(i) = {j Е V 1 (j, i) Е U}, 

Vv(i) = {j Е V 1 (i,j) Е U}. 

Пусть в графе G выделены nодмножества вершин Vo, V 1 с V, 
такие, что для каждой вершины io Е V0 не существует входящих 

дуг и для каждой вершины i1 Е V1 не существует исходящих дуг, 
т.е. 

Vo = {i Е V 1 V v(i) = 0}, 

V1 = {i Е V 1 V F(i) = 0}. 

Любая вершина i Е V \ (Vo U V1) имеет как входящие, так и 
исходящие дуги. Система считается работосnособной, если для 

каждой вершины i1 Е V1 существует в r~афе G путь из какой-
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либо верШИИЬI io Е Vo, для которого соответствующие 121лемевты 
исправВЬI. 

Введем Т = { т1 , ••• , TL}, г де для всякого i = 1, ... , L случайная 
функция т; : Х х !1 -+ R+ оnределяет время безотказвой работы 
i-го 121лемевта системы, Х - множество допустимых значений па

раметров системы, !1 - множество 121лемевтарвых событий ;веко

торого вероятностиого пространства. Обозначим момент потери 

работоспособности 121лемевтом i через t; . Ясно, что t; можно 

представить следующим образом: 

t . _ { min { _max. tj, т;} , 
t- JEVF(t) 

Т;, 

если i ~ Vo, 

если i Е Vo. 

Общее случайвое время работы системы определяется как 

1(x;c.v) = ~t;(x;c.v), 
tEVt 

а среднее время - как 

F(x) = E[1(x;c.v)]. 

(1.1) 

Из соотношения (1.1) следует, что случайная функция{, при 
помощи которой определяется показатель 121ффективвости системы, 

может быть выражена через функции множества Т при помощи 

операций ma.x и min. 
Сетеван .м.оде.iъ. Рассмотрим некоторую технологическую про

цедуру, состоящую в выполнении L разлИЧВЬiх операций. На 

множестве операций задав частичный порядок, который накла

дывает огр~евИя на последовательность их выполнения. С 
121той моделью связана задача минимизации средиего времени вы

полнения всей процедуры. 

Частичное упорядочение множества операций описывается при 

помощи ориентированиого графа G = (V, U), не содержащего 
петель и контуров. Вершивы графа соответствуют. операциям 

рассматриваемой технологической процедуры. Если операция 

i должна непосредственно предшествовать операЦии j, то дуга 
(i,j) включается в множество U. Сохранив смысл обозначений, 
введеВВЬiх Для предыдущей модели, будем называть множество 
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Vo совокупиостью начальных операций, а множество V 1 - со

вокупностью конечных операций. Выполнение рассматриваемой 

технологической процедуры считается завершеииым, когда за

вершено выполнение всех конечных операций. В начальный (ну

левой) момент времени одновременно начинается выполнение всех 

начальных операций. 

Введем множество Т = { т1, ... , TL}, где т;(х; w) - случайное 
время выполнения i-й операции. Тогда .время ее завершения 

можно представить в виде 

{ 
max tг+ т;, если i ~ V 0, 

t; = jEVr(i) 

т;, если i Е Vo. 
(1.2) 

Время завершения всей технологической процедуры и соответ

ствующий показатель 8ффективиости системы определяются как 

Петрудно видеть, что для рассматриваемой системы случай

ная функция 8ффективиости t выражается через функции из мно
жества Т только при помощи операций max и сложения. 
Моделъ сети хо.м.муmа'ЦUU cooбw,eиu?J.. Имеется замкиутаи сеть, 

состоящая из L узлов, в которых осуществляется обслужива

ние сообщений. Узел состоит из обслуживающего устройства 

и накопителя (буфера) иеограиичеииой емкости, в котором со

общения ожидают обслуживания. В любой момент обслужива

ющее устройство может быть занято ие более чем одним сооб

щением. После завершения обслуживания в иекотором узле со

общение мгиовеиио переходит в другой узел в соответствии с 

определенной процедурой выбора маршрута. Если обслужива

ющее устройство в 8ТОМ узле свободно, сообщение занимает его. 

В противном случае оио помещается в буфер узла, г де присоеди

няется к очереди ожидающих обслуживания в даииом узле сооб

щений. Процедура выбора сообщений из очереди иа обслужива

ние соответствует дисциплине. FCFS (первым пришел - первым 
обслуживается). Будем предполагать, что в начальный момент 

все обслуживающие устройства свободны и в буфере узла i на
ходится n;{O :5 i :5 оо) сообщений. 
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Для рассматриваемой модели введем множество случайных 

функций Т = {т;j}, где Tij(x;w) есть время обслуживания j-го 
в порядке поступления сообщения в узле i. Процедура выбора 
маршрута сообщений определяется множеством дискретных слу

чайных величин~= {llij}. где tl;j(w) может принимать значения 
из множества {1, ... , L}, и указывает следующий узел, в :который 
должно перейти j-e обслуженвое в узле i сообщение. В общем 
случае случайные величины O";j(w) могут зависить от параме
тра х, т.е. представлить собой дискретные случайвые функции 

D"ij = a;j(x;w). 

Пусть 8;j есть реализация случайной величины a;j при веко
тором фиксированном значении w. Будем называть таблицей 

• маршрутизации матрицу 

s = 821 822 • • • • 
( 

811 8J2 ·.") 

......... 
8Ll 8L2 • • • 

Обозначим через S пространство всех допустимых таблиц марш
рутизации S в рассматриваемой сетИ. Если вместо случайных 
функций a;j выбор маршрута движения сообщений определяется 

векоторой фиксированной матрицей S Е S, то будем говорить, 
что в сети задана детерминированная процедура маршрутиза

ции. В противном случае процедуру маршрутизации назовем 

стохастической. 

ОсновНЬiми характеристиками сети являются среднее время 

пребывания сообщений в узле, среднее время ожидания обслу

живания, :коаффициент использования узла и др. Для того чтобы 

записать случайные функции, соответствующие атим по:казате

лям аффе:ктивности для :каждого узла i, i = 1, ... , L, введем сле
дующие обозначения: сщ - время поступления в узел j-го по 

порядку сообщения, {З;j - время начала обслуживания в узле j
го сообщения, 'Yii - время завершения обслуживания в узле j-го 

сообщения. Тог да логика работы узла может быть описана ре

куррентными соотношени.RМИ 

{3;; = max{'Yij-J,t:Щ}. 
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/ij =' /3;j + T;j = max{/ij-1• сщ} + T;j, j = 1, 2;... (1.3) 
Отметим, ч·rо :каждый момент а поступления сообщения в узел 

или момент f3 начала обслуживания непосредственно связаны 
и повтому совпадают с моментами завершения обслуживания в 

другом или в том же самом узле. В силу втого особый инте

рес приобретает выяснение характера зависимости моментов за

вершения обслуживания 7 от случайных функций множества Т. 
·имеет место следующий ваЖный реЗультат. 
Теорема 1.1 [3]. В сети :коммутации сообщений с детермини

рованной продедурой маршрутизац~и любой момент завершения 

обслуживания 1 может быть выражен через продолжительности 
обслуживания т Е Т при помощи операций max,min и сложения. 
Рассмотрим теперь случайные функции для основных показа

телей вффе:ктивности сети с детерминированной продедурой вы

бора маршрута передвижения сообщений. Пусть зафиксировано 

число k сообщений, :которые должны быть обслужены в векото
ром узле i сети. Случайные функции O!;j(x;w), /З;j(x;w), "/ij(x;w) 
определяют моменты поступления в узел i, начала и завершения 
обслуживания в втом узле j-ro сообщения соответственно. Для 
основных по:казателей вффе:ктивности соответствующие случай

ные функции вффе:ктиввости записываются в следующем виде: 

1) общее время обслуживания сообщений в узле 

Ft(x;w) = "fik(x;w); 

2} общая продолжительность простоя узла 
k 

F2(x;w) = "fik(x;w)- :~::>ij(x;w); 
j=l 

3) среднее время пребывания сообщений в узле 

1 k 
Fз(x;w) = k L [;Yij(x;w)- O!;j(x;w)]; 

j=l 

4) среднее время ожидания сообщений в узле 

1 k 

F4(x; w) = k L [/3;j(x; w)- O!;j(x; w)]; 
j=l 
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5) коеффициент использовавиJI yзJia 

• 
F&(X;WJ) = I>ij(.x;WJ)/'Y;•(.x;WJ); 

j=l 

б) коеффициент простоя yзJia 

Fs(x;WJ) = ['Y;,(.x;WJ)- tT;j(.x;WJ)] /'Y;•(.x;WJ); 
J=l 

· 7) среднее чисJiо сообщений в yзJie 

• 
Fт(.x;WJ) = L ['Yij(.x;i..r)- a;j(.x;WJ)] /'Y;•(.x;WJ); 

j=l 

8) cpeДВ.II.II ДJiива очереди в yзJie 

• 
Fs(x; WJ) = L [,В;j(.х; WJ) - a;j(.x; WJ)] /'У;,( ж; WJ). 

' ' 
j=l 

ПоказатеJiи еффективности сети опредеJI.IIЮтся соответствевво 

как математическое ожидание F,(.x) = E[F,(.x;WJ)], 1 = 1, ... ,8. 
Отметим, что дJI.II сети со стохастической и зависящей от па

раметра .х проце.цурой марmру'Юиза.цИи сJiучайваи фуВJСЦИ.II еф
фективности может быть представJiена в виде 

F(.x; Ш, Е(.х; WJ)) = L l[E(z;w)=S]Fs(.x; WJ), 
ses 

г де Е повимается i<ак дискретная сJiучайваи фУВJСЦИ.II Е : Х х 
{}- S, l[E(z;w)=S]- ИВДВJСатор событИ.II {E(.x;WJ) = S}, Fs(.x;WJ) = 
F(.x; WJ, S) ДJI.II Jiюбой фиксироваввой табJiицы маршрутизации S Е 
s. 
Рассмотреввые примеры модеJiей демонстрируют весьма важ

ное их общее свойство. ЛJI.II етих мо.цеJiей моменты времени на

ступJiеВИ.II в системе событий предстаJВJI.IIЮт собой фУВJСциоиаJIЫ 

опредеJiеввого вида, задаввые на множестве Т. Такие фУВJСци

онuы выражают 'У через еJiементы множества Т при помощи 

операций max,min и cJioжeнИ.II. При имитациоввом модеJiирова
вии непосредствеввое выпоJiневие етИ'х ·операций, как правиJiо, 
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не производится. Однако информация о виде фуВIЩИовала может 

быть использована для повышения е»ффективвости исследования 

системы на основе имитациИ. В частности, е»та информация ока

зывается весьма полезвой при построении весмещеввых оценок 

градиента показателя е»ффективвости в случае непрерывного па

ра.метра системы. 

2. Оцевиваиие rра,циевта при имитациовво:м: :м:о,цепирова
ВИ8 деде.· Рассмотрим показатель е»ффективвости 

F(x) = EF(x;"-') (2.1) 

векоторой системы, для которой множество значений параме

тров Х с Rn. Если F(x) - дифференцируемая на Х фуВI<ция, 

то для решения задачи оПтимизации деде могут быть при

мевены алгоритмы, использующие оцеВI<и градиента VF(x) = 
(kF(x), ... , ~F(х))т. (Далее вместо символа градиента будем 
записывать частную производвую, опуская индексы перемевных.) 

При решении задач оптимизации деде на осове имитацион

ного моделирования в освовном используются конечно-разностные 

оценки градиевта/zF(х) следующих двух типов: 
1) оценка на основе обычного метода Мовте-Карло 

' 
1 N 

G1(x, ~х; "-'1• ... , "-'2N) = N ~ L [F(x + ~х; "-'i)- F(x; "-'N+i)]; 
х i=1 

2) оцеВI<а по методу зависимых испытаний 

1 N . 
G2(x,~Xi"-'1, ... ,"-'н)~ N~x L [F(x + ~x;UJ;)- F(x;UJ;)], 

i=1 

где "-'1• ... , "-'2N - веза.висимые реализации ""· 
Наряду с указанными иногда используются оценки, основан

ные на применении других разностных формул (центральные раз
воетвые отношения и т.п.). При использовании более сложных 

разностных формул обычно удается несколько улучшить точ

ность оценок [1), однако объем необходимых при е»том вычи
слений резко возрастает. В задачах оптимизации деде, ко

г да получение каждого звачеJ!ИЯ фуВI<ции F( х; "") требует от
носительно продолжительного имитациоввого е»ксперимевта на 
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3ВМ, использование оценок G1 и G2, основанных на простейших 
разностных формулах, является, как правило, более предпочти

тельным. 

Особенностью рассматриваемых задач является то, что по

лучение аналитических выражений для F(x), а тем более для 
/;F(x), не представляется возможным, по~тому использование 
оценок G1 и G2 является вполне естественным, так как значе
ния F( х; ш) могут быть получены алгоритмически. Организация 
вычислений ~тих оценок при помощи имитационной модели не 

представляет тру да. 

В работе (1] показано, что точность оценок по методу зависи
мых испытаний значительно выше, чем при использовании обыч

ного метода Монте-Карло. В частности, для оценок типа G1 и 

G2 с использованием симметричных разностей при оцепивании 

градиента гладкой функции ошибка убывает для G1 :ка:к N-1/ 3 и 
для G2 :ка:к N-112• 

В методах оптимизации первого порядка применяется оценка 

градиента /;F(x;w), :которая в общем виде может быть предста-
влена как 

1 N д 
Gз(х; LVt, ••• , LVN) = N L дF(х; w;), 

i"!'l х . 
(2.2) 

где w1, . •• ,LVN- независимые реализации w. Предполагается, что 
имеется алгоритм вычисления значений градиента /; F( х; LV) при 
.любых фиксированном х Е Х и реализации w. 
Оценка Gз непосредственно не использует значений F(x;w), од

нако при применении метода возмущений (2,3] вычисление значе
ния /; F( х; LV) осуществляется параллельна с вычислением F( х; LV) 
и требует весьма малой дополнительной вычислительной работы. 

Можно показать (3), что при вычислении оценки Gз по методу 
возмущений обычно требуется почти в n + 1 раз меньше времени 
3ВМ, чем при вычислении оценки G1 или G2. 
Численные результаты, полученные С.Цао (4), показывают, 

что в· тех случаях, когда оценка Gз является неемещеиной и сильно 

состоятельной, она более точна, чем оценки G1 и G2. При ~том 
для оценки G3 средаеквадратическая ошибка убывает как N-1• 

В опубликованных современных работах получено весьма мало 
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результатов, связа.вВЬiх с исследова.вием весмещеввости оценок 

Gз гра..циевта. пока.эа.теля еффективвости в задачах оптимизации 

деде. Имеющиеся результаты связавы с изучением достаточно 
простых систем, для которых пока.эа.тель еффективвости ·может 

быть за.писа.в в .IIВBOM виде и исследовав тра..цициовВЬiми мето

дами [2,3]. 
Далее будут сформулированы весьма общие условИ.II весме

щеввости оценки Gз градиента произволького показателя аффек

тявиости деде. 

3. Кпасс спучаhых фуввций 'Dx,o и ero свойства. Рас
смотрим оценку (2.2) градиента пока.эа.теля еффективвости F(x). 
Очеви.цво, что ДJI.II весмещеввости (2.2) Достаточно выполвевИ.II 
на Х равенства. 

(3.1) 

В работе e.Ua.o [4] показа.во, что равенство (3.1) имеет место 
для функций, дифференцируемых на Х с вероятностью е.цивица. 

Классический ре;Jультат, связаввый с выполнением {3.1), пред
ставляет собой следствие из теоремы Лебега о сходимости ма.

жорируемой последов'ательвости [5] и .IIВЛЯется более удобным 
иветрументом при а.вализе пра.ктических задач. 

Теорема 3.1. Пусть {П, !J , Р) - вероятноетвое простра.вство, 

Х с R n, 1 : Х х n -+ R - случайная (измеримая по 1.1J Е n при 
любом :t Е Х ) функЦИ.II. Если для любого х Е Х существует 

градиент /zF(:t;~AJ) с вероятностью единица и .цля любых х1,х2 Е 
Х ВЫПОЛВ.IIеТСЯ 

(3.2) 

причем ЕЛ < оо, то для функции 1 на Х выполметс.я равенство 
(3.1). 
Если для векоторой случайвой функции 1 выполнены условИ.II 

теоремы 3.1, то будем говорить, что фувкЦИ.II 1 принадлежит 
классу 'Dx,o(/ Е 'Dx,o). В случае, когда 1 Е 'Dx,o и при любом :t Е 
Х случайная величина. F( х; IAJ) имеет вепрерыввое распределение 
вероятностей, будем писать 1 Е f>x,O· 
Рассмотрим основВЬiе свойства. функций из 'Dx,o. 
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ЛеiiКа 3.1 [6). Пусть J,g Е 'Dx,o, Л1,Л2- случайные величины 
из условия (3.2) для фушщий f и g соответственно, J.ll, J.l2, v -
положительно определенвые случайвые величины. 

Тогда: 

1) f + g Е 'Dx,o ; 
2) еслиа-ограниченная случайная величина, то af Е 'Dx,o ; 
3) если на Х выполняются веравевства lfl ::5 J.ll и lul ::5 1'2 п.в., 

Е(Л11'2 + Л21'1) < оо, то fg Е 'Dx,o ; 
4) если на Х выполняются веравевrтва IJI ::5 J.ll, lul ~ 1'2 п.в. и 

Е [Л21'1/v2 -t Л1/v] < оо, то f fg Е 'Dх,о-
Из утверждений 1 и 2 леммы 3.1, в частности, следует, что 

'Dx,o является линейным простравством случайных фувхцИЙ от
носительно операций сложения и умножения на ограниченную 

случайную величину. 

Ках было похаэаво ранее, при определении похазателей еффех

тиввости ДСДС соответствующие случайвые фувхции в соотно

шении ( 2.1) выражаются через известные фувхции семейства Т 
при помощи операций V (махсимум) и Л (минимум). Следующие 
результаты устававливают условия, при хоторых ети операции 

не выводят за пределы хласса 'Dx,o. 
Лемма 3.2 ·[7,8). Пусть J,g Е 'Dx,o и для любого хо Е Х с 

вероЯтностью единица существует охреСТВОСТЬ U.,0 (w) ТОЧIСИ Хо, 
тахая, что для всех х Е U.,0 (w) сохраняется одно Из отношений 

f(x;w) = g(x;w), f(x;w) < g(x;w), f(x;w) > g(x;w). 

Тогда fVg Е 'Dx,o, fЛg Е 'Dх,о-
Легхо похазать, используя лемму 3.2, что, если J,g Е 'Dx,o и 

при любомхЕ Х случайвые фувхции f(x;w) и g(x;w) являются 
веэависимыми случайными величинами и хотя бы одна из них 

кмеет вепрерыввое распределение, то f V g Е 'Dx,o, f Л g Е 'Dx,!l· 
Обозначим через 'DMx,o множество случайных фуВIСций из 'Dx,o, 

тахое, что для любых двух фувхций j,g Е 'DMx,o выполняются 
условия леммы 3.2. 

Лемма 3.3 [3,8). Пусть J,g Е 'DMx,o, v Е 'Dx,!l· Тогда спра
ведJiивы следующие утверждения: 

1) f V g Е 'DMx,o, f Л g Е 'DMx,o; 
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2) если длякаждой случайвой фувкции f Е 'DMx,n при любом 
х Е Х случайвые величины f(x;UJ) и v(x;UJ) везависи:мы, то f+v Е 
VMx,n. 

Доказательство еtтих утверждений может быть легко получено 

на основе примевевия леммы 3.2. 
Отметим, что из леммы 3.3 следует, что множество VMx,n 

замкнуто относительно операций V, Л и представляет собой ал
гебру случайных функций с внешвей операцией - сложением с 

фувкциями из f>x,n, если такая функция и любая фувкция из 
VMx,n при каждом х Е Х являются везависимыми .случайными 
величинами. 

4. У CJIOBИJI иесмещеииости оцеИJСИ rра,циеита по:каэатеJIВ 
вффективиости в мo,цeJI.IIX сетей :коммутации сообщеиий. В 
п.1 показатель еtффективвости деде определился как матема

тическое ожидание векоторого фувкциовала, задавиого на мно

жестве случайных функций Г = {'У} . Там же было показаво, что 
в рассматриваемых моделях любая случайная фувкция 'У Е Г мо

жет быть выражена через случайвые фувкции т Е Т при помощи 

операций max, min и сложенИя. Имеет место следующее важное 
утверждение. 

Утверж,цеиие 4.1 [7,8]. Пусть для любой из рассмотревиых 
моделей спр-аведливо Т С f>x,n и случайвые функции т Е Т при 
любом х Е Х являются взаимно везависимыми случайными ве

личинами. Тогда дJJ.II еtтой модели выполняется Г С 'Dх,п-

Примевим получеввые результаты для ава.лиза показателей 

~ффеt<тиввости, введеввых в п.1, дли моделей сетей коммутации 

сообщений с детерминироваввой и не зависящей от параметра х 

процедурой выбора маршрута передвижевия сообщений. 

Утверж,цеиие 4.2 [7,8]. Если для модели сети коммутации 
сообщений выполнены условия утверждеиия 4.1, то для следую
щих показателей ~ффективвости векоторого узла i сети, опреде
ляемых по k обелужеиным сообщениям, оцевки градиента (2.2) 
являются весмещеввыми: 

1) время обслуживания в узле Ft ; 
2) общая продолжительность простоя узла F2 ; 
3) среднее время пребывания сообщений в узле Fз 
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4) средвеевремя ожидания сообщений в узле F4. 
Утвер3fДВВВе 4.3 [7,8]. Пусть для модели сети коммутации 

сообщений выполвевы условия утверждеВИJI 4.1. Если для ка

ждой ~лучайвой функции т Е Т при всех х Е Х справедливо 

v(UJ} :5 т(x;UJ) :5 Jl(UJ), 

где II,Jl - веотрицательвые случайвые величины, и для любых 

т1 , т2 Е Т выполняется веравевство 

Е [ >.2Jll >.1] 
-::г+- < оо, 

1/2 112 

где >.1,>.2- с~айвые величины из условия (3.2) для случайвых 
функций т1 и r 2 соответствеино, то для следующих покаэателей 

вффективвости ве:которого узла i сети, определяемых по k об
служеввым .:u узле сообщевиям, оценки градиента (2.2) являются 
иесмещеввыми: 

1) ковффициевт использования узла Fli ; 
2) коаффициевт простоя узла F6 ; 
3) среднее число сообщений в узле F1 ; 
4) средвяя ДJrива очереди в узле Fs . 
Ясво, что для выполвеВИJI условий 'утверждения 4.3 доста

точно потребовать для каждой случайвой функции т Е Т, кроме 

:еыполвеВИJI условия утверждения 4.1, огравичеиности т п.в. сверху 
и свиэу положительвыми ковставтами. 

в· прll.ктических задачах моделирования случайвые фувкции 
т Е Т извествы и зада.ются явво при помощи аналитических вы

ражений либо посредством семейств функций распределеВИJI. В 

обоих случаях вычисление звачевий fzт(x;UJ) ве представляет 
труда. В рассматриваемых моделях деде для каждой функ

ции 'У Е Г вычисление значений выборочиого градиента fz-y(x;UJ) 
также может быть организовано весьма вффективво ва основе 

метода возмущений, предложеиного Ю.Хо [2]. Описание алго
ритмов вычислеВИJI fz-y(x;UJ) будет дано в следующем пункте. 
Рассмотрим теперь задачу веемещеиного оцевивавия гради

ента покаэателя вффективвости в моделях сетей с ведетермини

роваввой процедурой маршрутизации, которая, кроме того, мо

жет зависить от параметров системы. Как было показава в п.1, 
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произвольвый по:казатель ;;tффективвости такой системы может 

быть представлев в общем виде как 

F(x; (.с), Е(х; (.с))) = L l[I:(.z;w):::S)Fs(x; (.с)), 
ses 

(4.1} 

где l[E(.z;w):=S)- индикатор события {Е(х; (.с)) = S}, Fs(x; (.с))= F(x; (.с), S) 
для любой таблИЦЬI маршрутизации S Е S. 
В случае стохастической процедуры маршрутизации, ве зави

сящей от параметра х, справедливо-следующее утверждение. 

Лемма 4.4 [7). Пусть при любом S Е S функция Fs Е 'Dx,o и 
функция Е(х;(.с)) = Е((.с)) ве зависит от х. 

Тогда выполняется F Е 'Dx,o. 
Для доказательства леммы достаточно отметить, что при лю

бом S Е S индикатор l[E(w)=SJ является ограниченвой случайвой 
велИЧJШой. Следовательно, по лемме 3.1, справедливо включе
ние F Е 'Dx,O· 
Из результата, сформулированного в лемме 4.4, выте:кает с.flе

дующее важное следствие. Ясно, что справедливость утвержде

ний 4.2 и 4.3 остается в силе и для сетей с ведетерминироваввой 
процедурой маршрутизации. Другими словами, если в векото

рой модели детерминироваввал процедура выбора маршрута пе

редвижевия сообщений заменяется стохастической, которал при 

етом ве зависит от параметров системы, то весмещеввость оце

нок градиента (2.2) введенных выше по:казателей еффективвости 
сохраняется. Следует также отметить, что при !!tTOM ве требу
ется независимости для любых х Е Х и S Е S случайных величии 
Fs(x;(.c)) и Е((.с)). 
Пусть Fs Е 'Dx,o при любом S Е S. Если процедура маршру

тизации з.ависит от параметра х, т.е. Е = Е(х;(.с)}, то для слу

чайвой фувкции (4.1} обычно ве выполняется условие (3.2) и, 
следовательно, оцевка градиента (2.2} о:казывается смещенной. 
Однако при некоторых дополнительных условиях независимости 

и дифферевцируемости, которые обЬIЧВо выполвяются в моде.лЯХ 

ДСДС, можно построить веемещеиную оценку градиента по:ка

зателя!!tффективвости, определиемого случайвой фувкцией (4.1}, 
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следующего вида 

(4.2) 

г де '"'-'1, •.• , w N - везависимые реализации w. 

Теорема 4.5 [7]. Пусть для случайвой функции ( 4.1) при лю
бом S Е S выполняются следующие условия: 

1) Fs Е 'Dx,n; 
2) при любом х Е Х случайвые величины Fs(x;w) и ~(x;w) 

везависимы; 

3) при любомхЕ Х функция Ф(х,S) = P{E(x;w) = S} вепре
рЫВ!IР дифференцируема по х и Ф(х, S) >О. 
Тогда для любого хо Е Х оценка (4.2) градиента показателя 

е~ффективвости F(x) = E[F(x; w, Е(х; w))] при 

д 
G(xo; w) = дх F(x; w, ~(хо; w) )lz=zo + F(xo; w, Е(хо; w) )Ф(хо, ~(хо; w)), 

где Ф(х, S) = /; ln Ф(х; S), является весмещеввой. 
5. АJirОрит:м:ы вес:м:ещеввоrо оцевивави.и rра,циевта. Рас

смотреввые ранее показатели е~ффективвости определяются слу

чайвой функцией е~ффективвости F(x;w), которая, в свою оче
редь, представляет фувкциовал, задаввый на множестве случай

ных функций Г. Пое~тому при вычислении градиента-выборочной 

функции е~ффективвости /zF(x; w) основная задача состоит в по
лучении значений градиентов /;1(х; w). При решении е~той за
дачи следует принимать во внимание, что случайвые функции 

т Е Т, от которых зависят 1 Е Г, обычно JШляются известными. 
Таким образом, основой процедуры вычисления /; F( х; w) явля

ются алгоритмы вычисления значений градиентов выборочных 

функций 1(х; w). Для моделей рассматриваемых типов е~ти алго
ритмы непосредственно связаны с алгоритмами функционирова

ния системы и весьма просты, что определяет их высокую е~ф

фективвость и позволяет естественным образом сочетать е~ти ал

горитмы с алгоритмами имитационного моделирования. 

Впервые указаввые алгоритмы были постро_евы Ю.Хо и C.Uao 
[2] в рамках предложенного ими метода возмущений. Основой 
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разработки алгоритмов оцевивания градиента показателя ~ффек

тиввости в ~той работе послужило изучение особеввостей, при

сущих алгоритмам функционирования дСДС. Далее рассматри

ваются алгоритмы оцевивавия градиента для сетей коммутации 

сообщений. Соответствующие алгоритмы для модели надежио

сти и сетевой модеЛи описаны в [7-9]. 
Используя в качестве основы уравнения (1.3), описывающие 

динамику сети коммутации сообщений с детерминироваввой про

цедурой маршрутизции, для векоторого узла 1 и k Е N ветрудно 
построить следующий алгоритм вычисления /z'Yllc(x;w) при фик
сированных х Е Х С R 1, w Е П. 

Апrоритм 5.1. Перед началом имитационного ~ксперимевта 

определить вспомогательные величины g1, ... , YL и положить g; = 
О, i = 1, .. . ,L. 
В имитациоввой модели всякий раз в момент завершения об

служивания в узле i сообщения j ( i = 1, ... , L, j = 1, 2, ... ) выпол
нить следующие действия: 

1) увеличить значение g; на /zщ(x;w); 
2) если i = 1 и j = k, то ~ксперимевт необходимо закончить. 

Значение производвой /z'Yllc(x;w) равно значению g, ; 
3) если следующий для давиого сообщения узел r = B;j в ~тот 

момент свободен, то значение Yr положить равным g;. 
Для случая Х С Rn соответствующий алгоритм привципи

альво не отличается от алгоритма 5.1. При ~том потребуется 

вместо величии g; ввести векторы g; = (gн, ... , g;п)т и указаввые 
в алгоритме 5.1 операции понимать как операции над векторами. 
Алгоритм вычисления градиента выборочной функции ~ффе:к

тиввости, например, для ко~ффициевта использования узла 1 за' 
время обслуживания k первых сообщений 

"' F(x;w) = LT!j(x;w)/'Yllc(x;w) 
j=l 

записывается следующим образом. 

Апrоритм 5.2. Перед началом имитационного ~ксперимевта 

опредеJIИТЬ вспомогательнЫе величины g;, h, t, d и положить t, d = 
О и g; = Oi = 1, ... , L. 
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В имитациоввой м:одепи всJПСИЙ раз в м:ом:евт завершеВWI в 

yзJie i сообщеВWI j (i = l, ... ,L, j = 1,2, ... ) ВЫПОJIВИТЬ СJlедую
ЩИе шаги: 

1) увеJIИЧИТЬ звачевие 9i ва веJiичиву /;тij(Xi'-')i 
2) еспи i = l, то увеJiичить звачевие t ва 1}j(x;W~), а d ва /;11j(Xi'-')· 

EcJiи, кроме того, j = k, то поJiожить h = 'Ytt( х; "') и експерим:евт 
закончить. Звачевие производвой j;F(x;W~) равно звачевию вы
ражевия (dh- tg,)fh2 ; 

3} еспи сJiедующий дШI давиого сообщеВИJI yзeJI r = Bij в етот 
м:ом:евт свободен, то звачевие 9r поJiожить раввым: 9i· 
Пусть в м:одеJiи сети задана ведетерм:ивироваввu процедура 

выбора маршрута передвижеВШJ сообщевий при помощи набора 

,цискретвых сJiучайвых функций O"ij(x; ~.~J). Еспи процедур•а марш
рутизации Е ва самом: дeJie ве зависит от х (Е = E(~.~J)J, то со
ГJiасво резуJIЬТатам П.4 (теорема 4.4} ДJIJI ПОСТрОеВИJI Весм:ещев
ВЬIХ оценок градиента поRазатеJIЯ еффективвости могут быть ис

поJiьзовавы те же аJIГоритмы, что и в cJiyчae детерм:ввироваввой 

процедуры маршрутизации. дJIЯ модеJiи с такой процедурой вы

бора маршрута аJIГоритмы 5.1 и 5.2 необходимо уточвить сJiе
дующим: образом:. При опредеJiевии сJiедующего yзJia в шаге 3 
рассматриваемых &Jiгоритм:ов теперь сJiедует писать: r·= O"ij(~.~J). 
Рассмотрим: м:одеJIЬ сети ком:м:ута.ции сообщений с ведетерм:и- . 

вироваввой процедурой маршрутизации Е= E(x;~.~J}, зависящей 

от параметра х. Пусть рассм:атриваемu модеJiь удовJiетворsет 

усJiовиsм: теоремы 4.5. дJis процедуры маршрутизации Е бу

дем: преДПОJiагаТЬ1 ЧТО ПрИ Jlюбом: Х е Х СJiуч&ЙВЬiе ВеJIИЧИВЬI O"ij 
JIВJIJIIOTCJI взаим:во везависим:ым:и. 

Пусть дJIJI векоторого yзJia l е {1, ... , L} и фиксировввого во
мера k м:ом:евт завершевия обсJiужива&ВИJI k-го сообщевия в атом: 
y~Jie с вероятностью 1 наступает пocJie конечного чисJiа заавер
шевий обсJiуживавиs сообщевий в сети. Тог да при иссJiедовавии 

характеристик вестациоварвого режима работы системы ва ив

терваJiе врем:еви до заверше:вИs обсJiуживавиs k-го сообщевиs 

в yзJie l достаточно рассматривать тоJIЬко ковечвые маршруты 
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передввижевия сообщений, для которых 

( 
81! 812 .. . 
821 822 .. . 

8L1 8L2 

иК~k. (5.1) 

В силу независимости при каждом х Е Х случайных величин 

U;j(x; w) будем иметь 

L К 

P{E(x;w) = S} = ПП P{u;j(x;w) = 8;j}· 

i=1 j=1 

Обозначим Фii(x,8) = P{u;j(x;w) = 8} вероятность при фиксиро
ванном х Е Х выбрать в качестве следующего узел s для j-го 
обслуженного в узле i сообщения. Тог да функции Ф и Ф, вве

денвые при определении оценки градиента в теореме 4.5, могут 
быть записаны в виде 

L К 

Ф(х,S) = ПП ф;j(x,s;j), 
i=1 j=1 

{) L К {) 

Ф(х,S) = дlnФ(x,S) = LLд1nф(x,8;j)· 
х i=1 j=1 х 

По теореме 4.5 веемещеиная оценка градиента для функции 
F1(x) = E .. m,(x;w) может быть записана в виде (4.2), где 

{) 
G(x; w) = дх 'Ylk(x; w) + 'Ylk(x; w)Ф(х, S), S = Е(х; w). 

Алгоритм вычисления значений G(x; w) при фиксированных х Е 
Х и реализации w записывается следующим образом. 

АJП'оритм 5.3. Перед началом имитационного вксперимевта 

определить вспомогательные веЛичины g;, h, q и положить q = О, 

g; =О, i = 1, ... ,L. 
В имитационной модели всякий раз в момент завершения об

служивания в узле i сообщевияj (i = 1, ... ,L, j = 1,2, ... ) выпол
нить следующие действия: 

1) увеличить значение g; на fжт;j(x;w); 
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2) ес.пи i = l и j = k, то по.пожит-. h = 'У"(х;"') и эа.ковчить. 
Звачеиие 91~(:Ж; "') р&Вво эвачевию выражеВИJI 91 + hq. 

3) опре.це.пить r = Bi;(x;"')- с.пе.цующий .ц.пя .цаввоrо сообщеВИJI 
уэе.п и уве.пичить эвачевие q ва ве.пичиву f.In ф( х, r ). Ес.пи уэе.п 
r в етот :u:о:u:евт свободен, то эваЧевие 9r по.пожить раввы:u: 9i· 

Д.пя оцевива.вия rрадиевта :коеффициевта испо.пьэова.вия уэ.па 

Fa(x;"') = E:=l тt;(x;"')/'YI;(x;"') :u:ожво испо.пьэовать с.пе.цующий 
а.пrорит:u:. 

A.uropR'DI 5.4. Перед вача.пом и:u:итациоввоrо е:ксперимевта 
опреде.пить вспо:u:оrате.пьвые ве.пичивы gi, h, t, d, q и по.пожить 

t, d, q = О, 9i = О, i = 1, •.• , L. 
В -..втациоввой :u:оде.пи вс.mсий раэ в момент эаверmевиs в 

уэ.пе i сообщеiПIЯ j (i. = 1, ... , L, j = 1, 2, ... ) выпо.пвить с.пе.цую
щие marи: 

1) уве.пичить эвачевие 9i ва ве.пичиву f.т;;(x;"')i 
2) ес.пи i = l, то выпо.пвить с.пе.цующие действи.в:: 
уве.пичить эвачевие t ва ве.пичиву тt;(х; "'), 
уве.пичить d ва ве.пичиву f.т,;(x;"')i 
ес.пи, :кроке тоrо, j = k, то по.пожить h = 'YI~(x; "')и е:ксперимевт 

sа.ковчить·. З!lачевие производвой f.Fs(z;t..~) равно эвачевию вы
ражеiПIJI (dh - tgi)fh2 + tqfh; 

3) опреде.пить r = Bi;(x; "') - с.пе.цующий д.пя даввоrо сообщеВИJI 
уэе.п, и уве.пичить эвачевие q ва ве.пичиву f.InФ(x,r). Ес.пи уэе.п 
r в етот :u:о:u:евт свободен, то эвачев:И:е 9r по.пожить раввым 9i· 

От:u:ети:u:, что построеввые а.пrорит:u:ы 5.3 и 5.4, вообще rо
воря, ве гараитируют вес:u:ещеввости оцев:ки типа (4.2), та.к :ка.к 
в процессе их работы ве учитываются раэ.пичи.в: в чис.пе эавер

mевий обс.пужива.вия сообщевий в уэ.пах i ::/:. l, :которые моrут 
появитьса при и:u:итациоввых е:кспери:u:евтах д.пя разных реа..пи

J&ЦИЙ'"'· !3ТИ р&э.ПИЧИ.II В.ПИJIЮТ В& ТОЧИОСТЬ ПОДСЧеТ& ЭВ&ЧеВИЙ 
t(x, Е(х;"')) и ставовятся весуществеввы:u:и с воэраставием чи
~.па l. 
Неемещевкую оцев:ку :u:ожво· по.пучить, устававливая доста

rочво бо.пьmое эиачевие чис.па К сто.пбцов в :матрице (5.1). В 
·•том: с.пучае посЛе эaвepmeiПIJI работы а.пrоритмов потребуется 

(Одифицировать эвачевие q, в:к.пючив в иеrо с.паrаемые, соответ-
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ствующие тем перехода.м: сообщений, которые потребовuось бы 

совершить, чтобы их общее число дJIJIJCaждoro узла было р~во 

числу к. 
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