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1. Ââåäåíèå

Ïîæàëóé, âïåðâûå çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ ïîÿâèëàñü
(íåÿâíî) â 1909 ã. ñòàòüå È. Øóðà [15]. Äîêàçàííîå òàì íåðàâåíñòâî äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë èíòå-
ãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â L2(a, b) ñ êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûì ÿäðîì òåïåðü èçâåñòíî êàê íåðàâåí-
ñòâî Øóðà (èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòèõ îïåðàòîðîâ ëåæàò â l2). Çàìåòèì, ÷òî â
ñëó÷àå, êîãäà ÿäðà íåïðåðûâíû, ýòè èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ÿäåðíûìè â C[a, b].
Â 1915 ã. Ò. Ëàëåñêî [10], îáîáùàÿ òåîðåìó Øóðà, ðàññìîòðåë èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû , ïðåä-

ñòàâëÿþùèå ñîáîé ñóïåðïîçèöèè äâóõ îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà (òàêèå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ
ÿäåðíûìè â L2(a, b)), óñòàíîâèâ, ÷òî ýòè îïåðàòîðû èìåþò àáñîëþòíî ñóììèðóåìóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Â ðàáîòå [10] Å. Ëàëåñêî íå óêàçûâàë ÿâíî ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì
äåéñòâóþò åãî îïåðàòîðû, íî åñëè ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ÷òî ÿäðà îïåðàòîðîâ íåïðåðûâíû è ñàìè
îïåðàòîðû çàäàíû â ïðîñòðàíñòâå C[a, b], òî îíè ïðåäñòàâÿò ñîáîé ïåðâûå ïðèìåðû ïðîèçâåäå-
íèé äâóõ ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîëó÷åííàÿ æå èì òåîðåìà òîãäà ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé òåîðåìîé î òîì,
÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ èìååò àáñîëþòíî ñóììèðóåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (÷òî ïîòîì, â 1955 ã., â àáñòðàêòíîé ôîðìå äîêàæåò À. Ãðîòåíäèê; ñì. íèæå).
Â 1916 ã. Ò. Êàðëåìàí [4] ïðèâåë ïåðâûé ïðèìåð èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñ íåïðåðûâíûì

ÿäðîì â C[0, 2π] (ýòî ÿäåðíûé îïåðàòîð), ñîáñòâåííûå ÷èñëà êîòîðîãî ëåæàò â l2 \ ∪r<2lr. Ýòèì
áûëà óñòàíîâëåíà òî÷íîñòü òåîðåìû Øóðà (åñëè ðàññìàòðèâàòü åå êàê òåîðåìó îá èíòåãðàëüíîì
îïåðàòîðå ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì).
Àáñòðàêòíîå ïîíÿòèå ÿäåðíîãî (áîëåå òîãî, s-ÿäåðíîãî) îïåðàòîðà áûëî ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå

ëèøü â 1955 ã. À. Ãðîòåíäèêîì [5] (ïîñëå èçâåñòíûõ ðàáîò Øàòòåíà, ôîí Íîéìàíà è äð.). Èì
áûëè ïîëó÷åíû îñíîâíûå íà òî âðåìÿ ðåçóëüòàòû î ðàñïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë s-ÿäåðíûõ
îïåðàòîðîâ.

Ïîñëå ýòîé ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòû À. Ãðîòíäèêà íàä ïðîáëåìîé ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ
÷èñåë êàê ÿäåðíûõ, òàê è áëèçêèõ ê íèì îïåðàòîðîâ ðàáîòàëî (è ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü) îãðîìíîå
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÷èñëî ìàòåìàòèêîâ. Íåâîçìîæíî ïåðå÷èñëèòü âñåõ îñíîâíûõ àâòîðîâ. Â ñðàâíèòåëüíî áëèçêèé
ê èññëåäîâàíèÿì À. Ãðîòåíäèêà ïåðèîä ýòèì ñåðüåçíî çàíèìàëèñü òàêèå ñïåöèàëèñòû, êàê Â. Á.
Ëèäñêèé, A. Pietsch, À.Ñ. Ìàðêóñ è Â.È. Ìàöàåâ, H. K�onig, B. Maurey, W.B. Johnson è ìíîãèå
äðóãèå. Ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèÿõ [12] è [13].
Ñëåäóåò îòìåòèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ðàáîòó [8], â êîòîðîé, ïîìèìî ïîëó÷åíèÿ áîëüøîãî ÷èñ-

ëà âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ, âïåðâûå áûë ðàññìîòðåí âîïðîñ î ðàñïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ïðîèçâåäåíèé íåñêîëüêèõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ , ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì
îïåðàòîðíûì èäåàëàì (òàêèõ êàê èäåàëû àáñîëþòíî ñóììèðóþùèõ îïåðàòîðîâ).
Ýòà çàìåòêà, êàê è ïðåäûäóùèå äâå [1, 2] âîçíèêëà áëàãîäàðÿ ñëåäóþùåìó âîïðîñó Á.Ñ. Ìè-

òÿãèíà, çàäàííîìó â 2014 ã. íà êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè À. Ïåë÷èíñêîãî, â Áåäëå-
âî (Ïîëüøà): âåðíî ëè, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç ÿäåðíûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå?
Â [1], èñïîëüçóÿ ïðèìåð Êàðëåìàíà, ìû ïîêàçàëè, ÷òî îòâåò îòðèöàòåëåí. Òàì æå áûëè ïðè-

âåäåíû òî÷íûå ðåçóëüòàòû î ôàêòîðèçàöèè ïðîèçâåäåíèé s-ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ ÷åðåç îïåðàòîðû èç êëàññîâ Øàòòåíà [14]. Çàòåì, â ðàáîòå [2], áûëè ïîëó÷åíû èõ
êîíå÷íîìåðíûå àíàëîãè è, â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà àíîíñèðîâàííûõ ðàíåå óòâåð-
æäåíèé.
Çäåñü ìû èññëåäóåì áîëåå îáùèå âîïðîñû. Èìåííî, ïðè êàêèõ (æåëàòåëüíî, òî÷íûõ) çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðîâ p, q p, q ∈ (0,+∞], ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ òàê íàçûâàåìûõ (s, r)-ÿäåðíûõ (è
áëèçêèõ ê íèì) îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîðû â ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðèíàäëåæàùèå êëàññàì Ëîðåíöà-Øàòòåíà Sp,q. Ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ
ê íåêîòîðûì çàäà÷àì î ðàñïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ òåðìèíîëîãèè ìîíîãðàôèè [13].. Âåçäå äàëåå ÷åðåç X,Y, . . . îáîçíà÷àþòñÿ
áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, L(X,Y ) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòî-
ðîâ èç X â Y. Äëÿ áàíàõîâà ñîïðÿæåííîãî ê ïðîñòðàíñòâó X èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå X∗. Åñëè
x ∈ X è x′ ∈ X∗, òî èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå ⟨x′, x⟩ äëÿ x′(x). Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâ X,X∗, Y è
ò.ä. áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç x, x′, y è ò.ä.. Îáîçíà÷åíèÿ c0, lp, Lp(0 < p 6 ∞) ñòàíäàðòíû.
Ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà lp,q (0 < p < ∞, 0 6 ∞) ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé α := (αn) ∈ c0,

äëÿ êîòîðûõ

||α||p,q :=

(∑
n∈N

α∗q
n nq/p−1

)1/q

< +∞ ïðè q < ∞ è ||α||p∞ := sup
n∈N

α∗
nn

1/p < +∞,

ãäå (α∗
n) åñòü íåóáûâàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α, n-é ýëåìåíò α∗

n êîòîðîé îïðåäå-
ëÿåòñÿ òàê:

α∗
n := inf

|J |<n
sup
j /∈J

|αj |.

Ñ óêàçàííûìè êâàçèíîðìàìè ïðîñòðàíñòâà lp,q ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè êâàçèíîðìèðîâàííûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè. Ïðè p = q < ∞ ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâà lp (ñ êâàçèíîðìîé || · ||p). Åñòåñòâåííî ñ÷è-
òàòü, ÷òî l∞∞ = l∞ (ñ êâàçèíîðìîé || · ||∞). Îòìåòèì, ÷òî lp,q1 ⊂

̸=
lp,q2 äëÿ q1 < q2 è lp1,q1 ⊂

̸=
lp2,q2äëÿ

p1 < p2 è äëÿ âñåõ q1, q2.
Îïåðàòîð T : X → Y íàçûâàåòñÿ s-ÿäåðíûì (0 < s 6 1, ñì., íàïðèìåð, [13]), åñëè îí ïðåäñòàâèì

â âèäå Tx =
∑∞

k=1⟨x′k, x⟩yk äëÿ x ∈ X, ãäå

(x′k) ⊂ X∗, (yk) ⊂ Y,
∑
k

||x′k||s ||yk||s < ∞.

Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå Ns(X,Y ) äëÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà âñåõ òàêèõ îïåðàòîðîâ è νs(T )

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êâàçèíîðìû inf(
∑

k ||x′k||s ||yk||s)1/s. Â ñëó÷àå, êîãäà s = 1, ýòè îïåðàòîðû
íàçûâàþò ïðîñòî ÿäåðíûìè. Îïåðàòîð T : X → Y íàçûâàåòñÿ (s, r)-ÿäåðíûì (0 < s < 1, 0 <
r 6 ∞ èëè s = 1, 0 < r 6 1; ñì., íàïðèìåð, [6]), åñëè îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
Tx =

∑∞
n=1 an⟨x′n, x⟩yn äëÿ x ∈ X, ãäå (x′n) ⊂ X∗, (yn) ⊂ Y, ||x′n||, ||yn|| 6 1, (an) ∈ ls,r. Îòìåòèì,
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÷òî ìû ìîæåì (è áóäåì) ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ||x′n|| = ||yn|| = 1 äëÿ âñåõ n è ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (an) íåîòðèöàòåëüíàÿ è óáûâàþùàÿ.. Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ Ns,r(X,Y ) äëÿ âåêòîðíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà âñåõ òàêèõ îïåðàòîðîâ è νs,r(T ) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êâàçèíîðìû inf ||(an)||ls,r .
Â ñëó÷àå, êîãäà s = r = 1 ýòè îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ ÿäåðíûìè.
Íèæå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî (s, r)-ÿäåðíûå îïåðàòîðû äëÿ ïîêàçàòåëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

íåðàâåíñòâàì 0 < r 6 s 6 1. Êàæäûé (s, r)-ÿäåðíûé îïåðàòîð T : X → Y äîïóñêàåò ôàêòîðèçà-
öèþ ñëåäóþùåãî âèäà:

T : X
W→ l∞

∆→ l1
V→ Y, (1)

ãäå ||V || = ||W || = 1 è ∆ � äèàãîíàëüíûé îïåðàòîð ñ äèàãîíàëüþ (dn) ∈ ls,r. Äåéñòâèòåëüíî,
äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü Wx := (⟨x′k, x⟩), V (αn) :=

∑
αnyn è ∆(βn) := (dnβn) (ãäå dn := an). Äëÿ

íàøèõ öåëåé, óäîáíî ïåðåïèñàòü óêàçàííóþ ôàêòîðèçàöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T : X
W→ l∞

∆1→ l2
∆0→ l2

∆2→ l1
V→ Y, (2)

ãäå ∆1 := (
√
nr/s−1drn), ∆2 := (

√
nr/s−1drn) è ∆0 := (n1−r/sd1−r

n ).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ε > 0 è â ôàêòîðèçàöèè (1) ||V || = ||W || = 1 è ||(dn)||ls,r 6 (1 + ε)νs,r(T ).

Òîãäà

||∆2|| = ||∆1|| 6 π2(∆1) 6 ||
√
nr/s−1drn)||l2 (3)

= ||nr/s−1drn)||
1/2
l1

6 [(1 + ε)νs,r(T )]
r/2.

Òàêæå ∆0 ∈ Sq,v(l2), ãäå 1/q = 1/s− 1 è 1/v = 1/r − 1. Áîëåå òîãî, òàê êàê 1/q − 1/v = 1/s− 1/r,
1− r = r/v è v/q − 1 + v − vr/s = v(1/s− 1/r+ r(1/r− 1/s)) = v(1− r)(1/s− 1/r) = r(1/s− 1/r),
òî

σq,v(∆0) =
(∑

nv/q−1[n1−r/sd1−r
n ]v

)1/v
(4)

=
(∑

[n1/s−1/rdn]
r
)1/v

6 [(1 + ε)νs,r(T )]
r/v.

Ôàêòîðèçàöèÿ (s, r)-ÿäåðíîãî îïåðàòîðà T, îïèñàííà â (2)�(4) áóäåò íàçûâàòüñÿ ε-äîïóñòèìîé
ôàêòîðèçàöèåé äëÿ T.
Äëÿ íàñ î÷åíü âàæíûì áóäóò êëàññû Sp,q (êëàññû Ëîðåíöà-Øàòòåíà) îïåðàòîðîâ â ãèëüáåð-

òîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îáîáùåíèÿ õîðîøî èçâåñòíûõ êëàññîâ Øàòòåíà Sp.
Êëàññ Sp,q, 0 < p, q < ∞, ðàññìîòðåííûé âïåðâûå Òðèáåëåì [16], îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü U � êîìïàêòíûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H è (µn) � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü åãî ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë (ñì., íàïðèìåð, [12], 2.1.13). Îïåðàòîð U ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
Sp,q(H), åñëè (µn) ∈ lp,q. (ñì., íàïðèìåð, [12], 2.11.15). Ïðîñòðàíñòâî Sp,q(H) èìååò åñòåñòâåííóþ
êâàçèíîðìó

σp,q(U) = ||(µn)||p,q =

( ∞∑
n=1

n(q/p)−1µq
n

)1/q

.

Ïðè p = q êëàññ Sp,p ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Sp (ñ êâàçèíîðìîé σp). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ p, q ∈ (0, 1]
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Np,q(H) = Sp,q(H) (ñì. íàïðèìåð, [6]). Èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ Sp,q ⊂
Sp′,q′ , åñëè 0 < p < ∞ è 0 < q 6 q′ < ∞ èëè 0 < p < p′ < ∞, o < q, q′ < ∞ (ñì. [16], Lemma 2) è

Sp,q ◦ Sp′,q′ ⊂ Ss,r, 1/p+ 1/p′ = 1/s, 1/q + 1/q′ = 1/r.

Ïðè ýòîì, åñëè V ∈ Sp,q è U ∈ Sp′,q′ , òî σs,r(UV ) 6 21/sσp′,q′(U)σp,q(V ) (ñì. [11], p. 155).

Â ñëó÷àå, êîãäà p = q, p′ = q′, âìåñòî 21/s â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìîæíî ïîñòàâèòü 1 [7], [12],
p. 128, [3], p.262.
Ïðèìåðàìè Sp,q-îïåðàòîðîâ ìîãóò ñëóæèòü äèàãîíàëüíûå îïåðàòîðû D â l2 ñ äèàãîíàëÿìè (dn)

èç lp,q; â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìû ïèøåì D = (dn).
Íèæå ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèå 2-àáñîëþòíî ñóììèðóþùåé íîðìû π2 äëÿ îïåðàòîðîâ â áàíàõî-

âûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì. [13]). Îòìåòèì, ÷òî π2 = σ2 äëÿ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
(ñì. [13]).
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3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð T : X → Y ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîð èç Sp,q(H) (÷åðåç
Sp,q-îïåðàòîð), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå îïåðàòîðû A ∈ L(X,H), U ∈ Sp,q(H) è B ∈ L(H,Y ),
÷òî T = BUA. Åñëè T ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîð èç Sp,q(H), òî ïîëàãàåì γSp,q(T ) =
inf ||A||σp,q(U) ||B||, ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ôàêòîðèçàöèÿì îïåðàòîðà T ÷å-
ðåç îïåðàòîð èç Sp,q(H).

Íèæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè îïåðàòîð T : X → Y ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç Sp,q-îïåðàòîð, òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ôàêòîðèçàöèþ T = BUA, ãäå A ∈ L(X,H), U ∈ Sp,q(H) è B ∈ L(H,Y ), ìîæíî

âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî îïåðàòîð B èíúåêòèâåí, B(H) = T (X) è ||A||σp,q(U) ||B|| 6 (1 +
ε)γSpq(T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïðîñòîå óïðàæíåíèå. Â ëþáîì ñëó÷àå, äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî
ôàêòà â [2] î ôàêòîðèçàöèè ÷åðåç Sp îïåðàòîð ïåðåíîñèòñÿ è íà ýòîò ñëó÷àé. �

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü 0 < p 6 1, 0 < t 6 q 6 p. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 1, åñëè îïåðàòîð T
êîíå÷íîìåðåí, òî γSp,t(T ) 6 (dimT (X))1/t−1/q γSp,q(T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íåêîòîðûé îïåðàòîð V : X → Y ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç Ss,r-îïåðàòîð, òî

àññîöèèðîâàííûé ñ íèì îïåðàòîð V0 : X → V (X) ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç Ss,r-îïåðàòîð ñ òîé æå
Ss,r-ôàêòîðèçàöèîííîé êâàçèíîðìîé (ïðåäëîæåíèå 1). Ó íàñ ïðîñòðàíñòâî T (X) êîíå÷íîìåðíî.
Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ê îïåðàòîðó T òåîðåìó 1 è ïðåäëîæåíèå 1, ìû ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùóþ
ôàêòîðèçàöèþ T = BUA íàøåãî îïåðàòîðà ÷åðåç Ss,r-îïåðàòîð â êîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå (ðàçìåðíîñòè N := dimT (X)). Åñëè t ∈ (0, q], òî íàøå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâ äëÿ Sp,t-êâàçèíîðì â êîíå÷íîìåðíîé ñèòóàöèè: åñëè (µk(U))Nk=1 �
ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà U, òî, ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà,(

N∑
k=1

kt/p−1µk(U)t

)1/t

6 N1/t−1/p

(
N∑
k=1

kq/p−1µk(U)q

)1/q

.

�
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü m ∈ N. Åñëè X1, X2, . . . , Xm+1 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, 0 < rk 6 sk 6 1
Tk ∈ Nsk,rk(Xk, Xk+1) äëÿ k = 1, 2, . . . ,m, òî ïðîèçâåäåíèå T := TmTm−1 · · ·T1 ìîæåò áûòü
ôàêòîðèçîâàíî ÷åðåç îïåðàòîð èç Ss,r(H), ãäå 1/s = 1/s1 + 1/s2 + · · · + 1/sm − (m + 1)/2 è
1/r = 1/r1 + 1/r2 + · · ·+ 1/rm − (m+ 1)/2. Áîëåå òîãî,

γSs,r(T ) 6 21/sc̃
m∏
k=1

νsk,rk(Tk),

ãäå c̃ � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ c̃ := cm;s1,s2,...,sm−1 , çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò çíà÷åíèé óêàçàííûõ
ïàðàìåòðîâ. Åñëè s = r, òî ïîñòîÿííàÿ ïåðåä ïðîèçâåäåíèåì ðàâíà åäèíèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1: m > 1. Äëÿ êàæîãî Tk, ïóñòü

Tk := VkD
(k)
2 D

(k)
0 D

(k)
1 Wk

� åãî ε-äîïóñòèìàÿ ôàêòîðèçàöèÿ (òàê ÷òî 1/qk = 1/sk − 1 è 1/vk = 1/rk − 1). Îòùåïèì ÷àñòü
ïðèçâåäåíèÿ T, à èìåííî, ðàññìîòðèì îïåðàòîð

D
(m)
0 D

(m)
1 WmVm−1D

(m−1)
2 D

(m−1)
0 D

(m−1)
1 Wm−1 . . . V1D

(1)
2 D

(1)
0 : l2 → l2.
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Êàæäûé êóñîê âèäà Uk−1 := D
(k)
1 WkVk−1D

(k−1)
2 D

(k−1)
0 ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ (k > 1),

Uk−1 : l2
D

(k−1)
0→ l2

D
(k−1)
2→ l1

Vk−1→ Xk
Wk→ l∞

D
(k)
1→ l2,

åñòü êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ

σ2(D
(k)
1 WkVk−1D

(k−1)
2 ) = π2(D

(k)
1 WkVk−1D

(k−1)
2 ) 6

6 ||nrk/sk−1(d(k)n )rk)||1/2l1
||D(k−1)

2 || 6 ||nrk/sk−1(d(k)n )rk)||1/2l1
||nrk−1/sk−1−1(d(k−1)

n )rk−1)||1/2l1

6 [(1 + ε)νsk,rk(Tk)]
rk/2 [(1 + ε)νsk−1,rk−1

(Tk−1)]
rk−1/2

è

σqk−1,vk−1
(D

(k−1)
0 ) =

(∑
[n1/sk−1−1/rk−1d(k−1)

n ]rk−1

)1/vk−1 6 [(1 + ε)νsk−1,rk−1
(Tk−1)]

rk−1/vk−1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, Uk−1 ∈ Suk−1,wk−1
(l2), ãäå 1/uk−1 = 1/2 + 1/qk−1, 1/wk−1 = 1/2 + 1/vk−1, è

σuk−1,wk−1
(Uk−1) 6 21/uk−1 [(1 + ε)νsk,rk(Tk)]

rk/2 [(1 + ε)νsk−1,rk−1
(Tk−1)]

1−rk−1/2

Òåïåðü, T = VmD
(m)
2 D

(m)
0 Um−1Um−2 . . . U1D

(1)
1 W1. Çäåñü

||Vm|| = ||W1|| = 1, ||D(m)
2 || 6 ||nrm/sm−1(d(m)

n )rm)||1/2l1
6 [(1 + ε)νsm,rm(Tm)]rm/2,

σqm,vm(D
(m)
0 ) =

(∑
[n1/sm−1/rmdn(m)]rm

)1/vm
6 [(1 + ε)νsm,rm(Tm)]rm/vm ,

||D(1)
1 || 6 ||nr1/s1−1(d(1)n )r1)||

1/2
l1

6 [(1 + ε)νs1,r1(T1)]
r1/2.

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ Um−1Um−2 . . . U1, èìååì: Um−1Um−2 . . . U1 ∈ Su,w(l2), ãäå 1/u = 1/um−1 + · · ·+
1/u1 = 1/sm−1 + · · ·+ 1/s1 − (m− 1)/2 è 1/w = 1/wm−1 + · · ·+ 1/w1 = 1/rm−1 + · · ·+ 1/r1 − (m−
1)/2. Áîëåå òîãî, äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c̃ := cm;s1,s2,...,sm−1 , çàâèñÿùåé òîëüêî îò çíà÷åíèé
óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ,

σu,w(Um−1Um−2 . . . U1) 6 c̃ [(1 + ε)νsm,rm(Tm)]rm/2 [(1 + ε)νsm−1,rm−1(Tm−1)]
1−rm−1/2×

×[(1 + ε)νsm−1,rm−1(Tm−1)]
rm−1/2 [(1 + ε)νsm−2,rm−2(Tm−2)]

1−rm−2/2 · · ·
[(1 + ε)νs2,r2(T2)]

1−r2/2 [(1 + ε)νs2,r2(T2)]
r2/2 [(1 + ε)νs1,r1(T1)]

1−r1/2.

Ïîëîæèì
A = D

(1)
1 W1, B = VmDm

2 , U = Dm
0 Um−1Um−2 . . . U1.

Òîãäà T = BUA and, by (3)�(4),

||A|| 6 [(1 + ε)νs1,r1(T1)]
r1/2, ||B|| 6 [(1 + ε)νsm,rm(Tm)]rm/2,

σs,r(U) 6 21/sσqm,vm(D
m
0 )σu,w(Um−1Um−2 . . . U1) 6

6 21/sc̃ [(1 + ε)νsm,rm(Tm)]1−rm [(1 + ε)νsm,rm(Tm)]rm/2[(1 + ε)νsm−1,rm−1(Tm−1)]×
[(1 + ε)νsm−2,rm−2(Tm−2)] . . . [(1 + ε)νs2,r2(T2)][(1 + ε)νs1,r1(T1)]

1−r1/2

(íàïîìíèì, ÷òî rm/vm = 1− rm, 1/qm = 1/sm − 1 and 1/vm = 1/rm − 1). Ñëåäîâàòåëüíî,

γSs,r(T ) 6 21/sc̃

m∏
k=1

νsk,rk(Tk).

Ñëó÷àé 2: m = 1. Ïóñòü 0 < r 6 s < 1 èëè o < r < s = 1 (ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé s = r = 1
ðàññìîòðåíà â [2]). Â ýòîì ñëó÷àå 1/q1 = 1/s1−1 è 1/v1 = 1/r1−1) (è, ñëåäîâàòåëüíî, r1/v1 = 1−r1)

Äëÿ ε-äîïóñòèìîé ôàêòîðèçàöèè T1 := V1D
(1)
2 D

(1)
0 D

(1)
1 W1 èìååì:

||V1D
(1)
2 || ||D(1)

1 W1||σq1,v1(D
(1)
0 ) 6

[(1 + ε)νs1,r1(T1)]
r1 [(1 + ε)νs1,r1(T1)]

r1/v1 = (1 + ε)νs1,r1(T1).

Ñëåäîâàòåëüíî,
γSs1,r1 (T1) 6 νs1,r1(T1).
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�
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîëó÷àåì äàæå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1, äëÿ ëþáîãî δ > 0 ïðîèçâåäåíèå T := TmTm−1 · · ·T1

ìîæåò áûòü ôàêòîðèçîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì

T : X1
Ã→ l2

Ũ→ l2
B̃→ Xm,

ãäå π2(Ã) 6 1, π2(B̃
∗) 6 1 è

σs,r(Ũ) 6 (1 + δ)21/sc̃
m∏
k=1

νsk,rk(Tk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû A,U,B èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 è ïîëîæèì

Ã := [(1 + ε)νs1,r1(T1)]
−r1/2A, B̃ := [(1 + ε)νsm,rm(Tm)]−r1/2B,

Ũ := (1 + ε)r1/2+rm/2νs1,r1(T1)
r1/2νsm,rm(Tm)rm/2U.

Âûáðàâ äîñòàòî÷íî ìàëîå ε = ε(δ), ïîëó÷èì æåëàåìóþ ôàêòîðèçàöèþ.
�

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè s = r (òîãäà âñå sj è, ñîîòâåòñòâåííî, âñå rj ðàâíû ìåæäó ñîáîé),
ïîñòîÿííàÿ â íåðàâåíñòâå èç òåîðåìû 1 (ñîîòâ., â Ñëåäñòâèè 2) ðàâíà åäèíèöå (ñîîòâ., 1+ δ).)
[2]. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîñòîÿííûå â íåðàâåíñòâàõ Ãåëüäåðà äëÿ ñîîòíîøåíèé òèïà
Sr ⊂ Sp ◦ Sq ðàâíû åäèíèöå.

Ñëåäñòâèå 3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1, ïóñòü X1 = Xm è δ > 0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λn(T ))
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòðà T ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå Ss̃,r̃, ãäå s̃ = 1/2+1/s, r̃ = 1/2+1/r. Ïðè
ýòîì

||(λn(T ))||s̃,r̃ 6 21/s+1/s̃c̃
m∏
k=1

νsk,rk(Tk).

Åñëè s = r, òî ïîñòîÿííàÿ ñïðàâà â ýòîì íåðàâåíñòâå ðàâíà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ > 0. Â îáîçíà÷åíèÿõ ñëåäñòâèÿ 2 è òåîðåìû 1, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
äèàãðàììó:

ÃT : X1
Ã→ l2

Ũ→ l2
B̃→ X1

Ã→ l2.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (λn(T )) îïåðàòîðà T ñîâïàäàåò (ñ ó÷åòîì èõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ êðàòíîñòåé) ñ ïîëíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà ÃŨB̃ (ñì., íàïðè-
ìåð, [13]). Òàê êàê

ÃŨB̃ ∈ S2 ◦ Ss,r ⊂ Ss̃,r̃

è r 6 s, òî, ïî íåðàâåíñòâó Âåéëÿ (ñì. [9], 1.c.13),

||(λn(T ))||s̃,r̃ 6 σs̃,r̃(ÃŨB̃) 6 21/s̃π2(Ã)σs,r(Ũ) 6 (1 + δ)21/s+1/s̃c̃
m∏
k=1

νsk,rk(Tk).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δ, íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Çàìå÷àíèå 2. Èìååò ìåñòî áîëåå ñèëüíûé âàðèàíò ïîñëåäíåãî ñëåäñòâèÿ. Ïóñòü Σp,q åñòü
ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ êîìïëåêñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé α = (αk), äëÿ êîòîðûõ
êîíå÷íà âåëè÷èíà ρp,q(α, β) := inf distp,q(αk − βk), ãäå distp,q � ìåòðèêà íà ïðîñòðàíñòâå lp,q, ïî-
ðîæäàþùàÿ åãî åñòåñòâåííóþ òîïîëîãèþ (ñì., íàïðèìåð, [[12], 6.1-6.2, à òàêæå [5], Chap. 2, pp.
20-21). Çäåñü in�mum áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì (αk) (ñîîòâåòñòâåííî,
(βk)) èç lp,q, êîòîðûå îïðåäåëÿþò íåóïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α (ñîîòâåòñòâåííî,
(βk)). Òîãäà, â óñëîâèÿÿõ òåîðåìû 1 (è ñëåäñòâèÿ 3), åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

Nsm,rm ◦Nsm−1,rm−1 · · · ◦Ns1,r1 → Σs̃,r̃
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íåïðåðûâíî. Äîàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì íåïðå-
ðûâíîñòü åñòåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ Ss̃,r̃ → Σs̃,r̃ ïîëó÷àåòñÿ, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ðàññóæå-
íèé, àíàëîãè÷íûõ òåì, ÷òî ïðèâåäåíû â [3], Chap 11, �7. Âïðî÷åì, ýòîò ôêò äëÿ s-ÿäåðíûõ
îïðàòîðîâ è îïåðàòîðîâ èç êëàññà Sp áûë èçâåñòåí åùå À. Ãðîòåíäèêó [5],Chap. 2, pp. 20-21.

Çàìå÷àíèå 3. Ñëåäñòâèå 3 òî÷íî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà s = r (ñì. [2]). Â îáùåì ñëó÷àå òî÷íûì
îêàçûâàåòñÿ òàêîé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü m ∈ N. Åñëè X1, X2, . . . , Xm+1 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, 0 < rk 6
sk 6 1 Tk ∈ Nsk,rk(Xk, Xk+1) äëÿ k = 1, 2, . . . ,m, òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïðîèçâåäåíèÿ T :=
TmTm−1 · · ·T1 ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå lp,q, ãäå 1/p = 1/s1+1/s2+· · ·+1/sm−m/2 1/q =

∑m
k=1 1/rk.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåìè ôàêòàìè, ÷òî èäåàë îïåðàòîðîâ Âåéëÿ L
(x)
p,q [12] òèïà lp,q

èìååò ñïåêòðàëüíûé òèï lp,q (ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáñòâåííûå ÷èñåë îïåðàòîðîâ Âåéëÿ ëåæàò
â lp,q; ñì. [12], 3.6.2) è èäåàë (p0, q)-ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ, ãäå 1/p0 = 1/2+1/p, âëîæåí â ýòîò èäåàë
îïåðàòîðîâ Âåéëÿ [6], p. 243. Èç ýòèõ ôàêòîâ ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð T ëåæèò â ñîîòâåòñâóþùåì
ïðîèçâåäåíèè èäåàëîâ îïåðàòîðîâ Âåéëÿ. Ïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèÿõ [12], 2.4.18,

L(x)
p1,q1 ◦ L

(x)
p2,q2 ⊂ L(x)

p,q ,

ãäå 1/p = 1/p1 + 1/p2, 1/q = 1/q1 + 1/q2. Ïîýòîìó (λn(T )) ∈ L
(x)
s̃,q , ãäå è 1/q =

∑m
k=1 1/rk. �

Â ðàáîòå [2], êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 òîé ðàáîòû, ìû íà ñàìîì äåëå, êðîìå âñåãî
ïðî÷åãî, óñòàíîâèëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 3 òî÷íî
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ p-ÿäåðíûå îïåðàòîðû è êëàññû Øàòòåíà Sp (ò. å. â ñëåäñòâèè
3 s = r). Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò â ïîëíîé îáùíîñòè (èñïîëüçóÿ è çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 1 ïðè
s = r).

Òåîðåìà 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1, ïóñòü λ := (λk(T )) åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà T, âçÿòûõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Åñëè sk = rk, k = 1, 2, . . . ,m, òî
λ ∈ lq, ãäå 1/q = 1/r1 + 1/r2 + · · ·+ 1/rm −m/2, ïðè÷åì (

∑∞
k=1 |λk|q)1/q 6

∏m
k=1 νrk(Tk). Íåðàâåí-

ñòâî íåóëó÷øàåìî ñ òî÷íîñòüþ äî àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé (äëÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà îïåðàòîðîâ
è äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë 0 < rk = sk 6 1.)

4. Ôàêòîðèçàöèÿ îïåðàòîðîâ èç Ns;2

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ôàêòîðèçàöèè ÷åðåç îïåðàòîðû èç êëàññîâ Ëîðåíöà-
Øàòòåíà îïåðàòîðîâ òèïà Ns;2 (â èíäåêñå òî÷êà ñ çàïÿòîé!). Çäåñü 0 < s 6 2. Äëÿ áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâ X,Y ïðîñòðàíñòâî Ns;2(X,Y ) ñîñòîèò èç ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ T : X → Y, êîòîðûå
ïðåäñòàâèìû â âèäå Tx =

∑∞
n=1 an⟨x′n, x⟩yn, äëÿ x ∈ X, ãäå

||x′n|| 6 1, (an) ∈ ls, ||(yn)||weak2 := sup
||y′||61

( ∞∑
n=1

|⟨y′, yn⟩|2
)1/2

< ∞.

Òàêèå îïåðàòîðû áóäåì íàçûâàòü (s; 2)-ÿäåðíûìè. Îòìåòèì, òî ìû ìîæåì (è áóäåì) ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî ||x′n|| = 1, ||(yn)||weak2 = 1 äëÿ âñåõ n è ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íåîòðèöàòåëüíàÿ
è óáûâàþùàÿ.. Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå ν(s;2)(T ) äëÿ åñòåñòâåííîé êâàçèíîðìû inf ||(an)||ls .
Èäåàëû (s; 2)-îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè èäåàëîâ (s, r, q)-ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ èç
[13], 18.1.
Êàæäûé (s; 2)-ÿäåðíûé îïåðàòîð T : X → Y äîïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ ñëåäóþùåãî âèäà:

T : X
W→ l∞

∆→ l2
V→ Y, (5)

ãäå ||V || = ||W || = 1 è ∆ � äèàãîíàëüíûé îïåðàòîð ñ äèàãîíàëüþ (dn) ∈ ls. Äåéñòâèòåëüíî,
äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü Wx := (⟨x′k, x⟩), V (αn) :=

∑
αnyn è ∆(βn) := (dnβn) (ãäå dn := an). Äëÿ íà-

øèõ öåëåé, óäîáíî ïåðåïèñàòü óêàçàííóþ ôàêòîðèçàöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ìû ñëåäóåì èäåÿì
èç[12], 3.8.6):
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T : X
W→ l∞

∆1→ l2
∆0→ l2

V→ Y, (6)

ãäå ∆1 := (dn
s/2) è ∆0 := (d

s/q
n ), ãäå 1/q = 1/s− 1/2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ε > 0 è â ôàêòîðèçàöèè

(6) ||V || = ||W || = 1 è ||(dn)||ls 6 (1 + ε)νs;2(T ). Òîãäà

π2(∆1) 6 ||(ds/2n )||l2 = ||(dn)||s/2ls
6 [(1 + ε)νs;2(T )]

s/2. (7)

Òàêæå ∆0 ∈ Sq(l2). è σq(∆0) 6 ||(dn)||s/qls
6 [(1 + ε)νs,2(T )]

s/q. Ïîýòîìó T = V∆0∆1W ∈ Sq ◦ Π2 è

||T ||Sq◦Π2 6 νs;2(T ).
Òåïåðü íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü m ∈ N. Åñëè X1, X2, . . . , Xm+1 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, 0 < sk 6 2
è Tk ∈ Nsk;2(Xk, Xk+1) äëÿ k = 1, 2, . . . ,m, òî ïðîèçâåäåíèå T := TmTm−1 · · ·T1 ìîæåò áûòü
ôàêòîðèçîâàíî ÷åðåç îïåðàòîð èç Ss(H), ãäå 1/s =

∑m
k=1 1/sk − 1/2. Áîëåå òîãî,

γSs(T ) 6
m∏
k=1

νsk;2(Tk),

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì, ôàêòîðèçóåì êàæäûé èç îïåðàòîðîâ
Tk êàê ïðîèçâåäåíèå V k∆k

0∆
k
1W

k Òîãäà íà "ñòûêå"äâóõ îïåðàòîðîâ ïîÿâèòñÿ îïåðàòîð âè-

äà ∆k+1
1 W k+1V k, ó êîòîðîãî σ2-íîðìà íå ïðåâîñõîäèò π2-íîðìû îïåðàòîðà ∆k+1

1 , ò. å. [(1 +

ε)νsk+1;2]
sk+1/2. Çà íèì ñëåäóåò îïåðàòîð ∆k+1

0 , äëÿ êîòîðîãî σqk+1
(∆k+1

0 ) 6 [(1+ε)νsk+1;2]
sk+1/qk+1 .

Ïîýòîìó

T ∈ L ◦ Sqm ◦ S2 ◦ Sqm−1 ◦ S2 ◦ · · · ◦ Sq2 ◦ S2 ◦ Sq1 ◦Π2 ◦ L.

Çäåñü ñëåâà è ñïðàâà â ïîëó÷àåìîé ôàêòîðèçàöèè T ïîÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû V m è ∆1
1W

1 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ìåæäó íèìè íàõîäÿòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ âèäà Sqk ◦ S2 (m− 1 øòóêà). Îñîáíÿêîì âõîäèò â
ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîð èç Sq1 . Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà äëÿ ïðîèçâåäåíèé
îïåðàòîðîâ èç êëàññîâ Øàòòåíà, ïîëó÷àåì: T ∈ L ◦ Ss ◦Π2, γSs 6

∏m
k=1 νsk;2(Tk). �

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå ïîñòîÿííàÿ îöåíêè ñïðàâà (= 1) íå çàâèñèò îò
ïàðàìåòðîâ.

Ñëåäñòâèå 4. Â óñëâèÿõ òåîðåìû 3, äëÿ ëþáîãî δ > 0 îïåðàòîð T ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ BUA ∈ L ◦ Ss ◦Π2, ãäå

||B|| = 1, σs(U) 6 (1 + δ)

m∏
k=1

νsk;2(Tk) è π2(A) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3. �

Ñëåäñòâèå 5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3, ïóñòü X1 = Xm è δ > 0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λn(T ))
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà T ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå Ss̃ ãäå s̃ =

∑m
k=1 1/sk. Ïðè ýòîì

||(λn(T ))||s̃ 6
m∏
k=1

νsk;2(Tk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå. Òàê êàê íàáîðû ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïå-

ðàòîðîâ T = BUA : X1
A→ l2

U→ l2
B→ X1 è ABU : l2

U→ l2
B→ X1

A→ l2 ñîâïàäàþò (âìåñòå ñ
êðàòíîñòÿìè) è Π2(l2) = S2(l2) èçîìåòðè÷íî, òî (λn(T )) ∈ ls̃. Íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåí-
ñòâà Ãåëüäåðà äëÿ ïðîèçâåäåíèé Sp-îïåðàòîðîâ è èç íåðàâåíñòâà Âåéëÿ ìåæäó lp-êâàçèíîðìàìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîáñòâåííûõ è ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë. �
Ïðèâåäåì êîíå÷íîìåðíûå âàðèàíòû òåîðåìû 3 è ñëåäñòâèÿ 5.
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Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü m ∈ N, X1, X2, . . . , Xm+1 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, 0 < sk 6 2 è
Tk ∈ Nsk,2(Xk, Xk+1) äëÿ k = 1, 2, . . . ,m. Ïóñòü, äàëåå, 1/s =

∑m
k=1 1/sk − 1/2 è 0 < t 6 s. Åñëè

îïåðàòîð T := TmTm−1 · · ·T1 êîíå÷íîìåðåí, òî

γSs(T ) 6 (dimT (X1))
1/t−1/s

m∏
k=1

νsk;2(Tk),

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 1. �

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü m ∈ N, X1, X2, . . . , Xm+1 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, 0 < sk 6 2 è
Tk ∈ Nsk;2(Xk, Xk+1) äëÿ k = 1, 2, . . . ,m. Ïóñòü, äàëåå, 1/s =

∑m
k=1 1/sk − 1/2 è 0 < t 6 s. Åñëè

îïåðàòîð T := TmTm−1 · · ·T1 êîíå÷íîìåðåí, òî

||(λn(T ))||s̃ 6 (dimT (X1))
1/t−1/s̃

m∏
k=1

νsk;2(Tk).

ãäå 1/s̃ =
∑m

k=1 1/sk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå è ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ
5. �
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëåäñòâèÿõ, íå óëó÷øàåìû (ñ òî÷íîñòüþ äî àáñî-

ëþòíîé ïîñòîÿííîé â íåðàâåíñòâå). Ïî-ñóùåñòâó, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð èìååòñÿ â ðàáîòå [2],
òåîðåìà 2. Óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå îòäåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ ðåçóëüòàò, óñòàíîâëåííûé â
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 â òîé ñòàòüå (ìû èçìåíèì çäåñü îáîçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èç [2] äëÿ
ñîãëàñîâàíèÿ ñ íàøèìè îáîçíà÷åíèÿìè).

Ïðåäëîæåíèå 3. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííà G > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n íàéäåòñÿ îïåðàòîð An : ln1 → ln1 , îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Åñëè m ∈ N, pk ∈ (0, 1]
äëÿ k = 1, 2, . . . ,m, 1/p = 1/p1 + 1/p2 + · · ·+ 1/pm − (m+ 1)/2 è u ∈ (0, p], òî

γSu(A
m
n ) > Gn1/u−1/p

m∏
k=1

νpk(An) = Gn1/u−1/p

 ∑
λ(Am

n )

|λ(Am
n )|v

1/v

,

ãäå (λ(Am
n )) � ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Am

n è 1/v = 1/2 + 1/p.

Òåïåðü î òî÷íîñòè íåðàâåíñòâ èç ñëåäñòâèé 6 è 7.

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííà G > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n
íàéäåòñÿ îïåðàòîð An : ln1 → ln1 , îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Åñëè m ∈ N, sk ∈ (0, 1] äëÿ
k = 1, 2, . . . ,m, 1/s = 1/s1 + 1/s2 + · · ·+ 1/sm − (m+ 1)/2 è t ∈ (0, r], òî

γSt(A
m
n ) > Gn1/t−1/s

m∏
k=1

νsk(An) è
m∏
k=1

νsk;2(An) =

 ∑
λ(Am

n )

|λ(Am
n )|s̃

1/s̃

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â ïðåäëîæåíèå 3, ïîðîæäàåòñÿ óíèòàðíîé ìàò-
ðèöåé (

n−1/2 e
2πjl
n

i
)

(j, l = 1, 2, . . . , n).

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî íîâûõ ïàðàìåòðîâ. Ïóñòü 1/pk = 1/sk+1/2, 1/p = 1/s+1/2, 1/u = 1/t+1/2,
1/q = 1/2 + 1/u = 1/t+ 1 Äëÿ ëþáîãî k èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

νsk;2(An) 6 νpk(An) 6 n1.sk = (
∑
λ(An)

|λ(An)|sk)1/sk 6 νsk;2(An).

Ïîýòîìó
m∏
k=1

νsk;2(An) = n
∑

1/sk = n1/s̃.



10 Î. È. ÐÅÉÍÎÂ

Êðîìå òîãî, 1/u− 1/p = 1/t− 1/s è γSu(A
m
n ) 6 γSt(A

m
n ) · n1/2 (íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà). Ïî ïðåäëî-

æåíèþ 3,

γSt(A
m
n ) > n−1/2Gn1/t−1/s

m∏
k=1

νsk;2(An) = n1/2Gn1/t−1/s

 ∑
λ(Am

n )

|λ(Am
n )|s̃

1/s̃

.

�
Â ðàáîòå [2] ìû èñïîëüçîâàëè ïðåäëîæåíèå 3 äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà ïðîèçâåäåíèÿ Ns-

îïåðàòîðîâ â l1, äëÿ êîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèé 3 è 4 òî÷íû (ïðè s = r; ñì. òåîðåìó 3
â [2]. Â íàøèõ ïîñëåäíèõ óòâåðæäåíèÿõ (ñëåäñòâèÿ 6 è 7 ) ïîëó÷åíû îöåíêè ôàêòîðèçàöèîí-
íûõ γSp-êâàçèíîðì, à òàêæå lp-êâàçèíîðì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðîèçâåäåíèé
Ns;2îïåðàòîðîâ. Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè îöåíêè òî÷íû â êîíå÷íîìåðíûõ ñèòó-
àöèÿõ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4 ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëñÿ òîò ôàêò, ÷òî äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî òàì îïåðàòîðà An åãî νpk - è νsk;2-êâàçèíîðìû ñîâïàäàþò. Ýòî ïðèâîäèò íàñ
ê ðåçóëüòàòó, ñîîòâåòñòâóþùåìó òåîðåìå 3 èç [2]. Äîêàçàòåëüñòâî áóêâàëüíî òî æå, ñ çàìåíîé
îáîçíà÷åíèé (îäíîé êâàçèíîðìû íà äðóãóþ). Îñíîâíîå ñîâïàäåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ñåé÷àñ êâà-
çèíîðì (è ýòî ñóùåñòâåííî â äîêàçàòåëüñòâå òîé òåîðåìû) � ýòî òî, ÷òî îáå îíè, êàê νpk , òàê
è νsk;2 (1/pk = 1/2 + 1/sk) ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè pk-íîðìàìè. Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3
èç [2] ïî÷òè äîñëîâíî ïðîõîäèò â íàøåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâåäåíèé îïåðàòîðîâ èç Ns;2, ïðèâîäÿ ê
ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü m ∈ N, sk ∈ (0, 2] äëÿ k = 1, 2, . . . ,m è 1/s = 1/s1+1/s2+ · · ·+1/sm− 1/2.
Ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû Tk ∈ Nsk;2(Xk, Xk+1) â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ òàêèå, ÷òî êîìïî-
çèöèÿ T := TmTm−1 · · ·T1 ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîð èç Ss(H), íî íå ôàêòîðèçóåòñÿ íè
÷åðåç êàêîé îïåðàòîð èç St(H), åñëè t ∈ (0, r). Â êà÷åñòâå âñåõ ïðîñòðàíñòâ Xk ìîæíî âçÿòü
ïðîñòðàíñòâî l1.

Èòàê, äëÿ ïðîèçâåäåíèé (s; 2)-ÿäåðíûõ è äëÿ ïðîèçâåäåíèé p-ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþ-
ùèõ èç â L1-ïðîñòðàíñòâ â L1-ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åíû òî÷íûå îòâåòû íà âîïðîñû î ôàêòîðèçàöèè
÷åðåç îïåðàòîðû èç êëàññîâ Øàòòåíà è î ðàñïðåäåëåíèè èõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (íî îñòàâàÿñü â
øêàëàõ Sp è ls).
Êàê âûãëÿäÿò îòâåòû íà ñîîòâåòñòâóþùèå âîïðîñû äëÿ ïðîèçâåäåíèé îïåðàòîðîâ, êîòîðûå

(ïðîèçâåäåíèÿ) äåéñòâóþò â Lp-ïðîñòðàíñòâàõ?
Ìû îñòàâèì îòâåòû íà ýòîò è äðóãèå (áîëåå òîíêèå) âîïðîñû äî ñëåäóþùåé ñòàòüè. Ìåæäó

ïðî÷èì, äëÿ ñëó÷àÿ L2-ïðîñòðàíñòâ îòâåòû ïî÷òè î÷åâèäíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû îá îïåðàòîðàõ â Lp-ïðîñòðàíñòâàõ, íàäî "èíòåðïîëèðîâàòü"ïîëó÷åííûå
âûøå óòâåðæäåíèÿ ìåæäó L1- è L2-ñëó÷àÿìè.
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