
�. �. � «âëª®¢ , �. �. � å à®¢

������� ����� Ǳ�

������������ ������

������������

� ­ªâ-Ǳ¥â¥à¡ãà£ 2006



� ­ªâ-Ǳ¥â¥à¡ãà£áª¨© £®áã¤ àáâ¢¥­­ë© ã­¨¢¥àá¨â¥â

�. �. � «âëª®¢ , �. �. � å à®¢

������� ����� Ǳ� ������������

������ ������������

�ç¥¡­®¥ ¯®á®¡¨¥

�§¤ â¥«ìáâ¢® �.-Ǳ¥â¥à¡ãà£áª®£® ã­¨¢¥àá¨â¥â 

� ­ªâ-Ǳ¥â¥à¡ãà£ 2006



��� 22.17

�16

� ¥ æ ¥ ­ § ¥ ­ â ë :

¤®ªâ. ä¨§.-¬ â. ­ ãª, ¯à®ä. �. �. �¨ª¨â¨­ (�.-Ǳ¥â¥à¡. £®á. ã­-â),

ª ­¤. ä¨§.-¬ â. ­ ãª, ¤®æ. �. �. �ìî­¥­ª® (Ǳ¥â¥à¡. £®á. ã­-â ¯ãâ¥©

á®®¡é.)

Ǳ¥ç â ¥âáï ¯® ¯®áâ ­®¢«¥­¨î

�¥¤ ªæ¨®­­®-¨§¤ â¥«ìáª®£® á®¢¥â 

� ­ªâ-Ǳ¥â¥à¡ãà£áª®£® £®áã¤ àáâ¢¥­­®£® ã­¨¢¥àá¨â¥â 

� «âëª®¢  �. �. , � å à®¢ �. �.

�16 �¡®à­¨ª § ¤ ç ¯® í«¥¬¥­â à­®© â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ­®áâ¥©: �ç¥¡.

¯®á®¡¨¥. | �Ǳ¡.: 2006. | 64 á.

Ǳà¥¤« £ îâáï § ¤ ç¨ ¯® á«¥¤ãîé¨¬ à §¤¥« ¬ â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ­®áâ¥©:

ª« áá¨ç¥áª¨© ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¯®á®¡ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥©, â¥®à¥-

¬ë á«®�¥­¨ï ¨ ã¬­®�¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥©, ä®à¬ã«  ¯®«­®© ¢¥à®ïâ­®áâ¨,

ä®à¬ã«  � ©¥á , ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¨á¯ëâ ­¨© á ¤¢ã¬ï

¨áå®¤ ¬¨ (ä®à¬ã«ë �¥à­ã««¨ ¨ �ã ¢à |� ¯« á ), è à¨ª¨ ¢ «ã­ª å.

Ǳà¥¤­ §­ ç¥­ ¤«ï áâã¤¥­â®¢ ­¥¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ä ªã«ìâ¥â®¢, ¨§ãç -

îé¨å ­¥ª®â®àë¥ ¢®¯à®áë â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ­®áâ¥© ¢ ®¡é¥¬ ªãàá¥ ¢ëáè¥©

¬ â¥¬ â¨ª¨.

��� 22.17


©


©

�. �. � «âëª®¢  ,

�. �. � å à®¢, 2006

�.-Ǳ¥â¥à¡ãà£áª¨©

£®áã¤ àáâ¢¥­­ë©

ã­¨¢¥àá¨â¥â, 2006



Ǳ à ¥ ¤ ¨ á « ® ¢ ¨ ¥

�®à®£®© ç¨â â¥«ì, ¤®à®£¨¥ ­ è¨ áâã¤¥­âë ¡¨®«®£®-¯®ç¢¥­­®£®

¨ £¥®«®£¨ç¥áª®£® ä ªã«ìâ¥â®¢ �Ǳ¡��, íâ® ãç¥¡­®¥ ¯®á®¡¨¥ ¯à¥¤-

¯®« £ «® ¡ëâì £®à §¤® ¡�®«ìè¨¬ ¨ ¨¬¥âì ¤àã£®¥ ­ §¢ ­¨¥. �¤­ ª®

�¨§­ì â ª®¢ , çâ® ­¥«¥¯ ï âà £¥¤¨ï ã­¥á«  ®â ­ á � â «ìî �¨-

å ©«®¢­ã. �¡ëç­® ¢ â ª¨å á«ãç ïå ®áâ ­ ¢«¨¢ îâ ç áë. � å®çã

¯®áâã¯¨âì  ­ «®£¨ç­® ¨ ¨§¤ âì ª­¨£ã ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¢ â®¬ ¢¨¤¥, ¢

ª®â®à®¬ ®­  ¡ë«  ­  ¨î­ì 2001 £®¤ .

� ¤ ç­¨ª ¯à¥¤­ §­ ç¥­ ¤«ï ­¥¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ä ªã«ìâ¥â®¢

ã­¨¢¥àá¨â¥â , £¤¥ â¥®à¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥© á®áâ ¢«ï¥â ç áâì ªãàá  ¢ëá-

è¥© ¬ â¥¬ â¨ª¨ ¨ ¨§ãç ¥âáï ¢ á®ªà é¥­­®¬ ®¡ê¥¬¥. Ǳ®á®¡¨¥ á®-

¤¥à�¨â § ¤ ç¨ ¯® â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ­®áâ¥©, ¯à¨¬ëª îé¨¥ ª ª®¬¡¨­ -

â®à¨ª¥. �á®¡¥­­®áâìî â ª¨å § ¤ ç ï¢«ï¥âáï â®, çâ® ®­¨ âà¥¡ãîâ

à §¬ëè«¥­¨©, ¨ ¨å ­¥¢®§¬®�­® à¥è¨âì, ¯®¤áâ ¢¨¢ ¢¬¥áâ® ¯¥à¥¬¥­-

­®© ª®­ªà¥â­®¥ ç¨á«®. �« ¢­ ï æ¥«ì § ¤ ç­¨ª  | ¯®¬®çì ¯à¥¯®¤ -

¢ â¥«ï¬ ¢ ¯®¤¡®àª¥ § ¤ ç ¤«ï ¯à®¢¥¤¥­¨ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨å § ­ïâ¨© ¨

ª®­âà®«ì­ëå à ¡®â ¨ ¤ âì áâã¤¥­â ¬ § ¤ ç¨ ¤«ï âà¥­¨à®¢ª¨.

Ǳ®á®¡¨¥ ®å¢ âë¢ ¥â á«¥¤ãîé¨¥ à §¤¥«ë â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ­®áâ¥©:

ª« áá¨ç¥áª¨© ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¯®á®¡ë ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥©,

â¥®à¥¬ë á«®�¥­¨ï ¨ ã¬­®�¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥©, ä®à¬ã«ë ¯®«­®©

¢¥à®ïâ­®áâ¨ ¨ � ©¥á , ¨á¯ëâ ­¨ï �¥à­ã««¨ («®ª «ì­ãî ¨ ¨­â¥-

£à «ì­ãî â¥®à¥¬ë �ã ¢à |� ¯« á ). �â¤¥«ì­ë© ¯ à £à ä ¯®-

á¢ïé¥­ ¢®¯à®á ¬, á¢ï§ ­­ë¬ á à §¡à áë¢ ­¨¥¬ è à¨ª®¢ ¯® «ã­-

ª ¬.

� ¤ ç­¨ª ¬®�¥â ¡ëâì â ª�¥ ¯®«¥§¥­ ¯à¥¯®¤ ¢ â¥«ï¬ § ®ç­ëå

®â¤¥«¥­¨©. � «¨ç¨¥ ¢ § ¤ ç­¨ª¥ ®â¢¥â®¢ ¤¥« ¥â ¥£® ¯®«¥§­ë¬ ¨

«¨æ ¬ á ¬®áâ®ïâ¥«ì­® ¨§ãç îé¨¬ â¥®à¨î ¢¥à®ïâ­®áâ¥©. Ǳà¨¬¥àë

à¥è¥­¨©  ­ «®£¨ç­ëå § ¤ ç ¬®�­® ­ ©â¨ ¢ ª­¨£ å, á¯¨á®ª ª®â®-

àëå ­ å®¤¨âáï ¢ ª®­æ¥ ¡à®èîàë.
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�¢â®à ¡« £®¤ à¨â ®¡®¨å à¥æ¥­§¥­â®¢ ¨ ¤®æ¥­â  ª ä¥¤àë ®¡é¥©

¬ â¥¬ â¨ª¨ ¨ ¨­ä®à¬ â¨ª¨ � ­ªâ-Ǳ¥â¥à¡ãà£áª®£® £®áã¤ àáâ¢¥­-

­®£® ã­¨¢¥àá¨â¥â  � â «¨î �«¥ªá ­¤à®¢­ã �®«ª®¢ã §  ¢­¨¬ â¥«ì-

­®¥ ®â­®è¥­¨¥ ª àãª®¯¨á¨ ¨ àï¤ ¯®«¥§­ëå á®¢¥â®¢ ¨ § ¬¥ç ­¨©.
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§§§ 1. �®¡ëâ¨ï, ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ á®¡ëâ¨ï¬¨

�®¡ëâ¨¥¬ ­ §ë¢ ¥âáï à¥§ã«ìâ â íªá¯¥à¨¬¥­â  (¨«¨ ¨á¯ëâ -

­¨ï). � ¯à¨¬¥à, íªá¯¥à¨¬¥­â®¬ ¬®�¥â ¡ëâì ¡à®á ­¨¥ ¨£à «ì­®©

ª®áâ¨,   á®¡ëâ¨¥¬ | ¯®ï¢«¥­¨¥ ­  ¥¥ ¢¥àå­¥© £à ­¨ ç¨á«  ®çª®¢,

ªà â­®£® âà¥¬. �®¡ëâ¨¥, ª®â®à®¥ ¢ å®¤¥ ¨á¯ëâ ­¨ï ¬®�¥â ¯®ï¢¨âì-

áï,   ¬®�¥â ¨ ­¥ ¯®ï¢¨âìáï, ­ §ë¢ ¥âáï á«ãç ©­ë¬. �®¡ëâ¨ï ®¡®-

§­ ç îâáï ¯à®¯¨á­ë¬¨ « â¨­áª¨¬¨ ¡ãª¢ ¬¨: A, B, C, . . . �®¡ëâ¨¥,
ª®â®à®¥ ¯®ï¢«ï¥âáï ¢ à¥§ã«ìâ â¥ «î¡®£® ¨á¯ëâ ­¨ï, ­ §ë¢ ¥âáï

¤®áâ®¢¥à­ë¬ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáïΩ. �®¡ëâ¨¥, ª®â®à®¥ ­¥ ¯®ï¢«ï¥âáï ­¨
¯à¨ ª ª®¬ ¨á¯ëâ ­¨¨, ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¢®§¬®�­ë¬ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï∅.

� ¯à¨¬¥à¥ á ®¤­®ªà â­ë¬ ¡à®á ­¨¥¬ ¨£à «ì­®© ª®áâ¨, ®¯¨á ­­®¥

¢ëè¥ á®¡ëâ¨¥ ¡ã¤¥â á«ãç ©­ë¬. �®áâ®¢¥à­ë¬ á®¡ëâ¨¥¬ ¡ã¤¥â ¯®-

ï¢«¥­¨¥ æ¥«®£® ç¨á«  ®çª®¢ ­  ¢¥àå­¥© £à ­¨ ¨£à «ì­®© ª®áâ¨,  

­¥¢®§¬®�­ë¬ | ¯®ï¢«¥­¨¥ ®âà¨æ â¥«ì­®£® ç¨á«  ®çª®¢.

�¯¥à æ¨¨, ª®â®àë¥ ®áãé¥áâ¢¨¬ë ­ ¤ á®¡ëâ¨ï¬¨, ä ªâ¨ç¥áª¨

¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¨§ á¥¡ï ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ ¬­®�¥áâ¢ ¬¨ (®¡ê¥¤¨­¥­¨¥,

¯¥à¥á¥ç¥­¨¥, à §­®áâì, ¤®¯®«­¥­¨¥). Ǳ® íâ®© ¯à¨ç¨­¥ ¢ â¥®à¨¨ ¢¥-

à®ïâ­®áâ¥© ¨á¯®«ì§ãîâ á¨¬¢®«¨ªã â¥®à¨¨ ¬­®�¥áâ¢. �®¡ëâ¨ï A
¨ B ­ §ë¢ îâáï ­¥á®¢¬¥áâ­ë¬¨, ¥á«¨ ¨å ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¥áâì ­¥¢®§-

¬®�­®¥ á®¡ëâ¨¥, â. ¥. AB = ∅. �®¡ëâ¨ï A
1

, A
2

, . . . , An ®¡à §ãîâ

¯®«­ãî £àã¯¯ã á®¡ëâ¨©, ¥á«¨ ®­¨ ¯®¯ à­® ­¥á®¢¬¥áâ­ë ¨ ¨å ®¡ê-

¥¤¨­¥­¨¥ | ¤®áâ®¢¥à­®¥ á®¡ëâ¨¥, â. ¥. AiAj = ∅, ¯à¨ i 6= j, ¨
n⋃

i=1

Ai = Ω. �®¯®«­¥­¨¥ ª á®¡ëâ¨î A ®¡®§­ ç ¥âáï A = Ω \ A.

� ã¯®¬ï­ãâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ á ®¤­®ªà â­ë¬ ¡à®á ­¨¥¬ ¨£à «ì­®© ª®áâ¨

¢ ª ç¥áâ¢¥ á®¡ëâ¨© ¯®«­®© £àã¯¯ë ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¢ë¡à âì è¥áâì á®-

¡ëâ¨©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å è¥áâ¨ £à ­ï¬, ª �¤ ï ¨§ ª®â®àëå ¯®á«¥

¯®¤¡à áë¢ ­¨ï ¬®�¥â ®ª § âìáï ¢¥àå­¥©. � â® �¥ ¢à¥¬ï, ¢ § ¢¨-

á¨¬®áâ¨ ®â á¨âã æ¨¨, ®¯¨áë¢ ¥¬®© ª®­ªà¥â­®© § ¤ ç¥©, ¢®§¬®�¥­

¤àã£®© á¯®á®¡ ¢ë¡®à  ¯®«­®© £àã¯¯ë á®¡ëâ¨©. � ª, ­ ¯à¨¬¥à, â -

ª¨å á®¡ëâ¨© ¬®�¥â ¡ëâì ¢á¥£® ¤¢ : ç¨á«® ®çª®¢ ­  ¯®ï¢¨¢è¥©áï

¢¥àå­¥© £à ­¨ ¨£à «ì­®© ª®áâ¨ ¤¥«¨âáï ­  âà¨ ¨ ­¥ ¤¥«¨âáï ­  âà¨.

� ¬¥â¨¬ ¯à¨ íâ®¬, çâ® á®¡ëâ¨ï ¢ ¯®«­®© £àã¯¯¥ ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­®

¤®«�­ë ¡ëâì à ¢­®¢¥à®ïâ­ë (à ¢­®¢®§¬®�­ë).

1.1. �à ¬¢ ¨ ¢ëå®¤ïâ ­  «¨­¨î ­¥ â®«ìª® ¯® ®¤­®¬ã, ­® ¨ ¢
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á®áâ ¢ å ¯® ¤¢  ¨«¨ ¯® âà¨ ¢ £®­ . �¯¨è¨â¥ á®¡ëâ¨¥: "áâã¤¥­â ¥¤¥â

¢ ®¤­®¬ ¢ £®­¥ á ¢ £®­®¢®� âë¬".

1.2. � ¯à¨£®à®¤­®¬ í«¥ªâà®¯®¥§¤¥ 10 ¢ £®­®¢. � ©â¨ ¯¥à¥á¥ç¥-

­¨¥ á®¡ëâ¨©: "áâã¤¥­â ¥¤¥â ¢ ¯¥à¢®© ¯®«®¢¨­¥ �¥«¥§­®¤®à®�­®£®

á®áâ ¢ " ¨ "áâã¤¥­â ¥¤¥â ¢ ¢ £®­¥ á ç¥â­ë¬ ­®¬¥à®¬".

1.3. �® £« ¢­®£® §¤ ­¨ï ã­¨¢¥àá¨â¥â  ¬®�­® ¤®¥å âì ­   ¢â®-

¡ãá å, á«¥¤ãîé¨å ¯® ¬ àèàãâ ¬ N

o
7, 10 ¨ 47, ¨«¨ ­  âà®««¥©¡ã-

á å N

o
1, 7 ¨ 10. � ©â¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ á®¡ëâ¨©: "áâã¤¥­â ¤®¡à «áï

¤® £« ¢­®£® §¤ ­¨ï ­  á¥¤ì¬®¬ ­®¬¥à¥" ¨ "áâã¤¥­â ¤®¡à «áï ¤®

£« ¢­®£® §¤ ­¨ï ­   ¢â®¡ãá¥".

1.4. � ¯à¨£®à®¤­®¬ í«¥ªâà®¯®¥§¤¥ 10 ¢ £®­®¢. �¯¨è¨â¥ á®¡ë-

â¨¥: "áâã¤¥­â ¥¤¥â ¢ ¢ £®­¥, ­®¬¥à ª®â®à®£® ­¥ ¤¥«¨âáï ­¨ ­  2, ­¨

­  3".

1.5. �à®è¥­® âà¨ ¬®­¥âë. �®¢¬¥áâ­ë «¨ á®¡ëâ¨ï: "¢ë¯ «® å®-

âï ¡ë ¤¢¥ æ¨äàë" ¨ "¢ë¯ «® å®âï ¡ë ¤¢  £¥à¡ "?

1.6. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢

∗
, ¢ë¡à ­® ¯ïâì

ª àâ. �®¢¬¥áâ­ë «¨ á®¡ëâ¨ï: "íâ¨ ¯ïâì ª àâ ¬®�­® à á¯®«®�¨âì

¯®¤àï¤ ¯® ­®¬¨­ «ã ¡¥§ ¯à®¯ãáª®¢ ¨ ¯®¢â®à¥­¨©" ¨ "íâ¨ ¯ïâì ª àâ

®¤­®© ¬ áâ¨"?

1.7. �§ ãà­ë, á®¤¥à� é¥© 10 ¡¥«ëå ¨ ¯ïâì ç¥à­ëå è à®¢,

¢ë¡à ­® ¤¢  è à . �®¢¬¥áâ­ë «¨ á®¡ëâ¨ï: "íâ¨ ¤¢  è à  ®¤­®£®

æ¢¥â " ¨ "íâ¨ ¤¢  è à  ¡¥«ë¥"?

1.8. �§ ¯®«­®£® ­ ¡®à  ¤®¬¨­®, á®áâ®ïé¥£® ¨§ 28 ª®áâ¥©, ¢ë-

¡à ­® á¥¬ì. �®¢¬¥áâ­ë «¨ á®¡ëâ¨ï: "áà¥¤¨ íâ¨å á¥¬¨ ª®áâ¥© ¥áâì

å®âï ¡ë ¯ïâì ¤ã¡«¥©" ¨ "íâ¨ á¥¬ì ª®áâ¥© ¬®�­® ¯®áâ ¢¨âì ¢ àï¤

á®£« á­® ¯à ¢¨« ¬ ¨£àë"?

1.9. � ª®¥ á®¡ëâ¨¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®â¨¢®¯®«®�­ë¬ á®¡ëâ¨î

"¯ àâ¨ï ¢ è èª¨ § ª®­ç¨« áì ­¨çì¥©"?

1.10. �à®è¥­  ¨£à «ì­ ï ª®áâì. �¢«ï¥âáï «¨ á«¥¤ãîé ï £àã¯-

¯  á®¡ëâ¨© ¯®«­®©: "¢ë¯ «® âà¨ ®çª " ¨ "¢ë¯ «® ­¥ âà¨ ®çª "?

1.11. �à �¤ ­¨­ ã§­ « ­¥ª®â®àãî ­®¢®áâì. �¢«ï¥âáï «¨ á«¥-

¤ãîé ï £àã¯¯  á®¡ëâ¨© ¯®«­®©: "£à �¤ ­¨­ ã§­ « ­®¢®áâì ¨§ £ -

§¥âë" ¨ "£à �¤ ­¨­ ã§­ « ­®¢®áâì ®â ¤àã§¥©"?

∗
�¤¥áì ¨ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ áç¨â ¥âáï, çâ® ª®«®¤  á®¤¥à�¨â ª àâë ç¥âëà¥å ¬ -

áâ¥©; ¯à¨ç¥¬ ¥á«¨ ª®«®¤  ­¥ ¯®«­ ï (¬¥­¥¥ 52 «¨áâ®¢), â® ¨§ ­¥¥ ¨§êïâ® á®®â-

¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ç¨á«® ª àâ ¬« ¤è¨å ­®¬¨­ «®¢.
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1.12. �à®è¥­  ¨£à «ì­ ï ª®áâì. �¢«ï¥âáï «¨ á«¥¤ãîé ï £àã¯-

¯  á®¡ëâ¨© ¯®«­®©: "¢ë¯ «® ®¤­® ®çª®", "¢ë¯ «® ¬¥­¥¥ ¤¢ãå ®ç-

ª®¢", "¢ë¯ «® ¬¥­¥¥ âà¥å ®çª®¢", "¢ë¯ «® «î¡®¥ ç¨á«® ®çª®¢"?

1.13. �ãª¥â á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå  áâà ¨ ®¤­®£® £« ¤¨®«ãá . �§ íâ¨å

âà¥å æ¢¥âª®¢ ¢ë¡à ­® ­¥áª®«ìª® (­® ­¥ ­ã«ì). � ª®£® á®¡ëâ¨ï ­¥

å¢ â ¥â á«¥¤ãîé¥© £àã¯¯¥ á®¡ëâ¨© ¤® ¯®«­®âë: "¢ë¡à ­ â®«ìª®

®¤¨­ æ¢¥â®ª, ¯à¨ç¥¬ íâ®  áâà ", "¢ë¡à ­® ¢á¥ âà¨ æ¢¥âª " ¨ "¢ë-

¡à ­® à®¢­® ¤¢  æ¢¥âª , ¯à¨ç¥¬ £« ¤¨®«ãá ­¥ ¢ë¡à ­"?

1.14. � ­¥ª®â®à®© ¤¥à¥¢­¥ ªàëè¨ ¤®¬®¢ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®ªàëâë

�¥«¥§®¬, è¨ä¥à®¬ ¨«¨ àã¡¥à®¨¤®¬. � áá¬ âà¨¢ îâáï ¤¢  á®á¥¤-

­¨å ¤®¬ . � ª®£® á®¡ëâ¨ï ­¥ å¢ â ¥â á«¥¤ãîé¥© £àã¯¯¥ á®¡ëâ¨© ¤®

¯®«­®âë: "ªàëè¨ íâ¨å ¤®¬®¢ ¯®ªàëâë ®¤¨­ ª®¢ë¬ ¬ â¥à¨ «®¬" ¨

"ªàëè  ®¤­®£® ¤®¬  ¯®ªàëâ  �¥«¥§®¬,   ¤àã£®£® | àã¡¥à®¨¤®¬"?

1.15. �  ãç áâª¥ ¥áâì ¤¢  ª®«®¤æ : ®¤¨­ ¬¥«ª¨©, ¤àã£®© £«ã-

¡®ª¨©. � § áãåã ¬¥«ª¨© ª®«®¤¥æ ¯¥à¥áëå ¥â à ­ìè¥ £«ã¡®ª®£®.

� ª ª¨¬ á®¡ëâ¨¥¬ ­ ¤® ®¡ê¥¤¨­¨âì á®¡ëâ¨¥ "¢®¤  ¥áâì ¢ ®¡®¨å

ª®«®¤æ å", çâ®¡ë ¯®«ãç¨«®áì á®¡ëâ¨¥ "¢®¤  ¥áâì ¢ £«ã¡®ª®¬ ª®-

«®¤æ¥"?

1.16. � ®£®à®¤­¨ª  ­  ãç áâª¥ á¥¬ì â¥¯«¨æ. � ®¤­®© ¨§ ­¨å

¯®á �¥­ë ¯®¬¨¤®àë, ¨ ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¢ ¤¢ãå ¤àã£¨å | ®£ãà-

æë. �áâ «ì­ë¥ â¥¯«¨æë (¥á«¨ ®áâ «¨áì ­¥¨á¯®«ì§®¢ ­­ë¥) § ­ïâë

¤àã£¨¬¨ ªã«ìâãà ¬¨. � ª®¥ á®¡ëâ¨¥ ¯®«ãç¨âáï, ¥á«¨ ¯¥à¥á¥çì á®-

¡ëâ¨ï: "¯®¤ ®£ãàæë § ­ïâ® ­¥ ¡®«¥¥ ç¥âëà¥å â¥¯«¨æ" ¨ "­¥ ¯®¤

®£ãàæë § ­ïâ® ­¥ ¯ïâì â¥¯«¨æ"?

1.17.�§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ¢ë¡à ­® ¤¢¥ ª à-

âë. � ª®¥ á®¡ëâ¨¥ ¡ã¤¥â ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ á®¡ëâ¨©: "®¡¥ íâ¨ ª àâë

âã§ë" ¨ "íâ¨ ª àâë ®¤¨­ ª®¢®£® ­®¬¨­ « "?

1.18. � � àª¨© ¤¥­ì á¥¬ìï, á®áâ®ïé ï ¨§ ¬ ¬ë, ¯ ¯ë, áë­ 

¨ ¤¢ãå ¤®ç¥à¥©, ¯®è«  ªã¯ âìáï ­  à¥çªã. � ª®¥ á®¡ëâ¨¥ ¡ã¤¥â

¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ á®¡ëâ¨©: "¯ ¯  á áë­®¬ ­ å®¤ïâáï ¢ ¢®¤¥" ¨ "¬ ¬ 

­ å®¤¨âáï ­  ¡¥à¥£ã"?

1.19. �¥çªã ¬®�­® ¯¥à¥á¥çì ­  â¥¯«®å®¤¥, ­  ¯ à®¬¥, ¯®  ¢â®-

¬®¡¨«ì­®¬ã ¬®áâã (­  «î¡®¬ ¢¨¤¥ ª®«¥á­®£® âà ­á¯®àâ  ¨«¨ ¯¥è-

ª®¬), ¯® ã§ª®¬ã ¯¥è¥å®¤­®¬ã ¬®áâã ¨«¨ ¯¥à¥¥å âì ¢ í«¥ªâà®¯®¥§¤¥

¯® �¥«¥§­®¤®à®�­®¬ã ¬®áâã. � ª®¥ á®¡ëâ¨¥ ¡ã¤¥â ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬
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á®¡ëâ¨©: "ç¥«®¢¥ª ¯¥à¥á¥ª à¥ªã ¯® ¬®áâã, £¤¥ à §à¥è¥­® ¤¢¨�¥­¨¥

¯¥è¥å®¤®¢" ¨ "ç¥«®¢¥ª ¯¥à¥á¥ª à¥ªã ­ å®¤ïáì ¢ í«¥ªâà®¯®¥§¤¥"?

1.20.�§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ¢ë¡à ­® âà¨ ª à-

âë. � ª®¥ á®¡ëâ¨¥ ¡ã¤¥â à §­®áâìî á®¡ëâ¨©: "¢á¥ íâ¨ âà¨ ª àâë

®¤­®© ¬ áâ¨ ¨«¨ ®¤¨­ ª®¢®£® ­®¬¨­ « " ¨ "å®âï ¡ë ¤¢¥ ª àâë ¨§

íâ¨å âà¥å ®¤¨­ ª®¢®£® ­®¬¨­ « "?

1.21. �ª«îç ¥âáï «¨ á®¡ëâ¨¥ "¢¥«®á¨¯¥¤¨áâ ­¥ ¯à®ª®«®« § ¤-

­¥¥ ª®«¥á®" ¢ á®¡ëâ¨¥ "¢¥«®á¨¯¥¤¨áâ ¯à®ª®«®« å®âï ¡ë ®¤­® ª®«¥-

á®"?

1.22. � å®§ï©ª¨ ¥áâì ¥«®¢ë¥, á®á­®¢ë¥, ¡¥à¥§®¢ë¥, ®á¨­®¢ë¥ ¨

àï¡¨­®¢ë¥ ¤à®¢ . �ª«îç ¥âáï «¨ ¢ á®¡ëâ¨¥ "å®§ï©ª  â®¯¨«  ¯¥çªã

¡¥à¥§®¢ë¬¨ ¨ ®á¨­®¢ë¬¨ ¤à®¢ ¬¨" á®¡ëâ¨¥ "å®§ï©ª  â®¯¨«  ¯¥çªã

¤à®¢ ¬¨ «¨áâ¢¥­­ëå ¯®à®¤"?

§§§ 2. �« áá¨ç¥áª¨© á¯®á®¡

�« áá¨ç¥áª¨© á¯®á®¡ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥© ¨á¯®«ì§ã¥âáï

¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¯à®áâà ­áâ¢® í«¥¬¥­â à­ëå á®¡ëâ¨© Ω = {ω},
à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ¢ á¢ï§¨ á ¤ ­­ë¬ á«ãç ©­ë¬ íªá¯¥à¨¬¥­â®¬, |

ª®­¥ç­®¥ ¬­®�¥áâ¢® ¨ ¢á¥ í«¥¬¥­âë íâ®£® ¬­®�¥áâ¢  (í«¥¬¥­â à-

­ë¥ á®¡ëâ¨ï) à ¢­®¢®§¬®�­ë ¨«¨ à ¢­®¢¥à®ïâ­ë. � ¢­®¢®§¬®�-

­®áâì (à ¢­®¢¥à®ïâ­®áâì) í«¥¬¥­â à­ëå á®¡ëâ¨© ®§­ ç ¥â, çâ® ¢

¤ ­­®¬ á«ãç ©­®¬ íªá¯¥à¨¬¥­â¥ ®­¨ ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ë© è ­á ®áã-

é¥áâ¢¨âìáï.

Ǳãáâì ¯à®áâà ­áâ¢® í«¥¬¥­â à­ëå á®¡ëâ¨© | ª®­¥ç­®¥ ¬­®-

�¥áâ¢® ¨§ n í«¥¬¥­â®¢, â. ¥. Ω = {ω
1

, ω
2

, . . . , ωn}. �á«¨ á®¡ëâ¨î A
¡« £®¯à¨ïâáâ¢ãîâ mA í«¥¬¥­â à­ëå á®¡ëâ¨© ¨§ n, â® ¢ á®®â¢¥â-

áâ¢¨¨ á ª« áá¨ç¥áª¨¬ á¯®á®¡®¬ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¨, ¨¬¥¥¬

P (A) =
mA

n
. (1)

�â ª, à¥è¥­¨¥ § ¤ ç á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ª« áá¨ç¥áª®£® á¯®á®¡  ¢ë-

ç¨á«¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¨ á¢®¤¨âáï ª ¯®¤áç¥âã ç¨á«  n | à ¢­®¢®§-

¬®�­ëå í«¥¬¥­â à­ëå á®¡ëâ¨© ¢ Ω, mA | ç¨á«  í«¥¬¥­â à­ëå

á®¡ëâ¨©, ¡« £®¯à¨ïâáâ¢ãîé¨å á®¡ëâ¨î A, ¨ ¢ëç¨á«¥­¨ï ®â­®è¥-

­¨ï (1), ª®â®à®¥ ¨ ¥áâì ¢¥à®ïâ­®áâì á®¡ëâ¨ï A.
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Ǳà¨¬¥à 1. �ç¥­¨ª, ª®â®à®¬ã ®ç¥­ì ­¥ å®ç¥âáï ¨¤â¨ ¢ èª®«ã,

à¥è¨«, çâ® ¯®©¤¥â ¢ èª®«ã, ¥á«¨ ¯à¨ ¤¢ãªà â­®¬ ¡à®á ­¨¨ ¬®­¥-

âë ®¡  à §  ¢ë¯ ¤¥â æ¨äà . �ç¨â ï ¢á¥ ¨áå®¤ë à ¢­®¢®§¬®�­ë¬¨

®¯à¥¤¥«¨âì, ª ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ãç¥­¨ª ¯®©¤¥â ¢ èª®«ã?

�¥è¥­¨¥. �¥§ã«ìâ â ®¤­®£® ¡à®á ­¨ï ¬®­¥âë ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë-

¢ âì �, ¥á«¨ ¢ë¯ « £¥à¡, ¨ �, ¥á«¨ ¢ë¯ «  æ¨äà . �á¥ ¢®§¬®�­ë¥

à¥§ã«ìâ âë ¤¢ãå ¡à®á ­¨© ®¯¨áë¢ îâáï ¯ à ¬¨ (��), (��), (��),

(��). �â®¡ë ¡ë«® ®ç¥¢¨¤­®, çâ® ¨áå®¤ë (��) ¨ (��) à §«¨ç­ë¥,

¤®áâ â®ç­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì, çâ® ¬®­¥âë à §­®£® ¤®áâ®¨­áâ¢ . �â ª,

Ω | ª®­¥ç­®¥ ¬­®�¥áâ¢®, n = 4. �®¡ëâ¨î A | ®¡  à §  ¢ë¯ -

«  æ¨äà  ¡« £®¯à¨ïâáâ¢ã¥â ®¤­® í«¥¬¥­â à­®¥ á®¡ëâ¨¥ (��), â. ¥.

mA = 1 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, P (A) =
1

4

.

Ǳà¨ à¥è¥­¨¨ § ¤ ç ­  ª« áá¨ç¥áª¨© á¯®á®¡ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢¥à®-

ïâ­®áâ¨

(
à ¢¥­áâ¢® (1)

)
¯®¤áç¥â ¢¥«¨ç¨­ n ¨ mA ¬®�­® ¤¥« âì á

¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ í«¥¬¥­â®¢ ª®¬¡¨­ â®à¨ª¨,   ¨¬¥­­® ¯¥à¥áâ ­®¢®ª,

à §¬¥é¥­¨©, á®ç¥â ­¨©.

1. Ǳ¥à¥áâ ­®¢ª¨. Ǳãáâì ¨¬¥îâáï n à §«¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢.

�ã¤¥¬ à á¯®« £ âì ¨å ¢ ®¤¨­ àï¤ ¢ ¢¨¤¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¢

«î¡®¬ ¯®àï¤ª¥. �ãé¥áâ¢ã¥â n! à §«¨ç­ëå á¯®á®¡®¢ á¤¥« âì íâ®.

�á¥ n! â ª¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¨§ íâ¨å n í«¥¬¥­â®¢ ­®áïâ ­ -

§¢ ­¨ï ¯¥à¥áâ ­®¢®ª ¨§ n í«¥¬¥­â®¢. �á«¨ ç¨á«® ¯¥à¥áâ ­®¢®ª

¨§ n í«¥¬¥­â®¢ ®¡®§­ ç¨âì Pn, â®

Pn = n! = 1 · 2 · 3 . . . n. (2)

Ǳà¨¬¥à 2. �  áâ®ï­ª¥  ¢â®¬®¡¨«¥© ¨¬¥îâáï 12 á¢®¡®¤­ëå

¬¥áâ, à á¯®«®�¥­­ëå ¢ ®¤¨­ àï¤. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®

¯®¤ê¥å ¢è¨¥ ¢®á¥¬ì  ¢â®¬®¡¨«¥© á¨­¨å â®­®¢ ¨ ç¥âëà¥ | ªà á­ëå

§ ©¬ãâ ¬¥áâ  â ª, çâ® ç¥âëà¥  ¢â®¬®¡¨«ï ªà á­ëå â®­®¢ ¡ã¤ãâ

áâ®ïâì ¯®¤àï¤?

�¥è¥­¨¥. �¨á«® á¯®á®¡®¢ à á¯®«®�¨âì 12  ¢â®¬®¡¨«¥© ­ 

áâ®ï­ª¥: P
12

= 12!, íâ® ç¨á«® ¢®§¬®�­ëå ¨áå®¤®¢. �®¡ëâ¨¥ A |

 ¢â®¬®¡¨«¨ ªà á­ëå â®­®¢ áâ®ïâ ¯®¤àï¤. Ǳ®¤áç¨â ¥¬mA. �á«¨ § -

ä¨ªá¨à®¢ âì ¬¥áâ  ¤«ï á¨­¨å  ¢â®¬®¡¨«¥© (¨  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¤«ï

ªà á­ëå), â® ¨¬¥¥âáï 8! · 4! ¢ à¨ ­â®¢. �ç¨âë¢ ï, çâ® áãé¥áâ¢ã-

¥â ¤¥¢ïâì ¢ à¨ ­â®¢ ç¥âëà¥å ¬¥áâ ¯®¤àï¤, ¯®«ãç¨¬ mA = 9 · 8! · 4!
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, P (A) = 9·8!·4!

12!

=

1

55

.
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2. � §¬¥é¥­¨ï. Ǳãáâì ¨¬¥¥âáï n à §«¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢. �ë-

¡¨à ¥¬ ¨§ ­¨å m (1 6 m 6 n) ¨ ®¡à §ã¥¬ ¢á¥¢®§¬®�­ë¥ ¯¥à¥-

áâ ­®¢ª¨ ¨§ íâ¨å m í«¥¬¥­â®¢. Ǳ®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, á®áâ®ïé¨¥

¨§ m í«¥¬¥­â®¢, à §«¨ç îé¨¥áï ¬¥�¤ã á®¡®© ¯® á®áâ ¢ã å®âï ¡ë

®¤­¨¬ í«¥¬¥­â®¬ ¨«¨ (¯à¨ á®¢¯ ¤¥­¨¨ á®áâ ¢®¢) ¯®àï¤ª®¬ á«¥¤®-

¢ ­¨ï í«¥¬¥­â®¢ ¢ íâ¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâïå, ­ §®¢¥¬ à §¬¥é¥­¨-

ï¬¨ ¨§ n í«¥¬¥­â®¢ ¯® m. �¡®§­ ç¨¬ Am
n | ç¨á«® à §¬¥é¥­¨©

¨§ n í«¥¬¥­â®¢ ¯® m, â®£¤ 

Am
n = n(n− 1)(n− 2) . . .

(
n− (m− 1)

)

︸ ︷︷ ︸

m á®¬­®�¨â¥«¥©

=

n!

(n−m)!

. (3)

� ¬¥ç ­¨¥. �ç¥¢¨¤­®, çâ® An
n = Pn = n!

Ǳà¨¬¥à 3. �  ¯ïâ¨ ª àâ®çª å ­ ­¥á¥­ë æ¨äàë 0, 1, 2, 5,

7. �«ãç ©­® ¢ë¡¨à îâ ¤¢¥ ¨ ®¡à §ãîâ ¨§ ­¨å ¤¢ã§­ ç­®¥ ç¨á«®

(¯¥à¢ ï ¢ë¡à ­­ ï ª àâ®çª  | ç¨á«® ¤¥áïâª®¢, ¢â®à ï | ç¨á«®

¥¤¨­¨æ). � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯®«ãç¨¢è¥¥áï ¤¢ã§­ ç­®¥

ç¨á«®:  ) ¤¥«¨âáï ­  ¯ïâì; ¡) ¤¥«¨âáï ­  âà¨?

�¥è¥­¨¥. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ç¨á«® à ¢­®¢®§¬®�­ëå ¨áå®¤®¢

n = A2

5

= 5 · 4 = 20. Ǳãáâì á®¡ëâ¨ï A ¨ B | ¤¢ã§­ ç­®¥ ç¨á«® ¤¥-

«¨âáï ­  ¯ïâì ¨ ­  âà¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. Ǳ®¤áç¨â ¥¬mA ¨mB ç¨á« 

¨áå®¤®¢, ¡« £®¯à¨ïâáâ¢ãîé¨å ®áãé¥áâ¢«¥­¨î á®¡ëâ¨© A ¨ B. �¨-
á«® ¤¥«¨âáï ­  ¯ïâì, ¥á«¨ ç¨á«® ¥¤¨­¨æ ¢ ­¥¬ à ¢­® ­ã«î ¨«¨ ¯ï-

â¨. Ǳãáâì ç¨á«® ¥¤¨­¨æ | "­ã«ì", â®£¤  ¤«ï ç¨á«  ¤¥áïâª®¢ ¯®-

«ãç îâáï ç¥âëà¥ ¢ à¨ ­â ,  ­ «®£¨ç­® ¤«ï ç¨á«  á ç¨á«®¬ ¥¤¨-

­¨æ "¯ïâì". �«¥¤®¢ â¥«ì­®, mA = 4 + 4 = 8 ¨

P (A) =
8

20

=

4

5

.

�¨á«® ¤¥«¨âáï ­  âà¨, ¥á«¨ áã¬¬  ¥£® æ¨äà ¤¥«¨âáï ­  âà¨.

�ç¥¢¨¤­®, çâ® ¨§ ç¨á¥«, ª®â®àë¥ ¢®§¬®�­® ¯®«ãç¨âì, ­  âà¨ ¤¥-

«ïâáï â®«ìª® è¥áâì: 12, 15, 21, 27, 51 ¨ 72. �â®£® mB = 6 ¨

P (B) =
6

20

=

3

5

.

3. �®ç¥â ­¨ï. Ǳãáâì ¨¬¥îâáï n à §«¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢. �ë-

¡¥à¥¬ ¨§ ­¨å m (1 6 m 6 n), ®¡à §®¢ ¢ ­¥ª®â®àãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-

­®áâì. Ǳà¨ íâ®¬, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â à §¬¥é¥­¨©, ¯®àï¤®ª á«¥¤®¢ ­¨ï
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¢ë¡à ­­ëåm í«¥¬¥­â®¢ ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ­¥ ãç¨âë¢ ¥âáï. �ã-

¤¥¬ áç¨â âì ¤¢¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¯® m í«¥¬¥­â®¢ ¢ ª �¤®© à §-

«¨ç­ë¬¨, ¥á«¨ ®­¨ à §«¨ç îâáï ¯® á®áâ ¢ã å®âï ¡ë ®¤­¨¬ í«¥¬¥­-

â®¬. � ª®© á¯®á®¡ ¢ë¡®à  m í«¥¬¥­â®¢ ¨§ n ­ §®¢¥¬ á®ç¥â ­¨ï¬¨

¨§ n í«¥¬¥­â®¢ ¯® m. �¨á«® à §«¨ç­ëå á®ç¥â ­¨© ¨§ n í«¥¬¥­â®¢

¯® m ®¡®§­ ç ¥âáï Cm
n . �§¢¥áâ­®, çâ®

Cm
n =

n!

m!(n−m)!

. (4)

� ¬¥ç ­¨¥. �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ç¨á«® Cm
n ¨ ç¨á«® Am

n á¢ï-

§ ­ë á®®â­®è¥­¨¥¬

Cm
n =

Am
n

m!

, (5)

à ¢­®á¨«ì­ë¬ (4).

Ǳà¨¬¥à 4. � ª­¨�­®¬ ¬ £ §¨­¥ ­  ¯®«ª¥ áâ®ïâ 10 ãç¥¡­¨ª®¢.

�§ ­¨å è¥áâì ¢ ªà á­®¬ ¯¥à¥¯«¥â¥ ¨ ç¥âëà¥ ¢ á¨­¥¬. Ǳ®ªã¯ â¥«ì

¯à®á¨â ¤¢¥ «î¡ë¥ ª­¨£¨. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ®¡¥ ª­¨-

£¨ ¡ã¤ãâ ¢ á¨­¥¬ ¯¥à¥¯«¥â¥; ¡) ª­¨£¨ ¡ã¤ãâ ¢ à §­ëå ¯¥à¥¯«¥â å?

�¥è¥­¨¥ ¯¥à¢®¥. �á«®¢¨¥ § ¤ ç¨ ¯®§¢®«ï¥â áç¨â âì, çâ® ¢á¥

ãç¥¡­¨ª¨, ¨¬¥îé¨¥ ¯¥à¥¯«¥â ®¤­®£® æ¢¥â , ­¥à §«¨ç¨¬ë. �®£¤ 

ç¨á«® à ¢­®¢®§¬®�­ëå ¨áå®¤®¢ n = C2

10

, á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ç�̈á«  ¨á-

å®¤®¢, ¡« £®¯à¨ïâáâ¢ãîé¨å á®¡ëâ¨î A | ®¡¥ ª­¨£¨ ¢ á¨­¨¬ ¯¥à¥-

¯«¥â¥ ¨ á®¡ëâ¨î B | ª­¨£¨ ¢ à §­ëå ¯¥à¥¯«¥â å, à ¢­ë mA = C2

4

,

mB = 6 · 4, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,

P (A) =
C2

4

C2

10

=

2

15

, P (B) =
6 · 4
C2

10

=

8

15

.

�¥è¥­¨¥ ¢â®à®¥. Ǳà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ãç¥¡­¨ª¨, ¨¬¥îé¨¥ ¯¥-

à¥¯«¥â ®¤­®£® æ¢¥â  | à §«¨ç¨¬ë. Ǳãáâì ®­¨ § ­ã¬¥à®¢ ­ë ¨

¯ãáâì ¯à®¤ ¢¥æ ¯®¤ ¥â ª­¨£¨ ¯®ªã¯ â¥«î ¯® ®¤­®©, â. ¥. ¤¢¥ ª­¨£¨

¬®£ãâ ¡ëâì ¯®¤ ­ë ¢ à §­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨. �á«¨ à áá¬ âà¨-

¢ âì á¨âã æ¨î â ª, â® ¥áâ¥áâ¢¥­­® ç¨á«® à ¢­®¢®§¬®�­ëå ¨áå®¤®¢

n∗
= A2

10

, ¨ ç�̈á«  ¨áå®¤®¢, ¡« £®¯à¨ïâáâ¢ãîé¨å á®¡ëâ¨ï¬ A ¨ B
á®®â¢¥âáâ¢¥­­® à ¢­ë m∗

A = A2

4

, m∗
B = 4 · 6 + 6 · 4, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì-

­®,

P (A) =
A2

4

A2

10

=

2

15

, P (B) =
6 · 4 · 2
A2

10

=

8

15

.
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� ¬¥ç ­¨¥. �á«¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï à ¢¥­áâ¢®¬ (5), â® ¯®«ãç¨¬

A2

10

= C2

10

·2!, A2

4

= C2

4

·2!, â. ¥. n∗
= n ·2!,m∗

A = mA ·2!,m∗
B = mB · 2!

�® ¥áâì, ç�̈á«  à ¢­®¢®§¬®�­ëå ¨ ¡« £®¯à¨ïâáâ¢ãîé¨å ¨áå®¤®¢

¨§¬¥­¨«¨áì ¢ ®¤­® ¨ â® �¥ ç¨á«® à §, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ç¥£® P (A) ¨ P (B)
­¥ ¨§¬¥­¨«¨ á¢®¨ §­ ç¥­¨ï.

Ǳà¨ à¥è¥­¨¨ § ¤ ç á«¥¤ã¥â ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® ¢®§¬®�­ë á«ã-

ç ¨, ª®£¤  ¤«ï à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ á à ¢­ë¬ ãá¯¥å®¬ ¬®�­® ¨á¯®«ì§®-

¢ âì ¯®­ïâ¨¥ á®ç¥â ­¨© ¨ à §¬¥é¥­¨© (ª ª ¢ ¯à¨¬¥à¥ 4), ¯à¨ íâ®¬,

ª ª á«¥¤ã¥â ¨§ (5), ç¨á«® à ¢­®¢®§¬®�­ëå ¨áå®¤®¢ ¨ ç¨á«® ¡« -

£®¯à¨ïâáâ¢ãîé¨å ¨áå®¤®¢ ¡ã¤ãâ ¨§¬¥­ïâìáï ¢ ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­®¥

ç¨á«® à §, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­¥ ¨§¬¥­ïâ §­ ç¥­¨¥ ¢¥à®ïâ­®áâ¨.

� ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ § ¤ ç å ¢á¥ ¢®§¬®�­ë¥ ¨á-

å®¤ë à ¢­®¢¥à®ïâ­ë.

2.1. � ª®à®¡®çª¥ «¥� â ¤¢  §¥«¥­ëå ª à ­¤ è , ¤¢  á¨­¨å ¨

®¤¨­ �¥«âë©. �§¢«¥ª îâ á«ãç ©­® ®¤¨­ ª à ­¤ è. � ª®¢  ¢¥à®-

ïâ­®áâì â®£®, çâ® ª à ­¤ è:  ) á¨­¨©; ¡) §¥«¥­ë© ¨«¨ �¥«âë©?

2.2. �§ ª®à®¡®çª¨, £¤¥ «¥� â ®¤¨­ §¥«¥­ë© ¨ âà¨ á¨­¨å ª à ­-

¤ è , ¨§¢«¥ª îâ áà §ã ¤¢  ª à ­¤ è . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®,

çâ® ª à ­¤ è¨:  ) á¨­¨¥; ¡) à §­ëå æ¢¥â®¢?

2.3. �£à «ì­ãî ª®áâì ¡à®á îâ ®¤¨­ à §. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì

â®£®, çâ® ¢ë¯ ¤¥â ç¨á«® ®çª®¢:  ) ç¥â­®¥; ¡) ªà â­®¥ âà¥¬; ¢) ­¥

¡®«ìè¥ ç¥âëà¥å; £) ­¥ ¬¥­ìè¥ ¯ïâ¨; ¤) ­¥ ¬¥­¥¥ ¤¢ãå ¨ ­¥ ¡®«¥¥

¯ïâ¨?

2.4. �à®á îâ ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¤¢¥ ¬®­¥âë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì

â®£®, çâ® ¢ë¯ ¤¥â:  ) ¤¢  £¥à¡ ; ¡) £¥à¡®¢ ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®£®; ¢) å®âï

¡ë ®¤¨­ £¥à¡?

2.5. �â¥æ ¤ à¨â áë­ã ­  ¤¥­ì à®�¤¥­¨ï á à ¢­®© ¢¥à®ïâ­®-

áâìî ¨£àãèªã ¨«¨ ª­¨�ªã, ¬ ¬  | á« ¤®áâ¨ ¨«¨ ª­¨�ªã. � ª®¢ 

¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¬ «ìç¨ª ¯®«ãç¨â ¢ ¯®¤ à®ª:  ) ¨£àãèªã ¨

ª­¨�ªã; ¡) á« ¤®áâ¨; ¢) å®âï ¡ë ®¤­ã ª­¨�ªã?

2.6. �â¥æ ¤ à¨â áë­ã ­  ¤¥­ì à®�¤¥­¨ï á à ¢­®© ¢¥à®ïâ­®-

áâìî ¨£àãèªã ¨«¨ ª­¨�ªã, ¬ ¬  | á« ¤®áâ¨ ¨«¨ ª­¨�ªã, ¡ ¡ãè-

ª  ¨£àãèªã ¨«¨ á« ¤®áâ¨. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ¡ã¤¥â

¯®¤ à¥­  å®âï ¡ë ®¤­  ¨£àãèª ; ¡) á« ¤®áâ¨ ­¥ ¡ã¤ãâ ¯®¤ à¥­ë;

¢) ¡ã¤¥â ¯®¤ à¥­® ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®© ª­¨�ª¨?
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2.7. �®¤¨â¥«¨ ¯à¥¤« £ îâ áë­ã ­  ª ­¨ªã« å ¯®á¥â¨âì §®®-

¯ àª ¨«¨ æ¨àª,   ªà®¬¥ â®£® ¬ã§¥©, ¨«¨ ®¤¨­ ¨§ ¤¢ãå â¥ âà®¢. �ë-

¡®à ¢ ª �¤®© ¨§ "ª â¥£®à¨©" à §¢«¥ç¥­¨© à ¢­®¢¥à®ïâ¥­. � ª®¢ 

¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¬ «ìç¨ª:  ) ­¥ ¯®©¤¥â ¢ â¥ âà; ¡) ¯®á¥â¨â

æ¨àª ¨«¨ ®¤¨­ ¨§ â¥ âà®¢; ¢) ¯®á¥â¨â æ¨àª ¨ ®¤¨­ ¨§ â¥ âà®¢?

2.8. �  è å¬ â­ãî ¤®áªã ¨§ 64 ª«¥â®ª ­ ã¤ çã áâ ¢ïâáï ¤¢¥

« ¤ì¨ ¡¥«®£® ¨ ç¥à­®£® æ¢¥â®¢. � ª ª®© ¢¥à®ïâ­®áâìî ®­¨ ­¥ ¡ã¤ãâ

"¡¨âì" ¤àã£ ¤àã£ ?

2.9. �ã¡, ¢á¥ £à ­¨ ª®â®à®£® ®ªà è¥­ë, à á¯¨«¥­ ­  âëáïçã

ªã¡¨ª®¢ ®¤¨­ ª®¢®£® à §¬¥à . Ǳ®«ãç¥­­ë¥ ªã¡¨ª¨ âé â¥«ì­® ¯¥-

à¥¬¥è ­ë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ªã¡¨ª, ¨§¢«¥ç¥­­ë© ­ ã-

¤ çã, ¡ã¤¥â ¨¬¥âì:  ) à®¢­® ¤¢¥ ®ªà è¥­­ë¥ áâ®à®­ë; ¡) ­¥ ¡ã¤¥â

¨¬¥âì ®ªà è¥­­ëå áâ®à®­?

2.10. �  ¤¥áïâ¨ ®¤¨­ ª®¢ëå ª àâ®çª å ­ ¯¨á ­ë à §«¨ç­ë¥

æ¨äàë ®â ­ã«ï ¤® ¤¥¢ïâ¨. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ­ ã¤ çã

®¡à §®¢ ­­®¥ á ¯®¬®éìî ¤ ­­ëå ª àâ®ç¥ª ¤¢ã§­ ç­®¥ ç¨á«® ¤¥-

«¨âáï ­  18? � áá¬®âà¥âì ¤¢  á«ãç ï:  ) ¢ë¡®àª  ¡¥§ ¢®§¢à é¥­¨ï;

¡) ¢ë¡®àª  á ¢®§¢à é¥­¨¥¬.

2.11. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢ë¡à ­­®¥ ­ ã¤ çã ®¤­®-

§­ ç­®¥ æ¥«®¥ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®¥ ç¨á«® N ¯à¨:  ) ¢®§¢¥¤¥­¨¨ ¢ ª¢ -

¤à â; ¡) ¢®§¢¥¤¥­¨¨ ¢ ç¥â¢¥àâãî áâ¥¯¥­ì; ¢) ã¬­®�¥­¨¨ ­  â ª�¥

á«ãç ©­® ¢ë¡à ­­®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® ®â ­ã«ï ¤® ¤¥¢ïâ¨ | ¤ ¥â ç¨á«®,

®ª ­ç¨¢ îé¥¥áï ¥¤¨­¨æ¥©?

2.12. �  âà¥å ®¤¨­ ª®¢ëå ª àâ®çª å ­ ¯¨á ­ë æ¨äàë 0, 1, 2.

�«ãç ©­® ¢ë¡¨à îâ ®¤­ã ¨§ ­¨å ¨ § ¯¨áë¢ îâ ¢ ç¨á«¨â¥«ì ¤à®¡¨,

§ â¥¬ ¢ë¡¨à îâ ¥é¥ ®¤­ã ¨ § ¯¨áë¢ îâ ¢ §­ ¬¥­ â¥«ì. � ª®¢ 

¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® §­ ¬¥­ â¥«ì ¤à®¡¨ ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï?

2.13. �¬¥îâáï ¤¢¥ ¤®áâ â®ç­® ¢¬¥áâ¨â¥«ì­ë¥ «ã­ª¨ A ¨ B

¨ ¤¢  è à¨ª , ª®â®àë¥ á«ãç ©­ë¬ ®¡à §®¬ à §¡à áë¢ îâáï ¯®

íâ¨¬ «ã­ª ¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ®¡  è à¨ª  ­ å®-

¤ïâáï ¢ «ã­ª¥ A; ¡) è à¨ª¨ ­ å®¤ïâáï ¢ ®¤­®© «ã­ª¥?

2.14. Ǳïâì è à¨ª®¢ á«ãç ©­ë¬ ®¡à §®¬ à §¡à áë¢ îâáï ¯®

¤¢ã¬ ¤®áâ â®ç­® ¢¬¥áâ¨â¥«ì­ë¬ «ã­ª ¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®,

çâ® ¢ «ã­ª å ¡ã¤¥â ®¤¨­ ª®¢®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® è à¨ª®¢?

2.15. Ǳ «ª  à §« ¬ë¢ ¥âáï ­  ¤¢¥ ç áâ¨, ¯®á«¥ ç¥£® ¯®«ã-

ç¥­­ë¥ "®¡«®¬ª¨" á®¥¤¨­ïîâáï ¢ ­®¢ãî "¯ «ªã". � ª®¢  ¢¥à®ïâ-
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­®áâì â®£®, çâ®:  ) ®¡«®¬ª¨ á®¥¤¨­ïâáï ¢ ¯¥à¢®­ ç «ì­®¬ ¯®àï¤ª¥;

¡) ®¤¨­ ¨§ ª®­æ®¢ ¡ã¤¥â á®¥¤¨­¥­ á® á«®¬®¬?

2.16. �¬¥îâáï âà¨ ¤®áâ â®ç­® ¢¬¥áâ¨â¥«ì­ë¥ «ã­ª¨ ¨ ¤¢  è -

à¨ª , ª®â®àë¥ á«ãç ©­ë¬ ®¡à §®¬ à §¡à áë¢ îâáï ¯® íâ¨¬ «ã­-

ª ¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® è à¨ª¨ ­ å®¤ïâáï:  ) ¢ à §­ëå

«ã­ª å; ¡) ¢ ®¤­®© «ã­ª¥?

2.17. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ á¥¬ì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì

âã§ ¡ã¡¥­?

2.18. �®«®¤ã, á®¤¥à� éãî 36 «¨áâ®¢, à §¤ îâ ¯® 11 ª àâ á«ã-

ç ©­ë¬ ®¡à §®¬ âà¥¬ ¨£à îé¨¬. �áâ ¢è¨¥áï âà¨ ª àâë ª« ¤ãâ

¢ ¯à¨ªã¯. �¥ª®â®à®¬ã ¨£à îé¥¬ã á¤ «¨ à®¢­® âà¨ ¤ ¬ë. � ª®¢ 

¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ç¥â¢¥àâ®© ¤ ¬ë ­¥â ¢ ¯à¨ªã¯¥?

2.19. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­­®

¨§¢«¥ª îâ ¤¢¥ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­¨ ®¤­®© ¬ -

áâ¨?

2.20.�®¡à ­¨¥ á®ç¨­¥­¨© ¨§ âà¥å â®¬®¢ áâ ¢ïâ ­  ¯®«ªã ¢ á«ã-

ç ©­®¬ ¯®àï¤ª¥. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® â®¬  áâ®ïâ ¯®¤àï¤

á«¥¢  ­ ¯à ¢® ¨«¨ á¯à ¢  ­ «¥¢®?

2.21. �®¡à ­¨¥ á®ç¨­¥­¨© ¨§ è¥áâ¨ â®¬®¢ áâ ¢ïâ ­  ¯®«ªã ¢

á«ãç ©­®¬ ¯®àï¤ª¥. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) â®¬  á ç¥â-

­ë¬¨ ­®¬¥à ¬¨ áâ®ïâ ¯¥à¢ë¬¨ ¨ ¢ ¤®«�­®¬ ¯®àï¤ª¥; ¡) â®¬  á

ç¥â­ë¬¨ ­®¬¥à ¬¨ áâ®ïâ ¯¥à¢ë¬¨, ¢ ¤®«�­®¬ ¯®àï¤ª¥ ¨ ¬¥�¤ã

­¨¬¨ áâ®¨â ®¤¨­ â®¬ á ­¥ç¥â­ë¬ ­®¬¥à®¬?

2.22. �¥áâ¥à® ¨£à®ª®¢, ¨§ ª®â®àëå ¤¢®¥ èã«¥àë, á«ãç ©­®

à áá �¨¢ îâáï ¤«ï ¨£àë ¢ ª àâë §  ªàã£«ë© áâ®«. � ª®¢  ¢¥à®-

ïâ­®áâì â®£®, çâ® èã«¥àë á¨¤ïâ àï¤®¬?

2.23. �®¡à ­¨¥ á®ç¨­¥­¨© ¨§ ¢®áì¬¨ â®¬®¢ áâ ¢ïâ ­  ¯®«ªã ¢

á«ãç ©­®¬ ¯®àï¤ª¥. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ¢á¥ ç¥â­ë¥

â®¬  áâ®ïâ ¯¥à¢ë¬¨; ¡) ç¥â­ë¥ â®¬  áâ®ïâ ¯®¤àï¤; ¢) ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï

­ ¨¡®«¥¥ ã¤ «¥­­ë¬¨ ¤àã£ ®â ¤àã£  ç¥â­ë¬¨ â®¬ ¬¨ áâ®¨â à®¢­®

®¤¨­ ­¥ç¥â­ë©?

2.24. A ¨ B ¨ ¥é¥ ¢®á¥¬ì ç¥«®¢¥ª áâ®ïâ ¢ ®ç¥à¥¤¨. � ª®¢ 

¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® A ¨ B ®â¤¥«¥­ë ¤àã£ ®â ¤àã£  âà¥¬ï «¨æ ¬¨?
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2.25. �®¡à ­¨¥ á®ç¨­¥­¨© ¨§ 2n â®¬®¢ áâ ¢ïâ ­  ¯®«ªã ¢ á«ã-

ç ©­®¬ ¯®àï¤ª¥. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢á¥ â®¬  á ç¥â­ë¬¨

­®¬¥à ¬¨ áâ®ïâ ­  ç¥â­ëå ¬¥áâ å?

2.26.�¥áâ¥à® ¨£à®ª®¢, ¨§ ª®â®àëå ¤¢®¥ èã«¥àë ¨ ®¤¨­ ­®¢¨-

ç®ª, á«ãç ©­® à áá �¨¢ îâáï ¤«ï ¨£àë ¢ ª àâë §  ªàã£«ë© áâ®«.

� ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ­®¢¨ç®ª á¨¤¨â ¬¥�¤ã èã«¥à ¬¨;

¡) ­®¢¨ç®ª ¨ èã«¥àë á¨¤ïâ ç¥à¥§ ®¤­®£®?

2.27. �®«®¤®© ç¥«®¢¥ª §­ ¥â, çâ® ¯¥à¢ ï æ¨äà  âà¥å§­ ç­®-

£® ­®¬¥à  ª¢ àâ¨àë ¥£® ¤àã£  ¥¤¨­¨æ ,   ¤¢¥ ¤àã£¨¥ | ç¥â­ë¥,

à §­ë¥ ¨ ­¥ ­ã«¨. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­ á ¯¥à¢®£® à § 

­ ©¤¥â ª¢ àâ¨àã ¤àã£ , ¥á«¨ ®­ â®ç­® §­ ¥â ¢ ª®â®à®¬ ¤®¬¥ �¨¢¥â

¥£® ¤àã£ ¨ ¢ íâ®¬ ¤®¬¥ ¡®«¥¥ 200 ª¢ àâ¨à?

2.28. �§ ãà­ë, á®¤¥à� é¥© âà¨ ¡¥«ëå ¨ á¥¬ì ç¥à­ëå è à®¢,

¨§¢«¥ª îâ ¤¢  è à . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­¨ ®¡  ¡¥«ë¥?

2.29. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ ¤¢¥ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­¨ ®¡¥ âã§ë?

2.30. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 52 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ 13 ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­¨ ¢á¥ ¯¨ª®¢®©

¬ áâ¨?

2.31. Ǳ®«­ë© ­ ¡®à ¤®¬¨­®, á®¤¥à�¨â 28 ª®áâ¥©, ¨§ ª®â®-

àëå á¥¬ì ¤ã¡«¥©. �¢ã¬ ¨£à îé¨¬ á¤ îâ ¯® á¥¬ì ª®áâ¥©, ®áâ «ì­ë¥

à §¬¥é îâáï ¢ à¥§¥à¢¥. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢á¥ ¤ã¡«¨

®ª �ãâáï ¢ à¥§¥à¢¥?

2.32. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ á¥¬ì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ­¥â

¤ ¬?

2.33. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ ¤¢ã¬

¨£à îé¨¬ ¢ "¯®¤ª¨¤­®£® ¤ãà ª " (¨£à îâ ª®«®¤®©, á®¤¥à� -

é¥© 36 «¨áâ®¢, à §¤ îâ ¯® è¥áâì ª àâ, ª®§ëà­ãî ¬ áâì ®¯à¥¤¥-

«ïîâ ¯® á«¥¤ãîé¥© ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ¥) ã á¤ ¢ ¢è¥£® ¨£à®ª  ­¥

¡ã¤¥â ª®§ëà¥©?

2.34. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ ¤¢ã¬

¨£à îé¨¬ ¢ "¯®¤ª¨¤­®£® ¤ãà ª " (¨£à îâ ª®«®¤®©, á®¤¥à� -

é¥© 36 «¨áâ®¢, à §¤ îâ ¯® è¥áâì ª àâ, ª®§ëà­ãî ¬ áâì ®¯à¥¤¥«ï-

îâ ¯® á«¥¤ãîé¥© ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ¥) ã ®¡®¨å ¨£à®ª®¢ ­¥ ¡ã¤¥â

ª®§ëà¥©?
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2.35. � á®à¥¢­®¢ ­¨ïå ãç áâ¢®¢ «® 10 ç¥«®¢¥ª. � ª®¢  ¢¥à®-

ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¤¢  ­ ã£ ¤ ¢ë¡à ­­ëå ãç áâ­¨ª  ®ª § «¨áì ¢

ç¨á«¥ ¯à¨§¥à®¢, ¥á«¨ ¯à¨§®¢ëå ¬¥áâ âà¨?

2.36. �  á¥¬¨ ª àâ®çª å ­ ­¥á¥­ë ç¨á«  2, 5, 9, 10, 11, 12, 73.

Ǳ®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¡¥§ ¢®§¢à é¥­¨ï ¨§¢«¥ª îâ ¤¢¥ ª àâ®çª¨ ¨ ®¡à -

§ãîâ ¨§ ­¨å ç¨á«® (¯¥à¢ ï ¢ë¡à ­­ ï ª àâ®çª  ®¡à §ã¥â áâ àè¨¥

à §àï¤ë,   ¢â®à ï | ¬« ¤è¨¥). � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯®-

«ãç¥­­®¥ ç¨á«®:  ) ç¥â­®¥; ¡) ¨¬¥¥â ­¥ ¬¥­¥¥ âà¥å §­ ª®¢; ¢) ¤¥«¨â-

áï ­  20; £) ¤¥«¨âáï ­  ¯ïâì?

2.37. �à¥¤¨ ¤¢ ¤æ â¨ ãç áâ­¨ª®¢ á®à¥¢­®¢ ­¨© ¤¢  ¡à â  ¨

¨å ¤àã£. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) â®«ìª® ®¤¨­ ¨§ ¡à âì¥¢ ¨

¨å ¤àã£ ¡ã¤ãâ ¢ ç¨á«¥ ¯à¨§¥à®¢; ¡) ¡à âìï § ©¬ãâ ¯¥à¢®¥ ¨ ¢â®à®¥

¬¥áâ ,   ¨å ¤àã£ ­¥ ¢®©¤¥â ¢ ç¨á«® ¯à¨§¥à®¢, ¥á«¨ ¯à¨§®¢ëå ¬¥áâ

ç¥âëà¥?

2.38.�¥áïâ¨â®¬­®¥ á®¡à ­¨¥ á®ç¨­¥­¨© á«ãç ©­® à ááâ ¢«¥­®

­  ¤¢ãå ¯®«ª å ¯® ¯ïâì ª­¨£ ­  ª �¤®© ¯®«ª¥. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì

â®£®, çâ® ¢á¥ ç¥â­ë¥ â®¬  áâ®ïâ ­  ®¤­®© ¯®«ª¥, ¯à¨ç¥¬ ¢â®à®© â®¬

áâ®¨â ¯¥à¢ë¬,   ¤¥áïâë© | ¯®á«¥¤­¨¬?

2.39. �¢¥­ ¤æ â¨â®¬­®¥ á®¡à ­¨¥ á®ç¨­¥­¨© á«ãç ©­® à ááâ -

¢«ïîâ ­  ¤¢ãå ¤®áâ â®ç­® ¢¬¥áâ¨â¥«ì­ëå ¯®«ª å ¯® ç¥âëà¥ ¨ ¢®-

á¥¬ì â®¬®¢ ­  ¯®«ª¥. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ­  ¯®«ª¥, £¤¥

®ª �ãâáï ¢®á¥¬ì â®¬®¢ ­  ¯¥à¢ëå ¯ïâ¨ ¬¥áâ å áâ®ïâ â®¬  á ¯¥à-

¢ë¬¨ ¯ïâìî ­®¬¥à ¬¨?

2.40. �§ ãà­ë, á®¤¥à� é¥© ¯ïâì ªà á­ëå è à¨ª®¢ ¨ 25 á¨­¨å,

á«ãç ©­® ¡¥§ ¢®§¢à é¥­¨ï ¨§¢«¥ª îâ è¥áâì è à¨ª®¢. � ª®¢  ¢¥à®-

ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ¢á¥ ªà á­ë¥ è à¨ª¨ ®ª �ãâáï ¨§¢«¥ç¥­­ë¬¨;

¡) ªà á­ë¬¨ ¡ã¤ãâ â®«ìª® ¯¥à¢ë¥ âà¨ ¨§ ¨§¢«¥ç¥­­ëå è à¨ª®¢?

2.41. �§ ãà­ë, á®¤¥à� é¥© 15 ¡¥«ëå ¨ ¯ïâì ç¥à­ëå è à®¢, ¨§-

¢«¥ª îâ ¤¢  è à . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­¨:  ) ®¡  ¡¥«ë¥;

¡) à §­ëå æ¢¥â®¢?

2.42. �§ ãà­ë, á®¤¥à� é¥© a (a > 1) ¡¥«ëå ¨ b (b > 1) ç¥à-

­ëå è à®¢, ¨§¢«¥ª îâ ¤¢  è à . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ¨

è àë ®¤­®£® æ¢¥â ?

2.43. � «®â¥à¥¥ 30 ¡¨«¥â®¢, ¨§ ª®â®àëå 20 ¢ë¨£àëè­ëå.

�ç áâ­¨ª ¯®ªã¯ ¥â ç¥âëà¥ ¡¨«¥â . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:

16



 ) ¢á¥ ªã¯«¥­­ë¥ ¨¬ ¡¨«¥âë ¢ë¨£àëè­ë¥; ¡) å®âï ¡ë ®¤¨­ ¨§ ªã-

¯«¥­­ëå ¡¨«¥â®¢ | ¢ë¨£àëè­ë©?

2.44. � èª äã ­ å®¤¨âáï 10 ¯ à ¡®â¨­®ª à §«¨ç­ëå à §¬¥à®¢.

�§ ­¨å á«ãç ©­® ¢ë¡¨à ¥âáï ç¥âëà¥ ¡®â¨­ª . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì

â®£®, çâ®:  ) áà¥¤¨ ¢ë¡à ­­ëå ¡®â¨­®ª ®âáãâáâ¢ãîâ ¯ à­ë¥; ¡) ¢á¥

®­¨ ­  ®¤­ã ­®£ã?

2.45. �  è¥áâ¨ ®¤¨­ ª®¢ëå ª àâ®çª å ­ ¯¨á ­ë ç¨á«  2, 3, 5,

7, 10, 12. � ã¤ çã ¡¥§ ¢®§¢à é¥­¨ï ¡¥àãâáï ¤¢¥ ª àâ®çª¨. � ª®-

¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®¡à §®¢ ­­ ï ¨§ íâ¨å ¤¢ãå ç¨á¥« ¤à®¡ì

á®ªà â¨¬ ?

2.46. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ âà¨ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ® âà¥ä®¢ë©,

¯¨ª®¢ë© ¨ ¡ã¡­®¢ë© ¢ «¥âë?

2.47.�§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 52 «¨áâ , ¨§¢«¥ª îâ 32 ª à-

âë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢á¥ ¨§¢«¥ç¥­­ë¥ ª àâë áâ àè¥

è¥áâ¥àª¨?

2.48. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­­®

¨§¢«¥ª îâ ç¥âëà¥ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢á¥ íâ¨ ç¥-

âëà¥ ª àâë à §­ëå ¬ áâ¥©?

2.49. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­­®

¨§¢«¥ª îâ ¤¢¥ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®¤­  ¨§ ­¨å

¬ áâ¨ ¡ã¡­ë,   ¤àã£ ï ç¥à¢ë?

2.50. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 52 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ ¯ïâì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® âà¨ ¨§ ­¨å ¤ ¬ë,

  ¤¢¥ | ¢ «¥âë?

2.51. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 52 «¨áâ , á«ãç ©­® ¡¥§ ¢®§-

¢à é¥­¨ï ¨§¢«¥ª îâ âà¨ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ¨

ª àâë (¡¥§ ãç¥â  ¯®àï¤ª  ¢ë¡®à ) âà®©ª , á¥¬¥àª  ¨ âã§?

2.52. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 52 «¨áâ , ¨§¢«¥ª -

îâ ¯ïâì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢á¥ íâ¨ ª àâë ¬ áâ¨

¯¨ª¨, ¯à¨ç¥¬ áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì ª®à®«ì ¯¨ª?

2.53.�§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 53 «¨áâ  (¤�®ª¥à ¨ 52 ®¡ëç-

­ë¥ ª àâë), ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§¢«¥ª îâ ¯ïâì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ-

­®áâì â®£®, çâ® ¢ë¡à ­ë ¤�®ª¥à ¨ ç¥âëà¥ ª àâë ®¤­®© ¬ áâ¨?
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2.54. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ á¥¬ì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢ë¡à ­ë ¢á¥ ç¥-

âëà¥ ¤ ¬ë?

2.55. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ 10 ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å à®¢­®

âà¨ âã§ ?

2.56. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­-

­® ¨§¢«¥ª îâ è¥áâì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨

­¨å âà¨ ª àâë "ªà á­ëå" ¬ áâ¥© (¡ã¡­ë ¨«¨ ç¥à¢ë) ¨ âà¨ "ç¥à-

­ëå" ¬ áâ¥© (¯¨ª¨ ¨«¨ âà¥äë)?

2.57. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ ¯ïâì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢ë¡à ­ë ª®à®«ì

âà¥ä ¨ à®¢­® ®¤­  ¤ ¬  «î¡®© ¬ áâ¨?

2.58. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ ¤¢ã¬

¨£à îé¨¬ ¢ "¯®¤ª¨¤­®£® ¤ãà ª " (¨£à îâ ª®«®¤®©, á®¤¥à� -

é¥© 36 «¨áâ®¢, à §¤ îâ ¯® è¥áâì ª àâ, ª®§ëà­ãî ¬ áâì ®¯à¥¤¥«ïîâ

¯® á«¥¤ãîé¥© ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ¥) ã á¤ ¢ ¢è¥£® ¨£à®ª  ®ª �¥âáï

à®¢­® ®¤¨­ ª®§ëàì?

2.59. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ 12 ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì ª®-

à®«ì ¯¨ª ¨ ¤ ¬  âà¥ä?

2.60. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­­®

¨§¢«¥ª îâ è¥áâì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å

¥áâì âà¨ è¥áâ¥àª¨ ¨ ¯à¨ íâ®¬ ­¥â ­¨ ®¤­®© ª àâë ¡ã¡­®¢®© ¬ áâ¨?

2.61. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ ¢®á¥¬ì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì

ª®à®«ì ç¥à¢¥© ¨ ¯à¨ íâ®¬ ­¥â âã§  ç¥à¢¥©?

2.62. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­­®

¨§¢«¥ª îâ 12 ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì

âã§, ª®à®«ì, ¤ ¬  ¨ ¢ «¥â ¯¨ª ¨ ®áâ «ì­ë¥ ¢®á¥¬ì ª àâ ¬ áâ¨ ç¥à-

¢ë?

2.63. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 52 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ 13 ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì âã§,

ª®à®«ì ¨ ¤ ¬  ¯¨ª ¨ ¡®«¥¥ ¯¨ª ­¥â?
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2.64. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ ¢®á¥¬ì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ª àâ ª �¤®©

¬ áâ¨ ¢ë¡à ­® ®¤¨­ ª®¢®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® (¯® ¤¢¥ ª àâë)?

2.65. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­­®

¨§¢«¥ª îâ 12 ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ª àâ ª �¤®© ¬ -

áâ¨ ¢ë¡à ­® ®¤¨­ ª®¢®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® (¯® âà¨ ª àâë)?

2.66. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ 12 ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¡ã¤ãâ ¢ë¡à ­ë ª à-

âë â®«ìª® âà¥å ¬ áâ¥©, ¯à¨ç¥¬ ª �¤®© ¬ áâ¨ ®¤¨­ ª®¢®¥ ª®«¨ç¥-

áâ¢® (¯® ç¥âëà¥ ª àâë)?

2.67. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­­®

¨§¢«¥ª îâ ¯ïâì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¡ã¤¥â ¢ë¡à ­®

å®âï ¡ë ¯® ®¤­®© ª àâ¥ ª �¤®© ¬ áâ¨?

2.68. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, á«ãç ©­® ¡¥§

¢®§¢à é¥­¨ï ¨§¢«¥ª îâ âà¨ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:

 ) ¨å ¬®�­® à á¯®«®�¨âì ¢ àï¤ ¯® ­®¬¨­ «ã ¡¥§ ¯à®¯ãáª®¢ ¨ ¯®-

¢â®à¥­¨©; ¡) ¯®¬¨¬® ãá«®¢¨ï a) ®­¨ ®¤­®© ¬ áâ¨; ¢) ¯®¬¨¬® ãá«®-

¢¨ï a) ®­¨ ¢á¥ à §­ëå ¬ áâ¥©?

2.69. �   ¢â®áâ®ï­ª¥ 10 á¢®¡®¤­ëå ¬¥áâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ-

­®áâì â®£®, çâ® è¥áâì ¯®¤ê¥å ¢è¨å  ¢â®¬®¡¨«¥© à á¯®«®� âáï â ª,

çâ® ç¥âëà¥ ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ¬¥áâ  ¡ã¤ãâ § ­ïâë?

2.70. �«ï ãç áâ¨ï ¢ á®à¥¢­®¢ ­¨ïå 12 á¯®àâá¬¥­®ª ¤¥«ïâáï

­  ¤¢¥ ª®¬ ­¤ë ¯® è¥áâì ç¥«®¢¥ª. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:

 ) ç¥âëà¥ ­ ¨¡®«¥¥ á¨«ì­ë¥ á¯®àâá¬¥­ª¨ ¡ã¤ãâ ¢ ®¤­®© ª®¬ ­¤¥;

¡) ¢ ®¤­®© ª®¬ ­¤¥ ¡ã¤¥â ®¤­ ,   ¢ ¤àã£®© âà¨ ¨§ ç¥âëà¥å ­ ¨¡®«¥¥

á¨«ì­ëå á¯®àâá¬¥­®ª; ¢) ç¥âëà¥ ­ ¨¡®«¥¥ á¨«ì­ë¥ á¯®àâá¬¥­ª¨

®ª �ãâáï ¢ ®¤¨­ ª®¢ëå ª®«¨ç¥áâ¢ å ¢ à §­ëå ª®¬ ­¤ å?

2.71. � «®â¥à¥¥ 50 ¡¨«¥â®¢, ¨§ ª®â®àëå 30 ¢ë¨£àëè­ëå.

�ç áâ­¨ª ªã¯¨« ¯ïâì ¡¨«¥â®¢. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¨§

­¨å ­¥ ¬¥­¥¥ ¤¢ãå ¡¨«¥â®¢ ¡ã¤ãâ ¢ë¨£àëè­ë¬¨?

2.72. �¬¥îâáï (n + m) ¡¨«¥â®¢, ¨§ ª®â®àëå n ¢ë¨£àëè­ëå.

�¤­®¢à¥¬¥­­® ¯à¨®¡à¥â îâáï k (k 6 n + m) ¡¨«¥â®¢. � ª®¢  ¢¥-

à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å à®¢­® s (s 6 k) ¢ë¨£àëè­ëå?

2.73. � § «¥, ­ áç¨âë¢ îé¥¬ (n+k) ¬¥áâ, á«ãç ©­ë¬ ®¡à §®¬

§ ­¨¬ îâ ¬¥áâ  n ç¥«®¢¥ª. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¡ã¤ãâ

§ ­ïâë ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ m (m 6 n) ¬¥áâ?
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2.74. � ¯ àâ¨¨, á®áâ®ïé¥© ¨§ k ¨§¤¥«¨©, ¨¬¥¥âáï l ¤¥ä¥ªâ­ëå.
�§ ¯ àâ¨¨ ¤«ï ª®­âà®«ï ¢ë¡¨à îâ r ¨§¤¥«¨©. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì
â®£®, çâ® ¨§ ­¨å à®¢­® s ¤¥ä¥ªâ­ëå (s 6 r 6 l 6 k)?

2.75. � çã« ­¥ ­ å®¤ïâáï n à §«¨ç­ëå ¯ à ¡®â¨­®ª. �§ ­¨å

á«ãç ©­® ¢ë¡¨à îâáï 2r ¡®â¨­®ª (2r 6 n). � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®-
£®, çâ® áà¥¤¨ ¢ë¡à ­­ëå ¡®â¨­®ª:  ) ®âáãâáâ¢ãîâ ¯ à­ë¥; ¡) ¨¬¥¥â-

áï à®¢­® ®¤­  ª®¬¯«¥ªâ­ ï ¯ à ; ¢) ¨¬¥îâáï à®¢­® ¤¢¥ ª®¬¯«¥ªâ-

­ë¥ ¯ àë?

2.76. �àã¯¯ , á®áâ®ïé ï ¨§ 2N ¬ «ìç¨ª®¢ ¨ 2N ¤¥¢®ç¥ª, ¤¥-

«¨âáï á«ãç ©­ë¬ ®¡à §®¬ ­  ¤¢¥ à ¢­ë¥ ç áâ¨. � ª®¢  ¢¥à®ïâ-

­®áâì â®£®, çâ® ¢ ª �¤®© ç áâ¨ ç¨á«® ¤¥¢®ç¥ª ¨ ¬ «ìç¨ª®¢ ®¤¨­ -

ª®¢®?

2.77. �®«®¤ã, á®¤¥à� éãî 36 «¨áâ®¢ ¯® ¤¥¢ïâì ª àâ ª �¤®©

¨§ ç¥âëà¥å ¬ áâ¥©, à §¤ îâ ¯® 18 ª àâ á«ãç ©­ë¬ ®¡à §®¬ ¤¢ã¬

¨£à îé¨¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢á¥ ç¥âëà¥ âã§  ®ª �ãâáï

ã ®¤­®£® ¨£à îé¥£®?

2.78. �«ï ã¬¥­ìè¥­¨ï ®¡é¥£® ª®«¨ç¥áâ¢  ¨£à 2n ª®¬ ­¤

á¯®àâá¬¥­®¢ à §¡¨âë ­  ¤¢¥ ¯®¤£àã¯¯ë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®,

çâ® ¤¢¥ ­ ¨¡®«¥¥ á¨«ì­ë¥ ª®¬ ­¤ë ®ª �ãâáï:  ) ¢ à §­ëå ¯®¤£àã¯-

¯ å; ¡) ¢ ®¤­®© ¯®¤£àã¯¯¥?

2.79. �  ¤¥¢ïâ¨ ª àâ®çª å ­ ­¥á¥­ë æ¨äàë ®â 1 ¤® 9. Ǳ®á«¥-

¤®¢ â¥«ì­® ¨§¢«¥ª îâ âà¨ ª àâ®çª¨. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®

­  ­¨å ¢á¥ âà¨ æ¨äàë ­¥ç¥â­ë¥ ¨ ¨§¢«¥ç¥­ë ¢ ¯®àï¤ª¥ ¢®§à áâ -

­¨ï?

§§§ 3. �¥®à¥¬ë á«®�¥­¨ï ¨ ã¬­®�¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥©

�«ï ¤¢ãå á®¡ëâ¨© A ¨ B á¯à ¢¥¤«¨¢ë â¥®à¥¬ë á«®�¥­¨ï ¨

ã¬­®�¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥©.

1. �¥®à¥¬  á«®�¥­¨ï. �¥à®ïâ­®áâì ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ¤¢ãå á®¡ë-

â¨© A ¨ B à ¢­  áã¬¬¥ ¢¥à®ïâ­®áâ¥© íâ¨å á®¡ëâ¨© ¡¥§ ¢¥à®ïâ­®áâ¨

¨å ®¤­®¢à¥¬¥­­®£® ®áãé¥áâ¢«¥­¨ï:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB). (6)
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�á«¨ á®¡ëâ¨ï A ¨ B ­¥á®¢¬¥áâ­ë, â. ¥. AB = ∅, â®

P (A ∪B) = P (A) + P (B). (7)

2. �¥®à¥¬  ã¬­®�¥­¨ï. �¥à®ïâ­®áâì ®¤­®¢à¥¬¥­­®£® ®áã-

é¥áâ¢«¥­¨ï ¤¢ãå á®¡ëâ¨© A ¨ B à ¢­  ¢¥à®ïâ­®áâ¨ ®¤­®£® ¨§ íâ¨å

á®¡ëâ¨©, ã¬­®�¥­­®© ­  ãá«®¢­ãî ¢¥à®ïâ­®áâì ¤àã£®£®, ¢ ¯à¥¤¯®-

«®�¥­¨¨, çâ® ¯¥à¢®¥ á®¡ëâ¨¥ ®áãé¥áâ¢¨«®áì:

P (AB) = P (A) · P (B|A) = P (B) · P (A|B). (8)

�á«¨ á®¡ëâ¨ï A ¨ B ­¥§ ¢¨á¨¬ë, â® ãá«®¢­ë¥ ¢¥à®ïâ­®áâ¨ ¢

à ¢¥­áâ¢¥ (8) ¯à¥¢à é îâáï ¢ ¡¥§ãá«®¢­ë¥, â. ¥. ¢¥à®ïâ­®áâì ®¤­®-

¢à¥¬¥­­®£® ®áãé¥áâ¢«¥­¨ï ¤¢ãå ­¥§ ¢¨á¨¬ëå á®¡ëâ¨© A ¨ B à ¢­ 

¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ¨å ¢¥à®ïâ­®áâ¥©:

P (AB) = P (A)P (B). (9)

Ǳãáâì ¨¬¥îâáï n á®¡ëâ¨© A
1

, A
2

, . . . , An. �®¤¥à� ­¨¥ â¥®à¥¬

á«®�¥­¨ï ¨ ã¬­®�¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥© ¤«ï n á®¡ëâ¨© ¢ëà � îâáï

à ¢¥­áâ¢ ¬¨ (10) ¨ (11):

P (A
1

∪ A
2

∪ . . . ∪An) =

n∑

i=1

P (Ai)−
n∑

j=1

j−1
∑

i=1

P (AiAj) +

+

n∑

k=1

k−1∑

j=1

j−1
∑
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2
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1
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2

. . . An) = P (A
1

)P (A
2

|A
1

) . . . P (Ai|A1

A
2

. . . Ai−1)×
× . . . P (An|A1

A
2

. . . An−1). (11)

�á«¨ á®¡ëâ¨ï A
1

, A
2

, . . . , An ¯®¯ à­® ­¥á®¢¬¥áâ­ë, â. ¥.

AiAj = ∅, i, j = 1, 2, . . . , n, i 6= j, â® ¨§ (10) á«¥¤ã¥â

P (A
1

∪ A
2

∪ . . . ∪ An) = P (A
1

) + P (A
2

) + . . .+ P (An). (12)
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�á«¨ á®¡ëâ¨ï A
1

, A
2

, . . . , An ­¥§ ¢¨á¨¬ë ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨, çâ®

®¡ëç­® ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï ¢ § ¤ ç å, â® ¨§ (11) á«¥¤ã¥â

P (A
1

A
2

. . . An) = P (A
1

)P (A
2

) . . . P (An). (13)

�­®£¤  ¡ë¢ ¥â ¯®«¥§­® ¯à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ ¢¥à®ïâ­®áâ¨ áã¬¬ë

­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨ á®¡ëâ¨© A
1

, A
2

, . . . , An ¯¥à¥©â¨ ª

¯à®â¨¢®¯®«®�­ë¬ á®¡ëâ¨ï¬ A
1

, A
2

, . . . , An ¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï

á«¥¤ãîé¥© ä®à¬ã«®©:

P (A
1

∪ A
2

∪ . . . ∪An) = 1− P
(
A
1

∪ A
2

∪ . . . ∪ An

)
=

= 1− P
(
A
1

A
2

. . . An

)
= 1− P

(
A
1

)
P
(
A
2

)
. . . P

(
An

)
=

= 1−
(
1− P (A

1

)

)(
1− P (A

2

)

)
. . .

(
1− P (An)

)
. (14)

� ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ­¨�¥ § ¤ ç å ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï ­¥§ ¢¨á¨¬®áâì

á®¡ëâ¨©.

Ǳà¨¬¥à 5. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢ ¯® ¤¥-

¢ïâì ª àâ ª �¤®© ¨§ ç¥âëà¥å ¬ áâ¥©, ­ ã¤ çã ¨§¢«¥ª îâ ¤¢¥ ª à-

âë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ¨ ®¡¥ ª àâë ¬ áâ¨ âà¥ä ¨«¨ ®¡¥

ª àâë | ä¨£ãàë (ä¨£ãà ¬¨ ¢ ª àâ å ­ §ë¢ îâáï ¢ «¥âë, ¤ ¬ë,

ª®à®«¨ ¨ âã§ë)?

�¥è¥­¨¥. Ǳãáâì A | ¨­â¥à¥áãîé¥¥ ­ á á®¡ëâ¨¥: ®¡¥ ª àâë

¬ áâ¨ âà¥ä ¨«¨ ®¡¥ ä¨£ãàë. �¢¥¤¥¬ ¤¢  á®¡ëâ¨ï: B | ®¡¥ ª àâë

¬ áâ¨ âà¥ä, C | ®¡¥ ª àâë | ä¨£ãàë. �®¡ëâ¨¥ BC | ®¡¥ ª àâë

ä¨£ãàë ¬ áâ¨ âà¥ä. �®£¤  A = B ∪ C ¨ ­  ®á­®¢ ­¨¨ â¥®à¥¬ë

á«®�¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥© P (A) = P (B)+P (C)−P (BC). �á¯®«ì§ã¥¬
ª« áá¨ç¥áª¨© á¯®á®¡ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥©, â®£¤  n = C2

36

=

630, mB = C2

9

= 36, mC = C2

16

= 120, mBC = C2

4

= 6, P (B) =
2

35

,

P (C) =
4

21

, P (BC) =
1

105

, P (A) =
2

35

+

4

21

− 1

105

=

5

21

.

Ǳà¨¬¥à 6. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢ ¯® ¤¥-

¢ïâì ª àâ ª �¤®© ¨§ ç¥âëà¥å ¬ áâ¥©, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¨§¢«¥ª -

îâ ¤¢¥ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯¥à¢ ï ¨§¢«¥ç¥­­ ï

ª àâ  ¬ áâ¨ âà¥ä,   ¢â®à ï | ä¨£ãà  ­¥ ¬ áâ¨ âà¥ä (ä¨£ãà ¬¨

¢ ª àâ å ­ §ë¢ îâáï ¢ «¥âë, ¤ ¬ë, ª®à®«¨ ¨ âã§ë)? � áá¬®âà¥âì

¤¢  á«ãç ï:  ) ¯¥à¢ ï ª àâ  ­¥ ¢®§¢à é ¥âáï ¢ ª®«®¤ã (¢ë¡®àª  ¡¥§
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¢®§¢à é¥­¨ï); ¡) ¯¥à¢ ï ª àâ  ¢®§¢à é ¥âáï ¢ ª®«®¤ã (¢ë¡®àª  á

¢®§¢à é¥­¨¥¬).

�¥è¥­¨¥.

 ) �ë¡®àª  ¡¥§ ¢®§¢à é¥­¨ï. �®¡ëâ¨¥ A | ¯¥à¢ ï ª àâ  ¬ -

áâ¨ âà¥ä, á®¡ëâ¨¥ B | ¢â®à ï ª àâ  ä¨£ãà  ­¥ ¬ áâ¨ âà¥ä, â®£¤ 

P (AB) = P (A)P (B|A). � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ª« áá¨ç¥áª¨¬ á¯®á®¡®¬

¢ëç¨á«¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥© ¨ ¯®­ïâ¨¥¬ ãá«®¢­®© ¢¥à®ïâ­®áâ¨, ¯®-

«ãç¨¬ P (A) =
9

36

, P (B|A) = 12

35

,

P (AB) =
9

36

· 12
35

=

3

35

. (15)

¡) �ë¡®àª  á ¢®§¢à é¥­¨¥¬. �®¡ëâ¨¥ A| ¯¥à¢ ï ª àâ  ¬ áâ¨

âà¥ä ¨ á®¡ëâ¨¥ B | ¢â®à ï ª àâ  ä¨£ãà  ­¥ ¬ áâ¨ âà¥ä | ­¥§ -

¢¨á¨¬ë, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, P (AB) = P (A)P (B). � ª ª ª P (A) =
9

36

,

P (B|A) = 12

36

, â®

P (AB) =
9

36

· 12
36

=

1

12

. (16)

� ¬¥ç ­¨¥. �â¨ ¤¢¥ § ¤ ç¨  ) ¨ ¡) ¬®�­® à¥è¨âì ¨á¯®«ì§ãï

®¤¨­ â®«ìª® ª« áá¨ç¥áª¨© á¯®á®¡ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥©. �¥-

âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯à¨ à¥è¥­¨¨ ¨å á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë ã¬­®�¥­¨ï

¢¥à®ïâ­®áâ¥© ¯®¤áç¥â ç¨á«  à ¢­®¢®§¬®�­ëå ¨ ¡« £®¯à¨ïâáâ¢ã-

îé¨å ¨áå®¤®¢ ¢á¥ à ¢­® ¯à®¨áå®¤¨â, ­® ¤àã£¨¬, ¢®§¬®�­® ¡®«¥¥

¯à®áâë¬, ¯ãâ¥¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¤«ï  ) n = 36 · 35, mAB = 9 · 12 ¨
P (AB) =

9 · 12
36 · 35 , ¤«ï ¡) n = 36 ·36,mAB = 9 ·12 ¨ P (AB) =

9 · 12
36 · 36 .

�à ¢­¨â¥ íâ¨ à¥§ã«ìâ âë á (15) ¨ (16).

Ǳà¨¬¥à 7. �  ãà®ª¥ ä¨§ªã«ìâãàë n áâã¤¥­â®¢ ¡à «¨ ­  ¯à®-

ª â n ¯ à «ë�. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ­  á«¥¤ãîé¥¬ ãà®ª¥

ª �¤ë© ¨§ íâ¨å n áâã¤¥­â®¢ ¢®§ì¬¥â â¥ �¥ «ë�¨, ¥á«¨ áç¨â âì,

çâ® ¢á¥£® ­  ¡ §¥ n ¯ à «ë�, ¢á¥ ®­¨ áâ ­¤ àâ­ë¥ ¨ ®â«¨ç¨âì ¢®§-

¬®�­® â®«ìª® «¥¢ë¥ «ë�¨ ®â ¯à ¢ëå?

�¥è¥­¨¥. Ǳ®«®�¨¬ á®¡ëâ¨ï Ai (i = 1, 2, . . . , n) | i-© áâã¤¥­â
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¯®«ãç¨« â¥ �¥ «ë�¨, B | ¢á¥ áâã¤¥­âë ¯®«ãç¨«¨ â¥ �¥ «ë�¨,

â®£¤  B = A
1

A
2

. . . An, ¨ ­  ®á­®¢ ­¨¨ (13) ¨¬¥¥¬

P (B) =
1

n2
· 1

(n− 1)

2

. . .
1

1

2

=

1

(n!)2
.

3.1. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ­ ã¤ çã ¨§¢«¥ª -

îâ ®¤­ã ª àâã,  ) ¨§¢«¥ç¥­­ ï ª àâ  ¬ áâ¨ ¯¨ª¨, ª ª®¢  ¢¥à®ïâ-

­®áâì â®£®, çâ® íâ® âã§; ¡) ¨§¢«¥ç¥­­ ï ª àâ  | ä¨£ãà  (ä¨£ãà ¬¨

¢ ª àâ å ­ §ë¢ îâáï ¢ «¥âë, ¤ ¬ë, ª®à®«¨ ¨ âã§ë), ª ª®¢  ¢¥à®-

ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ® ¤ ¬ ; ¢) ¨§¢«¥ç¥­­ ï ª àâ  "ªà á­®©" ¬ áâ¨

(¡ã¡­  ¨«¨ ç¥à¢ ), ª ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ® è¥áâ¥àª ?

3.2. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ­ ã¤ çã ¨§¢«¥ª -

îâ áà §ã ¤¢¥ ª àâë,  ) ®¡¥ ¨§¢«¥ç¥­­ë¥ ª àâë ¬ áâ¨ âà¥ä, ª ª®¢ 

¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®¤­  ¨§ ­¨å âã§,   ¤àã£ ï ¤¥áïâª ; ¡) ®¡¥ ¨§-

¢«¥ç¥­­ë¥ ª àâë ä¨£ãàë (ä¨£ãà ¬¨ ¢ ª àâ å ­ §ë¢ îâáï ¢ «¥âë,

¤ ¬ë, ª®à®«¨ ¨ âã§ë), ª ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­¨ ®¡¥ ¤ ¬ë;

¢) ®¡¥ ¨§¢«¥ç¥­­ë¥ ª àâë "ªà á­®©" ¬ áâ¨ (¡ã¡­ë ¨«¨ ç¥à¢ë), ª -

ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­¨ ®¡¥ è¥áâ¥àª¨?

3.3. � ãà­¥ ­ å®¤ïâáï a ¡¥«ëå ¨ b ç¥à­ëå è à®¢. Ǳ®á«¥¤®-

¢ â¥«ì­® ¨§¢«¥ª îâ ¤¢  è à . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­¨:

 ) ®¡  ¡¥«ë¥; ¡) ®¤­®£® æ¢¥â ; ¢) à §­ëå æ¢¥â®¢?

3.4. � ãà­¥ ­ å®¤ïâáï a ¡¥«ëå ¨ b ç¥à­ëå è à®¢. �§ ãà­ë

¨§¢«¥ª îâ ®¤¨­ è à, ®â¬¥ç îâ ¥£® æ¢¥â, ¢®§¢à é îâ ¢ ãà­ã. � -

â¥¬ ¨§¢«¥ª îâ ¥é¥ ®¤¨­ è à. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ®¡ 

è à  ¡¥«ë¥; ¡) è àë ®¤­®£® æ¢¥â ; ¢) è àë à §­ëå æ¢¥â®¢?

3.5. �¢  à §  ¡à®á îâ ¬®­¥âã. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®

à¥§ã«ìâ âë ®¡®¨å ¡à®á ­¨© ®¤¨­ ª®¢ë¥?

3.6. �®­¥âã ¡à®á îâ ¤® ¯¥à¢®£® ¢ë¯ ¤ ­¨ï £¥à¡ , ­® ­¥ ¡®-

«¥¥ è¥áâ¨ à §. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¬®­¥âã ¡ã¤ãâ ¡à®á âì

è¥áâì à §?

3.7. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ âà¨ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­¨ ¨ à §­ëå

¬ áâ¥©, ¨ à §­ë¥ ¯® ­®¬¨­ «ã?

3.8. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-
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¢«¥ª îâ ¤¢¥ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®¤­  ¨§ íâ¨å

ª àâ ¯¨ª ,   ¤àã£ ï | ¡ã¡­ ?

3.9. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 52 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ 7 ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì ç¥-

âëà¥ ª àâë ®¤­®£® ­®¬¨­ « ?

3.10. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ 12 ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì ¢®-

á¥¬ì ª àâ ®¤­®© ¬ áâ¨?

3.11. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­­®

¨§¢«¥ª îâ ¤¢¥ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì

å®âï ¡ë ®¤­  ª àâ  ¯¨ª®¢®© ¬ áâ¨?

3.12. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ á¥¬ì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì

å®âï ¡ë ®¤¨­ ¢ «¥â?

3.13. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­­®

¨§¢«¥ª îâ âà¨ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì

å®âï ¡ë ¤¢  âã§ ?

3.14. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ ¤¢¥ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­¨ ®¡¥ ­¥ áâ àè¥

¢®áì¬¥àª¨ ¨«¨ íâ® á¥¬¥àª  ¨ ¤¥¢ïâª  ®¤­®© ¬ áâ¨?

3.15. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ ¤¢¥ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì

å®âï ¡ë ®¤¨­ âã§ ¨«¨ íâ® | ª®à®«ì ¨ ¤ ¬  ®¤­®© ¬ áâ¨?

3.16. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­­®

¨§¢«¥ª îâ âà¨ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì

å®âï ¡ë ¤¢  âã§  ¨«¨ ª®à®«ì ¨ ¤ ¬  ®¤­®© ¬ áâ¨?

3.17. �®«®¤ã, á®¤¥à� éãî 36 «¨áâ®¢, à §¤ îâ ¯® 12 ª àâ á«ã-

ç ©­ë¬ ®¡à §®¬ âà¥¬ ¨£à îé¨¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® è¥-

áâ¥àª  ¨ ¤ ¬  âà¥ä ®ª �ãâáï ã à §­ëå ¨£à îé¨å?

3.18. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ 10 ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì á¥-

¬¥àª  ¯¨ª ¨ å®âï ¡ë ®¤¨­ âã§?

3.19. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ á¥¬ì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì

ç¥âëà¥ âã§  ¨ å®âï ¡ë ®¤­  ¤¥áïâª ?
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3.20. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­­®

¨§¢«¥ª îâ ¤¢¥ ª àâë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­¨ «¨¡® ®¡¥

è¥áâ¥àª¨, «¨¡® ®¡¥ âã§ë, «¨¡® ®¡¥ ª àâë "ªà á­ëå" ¬ áâ¥© (¡ã¡­ë

¨«¨ ç¥à¢ë)?

3.21. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ

¤¢ã¬ ¨£à®ª ¬ ¢ "¯®¤ª¨¤­®£® ¤ãà ª " (¨£à îâ ª®«®¤®©, á®¤¥à� -

é¥© 36 «¨áâ®¢, à §¤ îâ ¯® è¥áâì ª àâ, ª®§ëà­ãî ¬ áâì ®¯à¥¤¥«ïîâ

¯® á«¥¤ãîé¥© ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ¥) å®âï ¡ë ã ®¤­®£® ¨£à îé¥£®

­¥ ¡ã¤¥â ª®§ëà¥©?

3.22. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 52 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ ¯ïâì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢ë¡à ­  å®âï ¡ë

®¤­  ¯ à  ®¤­®æ¢¥â­ëå ¢ «¥â®¢?

3.23. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 52 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ ¯ïâì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢ë¡à ­  å®âï

¡ë ®¤­  ¯ à  ®¤­®æ¢¥â­ëå ¢ «¥â®¢ ¨«¨ ¢á¥ ¢ë¡à ­­ë¥ ¯ïâì ª àâ

®¤­®© ¬ áâ¨?

3.24. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ ¯ïâì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¨§ ¢ë¡à ­­ëå

ª àâ å®âï ¡ë âà¨ ®¤­®© ¬ áâ¨?

3.25. �®«®¤ã, á®¤¥à� éãî 32 «¨áâ , á«ãç ©­ë¬ ®¡à §®¬ à §-

¤ îâ ¯® ¢®á¥¬ì ª àâ ç¥âëà¥¬ ¨£à îé¨¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®,

çâ® ã ª �¤®£® ¨£à®ª  ¡ã¤¥â à ¢­®¥ ç¨á«® ª àâ (¯® ¤¢¥) ª �¤®© ¬ -

áâ¨?

3.26. �®«®¤ã, á®¤¥à� éãî 36 «¨áâ®¢, á«ãç ©­ë¬ ®¡à §®¬ à §-

¤ îâ ¯® 12 ª àâ âà¥¬ ¨£à îé¨¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ã

ª �¤®£® ¨£à®ª  ¡ã¤¥â à ¢­®¥ ç¨á«® ª àâ (¯® âà¨) ª �¤®© ¬ áâ¨?

3.27. �®«®¤ã, á®¤¥à� éãî 52 «¨áâ , á«ãç ©­ë¬ ®¡à §®¬ à §-

¤ îâ ¯® 13 ª àâ ç¥âëà¥¬ ¨£à îé¨¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®

ã ª �¤®£® ¨£à®ª  ¢á¥ ª àâë ¡ã¤ãâ ®¤­®© ¬ áâ¨?

3.28. �®«®¤ã, á®¤¥à� éãî 52 «¨áâ , á«ãç ©­ë¬ ®¡à §®¬ à §-

¤ îâ ¯® 13 ª àâ ç¥âëà¥¬ ¨£à îé¨¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®

ã ª �¤®£® ¨£à®ª  ¡ã¤¥â ¯® âã§ã?

3.29. �®«®¤ã, á®¤¥à� éãî 52 «¨áâ , á«ãç ©­ë¬ ®¡à §®¬ à §-

¤ îâ ¯® 13 ª àâ ç¥âëà¥¬ ¨£à îé¨¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®

ã ª �¤®£® ¨£à®ª  ¡ã¤¥â å®âï ¡ë ¯® âà¨ ª àâë ª �¤®© ¬ áâ¨?
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3.30. �¢  à §  ¡à®á îâ ¬®­¥âã ¨ ®¤¨­ à § ¨£à «ì­ãî ª®áâì.

� ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® £¥à¡ ¢ë¯ ¤¥â å®âï ¡ë ®¤¨­ à §,   ­ 

¨£à «ì­®© ª®áâ¨ ¡ã¤¥â ç¨á«® ®çª®¢ ªà â­®¥ âà¥¬?

3.31. �¬¥îâáï ¤¢¥ ª®à®¡®çª¨ ®¤¨­ ª®¢®£® ¢­¥è­¥£® ¢¨¤ .

� ®¤­®© ¨§ ­¨å «¥� â ¤¢  á¨­¨å ª à ­¤ è , ®¤¨­ ªà á­ë© ¨ ®¤¨­

�¥«âë©, ¢ ¤àã£®© | ®¤¨­ á¨­¨©, ®¤¨­ §¥«¥­ë© ¨ ®¤¨­ ªà á­ë©.

�§ ª �¤®© ª®à®¡®çª¨ á«ãç ©­® ¡¥àãâ ¯® ®¤­®¬ã ª à ­¤ èã. � -

ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ¨§ ¢ë¡à ­­ëå ª à ­¤ è¥© à®¢­®

®¤¨­ á¨­¨©; ¡) ¢ë¡à ­­ë¥ ª à ­¤ è¨ ®¤­®£® æ¢¥â ?

3.32. � ãà­¥ ­ å®¤ïâáï a ¡¥«ëå ¨ b ç¥à­ëå è à®¢. �§ ãà­ë

¨§¢«¥ª îâ ®¤¨­ è à, ®â¬¥ç îâ ¥£® æ¢¥â, ¢®§¢à é îâ ¢ ãà­ã. � -

â¥¬ ¨§ ãà­ë ¨§¢«¥ª îâ áà §ã ¤¢  è à . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®,

çâ®:  ) ¢á¥ âà¨ è à  ¡¥«ë¥; ¡) ¨§ âà¥å ¨§¢«¥ç¥­­ëå è à®¢ à®¢­®

®¤¨­ ¡¥«ë©; ¢) ¨§ âà¥å ¨§¢«¥ç¥­­ëå è à®¢ å®âï ¡ë ®¤¨­ ç¥à­ë©;

£) ¨§ âà¥å ¨§¢«¥ç¥­­ëå è à®¢ à®¢­® ¤¢  ç¥à­ë¥?

3.33. � «®â¥à¥¥ 20 ¡¨«¥â®¢, ¨§ ª®â®àëå ¢®á¥¬ì ¢ë¨£àëè­ëå.

 ) �á«¨ ãç áâ­¨ª «®â¥à¥¨ ¯®ªã¯ ¥â ¡¨«¥âë ¯® ®¤­®¬ã ¨ áà §ã ¨å

¯à®¢¥àï¥â, â® ®­ ¤®«�¥­ ¯®ªã¯ âì ¡¨«¥âë ¤® ¯¥à¢®£® ¢ë¨£àëè­®-

£®. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¡ã¤¥â ªã¯«¥­® à®¢­® âà¨ ¡¨«¥â ?

¡) �ç áâ­¨ª ¬®�¥â ªã¯¨âì áà §ã âà¨ ¡¨«¥â  ¨ § â¥¬ ¨å ¯à®¢¥à¨âì.

� ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® å®âï ¡ë ®¤¨­ ¡¨«¥â ¡ã¤¥â ¢ë¨£àëè-

­ë¬?

3.34. � ®ä¨á¥ ­  áâ®«¥ ¤«ï ª«¨¥­â®¢ ­ å®¤ïâáï âà¨  ¢â®àãçª¨

á á¨­¥© ¯ áâ®©, ¤¢¥ á ç¥à­®© ¨ ®¤­  á ä¨®«¥â®¢®©. Ǳ® ¯à ¢¨« ¬

á­ ç «  ¯à¨£« è îâ ®¤­®£® ª«¨¥­â , ¯®á«¥ ¥£® ãå®¤  | ¤¢®¨å,

¯®á«¥ ¨å ãå®¤  | âà®¨å. Ǳà¥¤¯®« £ ï, çâ® ¢á¥ ª«¨¥­âë ¢ë¡¨à îâ

¤«ï ¯®¤¯¨á¨  ¢â®àãçªã á«ãç ©­®, ­ ©â¨ ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢á¥

è¥áâ¥à® ¡ã¤ãâ ¯®«ì§®¢ âìáï  ¢â®àãçª ¬¨ á á¨­¥© ¯ áâ®©.

3.35. �§ ãà­ë, á®¤¥à� é¥© ¤¢  ¡¥«ëå è à  ¨ âà¨ ç¥à­ëå,

á«ãç ©­® ¨§¢«¥ª îâ ®¤¨­ è à. �¬¥áâ® ­¥£® ¢ ãà­ã ª« ¤ãâ ç¥à­ë©

è à. Ǳ®â®¬ ®¡¥ ãª § ­­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¯®¢â®àïîâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ-

­®áâì â®£®, çâ® ¯®á«¥ íâ®£®:  ) ¢á¥ è àë ¢ ãà­¥ ¡ã¤ãâ ç¥à­ë¬¨;

¡) ¢ ãà­¥ ®áâ ­¥âáï à®¢­® ®¤¨­ ¡¥«ë© è à?

3.36. �§ ãà­ë, á®¤¥à� é¥© è¥áâì ¡¥«ëå è à®¢ ¨ ç¥âëà¥ ç¥à-

­ëå, ¨§¢«¥ª îâ ¤¢  è à . �¬¥áâ® ­¨å ¢ ãà­ã ª« ¤ãâ ¤¢  ¡¥«ëå è -

à . � â¥¬ ¨§¢«¥ª îâ ç¥âëà¥ è à , ¨ ¢¬¥áâ® ­¨å ¢ ãà­ã ª« ¤ãâ ç¥-
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âëà¥ ¡¥«ëå è à . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯®á«¥ íâ®£® ¢á¥

è àë ¢ ãà­¥ ¡ã¤ãâ ¡¥«ë¬¨?

3.37. �§ ãà­ë, á®¤¥à� é¥© è¥áâì ¡¥«ëå è à®¢ ¨ ç¥âëà¥ ç¥à-

­ëå, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¡¥§ ¢®§¢à é¥­¨ï ¨§¢«¥ª îâ âà¨ è à . � -

ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¡ã¤ãâ ¢ë¡à ­ë è àë ®¡®¨å æ¢¥â®¢?

3.38. �âã¤¥­â ¤®«�¥­ á¤ âì § ç¥âë ¯® ¤¢ã¬ â¥¬ ¬. � ¯¥à¢®©

â¥¬¥ 20 ¢®¯à®á®¢, ¨§ ª®â®àëå ®­ §­ ¥â ¢®á¥¬ì, ¢® ¢â®à®© 30 ¢®¯à®-

á®¢, ¨§ ª®â®àëå ®­ §­ ¥â 24. Ǳ® ª �¤®© â¥¬¥ ¯à¥¤« £ îâ ¤¢  ¢®¯à®-

á  ¨ ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï § ç¥â  ¤®áâ â®ç­® ®â¢¥â¨âì ­  «î¡®© ¨§ ­¨å.

� ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ®¡¥ â¥¬ë ¡ã¤ãâ § çâ¥­ë; ¡) ¡ã¤¥â

§ çâ¥­  à®¢­® ®¤­  â¥¬ ?

3.39. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ 10 ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ­¥ ¡®«¥¥

®¤­®£® âã§ ?

3.40. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ 10 ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å å®âï ¡ë

âà¨ âã§ ?

3.41. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ á¥¬ì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ­¥â ­¨

®¤­®£® âã§  ¨ ­¨ ®¤­®© ¯ àë ¤ ¬ {ª®à®«ì ®¤­®© ¬ áâ¨?

3.42. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­­®

¨§¢«¥ª îâ 12 ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢ë¡à ­  å®âï ¡ë

®¤­  ¯ à  ¤ ¬ {ª®à®«ì ®¤­®© ¬ áâ¨?

3.43. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 32 «¨áâ , ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§-

¢«¥ª îâ 10 ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¡ã¤¥â ¢ë¡à ­® à®¢-

­® ¯® ç¥âëà¥ ª àâë ¬ áâ¥© âà¥äë ¨ ¯¨ª¨?

3.44. �§ ª®«®¤ë ª àâ, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, ®¤­®¢à¥¬¥­­®

¨§¢«¥ª îâ è¥áâì ª àâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¡ã¤¥â ¢ë¡à ­®

å®âï ¡ë ¯® ®¤­®© ª àâ¥ ª �¤®© ¬ áâ¨?

�ãé¥áâ¢ãîâ § ¤ ç¨, ¢ ª®â®àëå ¡¥§ãá«®¢­ë¥ ¨ ãá«®¢­ë¥ ¢¥à®-

ïâ­®áâ¨ á®¡ëâ¨© ã�¥ § ¤ ­ë, ¨ ­ã�­® â®«ìª® ¯à ¢¨«ì­® ¢®á¯®«ì-

§®¢ âìáï â¥®à¥¬ ¬¨ á«®�¥­¨ï ¨ ã¬­®�¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥©.

Ǳà¨¬¥à 8. �ç¥­¨ª¨ A, B ¨ C ¬®£ãâ à¥è¨âì ­¥ª®â®àãî § ¤ çã

á ¢¥à®ïâ­®áâï¬¨ α, β ¨ γ á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®,
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çâ®:  ) â®«ìª® ãç¥­¨ª A à¥è¨â § ¤ çã; ¡) å®âï ¡ë ®¤¨­ ãç¥­¨ª

à¥è¨â § ¤ çã?

�¥è¥­¨¥. �¥à®ïâ­®áâ¨ â®£®, çâ® ãç¥­¨ª¨ A, B ¨ C ­¥ à¥è â

§ ¤ çã, á®®â¢¥âáâ¢¥­­® à ¢­ë (1− α), (1− β) ¨ (1− γ). ǱãáâìA+

|

á®¡ëâ¨¥, á®áâ®ïé¥¥ ¢ â®¬, çâ® ãç¥­¨ª A à¥è¨â § ¤ çã,   A−
|

ãç¥­¨ª A ­¥ à¥è¨â § ¤ çã. �­ «®£¨ç­® ¢¢¥¤¥¬ B+

, B−
, C+

¨ C−
.

�®£¤  á®¡ëâ¨¥ A+B−C−
| â®«ìª® ãç¥­¨ª A à¥è¨â § ¤ çã, ¨

P (A+B−C−
) = P (A+

)P (B−
)P (C−

) = α(1− β)(1− γ).

�®¡ëâ¨¥ A+ ∪B+ ∪ C+

| å®âï ¡ë ®¤¨­ ãç¥­¨ª à¥è¨â § ¤ çã. �á-

¯®«ì§ãï à ¢¥­áâ¢® (14), ¯®«ãç¨¬

P (A+∪B+∪C+

) = 1−P (A−
)P (B−

)P (C−
) = 1−(1−α)(1−β)(1−γ).

Ǳà¨¬¥à 9. �«ï ¨§£®â®¢«¥­¨ï ¨§¤¥«¨ï ­¥®¡å®¤¨¬® ¢ë¯®«­¨âì

¤¢¥ ®¯¥à æ¨¨. Ǳà¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ¯¥à¢®© ®¯¥à æ¨¨ ¡à ª ¤¥« ¥âáï á

¢¥à®ïâ­®áâìî α. Ǳà¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ¢â®à®© ®¯¥à æ¨¨ | á ¢¥à®ïâ­®-

áâìî β
1

, ¥á«¨ ¤®¯ãé¥­ ¤¥ä¥ªâ ­  ¯¥à¢®© ®¯¥à æ¨¨, ¨ á ¢¥à®ïâ­®-

áâìî β
2

, ¥á«¨ ¯¥à¢ ï ®¯¥à æ¨ï ¢ë¯®«­¥­  å®à®è®. � ª®¢  ¢¥à®ïâ-

­®áâì â®£®, çâ® á«ãç ©­® ¢ë¡à ­­®¥ ¨§¤¥«¨¥ ¡ã¤¥â ¤¥ä¥ªâ­ë¬?

�¥è¥­¨¥. Ǳãáâì á®¡ëâ¨ï Di (i = 1, 2) ¤¥ä¥ªâ ¢®§­¨ª ­  i-©
®¯¥à æ¨¨, â®£¤  ¯® ãá«®¢¨î § ¤ ç¨ P (D

1

) = α, P
(
D
1

)
= 1 − α,

P (D
2

|D
1

) = β
1

, P
(
D
2

|D
1

)
= β

2

. �®¡ëâ¨¥ D | ¨§¤¥«¨¥ ¤¥ä¥ªâ­®,

â®£¤ 

D = D
1

D
2

∪D
1

D
2

∪D
1

D
2

= D
1

(
D
2

∪D
2

)
∪D

1

D
2

=

= D
1

Ω ∪D
1

D
2

= D
1

∪D
1

D
2

,

£¤¥ Ω | ¤®áâ®¢¥à­®¥ á®¡ëâ¨¥. � ª ª ª ®¡ê¥¤¨­ï¥¬ë¥ á®¡ëâ¨ï ­¥-

á®¢¬¥áâ­ë, â®

P (D) = P (D
1

) + P
(
D
1

D
2

)
,

¨ ¢ á¨«ã ­¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ D
1

¨ D
2

(çâ® á«¥¤ã¥â ¨§ ­¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ D
1

¨ D
2

)

P (D) = P (D
1

) + P
(
D
1

)
P (D

2

) = α+ (1− α)β
2

.

3.45. �¢  áâà¥«ª  A ¨ B ¤¥« îâ ¯® ¤¢  ¢ëáâà¥« , ª �¤ë©

¯® á¢®¥© ¬¨è¥­¨. �âà¥«®ª A ¯®¯ ¤ ¥â ¢ ¬¨è¥­ì á ¢¥à®ïâ­®áâìî α,
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áâà¥«®ª B| á ¢¥à®ïâ­®áâìî β. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ®¡-
é¥¥ ç¨á«® ¯®¯ ¤ ­¨© ã ¤¢ãå áâà¥«ª®¢ ¡ã¤¥â âà¨; ¡) ¡ã¤¥â å®âï ¡ë

®¤­® ¯®¯ ¤ ­¨¥?

3.46. �¥á¨¬¬¥âà¨ç­ ï ¬®­¥â  ¯®¤¡à®è¥­  á¥¬ì à §. �¥à®ïâ-

­®áâì â®£®, çâ® ¢ ª �¤®¬ ¨§ ¡à®á ­¨© ¢ë¯ ¤¥â £¥à¡ à ¢­  α. �¯à¥-
¤¥«¨âì ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®  ) ­¥ ¢ë¯ ¤¥â ­¨ ®¤­®£® £¥à¡ ; ¡) ¢ë-

¯ ¤¥â à®¢­® ®¤¨­ £¥à¡; ¢) ¢ë¯ ¤¥â å®âï ¡ë ®¤­  æ¨äà .

3.47.�¥¢®çª¥ ­ã�­® ¢ë¬ëâì ®¤­ã ç èªã ¨ ®¤­ã â à¥«ªã. � ¢¥-

à®ïâ­®áâìî 0.2 ®­  ¬®�¥â ãà®­¨âì ç èªã ¨ á ¢¥à®ïâ­®áâìî 0.4
â à¥«ªã. �á«¨ ç èª  ¯ ¤ ¥â, â® ®­  ¡ì¥âáï á ¢¥à®ïâ­®áâìî 0.3, â -
à¥«ª  | á ¢¥à®ïâ­®áâìî 0.5. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ã¯ -
¤¥â å®âï ¡ë ®¤¨­ ¯à¥¤¬¥â; ¡) ®¡  ¯à¥¤¬¥â  ã¯ ¤ãâ, ­® ­¨ ®¤¨­ ­¥

à §®¡ì¥âáï; ¢) à®¢­® ®¤¨­ ¯à¥¤¬¥â ¡ã¤¥â à §¡¨â?

3.48. �ç¥­¨ªã â®ª àï ¤«ï á¤ ç¨ íª§ ¬¥­  ¢ë¤ îâ âà¨ § £®-

â®¢ª¨. �§ ª �¤®© ®­ ¬®�¥â ¨§£®â®¢¨âì ª®­¤¨æ¨®­­ãî ¤¥â «ì á ¢¥-

à®ïâ­®áâìî 0.7. �ª§ ¬¥­ áç¨â ¥âáï á¤ ­­ë¬ ¨ ¯à¥ªà é ¥âáï, ¥á«¨

¡ã¤¥â ¨§£®â®¢«¥­  å®âï ¡ë ®¤­  ª®­¤¨æ¨®­­ ï ¤¥â «ì. � ª®¢  ¢¥-

à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢á¥ âà¨ § £®â®¢ª¨ ¡ã¤ãâ ¨á¯®«ì§®¢ ­ë?

3.49. �®¥§ ¯ á  á ¬®«¥â  å¢ â ¥â ­  10 ¯ã«¥¬¥â­ëå ®ç¥à¥¤¥©.

�âà¥«ì¡  ¯à¥ªà é ¥âáï ¯à¨ ¯®¯ ¤ ­¨¨ ¢ æ¥«ì. �¥à®ïâ­®áâì å®âï

¡ë ®¤­®£® ¯®¯ ¤ ­¨ï ¤«ï ª �¤®© ®ç¥à¥¤¨ à ¢­  0.1. �âà¥«ì¡  ¢¥-
¤¥âáï ¤® ¯¥à¢®£® ¯®¯ ¤ ­¨ï. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® á ¬®«¥â

¨§à áå®¤ã¥â ¢¥áì á¢®© ¡®¥§ ¯ á?

3.50.Ǳà¨ ®¤­®¬ æ¨ª«¥ ®¡§®à  à ¤¨®«®ª æ¨®­­®© áâ ­æ¨¨, á«¥-

¤ïé¥© §  ª®á¬¨ç¥áª¨¬ ®¡ê¥ªâ®¬, ®¡ê¥ªâ ®¡­ àã�¨¢ ¥âáï á ¢¥à®-

ïâ­®áâìî p. �¡­ àã�¥­¨¥ ®¡ê¥ªâ  ¢ ª �¤®¬ æ¨ª«¥ ¯à®¨áå®¤¨â ­¥-

§ ¢¨á¨¬® ®â ¤àã£¨å. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯à¨ n æ¨ª« å

®¡ê¥ªâ ¡ã¤¥â ®¡­ àã�¥­?

3.51. �¬¥¥âáï m à ¤¨®«®ª æ¨®­­ëå áâ ­æ¨©, ª �¤ ï ¨§ ª®â®-

àëå §  ®¤¨­ æ¨ª« ®¡§®à  ®¡­ àã�¨¢ ¥â ®¡ê¥ªâ á ¢¥à®ïâ­®áâìî p
(­¥§ ¢¨á¨¬® ®â ¤àã£¨å æ¨ª«®¢ ¨ ¤àã£¨å áâ ­æ¨©). �  ¢à¥¬ï T ª -

�¤ ï áâ ­æ¨ï ãá¯¥¢ ¥â á¤¥« âì n æ¨ª«®¢. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®-

£®, çâ® §  ¢à¥¬ï T :  ) ®¡ê¥ªâ ®¡­ àã�¥­ å®âï ¡ë ®¤­®© áâ ­æ¨¥©;

¡) ®¡ê¥ªâ ®¡­ àã�¥­ ª �¤®© áâ ­æ¨¥©?

3.52. � �¤®¥ ¨§¤¥«¨¥ § ¢®¤  ¬®�¥â ¨¬¥âì ¤¥ä¥ªâ á ¢¥à®ïâ-

­®áâìî p. �§¤¥«¨¥ ¯à®¢¥àï¥âáï ®¤­¨¬ ª®­âà®«¥à®¬, ª®â®àë© ®¡-
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­ àã�¨¢ ¥â ¨¬¥îé¨©áï ¤¥ä¥ªâ á ¢¥à®ïâ­®áâìî α. �á«¨ ¤¥ä¥ªâ ­¥
®¡­ àã�¥­, ¨§¤¥«¨¥ ¨¤¥â ¢ £®â®¢ãî ¯à®¤ãªæ¨î. Ǳ® ®è¨¡ª¥ ª®­âà®-

«¥à ¬®�¥â § ¡à ª®¢ âì ¨§¤¥«¨¥ ­¥ ¨¬¥îé¥¥ ¤¥ä¥ªâ , ¢¥à®ïâ­®áâì

íâ®£® à ¢­  β. � ª®¢ë ¢¥à®ïâ­®áâ¨ á®¡ëâ¨©:  ) ¨§¤¥«¨¥ ¡ã¤¥â § -

¡à ª®¢ ­®; ¡) ¨§¤¥«¨¥ ¯à®¯ãé¥­® ¢ £®â®¢ãî ¯à®¤ãªæ¨î á ¤¥ä¥ª-

â®¬?

3.53. �â¥æ, �¥« ï ®¡®¤à¨âì áë­ , ¤¥« îé¥£® ãá¯¥å¨ ¢ è å-

¬ â å, ®¡¥é ¥â ¥¬ã ¯à¨§, ¥á«¨ áë­ ¢ë¨£à ¥â ã ­¥£® ¤¢¥ ¯ àâ¨¨

¯®¤àï¤ ¨§ âà¥å (¯®á«¥ ª �¤®© ¯ àâ¨¨ á®¯¥à­¨ª¨ ¬¥­ïîâáï ä¨-

£ãà ¬¨). � ª¨¬¨ ä¨£ãà ¬¨ á«¥¤ã¥â áë­ã ¨£à âì ¯¥à¢ãî ¯ àâ¨î,

¥á«¨ ¢¥à®ïâ­®áâì ¯®¡¥¤¨âì ¡¥«ë¬¨ ¡®«ìè¥, ç¥¬ ç¥à­ë¬¨?

§§§ 4. �®à¬ã«  ¯®«­®© ¢¥à®ïâ­®áâ¨ ¨ ä®à¬ã«ë � ©¥á 

Ǳãáâì ¯à®áâà ­áâ¢® í«¥¬¥­â à­ëå á®¡ëâ¨© Ω ¯à¥¤áâ ¢«¥­® ¢

¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï

Ω = H
1

∪H
2

∪ . . . ∪Hn, (17)

£¤¥ HiHj = ∅ (i, j = 1, 2, . . . , n ), i 6= j, â. ¥. á®¡ëâ¨ï Hi ¢ (17) ¯®-

¯ à­® ­¥á®¢¬¥áâ­ë¥. �®£¤  ¢¥à®ïâ­®áâì «î¡®£® á®¡ëâ¨ï A ¬®�¥â

¡ëâì ­ ©¤¥­  ¯® ä®à¬ã«¥

P (A) =

n∑

i=1

P (Hi)P (A|Hi). (18)

� ¢¥­áâ¢® (18) ­®á¨â ­ §¢ ­¨¥ ä®à¬ã«ë ¯®«­®© ¢¥à®ïâ­®áâ¨,

á®¡ëâ¨ï Hi (i = 1, 2, . . . , n) ç áâ® ­ §ë¢ îâ £¨¯®â¥§ ¬¨.
Ǳà¥¤¯®«®�¨¬ ¨§¢¥áâ­®, çâ® á®¡ëâ¨¥ A ®áãé¥áâ¢¨«®áì. �®£¤ 

¢¥à®ïâ­®áâì £¨¯®â¥§ë Hj ¡ã¤¥â à ¢­ 

P (Hj |A) =
P (Hj)P (A|Hj)

n∑

i=1

P (Hi)P (A|Hi)

, j = 1, . . . , n . (19)

� ¢¥­áâ¢  (19) | ä®à¬ã«ë � ©¥á , ¨«¨ ä®à¬ã«ë  ¯®áâ¥à¨®à-

­®© ¢¥à®ïâ­®áâ¨

(
 ¯à¨®à­ë¬¨ ¢¥à®ïâ­®áâï¬¨ ¡ã¤ãâ P (Hj)

)
.
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Ǳà¨¬¥à 10. �à¨ ¬ è¨­ë ¯à®¨§¢®¤ïâ ¡®«âë, ¯à¨ç¥¬ ¯¥à¢ ï

¬ è¨­  ¯à®¨§¢®¤¨â 20% ¢á¥© ¯à®¤ãªæ¨¨, ¢â®à ï ¬ è¨­  30% ¨

âà¥âìï ¬ è¨­  50%. �®«ï ¡à ª  ¢ ¯à®¤ãªæ¨¨ ¯¥à¢®© ¬ è¨­ë 5%.

¢ ¯à®¤ãªæ¨¨ ¢â®à®© ¬ è¨­ë 2% ¨ ¢ ¯à®¤ãªæ¨¨ âà¥âì¥© 1%. � ª®¢ 

¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ­ ã¤ çã ¢§ïâë© ¡®«â ®ª �¥âáï ¤¥ä¥ªâ­ë¬?

�¥è¥­¨¥. �ªá¯¥à¨¬¥­â á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¯à®¢¥àï¥âáï ­ ã-

¤ çã ¢§ïâë© ¡®«â. �«¥¬¥­â à­ëå ¨áå®¤®¢ ¤¢ : D | ¡®«â ¤¥ä¥ªâ-

­ë©, D | ¡®«â ª®­¤¨æ¨®­­ë©. �¡®§­ ç¨¬ Hi (i = 1, 2, 3) á®¡ëâ¨ï,
á®áâ®ïé¨¥ ¢ â®¬, çâ® ¡®«â á¤¥« ­ i-© ¬ è¨­®©. Ǳ® ãá«®¢¨î § -

¤ ç¨ P (H
1

) = 0.2 , P (H
2

) = 0.3 , P (H
3

) = 0.5 , P (D|H
1

) = 0.05 ,
P (D|H

2

) = 0.02 , P (D|H
3

) = 0.01 . �á¯®«ì§ãï ä®à¬ã«ã ¯®«­®© ¢¥-
à®ïâ­®áâ¨, ¯®«ãç¨¬

P (D) =

3∑

i=1

P (Hi)P (D|Hi) = 0.2 · 0.05 + 0.3 · 0.02 + 0.5 · 0.01 =

= 0.01 + 0.006+ 0.005 = 0.021 .

Ǳ®ª �¥¬ ¤àã£®¥ à¥è¥­¨¥.

� áá¬®âà¨¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ Ω á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å ¨§£®â®¢«¥­­ëå

âà¥¬ï ¬ è¨­ ¬¨ ¡®«â®¢. Ǳ® ãá«®¢¨î § ¤ ç¨ Ω = H
1

∪ H
2

∪ H
3

.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ D ¬­®�¥áâ¢® ¤¥ä¥ªâ­ëå ¡®«â®¢. �«®¢  "­ ã¤ çã

¢§ïâë© ¡®«â" ¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì ¢ á¬ëá«¥ à ¢­®¢¥à®ïâ­®áâ¨ ¢ë¡®-

à  í«¥¬¥­â®¢ ¨§ Ω. �®£¤  P (D) =

mD

n , £¤¥ n | ç¨á«® í«¥¬¥­-

â®¢ ¢ Ω, mD | ª®«¨ç¥áâ¢® ¤¥ä¥ªâ­ëå ¡®«â®¢. Ǳ® ãá«®¢¨î § ¤ ç¨

mH
1

= 0.2n, mH
2

= 0.3n, mH
3

= 0.5n. �«ï ã¤®¡áâ¢  ¢¢¥¤¥¬ ®¡®-

§­ ç¥­¨¥ mHiD | ª®«¨ç¥áâ¢® ¤¥ä¥ªâ­ëå ¡®«â®¢, ¨§£®â®¢«¥­­ëå

i-© ¬ è¨­®© (i = 1, 2, 3), â®£¤  mH
1

D = 0.05mH
1

, mH
2

D = 0.02mH
2

,

mH
3

D = 0.01mH
3

. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

mD = mH
1

D +mH
2

D +mH
3

D = 0.05mH
1

+ 0.02mH
2

+ 0.01mH
3

=

= 0.05 · 0.2n+ 0.02 · 0.3n+ 0.01 · 0.5n = 0.021n. (20)

� «¥¥, á®£« á­® ª« áá¨ç¥áª®¬ã á¯®á®¡ã ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¨,

¯®«ãç ¥¬

P (D) =
mD

n
=

0.021n

n
= 0.021 . (21)
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Ǳà¨­¨¬ ï ¢® ¢­¨¬ ­¨¥, çâ®

mHi

n = P (Hi) (i = 1, 2, 3) ¨

0.05 = P (D|H
1

), 0.02 = P (D|H
2

), 0.01 = P (D|H
3

), ¢®§¬®�­® ¯¥-

à¥äà §¨à®¢ âì (20) ¨ (21) ¢ ¢¨¤¥

P (D) =
mH

1

D

n
· 0.05 + mH

2

D

n
· 0.02 + mH

3

D

n
· 0.01 .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ­¥ª®â®àëå á«ãç ïå ä®à¬ã«  ¯®«­®© ¢¥à®ïâ-

­®áâ¨ ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ®â¢¥â, ¬¨­ãï ¯®áâà®¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢ 

í«¥¬¥­â à­ëå á®¡ëâ¨©.

Ǳà¨¬¥à 11. �§ ãà­ë, á®¤¥à� é¥© 15 ¡¥«ëå ¨ ¯ïâì ç¥à­ëå

è à®¢, á«ãç ©­® ¨§¢«¥ª îâ ®¤¨­ è à. Ǳ®á«¥ íâ®£® ¢ ãà­ã ª« ¤ãâ

¡¥«ë© è à. � â¥¬ ¨§ ãà­ë ¨§¢«¥ª îâ ¥é¥ ®¤¨­ è à. � ª®¢  ¢¥à®-

ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­ ¡¥«ë©?

�¥è¥­¨¥. �¢¥¤¥¬ á®¡ëâ¨ïH
1

| ¯¥à¢ë¬ ¨§¢«¥ç¥­ ¡¥«ë© è à,

H
2

| ¯¥à¢ë¬ ¨§¢«¥ç¥­ ç¥à­ë© è à, A | ¢â®àë¬ ¨§¢«¥ç¥­ ¡¥-

«ë© è à. �®£¤ , ¥á«¨ Ω | ¯à®áâà ­áâ¢® í«¥¬¥­â à­ëå á®¡ëâ¨©,

â® Ω = H
1

∪H
2

, H
1

H
2

= ∅, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,

P (A) = P (H
1

)P (A|H
1

) + P (H
2

)P (A|H
2

).

�á¯®«ì§ãï ª« áá¨ç¥áª¨© á¯®á®¡ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥©, ¯®«ã-

ç¨¬: P (H
1

) =

15

20

, P (H
2

) =

5

20

, P (A|H
1

) =

15

20

, P (A|H
2

) =

16

20

, ¨,

á«¥¤®¢ â¥«ì­®,

P (A) =
15

20

· 15
20

+

5

20

· 16
20

=

61

80

.

Ǳà¨¢¥¤¥¬ ¤àã£®¥ à¥è¥­¨¥ íâ®© § ¤ ç¨. �«ï ã¤®¡áâ¢  ¡ã¤¥¬

¯®« £ âì, çâ® ¢á¥ ¡¥«ë¥ è àë à §«¨ç¨¬ë, â®�¥ ¨ ¤«ï ç¥à­ëå è -

à®¢. � ¯à¨¬¥à, ¬®�­® ¯à¥¤¯®«®�¨âì, çâ® ¢á¥ ®­¨ § ­ã¬¥à®¢ ­ë.

�®£¤  ç¨á«® à §«¨ç­ëå ¯ à n = 20 · 20 | ç¨á«® à ¢­®¢®§¬®�­ëå

¨áå®¤®¢ ¢ Ω. Ǳ®¤áç¨â ¥¬ mA | ç¨á«® ¨áå®¤®¢, ¡« £®¯à¨ïâáâ¢ã-

îé¨å ®áãé¥áâ¢«¥­¨î á®¡ëâ¨ï A. �ã¤¥¬ ¨§¢«¥ç¥­¨¥ ¡¥«®£® è à 

®¡®§­ ç âì ¡ãª¢®© �,   ç¥à­®£® | �. �®£¤  á®¡ëâ¨î A ¡« £®¯à¨ïâ-

áâ¢ãîâ ¨áå®¤ë, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì § ¯¨á ­ë, ª ª (��) ¨«¨ (��).

� à¨ ­â®¢ (��) ¡ã¤¥â m
��

= 15 · 15, ¢ à¨ ­â®¢ (��) m
��

= 5 · 16
¨ mA = m

��

+m
��

= 15 · 15 + 5 · 16,   â®£¤ 

P (A) =
15 · 15 + 5 · 16

20 · 20 =

15

20

· 15
20

+

5

20

· 16
20

=

61

80

.

33



�à ¢­¨¢ ï íâ¨ ¤¢  à¥è¥­¨ï, ª ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯à¨¬¥à¥, ¢¨-

¤¨¬, çâ® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ä®à¬ã«ë ¯®«­®© ¢¥à®ïâ­®áâ¨ ¯®§¢®«ï¥â

à¥è¨âì § ¤ çã ­¥ § ­¨¬ ïáì ¯®áâà®¥­¨¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢  í«¥¬¥­â à-

­ëå á®¡ëâ¨©.

Ǳà¨¬¥à 12. �¥ª®â®à®¥ ¨§¤¥«¨¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¨§£®â®¢«¥­® ¯®

®¤­®© ¨§ ¤¢ãå â¥å­®«®£¨©. Ǳà¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ ¯¥à¢®© â¥å­®«®£¨¨

¢¥à®ïâ­®áâì ¡à ª  α
1

, ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ ¢â®à®© α
2

. � ª®¢  ¢¥à®-

ïâ­®áâì ¯®«ãç¨âì ¡à ª®¢ ­­®¥ ¨§¤¥«¨¥, ¥á«¨ íâ¨ â¥å­®«®£¨¨ ¯à¨-

¬¥­ïîâáï á ¢¥à®ïâ­®áâï¬¨ p
1

¨ p
2

? �§¢¥áâ­®, çâ® ¨§¤¥«¨¥ ¨¬¥¥â

¤¥ä¥ªâ. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¡ë«  ¨á¯®«ì§®¢ ­  ¢â®à ï

â¥å­®«®£¨ï?

�¥è¥­¨¥. ¢¢¥¤¥¬ á®¡ëâ¨ï D | ¨§¤¥«¨¥ ¡à ª®¢ ­­®¥, Hi

(i = 1, 2) | ¨á¯®«ì§®¢ ­  i-ï â¥å­®«®£¨ï. �®£¤ , á®£« á­® (18),

P (D) = P (H
1

)P (D|H
1

) + P (H
2

)P (D|H
2

).

Ǳ® ãá«®¢¨î § ¤ ç¨ P (H
1

) = p
1

, P (H
2

) = p
2

, P (D|H
1

) = α
1

,

P (D|H
2

) = α
2

, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, P (D) = α
1

p
1

+ α
2

p
2

.

�á«¨ ¨§¤¥«¨¥ ¤¥ä¥ªâ­®, â® ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­® ¡ë-

«® ¨§£®â®¢«¥­® ¯® ¯¥à¢®© â¥å­®«®£¨¨, ¥áâì ãá«®¢­ ï ¢¥à®ïâ-

­®áâì P (H
1

|D). �®£« á­® ä®à¬ã« ¬ � ©¥á  (19), ¨¬¥¥¬

P (H
1

|D) = α
1

p
1

α
1

p
1

+ α
2

p
2

.

4.1. �¬¥îâáï ¤¢¥ ãà­ë ®¤¨­ ª®¢®£® ¢­¥è­¥£® ¢¨¤ . � ®¤­®© ¨§

­¨å ¯ïâì ¡¥«ëå è à®¢ ¨ ¯ïâì ç¥à­ëå, ¢ ¤àã£®© 15 ¡¥«ëå ¨ ¯ïâì ç¥à-

­ëå. � ã£ ¤ ¢ë¡¨à îâ ®¤­ã ãà­ã ¨ ¨§¢«¥ª îâ ¨§ ­¥¥ è à. � ª®¢ 

¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ®â è à ¡¥«ë©?

4.2. �§ ãà­ë, á®¤¥à� é¥© è¥áâì ¡¥«ëå è à®¢ ¨ ç¥âëà¥ ç¥à-

­ëå, á«ãç ©­® ¨§¢«¥ª îâ ®¤¨­ è à. Ǳ®á«¥ íâ®£® ¢ ãà­ã ª« ¤ãâ

¡¥«ë© è à. � â¥¬ ¨§ ãà­ë ¨§¢«¥ª îâ ¥é¥ ®¤¨­ è à. � ª®¢  ¢¥à®-

ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ®â è à ¡¥«ë©?

4.3. �§ ãà­ë, á®¤¥à� é¥© è¥áâì ¡¥«ëå è à®¢ ¨ ç¥âëà¥ ç¥à-

­ëå, á«ãç ©­® ¨§¢«¥ª îâ ¤¢  è à . �¥«ë¥ è àë ¢®§¢à é îâ ¢

ãà­ã, ç¥à­ë¥ | ­¥â. � â¥¬ ¨§ ãà­ë ¨§¢«¥ª îâ ¥é¥ ¤¢  è à . � -

ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ¨ è àë ¡ã¤ãâ ®¡  ¡¥«ë¬¨?
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4.4. � ­¥ª®â®à®© ¬¥áâ­®áâ¨ 20% �¥­é¨­ ¨ 50% ¬ã�ç¨­ «î¡ïâ

¯®á¥é âì á¯®àâ¨¢­ë¥ ¬¥à®¯à¨ïâ¨ï. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®

á«ãç ©­® ¢ë¡à ­­®¥ «¨æ® «î¡¨â ¯®á¥é âì á¯®àâ¨¢­ë¥ ¬¥à®¯à¨ï-

â¨ï, ¥á«¨ ¬ã�ç¨­ ¨ �¥­é¨­ ®¤¨­ ª®¢®¥ ç¨á«®?

4.5. �¡®àª  ¯à¨¡®à  ¬®�¥â ¯à®¨áå®¤¨âì ¯à¨ ­®à¬ «ì­®¬ ®á¢¥-

é¥­¨¨ ¨ ¯à¨ ãåã¤è¥­­®¬. Ǳà¨ ­®à¬ «ì­®¬ ®á¢¥é¥­¨¨ ¢¥à®ïâ­®áâì

ª ç¥áâ¢¥­­®© á¡®àª¨ 0.9, ¯à¨ ãåã¤è¥­­®¬ 0.5. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì
ª ç¥áâ¢¥­­®© á¡®àª¨ ¯à¨¡®à , ¥á«¨ ­®à¬ «ì­®¥ ®á¢¥é¥­¨¥ ¡ë¢ ¥â

¢ 90% á«ãç ïå à ¡®âë?

4.6. Ǳà¨¡®à ¬®�¥â à ¡®â âì ¢ ¤¢ãå à¥�¨¬ å: ­®à¬ «ì­®¬ ¨

­¥­®à¬ «ì­®¬. �®à¬ «ì­ë© à¥�¨¬ ­ ¡«î¤ ¥âáï ¢ 80% ¢á¥å á«ã-

ç ¥¢ à ¡®âë ¯à¨¡®à . �¥à®ïâ­®áâì ¢ëå®¤  ¯à¨¡®à  ¨§ áâà®ï §  ¢à¥-

¬ï t ¢ ­®à¬ «ì­®¬ à¥�¨¬¥ à ¢­  0.1, ¢ ­¥­®à¬ «ì­®¬ 0.7. � ª®¢ 
¢¥à®ïâ­®áâì ¢ëå®¤  ¯à¨¡®à  ¨§ áâà®ï §  ¢à¥¬ï t?

4.7.�¬¥îâáï ¤¢¥ ãà­ë, ¢ ¯¥à¢®© ¯ïâì ¡¥«ëå è à®¢ ¨ ¯ïâì ç¥à-

­ëå, ¢® ¢â®à®© | ç¥âëà¥ ¡¥«ëå ¨ è¥áâì ç¥à­ëå. �§ ¢â®à®© ãà­ë ¢

¯¥à¢ãî ¯¥à¥«®�¨«¨ ­¥ £«ï¤ï ®¤¨­ è à. Ǳ®á«¥ ç¥£® ¨§ ¯¥à¢®© ãà­ë

¤®áâ «¨ ®¤¨­ è à. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ®â è à ¡¥«ë©?

4.8. � ãà­¥ ¯ïâì ¡¥«ëå è à®¢ ¨ ¯ïâì ç¥à­ëå. �§ ­¥¥ ¤®áâ «¨

¤¢  è à . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®­¨ à §­ëå æ¢¥â®¢?

4.9. �¬¥îâáï ¤¢¥ ãà­ë, ¢ ¯¥à¢®© a ¡¥«ëå è à®¢ ¨ b ç¥à­ëå,
¢® ¢â®à®© c ¡¥«ëå ¨ d ç¥à­ëå. �§ ¯¥à¢®© ãà­ë ¢® ¢â®àãî ¯¥à¥-

ª« ¤ë¢ îâ ­¥ £«ï¤ï ¤¢  è à . Ǳ®á«¥ ç¥£® ¨§ ¢â®à®© ãà­ë ¤®áâ «¨

®¤¨­ è à. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ®â è à ¡¥«ë©?

4.10. �àã¯¯  áâã¤¥­â®¢ á®áâ®¨â ¨§ a ®â«¨ç­¨ª®¢, b å®à®è®

ãá¯¥¢ îé¨å ¨ c § ­¨¬ îé¨åáï á« ¡®. �â«¨ç­¨ª¨ ­  ¯à¥¤áâ®ïé¥¬
íª§ ¬¥­¥ ¬®£ãâ ¯®«ãç¨âì â®«ìª® ®â«¨ç­ë¥ ®æ¥­ª¨. �®à®è® ãá¯¥¢ -

îé¨¥ áâã¤¥­âë ¬®£ãâ ¯®«ãç¨âì á à ¢­ë¬¨ ¢¥à®ïâ­®áâï¬¨ å®à®è¨¥

¨ ®â«¨ç­ë¥ ®æ¥­ª¨. �« ¡® § ­¨¬ îé¨¥ áâã¤¥­âë ¬®£ãâ ¯®«ãç¨âì

á à ¢­®© ¢¥à®ïâ­®áâìî å®à®è¨¥, ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì­ë¥ ¨ ­¥ã¤®¢«¥-

â¢®à¨â¥«ì­ë¥ ®æ¥­ª¨. �«ï á¤ ç¨ íª§ ¬¥­  ­ ã£ ¤ ¢ë§ë¢ îâ ®¤­®-

£® áâã¤¥­â . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯®«ãç¥­­ ï ¨¬ ®æ¥­ª 

¡ã¤¥â:  ) ®â«¨ç­®©; ¡) å®à®è¥© ¨«¨ ®â«¨ç­®©; ¢) å®âï ¡ë ã¤®¢«¥-

â¢®à¨â¥«ì­®©?

4.11. Ǳà¨¡®à á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ¤ã¡«¨àãîé¨å ¤àã£ ¤àã£  ã§«®¢ I

¨ II (á¬. à¨áã­®ª) ¨ ¬®�¥â á«ãç ©­ë¬ ®¡à §®¬ à ¡®â âì ¢ ®¤­®¬ ¨§
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¤¢ãå à¥�¨¬®¢: ¡« £®¯à¨ïâ­®¬ ¨

­¥¡« £®¯à¨ïâ­®¬. � ¡« £®¯à¨ïâ-

­®¬ à¥�¨¬¥ ­ ¤¥�­®áâì ª �¤®£®

¨§ ã§«®¢ à ¢­  p
1

, ¢ ­¥¡« £®¯à¨-

ïâ­®¬ p
2

. �¥à®ïâ­®áâì à ¡®âë ¢

¡« £®¯à¨ïâ­®¬ à¥�¨¬¥ à ¢­  α. � ª®¢  ¯®«­ ï ­ ¤¥�­®áâì ¯à¨-

¡®à ?

II

I

4.12. Ǳà®¨§¢®¤¨âáï ¤¢  ¢ëáâà¥«  ¯® æ¥«¨ á ¢¥à®ïâ­®áâìî ¯®-

¯ ¤ ­¨ï ¯à¨ ª �¤®¬ ¢ëáâà¥«¥ p. Ǳà¨ ®¤­®¬ ¯®¯ ¤ ­¨¨ æ¥«ì ¡ë¢ -

¥â ¯®à �¥­  á ¢¥à®ïâ­®áâìî α, ¯à¨ ¤¢ãå á ¯®«­®© ¤®áâ®¢¥à­®áâìî.
 ) � ©â¨ ¢¥à®ïâ­®áâì ¯®à �¥­¨ï æ¥«¨; ¡) ¥á«¨ æ¥«ì ¯®à �¥­ , â®

ª ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¡ë«® â®«ìª® ®¤­® ¯®¯ ¤ ­¨¥?

4.13. � ¢®¤ ¨§£®â®¢«ï¥â ¨§¤¥«¨ï, ª �¤®¥ ¨§ ª®â®àëå á ¢¥à®-

ïâ­®áâìî p ¨¬¥¥â ¤¥ä¥ªâ. � æ¥å¥ ¨§¤¥«¨¥ á à ¢­®© ¢¥à®ïâ­®áâìî

®á¬ âà¨¢ ¥âáï ®¤­¨¬ ¨§ ¤¢ãå ª®­âà®«¥à®¢. Ǳ¥à¢ë© ª®­âà®«¥à ®¡-

­ àã�¨¢ ¥â ¨¬¥îé¨©áï ¤¥ä¥ªâ á ¢¥à®ïâ­®áâìî p
1

, ¢â®à®© | á ¢¥-

à®ïâ­®áâìî p
2

. �à®¬¥ â®£®, á ¢¥à®ïâ­®áâï¬¨ α
1

¨ α
2

, á®®â¢¥âáâ¢¥­-

­®, ª®­âà®«¥àë ¬®£ãâ § ¡à ª®¢ âì ª®­¤¨æ¨®­­®¥ ¨§¤¥«¨¥. � ª®¢ 

¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ¨§¤¥«¨¥ § ¡à ª®¢ ­®; ¡) ¨§¤¥«¨¥ ¨¬¥¥â

¤¥ä¥ªâ, ­® ­¥ § ¡à ª®¢ ­®; ¢) ¨¬¥¥â ¤¥ä¥ªâ, ¥á«¨ ¨§¢¥áâ­®, çâ® ®­®

§ ¡à ª®¢ ­®?

4.14. �«ï ¨§£®â®¢«¥­¨ï ­¥ª®â®à®£® ¯à¥¯ à â  ¬®�¥â ¡ëâì ¨á-

¯®«ì§®¢ ­® ¤¢  ¢¨¤  áëàìï A ¨ B, ª®â®àë¥ ¯®áâã¯ îâ ­  áª« ¤ á ¢¥-

à®ïâ­®áâï¬¨ 0.3 ¨ 0.7 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �á«¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­® áëàì¥ A,
â® ¯à¨ ®âª«®­¥­¨ïå ®â â¥å­®«®£¨¨ ¯à¥¯ à â áâ ­®¢¨âáï â®ªá¨ç­ë¬

á ¢¥à®ïâ­®áâìî 0.2. Ǳà¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ áëàìï B, íâ  ¢¥à®ïâ­®áâì

à ¢­  0.1. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì ¯®«ãç¥­¨ï ­¥â®ªá¨ç­®£® ¯à¥¯ à â ,
¥á«¨ ®âª«®­¥­¨ï ®â â¥å­®«®£¨¨ ¢®§­¨ª îâ á ¢¥à®ïâ­®áâìî 0.15?

4.15. �â¥æ ¨ áë­ ç áâ® ¨£à îâ ¢ è å¬ âë, ®¯à¥¤¥«ïï á ¯®¬®-

éìî �à¥¡¨ï, ªâ® ª ª¨¬¨ ä¨£ãà ¬¨ ¨£à ¥â. �á«¨ ¬ «ìç¨ª ¨£à ¥â

¡¥«ë¬¨, â® ¢ë¨£àë¢ ¥â á ¢¥à®ïâ­®áâìî α,   ¥á«¨ ç¥à­ë¬¨, â® á

¢¥à®ïâ­®áâìî β. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®â¥æ ¯à®¨£à ¥â ¯ à-
â¨î?

4.16. � ãà­ã, á®¤¥à� éãî n è à®¢, ®¯ãé¥­ ¡¥«ë© è à. � ª®-

¢  ¢¥à®ïâ­®áâì ¨§¢«¥çì ¨§ íâ®£® á®áã¤  ¡¥«ë© è à, ¥á«¨ ¢á¥ ¯à¥¤-

¯®«®�¥­¨ï ® ¯¥à¢®­ ç «ì­®¬ ç¨á«¥ ¡¥«ëå è à®¢ ¢ ãà­¥ à ¢­®¢®§-

¬®�­ë?
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4.17. � ïé¨ª¥ ­ å®¤ïâáï 15 â¥­­¨á­ëå ¬ïç¥©, ¨§ ª®â®àëå ¤¥-

¢ïâì ­®¢ëå. �«ï ¯¥à¢®© ¨£àë ­ ã£ ¤ ¡¥àãâáï âà¨ ¬ïç , ª®â®àë¥

¯®á«¥ ¨£àë ¢®§¢à é îâáï ¢ ïé¨ª. �«ï ¢â®à®© ¨£àë â ª�¥ ­ ã£ ¤

¡¥àãâ âà¨ ¬ïç . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢á¥ ¬ïç¨, ¢§ïâë¥

¤«ï ¢â®à®© ¨£àë, ­®¢ë¥?

4.18. �§ ¯ àâ¨¨ ¢ ¯ïâì ¨§¤¥«¨© ­ ã¤ çã ¢§ïâ® ®¤­® ¨§¤¥«¨¥,

®ª § ¢è¥¥áï ¡à ª®¢ ­­ë¬. �®«¨ç¥áâ¢® ¡à ª®¢ ­­ëå ¨§¤¥«¨© à ¢-

­®¢®§¬®�­®. � ª®¥ ¯à¥¤¯®«®�¥­¨¥ ® ª®«¨ç¥áâ¢¥ ¡à ª®¢ ­­ëå ¨§-

¤¥«¨© ­ ¨¡®«¥¥ ¢¥à®ïâ­®?

4.19. �§ ¤¢ãå ¡«¨§­¥æ®¢ ¯¥à¢ë© | ¬ «ìç¨ª. � ª®¢  ¢¥à®ïâ-

­®áâì â®£®, çâ® ¤àã£®© à¥¡¥­®ª â®�¥ ¬ «ìç¨ª, ¥á«¨ áà¥¤¨ ¡«¨§­¥-

æ®¢ ¢¥à®ïâ­®áâì à®�¤¥­¨ï ¤¢ãå ¬ «ìç¨ª®¢ ¨ ¤¢ãå ¤¥¢®ç¥ª á®®â-

¢¥âáâ¢¥­­® à ¢­ë α ¨ β,   ¤«ï à §­®¯®«ëå ¡«¨§­¥æ®¢ ¢¥à®ïâ­®áâ¨
à®¤¨âìáï ¯¥à¢ë¬ ¤«ï ®¡®¨å ¯®«®¢ ®¤¨­ ª®¢ë¥?

4.20. �à­  á®¤¥à�¨â ®¤¨­ è à, ¯à® ª®â®àë© ¨§¢¥áâ­®, çâ® ®­

ç¥à­ë© ¨«¨ ¡¥«ë© á ®¤¨­ ª®¢ë¬¨ ¢¥à®ïâ­®áâï¬¨. � ãà­ã ª« ¤ãâ

®¤¨­ ¡¥«ë© è à ¨ § â¥¬ ­ ã¤ çã ¨§¢«¥ª îâ ®¤¨­ è à. �­ ®ª § «áï

¡¥«ë¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®áâ ¢è¨©áï ¢ ãà­¥ è à â®�¥

¡¥«ë©?

4.21.Ǳ®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ ¤¢ã¬ ¨£à®ª ¬ ¢ "¯®¤ª¨¤­®£® ¤ãà ª "

(¨£à îâ ª®«®¤®©, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢, à §¤ îâ ¯® è¥áâì ª àâ,

ª®§ëà­ãî ¬ áâì ®¯à¥¤¥«ïîâ ¯® á«¥¤ãîé¥© ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ¥)

ã ®¤­®£® ¨§ ¨£à®ª®¢ ®ª § «áï âã§ ç¥à¢¥©. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®,

çâ® ã ­¥£® ª®§ëà­®© âã§?

4.22. �®«®¤ã, á®¤¥à� éãî 32 «¨áâ  ¯® ¢®á¥¬ì ª àâ ª �¤®© ¨§

ç¥âëà¥å ¬ áâ¥©, à §¤ îâ ¯® á¥¬ì ª àâ á«ãç ©­ë¬ ®¡à §®¬ ç¥âë-

à¥¬ ¨£à îé¨¬. �áâ ¢è¨¥áï ç¥âëà¥ ª àâë ª« ¤ãâ ¢ ¯à¨ªã¯. � ª®-

¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® å®âï ¡ë ã ®¤­®£® ¨£à îé¥£® ®ª �ãâáï ¯®

ªà ©­¥© ¬¥à¥ âà¨ á¥¬¥àª¨?

4.23. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ

¤¢ã¬ ¨£à®ª ¬ ¢ "¯®¤ª¨¤­®£® ¤ãà ª " (¨£à îâ ª®«®¤®©, á®¤¥à� -

é¥© 36 «¨áâ®¢, à §¤ îâ ¯® è¥áâì ª àâ, ª®§ëà­ãî ¬ áâì ®¯à¥¤¥«ïîâ

¯® á«¥¤ãîé¥© ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ¥) ã á¤ ¢ ¢è¥£® ¨£à®ª  ®ª �ãâáï

å®âï ¡ë ¤¢  ¨§ âà¥å áâ àè¨å ª®§ëà¥©?

4.24. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ

¤¢ã¬ ¨£à®ª ¬ ¢ "¯®¤ª¨¤­®£® ¤ãà ª " (¨£à îâ ª®«®¤®©, á®¤¥à� -
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é¥© 36 «¨áâ®¢, à §¤ îâ ¯® è¥áâì ª àâ, ª®§ëà­ãî ¬ áâì ®¯à¥¤¥«ïîâ

¯® á«¥¤ãîé¥© ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ¥) ã á¤ ¢ ¢è¥£® ¨£à®ª  ®ª �ãâáï

ª®§ëà­ë¥ ª®à®«ì ¨ ¤ ¬  ¨ ­¥ ¡ã¤¥â ª®§ëà­®£® âã§ ?

4.25. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ

¤¢ã¬ ¨£à®ª ¬ ¢ "¯®¤ª¨¤­®£® ¤ãà ª " (¨£à îâ ª®«®¤®©, á®¤¥à� -

é¥© 36 «¨áâ®¢, à §¤ îâ ¯® è¥áâì ª àâ, ª®§ëà­ãî ¬ áâì ®¯à¥¤¥«ïîâ

¯® á«¥¤ãîé¥© ¯®á«¥ à §¤ ç¨ ª àâ¥) ã á¤ ¢ ¢è¥£® ¨£à®ª  ®ª �¥âáï

ª®§ëà­®© âã§ ¨ ­¥ ¡ã¤¥â å®âï ¡ë ®¤­®© ª àâë ¨§ âà¥å: ª®§ëà­ëå

ª®à®«ï, ¤ ¬ë ¨«¨ ¢ «¥â ?

§§§ 5. �¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ¢¥à®ïâ­®áâì

� ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ­¨�¥ § ¤ ç å ¢¥à®ïâ­®áâì ¬®�¥â ¡ëâì ¢ëç¨-

á«¥­  ª ª ®â­®è¥­¨¥ ¬¥àë

∗
â®£® ¬­®�¥áâ¢ , ¯®¯ ¤ ­¨¥ â®çª¨ ¢

ª®â®à®¥ ¡« £®¯à¨ïâáâ¢ã¥â ­ áâã¯«¥­¨î á®¡ëâ¨ï, ª ¬¥à¥ â®£® ¬­®-

�¥áâ¢ , ªã¤  â®çª  ¯à¨ á«ãç ©­®¬ ¡à®á ­¨¨ ¬®�¥â ¯®¯ áâì.

Ǳà¨¬¥à 13. � ªàã£ ¢¯¨á ­ ¯à ¢¨«ì­ë© è¥áâ¨ã£®«ì­¨ª. �«ã-

ç ©­® ¢ë¡¨à ¥âáï â®çª  ¨§ ªàã£ . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®

íâ  â®çª  ¡ã¤¥â ­ å®¤¨âìáï ¢ è¥áâ¨ã£®«ì­¨ª¥?

�¥è¥­¨¥. Ǳãáâì à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ªàã£ à ¤¨ãá  r. �®£¤  ¥£®
¯«®é ¤ì à ¢­  S

ªà

= πr2. Ǳ«®é ¤ì ¢¯¨á ­­®£® è¥áâ¨ã£®«ì­¨ª 

ã¤®¡­® ¢ëç¨á«¨âì ª ª áã¬¬ã ¯«®é ¤¥© è¥áâ¨ ®¤¨­ ª®¢ëå ¯à -

¢¨«ì­ëå âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ ¨§ ª®â®àëå ®­ á®áâ®¨â. �«¨­  áâ®à®­ë

ª �¤®£® ¨§ â ª¨å âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ à ¢­  r,   ¯«®é ¤ì, ¯® ¨§¢¥áâ-

­®© ä®à¬ã«¥, ¥áâì S
âà

=

√
3r2

4

. � ¨â®£¥, ¯«®é ¤ì è¥áâ¨ã£®«ì­¨-

ª  S
è

= 6S
âà

=

3

√
3r2

2

,   ¨áª®¬ ï ¢¥à®ïâ­®áâì à ¢­  p = S
è

S
ªà

=

3

√
3

2π .

5.1. � ª¢ ¤à â ¢¯¨á ­ ªàã£. �«ãç ©­® ¢ë¡¨à ¥âáï â®çª  ¨§

ª¢ ¤à â . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ  â®çª  ¡ã¤¥â ­ å®¤¨âìáï

¢ ªàã£¥?

5.2. � ªàã£ ¢¯¨á ­ ª¢ ¤à â. �«ãç ©­® ¢ë¡¨à ¥âáï â®çª  ¨§

ªàã£ . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ  â®çª  ¡ã¤¥â ­ å®¤¨âìáï ¢

ª¢ ¤à â¥?

∗
�¥à  | ®¡®¡é¥­¨¥ â¥à¬¨­®¢ "¤«¨­ ", "¯«®é ¤ì", "®¡ê¥¬".
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5.3. � ª¢ ¤à â ¢¯¨á ­ ªàã£, ¢ ª®â®àë© ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì ¢¯¨-

á ­ ª¢ ¤à â. �«ãç ©­® ¢ë¡¨à ¥âáï â®çª  ¨§ ®¯¨á ­­®£® ª¢ ¤à â .

� ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ  â®çª  ¡ã¤¥â ­ å®¤¨âìáï ¢® ¢¯¨-

á ­­®¬ ª¢ ¤à â¥?

5.4. � ªàã£ ¢¯¨á ­ ª¢ ¤à â, ¢ ª®â®àë© ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì ¢¯¨-

á ­ ªàã£. �«ãç ©­® ¢ë¡¨à ¥âáï â®çª  ¨§ ®¯¨á ­­®£® ªàã£ . � ª®-

¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® íâ  â®çª  ¡ã¤¥â ­ å®¤¨âìáï ¢® ¢¯¨á ­­®¬

ªàã£¥?

5.5. �  á¥£¬¥­â¥ [0; 3℄ á«ãç ©­® ¨ ­¥§ ¢¨á¨¬® ¢ë¡¨à îâ ç¨-

á«  a ¨ b. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® x ¨ y, ï¢«ïîé¨¥áï à¥è¥­¨ï-

¬¨ á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨©

{
2x− 3y = a,
3x− 2y = b

, ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬:

 )

{
x > 0,
y > 0

; ¡)

{
x > 0,
y 6 0

?

5.6. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® x ¨ y, ï¢«ïîé¨¥áï à¥è¥­¨-

ï¬¨ á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨©

{
x− y = a,
x+ y = b

, ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬

{
x > 0,
y 6 0

, ¥á«¨ a ¨ b ¢ë¡¨à îâ á«ãç ©­® ¨ ­¥§ ¢¨á¨¬® ¨ a ∈ [0; 4℄,

b ∈ [−2; 0℄?
5.7. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® x ¨ y, ï¢«ïîé¨¥áï à¥è¥-

­¨ï¬¨ á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨©

{
αx− βy = 2,
αx+ βy = 2

, ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®-

¢¨ï¬

{
x > 0,
y > −1 , ¥á«¨ α ¨ β ¢ë¡¨à îâ á«ãç ©­® ¨ ­¥§ ¢¨á¨¬® ¨

α ∈ [−5; 2℄, β ∈ (0; 1℄?

5.8. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨©

x2 − px+ q = 0, y2 + y + p = 0, ¡ã¤ãâ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ ¨ ¤«ï ­¨å ¡ã-

¤¥â á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­áâ¢® (x
1

+ x
2

)y
1

y
2

> (y
1

+ y
2

)x
1

x
2

, ¥á«¨ p
¨ q ¢ë¡¨à îâ á«ãç ©­® ¨ ­¥§ ¢¨á¨¬® ¨ p ∈ [0; 3℄, q ∈ [1; 4℄?

5.9. � à ¢­®áâ®à®­­¥¬ âà¥ã£®«ì­¨ª¥ ABC á«ãç ©­® ¢ë¡¨à îâ

â®çªã M ¨ á®¥¤¨­ïîâ ¥¥ á ¢¥àè¨­ ¬¨ B ¨ C. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì

â®£®, çâ® ¯«®é ¤ì ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª  ABMC á®áâ ¢¨â ­¥ ¡®«¥¥

1

5

®â ¯«®é ¤¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC?

5.10. � ª¢ ¤à â á ¢¥àè¨­ ¬¨ (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0) ­ ã¤ çã
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¡à®è¥­  â®çª  M. Ǳãáâì ξ ¨ η ¥¥ ª®®à¤¨­ âë. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì
â®£®, çâ® ª®à­¨ ãà ¢­¥­¨ï x2 + ξx+ η = 0 ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¥?

5.11. �  ®âà¥§®ª ­ ã¤ çã ¡à®á îâ âà¨ â®çª¨, ®¤­ã §  ¤àã£®©.

� ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® âà¥âìï ¯® áç¥âã â®çª  ã¯ ¤¥â ¬¥�¤ã

¤¢ã¬ï ¯¥à¢ë¬¨?

5.12. �  ®ªàã�­®áâ¨ à ¤¨ãá®¬ r ­ ã¤ çã ­¥§ ¢¨á¨¬® ¢ë¡¨à -
îâáï ¤¢¥ â®çª¨ ¨ á®¥¤¨­ïîâáï å®à¤®©. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®,

çâ® ¤«¨­  å®à¤ë ¯à¥¢ëá¨â

√
3 · r?

5.13. �  ®ªàã�­®áâ¨ à ¤¨ãá®¬ r ­ ã¤ çã ¢ë¡¨à ¥âáï â®çª 

¨ ç¥à¥§ ­¥¥ ¯à®¢®¤¨âáï ¤¨ ¬¥âà. �  ¤¨ ¬¥âà¥ ­ ã¤ çã ¢ë¡¨à ¥â-

áï â®çª  | á¥à¥¤¨­  å®à¤ë, ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­®© ¤¨ ¬¥âàã. � ª®¢ 

¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¤«¨­  ¯®«ãç¥­­®© å®à¤ë ¯à¥¢§®©¤¥â

√
3 · r?

5.14. �­ãâà¨ ªàã£ , à ¤¨ãá  r ­ ã¤ çã ¢ë¡¨à ¥âáï â®çª . �¥-
à¥§ íâã â®çªã ¯à®¢®¤¨âáï ¤¨ ¬¥âà ¨ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ ï ¥¬ã å®à¤ .

� ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯®«ãç¥­­ ï å®à¤  ¯à¥¢§®©¤¥â ¯® ¢¥-

«¨ç¨­¥

√
3 · r?

5.15. �¢  «¨æ  ãá«®¢¨«¨áì ¢áâà¥â¨âìáï ¢ ®¯à¥¤¥«¥­­®¬ ¬¥áâ¥

¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï ¨ âà¥¬ï ç á ¬¨ ¤­ï, ¯à¨ç¥¬ ¤®£®¢®à¨«¨áì �¤ âì

¤àã£ ¤àã£  ­¥ ¡®«¥¥ 10 ¬¨­ãâ. �ç¨â ï, çâ® ¬®¬¥­â ¯à¨å®¤  ­ 

¢áâà¥çã ¢ë¡¨à ¥âáï ª �¤ë¬ "­ ã¤ çã" ¢ ¯à¥¤¥« å ãª § ­­®£® ç -

á , ­ ©â¨ ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢áâà¥ç  á®áâ®¨âáï.

5.16. �â¥à�¥­ì á«®¬ «¨ ¢ ¤¢ãå á«ãç ©­® ¢ë¡à ­­ëå â®çª å.

� ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¨§ âà¥å ¯®«ãç¨¢è¨åáï ç áâ¥© ¬®�­®

á®áâ ¢¨âì âà¥ã£®«ì­¨ª?

5.17. �ãá®ª ¯à®¢®«®ª¨ ¤«¨­®î 20 á¬ ¡ë« á®£­ãâ ¢ ­ ã¤ çã ¢ë-

¡à ­­®© â®çª¥. Ǳ®á«¥ íâ®£®, ¯¥à¥£­ã¢ ¯à®¢®«®ªã ¥é¥ ¢ ¤¢ãå ¬¥áâ å

(­¥ «®¬ ï ¥¥), á¤¥« «¨ ¯àï¬®ã£®«ì­ãî à ¬ªã. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì

â®£®, çâ® ¯«®é ¤ì ¯®«ãç¥­­®© à ¬ª¨ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 21 á¬

2

?

5.18. �®çª¨ A(0, 0), B(1, 0), C(1, 1), D(0, 1) | ¢¥àè¨­ë ª¢ -

¤à â . �®çª  M
(
1

4

, 1
2

)
á®¥¤¨­¥­  á ¢¥àè¨­ ¬¨ ª¢ ¤à â . � ª®¢ 

¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¤¢¥ â®çª¨, á«ãç ©­® ¡à®è¥­­ë¥ ¢ ª¢ ¤à â

ABCD, ¯®¯ ¤ãâ ¯® ®¤­®© ¢ ¤¢  «î¡ëå âà¥ã£®«ì­¨ª , ¨¬¥îé¨¥ ®¡-
éãî áâ®à®­ã?
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§§§ 6. Ǳ®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¨á¯ëâ ­¨©.
�å¥¬  �¥à­ã««¨

1. � å®�¤¥­¨¥ ¢¥à®ïâ­®áâ¥© á®¡ëâ¨©. Ǳãáâì n à § ¯®-

¢â®àï¥âáï ­¥ª®â®àë© íªá¯¥à¨¬¥­â. �á«¨ à¥§ã«ìâ âë ¢á¥å n íªá-

¯¥à¨¬¥­â®¢ | á®¡ëâ¨ï ­¥§ ¢¨á¨¬ë¥ ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨, â® £®¢®àïâ,

çâ® ¨¬¥¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¨á¯ëâ ­¨©. � ç áâ-

­®áâ¨, ¥á«¨ n à § ¯®¢â®àï¥âáï íªá¯¥à¨¬¥­â á ¯à®áâà ­áâ¢®¬ í«¥-

¬¥­â à­ëå á®¡ëâ¨© Ω = {ω, ω}, ¨ ¯à¨ íâ®¬ ¢¥à®ïâ­®áâ¨ P (ω) = p
¨ P (ω) = 1− p = q (â. ¥. p+ q = 1) ­¥ § ¢¨áïâ ®â ­®¬¥à  íªá¯¥à¨-

¬¥­â , â® â ªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¨á¯ëâ ­¨© ­ -

§ë¢ îâ áå¥¬®© �¥à­ã««¨. �¡é¥¯à¨­ïâ® ®¡®§­ ç¥­¨¥ Pn(m) | ¢¥-

à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢ áå¥¬¥ �¥à­ã««¨, á®áâ®ïé¥© ¨§ n ­¥§ ¢¨á¨¬ëå
íªá¯¥à¨¬¥­â®¢, á®¡ëâ¨¥ ω ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï à®¢­® m à §. �§¢¥áâ­ 

ä®à¬ã«  �¥à­ã««¨

Pn(m) = Cm
n pmqn−m. (22)

� ¨¢¥à®ïâ­¥©è¨¬ ç¨á«®¬ ®áãé¥áâ¢«¥­¨© á®¡ëâ¨ï ω ­ §ë-

¢ ¥âáï ç¨á«® m
0

, ¯à¨ ª®â®à®¬ ¢¥à®ïâ­®áâì Pn(m) ¯à¨­¨¬ -

¥â ­ ¨¡®«ìè¥¥ §­ ç¥­¨¥. �á«¨ (np− q) | ç¨á«® ­¥ æ¥«®¥,

â® m
0

= [np− q℄ + 1

∗
¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­®. �á«¨ (np− q) | ç¨á«® æ¥«®¥,

â® § ¤ ç  ®¡ ®âëáª ­¨¨ ç¨á«  m
0

¨¬¥¥â ¤¢  à¥è¥­¨ï. �¡®§­ ç¨¬

¨å m
01

= np− q, m
02

= np− q + 1, ¯à¨ íâ®¬ ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¬¥áâ® à -

¢¥­áâ¢® Pn(m01

) = Pn(m02

).

�ëç¨á«¥­¨¥ ¢¥à®ïâ­®áâ¨ Pn(m) á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ à ¢¥­-

áâ¢  (22) ¯à¨ ¡®«ìè�̈å n ¡ë¢ ¥â § âàã¤­¨â¥«ì­®. Ǳà¨¡«¨�¥­­® ¢¥-

à®ïâ­®áâì Pn(m) ¨ áã¬¬  íâ¨å ¢¥à®ïâ­®áâ¥© ¬®£ãâ ¡ëâì ­ ©¤¥­ë

á ¯®¬®éìî «®ª «ì­®© ¨ ¨­â¥£à «ì­®© â¥®à¥¬ �ã ¢à |� ¯« á ,

¨§ ª®â®àëå á«¥¤ãîâ ¯à¨¡«¨�¥­­ë¥ ä®à¬ã«ë

Pn(m) ≈ 1√
npq

· 1√
2π

· e− x
2

2 , £¤¥ x =
m− np√

npq
, (23)

∗
[x℄ | äã­ªæ¨ï " ­âì¥ ®â x" | ­ ¨¡®«ìè¥¥ æ¥«®¥ ç¨á«®, ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ï-

é¥¥ x; ­ ¯à¨¬¥à [2.5℄ = 2, [−3℄ = 3, [−7.1℄ = −8.
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k
2

−1∑

m=k
1

Pn(m) = Pn(k1 6 m < k
2

) ≈ 1√
2π

b∫

a

e−
x
2

2 dx, (24)

£¤¥ a =

k
1

−np√
npq , b =

k
2

−np√
npq . Ǳà¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ ¯à¨¡«¨-

�¥­­ëå à ¢¥­áâ¢ (23) ¨ (24) ã¤®¡­® ¯®«ì§®¢ âìáï äã­ª-

æ¨¥© ϕ(x) = 1√
2π

· e− x
2

2

¨ ¯¥à¢®®¡à §­®© ®â íâ®© äã­ª-

æ¨¨ �(x) =
x∫

−∞
ϕ(t) dt. �®£¤  Pn(m) ≈ 1√

npq · ϕ
(

m−np√
npq

)

,

Pn(k1 6 m < k
2

) ≈ �

(
k
2

−np√
npq

)

− �

(
k
1

−np√
npq

)

.

� ¬¥ç ­¨¥. �­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨¨ ϕ(x) ¬®�­® ¢ëç¨á«¨âì ­  ¨­-

�¥­¥à­®¬ ª «ìªã«ïâ®à¥. �à®¬¥ íâ®£®, ®¡¥ ­ §¢ ­­ë¥ äã­ªæ¨¨ «¥£-

ª® ¯®«ãç¨âì ¯® â ¡«¨æ ¬ ¨«¨ á ¯®¬®éìî ª®¬¯ìîâ¥à . � ª, ­ ¯à¨-

¬¥à, ¢ ¯®¯ã«ïà­®© ¯à®£à ¬¬¥ Mi
rosoft Ex
el áãé¥áâ¢ã¥â äã­ªæ¨ï

�������Ǳ (¯ã­ªâ ¬¥­î �áâ ¢ª  → �ã­ªæ¨¨ → �â â¨áâ¨ç¥-

áª¨¥). �â  äã­ªæ¨ï ¨¬¥¥â ç¥âëà¥  à£ã¬¥­â : ¯¥à¢ë© ¨§ ­¨å |

íâ®  à£ã¬¥­â x, ¢â®à®© á«¥¤ã¥â á¤¥« âì à ¢­ë¬ 0, âà¥â¨© 1,   ¢

ª ç¥áâ¢¥ ç¥â¢¥àâ®£®  à£ã¬¥­â  ­ã�­® ­ ¡à âì á«®¢® ���� ¤«ï

¢ëç¨á«¥­¨© §­ ç¥­¨© äã­ªæ¨¨ ϕ(x) ¨«¨ á«®¢® ������ ¤«ï äã­ª-

æ¨¨ �(x).
�áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡®¡é¥­¨¥¬ áå¥¬ë �¥à­ã««¨ ï¢«ï¥âáï ¯®¢â®-

à¥­¨¥ n à § íªá¯¥à¨¬¥­â  á ¯à®áâà ­áâ¢®¬ í«¥¬¥­â à­ëå á®¡ë-

â¨© Ω = {ω
1

, ω
2

, . . . , ωk}. �®£¤  Pn(m1

,m
2

, . . . ,mk) | ¢¥à®ïâ­®áâì

â®£®, çâ® ¢ íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¨§ n ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¨á¯ëâ ­¨©

ª �¤®¥ ¨§ á®¡ëâ¨© ωi ®áãé¥áâ¢¨âáï à®¢­® mi à §, i = 1, 2, . . . , k.
�§¢¥áâ­®, çâ®

Pn(m1

,m
2

, . . . ,mk) =
n!

m
1

!m
2

! . . .mk!
· pm1

1

pm2

2

. . . pmk

k , (25)

£¤¥ pi = P (ωi) (i = 1, 2, . . . , k) ¢ ª �¤®¬ ¨§ n íªá¯¥à¨¬¥­â®¢ ¨

p
1

+ p
2

+ . . .+ pk = 1.

�¥à®ïâ­®áâ¨ Pn(m) ¨ Pn(m1

,m
2

, . . . ,mk) ç áâ® ­ §ë¢ îâ ¡¨-

­®¬¨ «ì­®© ¨ ¯®«¨­®¬¨ «ì­®© á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �«ï ¯®«¨­®¬¨ «ì-

­®© ¢¥à®ïâ­®áâ¨ â ª�¥ ¨¬¥îâ ¬¥áâ®  ­ «®£¨ «®ª «ì­®© ¨ ¨­â¥-

£à «ì­®© â¥®à¥¬ �ã ¢à |� ¯« á  [3℄.

�á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¯à¨¡«¨�¥­­®£® à ¢¥­áâ¢  (23) ­¥�¥« â¥«ì­®,

¥á«¨ ç¨á«® ¨á¯ëâ ­¨© n ¢¥«¨ª®,   ¢¥à®ïâ­®áâì p ¬ «  (®¡ëç­®
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p < 0.1, npq 6 8), ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ æ¥«¥á®®¡à §­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨-

¡«¨�¥­­ãî ä®à¬ã«ã Ǳã áá®­ 

Pn(m) ≈ λm

m!

· e−λ, £¤¥ λ = np. (26)

�­ ç¥­¨ï ¢ëà �¥­¨ï ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ à ¢¥­áâ¢  (26) á«¥¤ã¥â ¡à âì

¨§ â ¡«¨æ ¨«¨ ¢ëç¨á«ïâì ­  ª «ìªã«ïâ®à¥.

Ǳà¨¬¥à 14.�®­¥âã ¡à®á îâ 10 à §. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®,

çâ® ç¨á«® ¢ë¯ ¤¥­¨© £¥à¡  ¡ã¤¥â à ¢­® âà¥¬?

�¥è¥­¨¥. �¥áïâì à § ¯®¢â®àïîâ á«ãç ©­ë© íªá¯¥à¨¬¥­â á

¯à®áâà ­áâ¢®¬ í«¥¬¥­â à­ëå á®¡ëâ¨© Ω = {�,�}, � | ¢ë¯ « £¥à¡,

� | ¢ë¯ « ­¥ £¥à¡. �â ª, ¨¬¥¥¬ áå¥¬ã �¥à­ã««¨, £¤¥ n = 10,m = 3,

p = q = 1

2

. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

P
10

(3) = C3

10

·
(
1

2

)
3

·
(
1

2

)
7

=

10 · 9 · 8
1 · 2 · 3 · 1

2

10

=

15

128

≈ 0.117 .

Ǳà¨¬¥à 15. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯à¨ n ¡à®á ­¨ïå

¨£à «ì­®© ª®áâ¨,m|ç¨á«® ¢ë¯ ¤¥­¨© ç¨á«  ®çª®¢ ªà â­®£® âà¥¬

á®¢¯ ¤¥â á® á¢®¨¬ ­ ¨¢¥à®ïâ­¥©è¨¬ §­ ç¥­¨¥¬, ¥á«¨  ) n = 19;

¡) n = 20?

�¥è¥­¨¥. � áå¥¬¥ �¥à­ã««¨ p = 1

3

, q = 1− 1

3

=

2

3

.

 ) �«ï n = 19 ¨¬¥¥¬ [np− q℄ =
[
19 · 1

3

− 2

3

]
=

[
5

2

3

]
= 5,

m
0

= 6. � ¨¢¥à®ïâ­¥©è¥¥ §­ ç¥­¨¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­® ¨

P
19

(6) = C6

19

·
(
1

3

)
6 ·

(
2

3

)
13

. �ëç¨á«¨¬ ¢¥à®ïâ­®áâì P
19

(6)

¯à¨¡«¨�¥­­®, ¨á¯®«ì§ãï à ¢¥­áâ¢® (23). �®£¤ 

x =
6− 1

3

·19√
19· 1

3

· 2
3

= − 1√
38

≈ −0.162. � ¯®¬®éìî â ¡«¨æ ¨«¨ ¢ëç¨-

á«¨â¥«ì­®© â¥å­¨ª¨ ­ å®¤¨¬ ϕ(−0.162) = 1√
2π

· e− (−0.162)
2

2 ≈ 0.394

¨ ®ª®­ç â¥«ì­® ¯®«ãç ¥¬ P
19

(6) ≈ 1√
19·1/3·2/3

· 0.394 ≈ 0.192.

¡) �«ï n = 20 ¨¬¥¥¬ [np− q℄ =
[
20 · 1

3

− 2

3

]
= [6℄ = 6, ¨, á«¥¤®-
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¢ â¥«ì­®, m
0

∈ {6; 7}. Ǳ®ª �¥¬, çâ® P
20

(6) = P
20

(7). �¥©áâ¢¨â¥«ì-

­®,

P
20

(6) =

20!

6! · 14! ·
(
1

3

)
6

·
(
2

3

)
14

=

20!

6! · 13! · 7 · 2 ·
(
1

3

)
6

· 2
3

·
(
2

3

)
13

=

=

20!

7! · 13! ·
(
1

3

)
7

·
(
2

3

)
13

= P
20

(7).

Ǳà¨¡«¨�¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ ¢¥à®ïâ­®áâ¨ P
20

(6) ­ ©-

¤¥¬ á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ä®à¬ã«ë (23):

√
npq =

=

√

20 · 1
3

· 2
3

≈ 2.108, x = 6−20·1/3
2.108 ≈ −0.316, P

20

(6) ≈ 1√
npq · ϕ(x) =

=

1

2.108·
√
2π

· e− (−0.316)
2

2 ≈ 0.180. �¡à â¨¬ ¢­¨¬ ­¨¥ ­  â®, çâ®

¯à¨ ¯à¨¡«¨�¥­­ëå ¢ëç¨á«¥­¨ïå ¢¥à®ïâ­®áâì Pn(m01

) ¬®-

�¥â ­¥ á®¢¯ ¤ âì á Pn(m02

). � ç áâ­®áâ¨, ¢ ¤ ­­®¬ ¯à¨¬¥à¥

P
20

(7) ≈ 1√
20· 1

3

· 2
3

· ϕ
(

7−20· 1
3√

20· 1
3

· 2
3

)

≈ 0.187.

Ǳà¨¬¥à 16. Ǳ®« £ ï ¢¥à®ïâ­®áâì p ¤«ï á«ãç ©­® ¢ë¡à ­­®-

£® «¨æ  ¡ëâì £®«ã¡®£« §ë¬ à ¢­®© 0.36, ­ ©â¨ ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®,

çâ® áà¥¤¨ âëáïç¨ á«ãç ©­® ¢ë¡à ­­ëå «¨æ ç¨á«® £®«ã¡®£« §ëå m
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ­¥à ¢¥­áâ¢ã 330 6 m < 390.

�¥è¥­¨¥. Ǳà¨ ¯®¤áç¥â¥ ¨­â¥à¥áãîé¥© ¢¥à®ïâ­®áâ¨ á«¥-

¤ã¥â ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï áå¥¬®© �¥à­ã««¨, £¤¥ n = 1000, p = 0.36,
q = 1− p = 1− 0.36 = 0.64. �®£¤ , ­  ®á­®¢ ­¨¨ à ¢¥­áâ¢  (24),

P
1000

(330 6 m < 390) ≈ 1√
2π

b∫

a

e−
x
2

2 dx = �(b)− �(a), £¤¥

a =
330− 0.36 · 1000√
1000 · 0.36 · 0.64

≈ −1.98 , b =
390− 0.36 · 1000√
1000 · 0.36 · 0.64

≈ 1.98 .

�, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,

P
1000

(330 6 m < 390) ≈ 1√
2π

1.98∫

−1.98

e−
x
2

2 dx = �(1.98)−�(−1.98) ≈

≈ 0.976− 0.024 = 0.952.
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Ǳà¨¬¥à 17. �à¥¤¨ á¥¬ï­ à�¨ á®àâ  A ¯à¨¬¥áì á¥¬ï­ ¤àã£®£®

á®àâ  á®áâ ¢«ï¥â 0.1%. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥¤¨ 1000 á¥-
¬ï­, ®â®¡à ­­ëå ¤«ï ¯®á¥¢®¢, á¥¬ï­ ¤àã£¨å á®àâ®¢ ¡ã¤¥â ­¥ ¬¥­¥¥

ç¥âëà¥å?

�¥è¥­¨¥. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¯à¨¡«¨�¥­­®© ä®à¬ã«®©

Ǳã áá®­ , à ¢¥­áâ¢®¬ (26). � ­ è¥© § ¤ ç¥ p = 0.001,
np = 1000 · 0.001 = 1 = λ. �®£¤ 

P
1000

(0) =

1

0

0!

· e−1 = e−1,

P
1000

(1) =

1

1

1!

· e−1 = e−1,

P
1000

(2) =

1

2

2!

· e−1 = 0.25e−1,

P
1000

(3) =

1

3

3!

· e−1 ≈ 0.167e−1

¨

P
1000

(m > 4) = 1−
3∑

m=0

P
1000

(m) ≈ 1− 2.417e−1 ≈

≈ 1− 0.981 = 0.019.

2. � å®�¤¥­¨¥ ç¨á«  ¨á¯ëâ ­¨©. Ǳãáâì m | ç¨-

á«® ®áãé¥áâ¢«¥­¨© á®¡ëâ¨ï ω ¢ áå¥¬¥ �¥à­ã««¨,

m
n | ç -

áâ®â  ¯®ï¢«¥­¨© ω ¢ íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¨§ n ¨á¯ëâ -

­¨©. �®£¤ 

∣
∣m
n − p

∣
∣
| à áå®�¤¥­¨¥ ¬¥�¤ã ç áâ®â®© ¨ ¢¥-

à®ïâ­®áâìî. �á«¨

∣
∣m
n − p

∣
∣ 6 α, â®, ¯¥à¥©¤ï ª ¤¢®©­®¬ã ­¥à -

¢¥­áâ¢ã, ¯®«ãç¨¬ −αn+ np 6 m 6 αn+ np, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

P
{∣
∣m
n − p

∣
∣ 6 α

}
= P {−αn+ np 6 m 6 αn+ np}, ¨ ¯®á«¥ ¯à¨¬¥-

­¥­¨ï ¨­â¥£à «ì­®© â¥®à¥¬ë �ã ¢à |� ¯« á , á ãç¥â®¬ á¢®©-

áâ¢  �(x) + �(−x) = 1, ¯®«ãç¨¬

P
{∣
∣
∣
m

n
− p

∣
∣
∣ 6 α

}

≈ �

(

α

√
n

pq

)

− �

(

−α

√
n

pq

)

=

= 2�

(

α

√
n

pq

)

− 1 = β. (27)

� ä®à¬ã«¥ (27) ¢¥à®ïâ­®áâ¨ p ¨ q | ¯®áâ®ï­­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë, §­ ç¥-

­¨¥ m | à¥§ã«ìâ â á«ãç ï, ®áâ îâáï âà¨ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ n, α ¨ β ¨

¯à¨ ¨§¢¥áâ­ëå ¤¢ãå ¬®�­® ­ ©â¨ âà¥âìî [3℄.
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Ǳà¨¬¥à 18. �ª®«ìª® ­¥®¡å®¤¨¬® ¯à®¨§¢¥áâ¨ ¨á¯ëâ ­¨©, çâ®-

¡ë ¢¥à®ïâ­®áâì ®âª«®­¥­¨ï ç áâ®âë

m
n ®â ¢¥à®ïâ­®áâ¨ p = 3

8

¢ âã

¨«¨ ¤àã£ãî áâ®à®­ã ¡®«¥¥, ç¥¬ ­  α = 0.01 ¡ë«  ­¥ ¬¥­¥¥ 0.995?
�¥è¥­¨¥. �®á¯®«ì§ã¥¬áï à ¢¥­áâ¢®¬ (27). Ǳ® ãá«®¢¨î

α = 0.01, p = 3

8

, q = 5

8

, β > 0.995. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ­ã�­® à¥è¨âì

­¥à ¢¥­áâ¢®

2�

(

α

√
n

pq

)

− 1 > 0.995⇔ �

(

α

√
n

pq

)

> 0.9975. (28)

Ǳ® â ¡«¨æ ¬ ¨«¨ ­  ª®¬¯ìîâ¥à¥ ¯à¨¡«¨�¥­­® ­ ©¤¥¬ γ, â ª çâ®-
¡ë ¢ë¯®«­ï«®áì à ¢¥­áâ¢® �(γ) = 0.9975. �ç¥­ì ã¤®¡­® ¢ë¯®«­¨âì
íâã ¯à®æ¥¤ãàã á ¯®¬®éìî ¯à®£à ¬¬ë Mi
rosoft Ex
el ¢ ª®â®à®© áã-

é¥áâ¢ã¥â äã­ªæ¨ï �������, ®¡à â­ ï ª äã­ªæ¨¨ �(γ). �­  ¨¬¥-
¥â âà¨  à£ã¬¥­â : ¯¥à¢ë© ¨§ ­¨å| íâ®  à£ã¬¥­â ®¡à â­®© äã­ªæ¨¨

(¢ ¤ ­­®¬ ¯à¨¬¥à¥ ®­ à ¢¥­ 0.9975), ¢â®à®© á«¥¤ã¥â á¤¥« âì à ¢-

­ë¬ 0,   âà¥â¨© 1. �«¥¤ã¥â ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® �(γ) | ¢®§à áâ îé ï

äã­ªæ¨ï, ¨ ¯®íâ®¬ã ¯à¨ à¥è¥­¨¨ ­¥à ¢¥­áâ¢  (28) §­ ª ­¥à ¢¥­-

áâ¢  ­¥ ¨§¬¥­ï¥âáï. �â¬¥â¨¬ â ª�¥, çâ® ¯®áª®«ìªã ¨é¥âáï ­¨�­ïï

£à ­¨æ  §­ ç¥­¨© ç¨á«  ¨á¯ëâ ­¨© n, â® ®ªàã£«¥­¨¥ ¢¥«¨ç¨­ë γ ¢
¬¥­ìèãî áâ®à®­ã ­¥¤®¯ãáâ¨¬®. � ©¤¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ γ ≈ 2.81 . �¥-

¯¥àì α
√

n
pq > γ ⇔ n >

pqγ2

α2 , ¤ «¥¥ ¯®¤áâ ¢¨¬ ç¨á«®¢ë¥ §­ ç¥­¨ï:

n >
3/8·5/8·2.812

0.012 , ¨, ®ªàã£«¨¢ ¯à ¢ãî ç áâì ¢ ¡®«ìèãî áâ®à®­ã, ¯®-

«ãç¨¬ ®â¢¥â n > 18507.

Ǳà¨¬¥à 19. �áå®�¥áâì á¥¬ï­ ­¥ª®â®à®£® ¢¨¤  à áâ¥­¨©

p = 0.6 . � ª®¥ ¨å ç¨á«® n ­ã�­® ¯®á¥ïâì, çâ®¡ë á ¢¥à®ïâ­®áâìî,

¯à¥¢®áå®¤ïé¥© α = 0.99 , ç¨á«® ¢áå®¤®¢m ¡ë«® ­¥ ¬¥­¥¥:  ) k = 10;

¡) k = 100; ¢) k = 1000; £) k = 10000?

�¥è¥­¨¥. �à ¤¨æ¨®­­® ®¡®§­ ç¨¬ q = 1 − p. Ǳ® ¨­â¥£à «ì-

­®© â¥®à¥¬¥ �ã ¢à |� ¯« á  P{m > k} = P{k 6 m < +∞} ≈
≈ lim

l→+∞
�

(
l−np√
npq

)

− �

(
k−np√
npq

)

= 1− �

(
k−np√
npq

)

. Ǳ® ãá«®¢¨î

íâ  ¢¥«¨ç¨­  ¡®«ìè¥ α, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, 1− �

(
k−np√
npq

)

> α ⇔

⇔ �

(
k−np√
npq

)

< 1− α. � ¯®¬®éìî ¯à®£à ¬¬ë Mi
rosoft Ex
el

¯à¨¡«¨�¥­­® ­ ©¤¥¬ β (íâ® ç¨á«® ¡ã¤¥â ®âà¨æ â¥«ì­ë¬,

¯®áª®«ìªã 1 − α < 0.5), ¤«ï ª®â®à®£® �(β) = 1 − α. �®-
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£¤ 

k−np√
npq < β ⇔ k − np < β

√
npq ⇔ np+ β

√
npq − k > 0. �¥-

è¨¢ íâ® ª¢ ¤à â­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ®â­®á¨â¥«ì­® ¢¥«¨ç¨-

­ë y =
√
np, ¯®«ãç¨¬







y <
−
√

β2q + 4k − β
√
q

2

,

y >

√

β2q + 4k − β
√
q

2

.

Ǳ®áª®«ì-

ªã y > 0, ª ª ª¢ ¤à â­ë© ª®à¥­ì,   ¬¥­ìè¨© ¨§ ª®à­¥©

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ª¢ ¤à â­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¢á¥£¤  ®âà¨æ â¥«ì-

­ë©, â® ®¡ï§ â¥«ì­® ¤®«�­® ¡ëâì ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

√
np >

√

β2q + 4k − β
√
q

2

⇔ n >

(√

β2q + 4k − β
√
q
)
2

4p
. Ǳ®¤áâ ¢¨¢

ª®­ªà¥â­ë¥ ç¨á«®¢ë¥ §­ ç¥­¨ï ¨ ®ªàã£«¨¢ à¥§ã«ìâ âë ¢ ¡®«ìèãî

áâ®à®­ã, ¯®«ãç¨¬:  ) n > 27; ¡) n > 194; ¢) n > 1747; £) n > 16914.

6.1.�®­¥âã ¡à®á îâ 20 à §. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® £¥à¡

¢ë¯ ¤¥â à®¢­®:  ) âà¨ à § ; ¡) á¥¬ì à §; ¢) ¤¥áïâì à §; £) ¯ïâ­ ¤æ âì

à §?

6.2. �§ ª®«®¤ë, á®¤¥à� é¥© 36 «¨áâ®¢ ¯® ¤¥¢ïâì ª àâ ª �¤®©

¨§ ç¥âëà¥å ¬ áâ¥©, 80 à § á«ãç ©­® á ¢®§¢à é¥­¨¥¬ ¨§¢«¥ª îâ

ª àâã. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¯à¨ íâ®¬ ª àâ  ¬ áâ¨ ç¥à¢ë

¯®ï¢¨âáï:  ) 25 à §; ¡) ­¥ ¬¥­¥¥ 15 à § ¨ ­¥ ¡®«¥¥ 25 à §?

6.3. � ­¥ª®â®à®© £àã¯¯¥ ­ á¥«¥­¨ï ç¥«®¢¥ª á ¢¥à®ïâ­®-

áâìî 0.6 ®ª §ë¢ ¥âáï ¡àî­¥â®¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® áà¥-
¤¨ 600 ç¥«®¢¥ª ¡àî­¥â®¢ ¡ã¤¥â:  ) à®¢­® 200; ¡) à®¢­® 360; ¢) ­¥

¬¥­¥¥ 250 ¨ ­¥ ¡®«¥¥ 400?

6.4.� ©â¨m
0

| ­ ¨¢¥à®ïâ­¥©è¥¥ ç¨á«® ®áãé¥áâ¢«¥­¨© á®¡ë-

â¨ï ω ¢ áå¥¬¥ �¥à­ã««¨, ¥á«¨:  ) n = 30, p = 1

5

; ¡) n = 30, p = 1

6

;

¢) n = 35, p = 1

6

. Ǳ®¤áç¨â âì ¢¥à®ïâ­®áâì Pn(m0

).

6.5. �áå®�¥áâì ­¥ª®â®à®£® á®àâ  á¥¬ï­ ®æ¥­¨¢ ¥âáï ª ª 75%.

�ª®«ìª® á¥¬ï­ ­ã�­® ¯®á ¤¨âì, çâ®¡ë á ¢¥à®ïâ­®áâìî 99% ¢§®è«®

­¥ ¬¥­¥¥ 100 à®áâª®¢.

6.6. �áå®�¥áâì ­¥ª®â®à®£® á®àâ  á¥¬ï­ ®æ¥­¨¢ ¥âáï ª ª 50%.

Ǳ®á �¥­® 100 á¥¬ï­. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢§®©¤¥â à®¢­®

50 à®áâª®¢?

6.7. �áå®�¥áâì ­¥ª®â®à®£® á®àâ  á¥¬ï­ ®æ¥­¨¢ ¥âáï ª ª 25%.
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Ǳ®á �¥­® 1000 á¥¬ï­. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ç¨á«® ¢áå®¤®¢

¡ã¤¥â ­¥ ¬¥­¥¥ 260?

6.8. �áå®�¥áâì ­¥ª®â®à®£® á®àâ  á¥¬ï­ ®æ¥­¨¢ ¥âáï ª ª 30%.

Ǳ®á �¥­® 500 á¥¬ï­. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ç¨á«® ¢áå®¤®¢

¡ã¤¥â ¬¥­¥¥ 130?

6.9. �áå®�¥áâì ­¥ª®â®à®£® á®àâ  á¥¬ï­ ®æ¥­¨¢ ¥âáï ª ª 60%.

Ǳ®á �¥­® 600 á¥¬ï­. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ç¨á«® ¢áå®¤®¢

¡ã¤¥â ­¥ ¬¥­¥¥ 350, ­® ¬¥­ìè¥ 370?

6.10. �¨¬¬¥âà¨ç­ ï ¬®­¥â  ¯®¤¡à®è¥­  n à §. � ª®¢  ¢¥à®ïâ-
­®áâì â®£®, çâ® ç¨á«® ¢ë¯ ¢è¨å £¥à¡®¢ ®âª«®­¨âáï ®â

n
2

­¥ ¡®«¥¥,

ç¥¬ ­  k? �¥è¨âì § ¤ çã:  ) ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥; ¯à¨ ¡) n = 10000,

k = 100; ¢) n = 1000, k = 10; £) n = 100, k = 1.

6.11. �áå®�¥áâì ­¥ª®â®à®£® á®àâ  á¥¬ï­ ®æ¥­¨¢ ¥âáï ª ª 50%.

Ǳ®á �¥­® 500 á¥¬ï­. � ©â¨ â ª®¥ ¯®«®�¨â¥«ì­®¥ ç¨á«® ε, çâ® á

¢¥à®ïâ­®áâìî 0.95  ¡á®«îâ­ ï ¢¥«¨ç¨­  ®âª«®­¥­¨ï ç¨á«  ¢áå®¤®¢
®â 250 ­¥ ¯à¥¢ëá¨â ε.

6.12. �áå®�¥áâì ­¥ª®â®à®£® á®àâ  á¥¬ï­ ®æ¥­¨¢ ¥âáï ª ª 70%.

Ǳ®á �¥­® 900 á¥¬ï­. � ©â¨ â ª®¥ ç¨á«® ε, çâ® á ¢¥à®ïâ­®áâìî 0.01
ç¨á«® ¢§®è¥¤è¨å á¥¬ï­ ¯à¥¢ëá¨â ε.

6.13. �áå®�¥áâì ­¥ª®â®à®£® á®àâ  á¥¬ï­ ®æ¥­¨¢ ¥âáï ª ª 60%.

Ǳ®á �¥­® 700 á¥¬ï­. � ©â¨ â ª®¥ ç¨á«® ε, çâ® á ¢¥à®ïâ­®áâìî 0.02
ç¨á«® ­¥¢§®è¥¤è¨å á¥¬ï­ ­¥ ¯à¥¢ëá¨â ε.

6.14. �¥à®ïâ­®áâì ãá¯¥å  ¢ ®¤­®¬ ¨á¯ëâ ­¨¨ à ¢­ 

1

n . Ǳà®-

¨§¢¥¤¥­  á¥à¨ï ¨§ n ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¨á¯ëâ ­¨©. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì

â®£®, çâ® ¡ã¤¥â à®¢­® ®¤¨­ ãá¯¥å?

6.15. �£à «ì­ ï ª®áâì ¡à®è¥­  ¤¥áïâì à §. � ª®¢  ¢¥à®ïâ-

­®áâì â®£®, çâ® ­¨ ®¤­®£® à §  ­¥ ¢ë¯ ¤¥â âà¨ ®çª ?

6.16. �¨¬¬¥âà¨ç­ ï ¬®­¥â  ¡à®è¥­  ¢®á¥¬ì à §. � ª®¢  ¢¥à®-

ïâ­®áâì â®£®, çâ® £¥à¡ ¢ë¯ ¤¥â à®¢­® âà¨ à § ?

6.17. Ǳà®¨§¢¥¤¥­® ¤¥¢ïâì ¢ëáâà¥«®¢ ¯® ¬¨è¥­¨ á ¢¥à®ïâ­®-

áâìî ¯®¯ ¤ ­¨ï ¢ ª �¤®¬ ¨§ ­¨å à ¢­®©

1

3

. �ç¨â ï à¥§ã«ìâ âë

¢ëáâà¥«®¢ ­¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨, ®¯à¥¤¥«¨âì ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¡ã¤¥â

å®âï ¡ë âà¨ ¯®¯ ¤ ­¨ï.

6.18.Ǳà®¨§¢¥¤¥­® ¯ïâì èâà ä­ëå ¡à®áª®¢ ¬ïç  ¢ ¡ áª¥â¡®«ì-

­ãî ª®à§¨­ã. �ç¨â ï ¢¥à®ïâ­®áâì ¯®¯ ¤ ­¨ï à ¢­®©

2

3

,   à¥§ã«ìâ -
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âë ¡à®áª®¢ ­¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨, ®¯à¥¤¥«¨âì ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¡ã¤¥â

å®âï ¡ë âà¨ ¯à®¬ å .

6.19. �¥à®ïâ­®áâì ¢ë©£à âì ¢ «®â¥à¥¥ à ¢­ 

1

10

. �à �¤ ­¨­

ãç áâ¢ã¥â ¢ è¥áâ¨ à®§ë£àëè å. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ç¨-

á«® ¢ë¨£àëè¥© ¡ã¤¥â ¡®«¥¥ âà¥å, ­® ¬¥­¥¥ è¥áâ¨?

6.20. � ­¥ª®â®à®¬ £®à®¤¥ § à¥£¨áâà¨à®¢ ­® 100000  ¢â®¬®¡¨-

«¥©, ¢« ¤¥«ìæë ª®â®àëå ¤«ï ®¡ï§ â¥«ì­®£® áâà å®¢ ­¨ï ¬®£ãâ ¢®á-

¯®«ì§®¢ âìáï ®¤­®© ¨§ âà¥å ª®¬¯ ­¨©. �á«¨ áç¨â âì ¢ë¡®à ¢®¤¨â¥-

«¥© á«ãç ©­ë¬, â® ¢ ª ª¨å ¯à¥¤¥« å ¤®«�­® «¥� âì ª®«¨ç¥áâ¢®

®¡à é¥­¨© ¢ ª �¤ãî ¨§ áâà å®¢ëå ª®¬¯ ­¨©, çâ®¡ë ¢¥à®ïâ­®áâì

íâ®£® ¡ë«  à ¢­  99%?

§§§ 7. � à¨ª¨ ¢ «ã­ª å

1. � §«¨ç¨¬ë¥ ã¯®àï¤®ç¥­­ë¥ è à¨ª¨. Ǳãáâì ¨¬¥¥â-

áï r è à¨ª®¢ ¨ n «ã­®ª, ¢¬¥é îé¨å ­¥®£à ­¨ç¥­­®¥ ç¨á«® è à¨-

ª®¢. Ǳà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¢á¥ è à¨ª¨ à §«¨ç¨¬ë, ­ ¯à¨¬¥à, § ­ã¬¥-

à®¢ ­ë. �â¨ r è à¨ª®¢ ¯à®¨§¢®«ì­® à §¡à áë¢ îâáï ¯® n «ã­ª ¬.

�¡®§­ ç¨¬ ri (i = 1, 2, . . . , n) | ç¨á«® è à¨ª®¢ ¢ «ã­ª¥ á ­®¬¥-

à®¬ i. �ç¥¢¨¤­®, çâ® 0 6 ri 6 r, r
1

+ r
2

+ . . .+ rn = r.
�¥§ã«ìâ â à §¡à áë¢ ­¨ï r è à¨ª®¢ ¯® n «ã­ª ¬ ­ §®¢¥¬ § -

¯®«­¥­¨¥¬ «ã­®ª. � áá¬®âà¨¬ ¤¢  § ¯®«­¥­¨ï, ª®â®àë¬ á®®â¢¥â-

áâ¢ãîâ ç¨á«  è à¨ª®¢ ¢ «ã­ª å (r
1

, r
2

, . . . , rn) ¨ (r
′
1

, r′
2

, . . . , r′n).
�¥®¡å®¤¨¬® ãá«®¢¨âìáï, ª ª¨¥ § ¯®«­¥­¨ï «ã­®ª è à¨ª -

¬¨ áç¨â îâáï à §«¨ç­ë¬¨. � ª ª ª ¢á¥ è à¨ª¨ à §«¨ç¨¬ë, â®

¤«ï i-© «ã­ª¨ (i = 1, 2, . . . , n) ¬®�­® ä¨ªá¨à®¢ âì: 1) ri | ç¨á«®

è à¨ª®¢ ¢ «ã­ª¥; 2) á®áâ ¢ è à¨ª®¢ (ª ª¨¥ ¨¬¥­­® è à¨ª¨ ¯®-

¯ «¨ ¢ i-î «ã­ª¨); 3) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯®áâã¯«¥­¨ï è à¨ª®¢

¢ «ã­ªã. �¢  § ¯®«­¥­¨ï ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ®¤¨­ ª®¢ë¬¨, ¥á«¨ ®­¨

á®¢¯ ¤ îâ ¯® ¢á¥¬ âà¥¬ ¯ã­ªâ ¬, ¨ à §«¨ç­ë¬¨, ¥á«¨ ­¥ á®¢¯ -

¤ îâ ¯® å®âï ¡ë ®¤­®¬ã ¨§ ­¨å. �â® | § ¯®«­¥­¨ï à §«¨ç¨¬ë¬¨

è à¨ª ¬¨ á ã¯®àï¤®ç¨¢ ­¨¥¬. �â ª, ¤¢  § ¯®«­¥­¨ï á à §«¨ç¨¬ë-

¬¨ (ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬¨) è à¨ª ¬¨ ®¤¨­ ª®¢ë¥, ¥á«¨: 1) ri = r′i ¤«ï
¢á¥å i = 1, 2, . . . , n; 2) á®áâ ¢ è à¨ª®¢ ¢® ¢á¥å «ã­ª å á®¢¯ ¤ ¥â;

3) ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ¯ã­ªâ®¢ 1) ¨ 2) ¢® ¢á¥ «ã­ª¨ è à¨ª¨ ¯®áâã¯¨«¨

¢ ®¤­®© ¨ â®© �¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨.

49



�ç¥¢¨¤­®, çâ® ­ àãè¥­¨¥ ¯ã­ªâ  1) ¨¬¥¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ á«¥¤-

áâ¢¨¥¬ ­¥¢ë¯®«­¥­¨¥ ¯ã­ªâ®¢ 2) ¨ 3). �á«¨ ¯ã­ªâ 1) ¢ë¯®«­¥­,

â® ­ àãè¥­¨¥ ¯ã­ªâ  2) ®§­ ç ¥â à §­ë© á®áâ ¢, ¯à¨ ç¨á«¥­­®¬

à ¢¥­áâ¢¥, çâ® ¢¥¤¥â ª ­¥¢ë¯®«­¥­¨î ¯ã­ªâ  3). Ǳà¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨

¯ã­ªâ®¢ 1) ¨ 2) ¤¢  § ¯®«­¥­¨ï ¡ã¤ãâ à §«¨ç­ë¬¨, ¥á«¨ ­ àãè¥­

¯ã­ªâ 3), â. ¥. ¥á«¨ å®âï ¡ë ¢ ®¤­ã «ã­ªã ®¤­¨ ¨ â¥ �¥ è à¨ª¨

¯®áâã¯¨«¨ ¢ à §­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨.

�¥®à¥¬  1. �ãé¥áâ¢ã¥â Ar
n+r−1 à §«¨ç­ëå § ¯®«­¥­¨© n «ã-

­®ª r à §«¨ç¨¬ë¬¨ è à¨ª ¬¨.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ®¡®§­ ç¥­¨ï (n− 1) à §£à ­¨ç¥­¨©

¬¥�¤ã «ã­ª ¬¨ ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ª àâ®çª¨ á ç¥àâ®çª ¬¨,  

¤«ï ®¡®§­ ç¥­¨ï r è à¨ª®¢ ª àâ®çª¨ á ç¨á« ¬¨ ®â 1 ¤® r. � á-
¯®«®�¨¢ íâ¨ (n− 1 + r) ª àâ®ç¥ª ¢ ­¥ª®â®à®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®-

áâ¨, ¯®«ãç¨¬ ª®­ªà¥â­®¥ § ¯®«­¥­¨¥ «ã­®ª è à¨ª ¬¨ (ç¨á«  ¬¥-

�¤ã ¤¢ãå ç¥àâ®ç¥ª | íâ® è à¨ª¨, ¯®áâã¯¨¢è¨¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãî-

éãî «ã­ªã ¢ ®¯à¥¤¥«¥­­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨). Ǳ®¤áç¨â ¥¬ ç¨-

á«® à §«¨ç­ëå § ¯®«­¥­¨©. � ­ã¬¥àã¥¬ (n− 1 + r) ¬¥áâ, ¢ ª®â®-

àëå à á¯®«®�¨¬ r ®¡®§­ ç îé¨å è à¨ª¨ ª àâ®ç¥ª. Ǳ®áª®«ìªã

íâ¨ r ª àâ®ç¥ª à §«¨ç¨¬ë, íâ® ¬®�­® á¤¥« âì Ar
n+r−1 á¯®á®¡ -

¬¨. �áâ ¢è¨¥áï (n− 1) ¬¥áâ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ § ¯®«­¨¬ ­¥-

à §«¨ç¨¬ë¬¨ ª àâ®çª ¬¨ á ç¥àâ®çª ¬¨, ®¡®§­ ç îé¨¬¨ £à ­¨-

æë ¬¥�¤ã «ã­ª ¬¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, R | ç¨á«® à §«¨ç­ëå § -

¯®«­¥­¨© à §«¨ç¨¬ë¬¨ è à¨ª ¬¨ á ã¯®àï¤®ç¨¢ ­¨¥¬ ¡ã¤¥â à ¢­®

R = Ar
n+r−1 · 1 = Ar

n+r−1. �¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .

2. �¥à §«¨ç¨¬ë¥ è à¨ª¨. Ǳãáâì ¨¬¥¥âáï r ­¥à §«¨ç¨-

¬ëå è à¨ª®¢, ª®â®àë¥ à §¡à áë¢ îâáï ¯® n «ã­ª ¬. � ª ¨ ¢

¯à¥¤ë¤ãé¥¬ á«ãç ¥, ®¡®§­ ç¨¬ ri (i = 1, 2, . . . , n) | ç¨á«® è -

à¨ª®¢ ¢ i-© «ã­ª¥. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨§ n ç¨á¥«

(r
1

, r
2

, . . . , rn) á®¤¥à�¨â ¢ á¥¡¥ ¢áî ¨­ä®à¬ æ¨î ® § ¯®«­¥­¨¨ «ã-

­®ª ­¥à §«¨ç¨¬ë¬¨ è à¨ª ¬¨. �¢  § ¯®«­¥­¨ï (r
1

, r
2

, . . . , rn) ¨
(r′
1

, r′
2

, . . . , r′n) n «ã­®ª r ­¥à §«¨ç¨¬ë¬¨ è à¨ª ¬¨ ¡ã¤¥¬ áç¨-

â âì à §«¨ç­ë¬¨, ¥á«¨ å®âï ¡ë ¤«ï ®¤­®£® i = 1, 2, . . . , n ri 6= r′i
¨ ®¤¨­ ª®¢ë¬¨, ¥á«¨ ¤«ï ¢á¥å i = 1, 2, . . . , n ri = r′i.

�¥®à¥¬  2. �ãé¥áâ¢ã¥â Cr
n+r−1 à §«¨ç­ëå § ¯®«­¥­¨© n «ã-

­®ª r ­¥à §«¨ç¨¬ë¬¨ è à¨ª ¬¨.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ©¤¥­­®¥ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥© â¥®à¥¬¥ R | ç¨-

á«® à §«¨ç­ëå § ¯®«­¥­¨© «ã­®ª à §«¨ç¨¬ë¬¨ è à¨ª ¬¨ ¬®�¥â
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¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­® ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï N | ç¨á«  à §«¨ç­ëå

§ ¯®«­¥­¨© ­¥à §«¨ç¨¬ë¬¨ è à¨ª ¬¨ ¨ ç¨á«  ¯¥à¥áâ ­®¢®ª r è -
à¨ª®¢, ª®â®à®¥ à ¢­® r! �® ¥áâì

R = N · r! ⇔ N =

R

r!
=

Ar
n+r−1

r!
= Cr

n+r−1. (29)

�¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ ri > 0 (i = 1, 2, . . . , n), â® ç¨á«® à §«¨ç­ëå
æ¥«®ç¨á«¥­­ëå à¥è¥­¨© ãà ¢­¥­¨ï

r
1

+ r
2

+ . . .+ rn = r

à ¢­® Cr
n+r−1.

3. � §«¨ç¨¬ë¥ ­¥ã¯®àï¤®ç¥­­ë¥ è à¨ª¨. Ǳãáâì ¨¬¥¥â-

áï r ­¥à §«¨ç¨¬ëå è à¨ª®¢, ª®â®àë¥ à §¡à áë¢ îâáï ¯® n «ã­-

ª ¬. � ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å ¤¢ãå á«ãç ïå, ®¡®§­ ç¨¬ ri
(i = 1, 2, . . . , n) | ç¨á«® è à¨ª®¢ ¢ i-© «ã­ª¥,   ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-

­®áâì ¨§ n ç¨á¥« (r
1

, r
2

, . . . , rn) ¡ã¤¥â á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì à¥§ã«ìâ -

âã à §¡à áë¢ ­¨ï è à¨ª®¢, â. ¥. § ¯®«­¥­¨î «ã­®ª. �¢  § ¯®«­¥-

­¨ï (r
1

, r
2

, . . . , rn) ¨ (r′
1

, r′
2

, . . . , r′n) n «ã­®ª r à §«¨ç¨¬ë¬¨ è -

à¨ª ¬¨ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ®¤¨­ ª®¢ë¬¨, ¥á«¨: 1) ri = r′i ¤«ï ¢á¥å

i = 1, 2, . . . , n; 2) á®áâ ¢ è à¨ª®¢ ¢® ¢á¥å «ã­ª å á®¢¯ ¤ ¥â, ¨ à §-

«¨ç­ë¬¨, ¥á«¨ ­ àãè¥­ å®âï ¡ë ®¤¨­ ¨§ íâ¨å ¤¢ãå ¯ã­ªâ®¢. �â® |

§ ¯®«­¥­¨ï à §«¨ç¨¬ë¬¨ è à¨ª ¬¨ ¡¥§ ã¯®àï¤®ç¨¢ ­¨ï. �ç¥¢¨¤-

­®, çâ® ¢ áà ¢­¥­¨¨ á ¯¥à¢ë¬ á«ãç ¥¬, ®â¡à®è¥­® âà¥¡®¢ ­¨¥, ãç¨-

âë¢ îé¥¥ ¯®àï¤®ª ¯®áâã¯«¥­¨ï è à¨ª®¢ ¢ «ã­ªã. � �¥­ «¨èì á®-

áâ ¢ è à¨ª®¢ ¢ «ã­ª å.

�¥®à¥¬  3. �ãé¥áâ¢ã¥â nr
à §«¨ç­ëå § ¯®«­¥­¨© n «ã-

­®ª r à §«¨ç¨¬ë¬¨ è à¨ª ¬¨ ¡¥§ ãç¥â  ¯®àï¤ª  § ¯®«­¥­¨ï.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳ®áª®«ìªã ¯®àï¤®ª § ¯®«­¥­¨ï «ã­®ª ­¥

ãç¨âë¢ ¥âáï, â® ¯¥à¥¤ à §¡à áë¢ ­¨¥¬ è à¨ª®¢ ¨å ¬®�­® à á¯®-

«®�¨âì ¢ «î¡®¬ ¯®àï¤ª¥, ¨ íâ® ­¨ª ª ­¥ ®âà §¨âáï ­  ¢¥«¨ç¨­ å,

å à ªâ¥à¨§ãîé¨å ª®¬¡¨­ æ¨¨. �â ª, à á¯®«®�¨¬ è à¨ª¨ ¢ ­¥ª®-

â®à®¬ ¯®àï¤ª¥, ­ ¯à¨¬¥à, ¯® ­®¬¥à ¬, ¨ ¡ã¤¥¬ § ¯®«­ïâì «ã­ª¨.

Ǳ¥à¢ë© ¨§ r è à¨ª®¢ ¬®�­® ¯®¬¥áâ¨âì ¢ «î¡ãî ¨§ n «ã­®ª. �â®-

à®© | â®�¥ ¢ «î¡ãî ¨§ n «ã­®ª, ¯à¨ç¥¬ ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â â®£®, ¢

ª ªãî «ã­ªã ¡ë« ¯®¬¥é¥­ ¯¥à¢ë© è à¨ª. �¨á«® á¯®á®¡®¢ á¤¥« âì

íâ® à ¢­® n · n = n2. �­ «®£¨ç­ë¥ à ááã�¤¥­¨ï ¬®�­® ¯à®¢¥áâ¨
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¤«ï âà¥âì¥£® è à¨ª  ¨ â. ¤. �ª®­ç â¥«ì­® ç¨á«® à §«¨ç­ëå § ¯®«-

­¥­¨© ¡ã¤¥â à ¢­® S = n · n · n . . . n · n
︸ ︷︷ ︸

r á®¬­®�¨â¥«¥©

= nr
. �¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .

� áá¬®âà¨¬ § ¤ ç¨ ® ¯ à®«¥, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì à¥è¥­ë á

¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¯®«ãç¥­­ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ® è à¨ª å ¨ «ã­ª å.

Ǳà¨¬¥à 20. �¥ªæ¨ï ¯ à®«ï á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ïç¥¥ª, ¢ ª �¤ãî

¨§ ª®â®àëå ¢¢®¤¨âáï ­¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå ®¤¨­ ª®¢ëå á¨¬¢®«®¢. � ª®¢ 

¢¥à®ïâ­®áâì áà §ã ã£ ¤ âì ¯ à®«ì, ¥á«¨ ®¡é¥¥ ç¨á«® á¨¬¢®«®¢ ¢

¤¢ãå ïç¥©ª å (â. ¥. ¢ á¥ªæ¨¨) ®¡ï§ â¥«ì­® ¤¢ ?

�¥è¥­¨¥. �â  § ¤ ç  ¬®�¥â ¡ëâì à¥è¥­  á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬

à¥§ã«ìâ â®¢ ® à §¡à áë¢ ­¨¨ ­¥à §«¨ç¨¬ëå è à¨ª®¢ ¯® «ã­ª ¬.

�¨¬¢®«ë | è à¨ª¨: r = 2, ïç¥©ª¨ | «ã­ª¨: n = 2. �®£¤  N | ç¨-

á«® ¢ à¨ ­â®¢ ¯ à®«ï N = C2

2+2−1 = 3, ¯®« £ ï ¢á¥ ¢ à¨ ­âë à ¢-

­®¢®§¬®�­ë¬¨, ¯®«ãç¨¬ p = 1

3

.

Ǳà¨¬¥à 21. �¥ªæ¨ï ¯ à®«ï á®áâ®¨â ¨§ n ïç¥¥ª. � i-î
(i = 1, 2, . . . , n) ïç¥©ªã ¢¢®¤¨âáï ri à §«¨ç­ëå á¨¬¢®«®¢, ¯à¨ íâ®¬

0 6 ri 6 r,
n∑

i=1

ri = r. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì áà §ã ã£ ¤ âì ¯ à®«ì,

¥á«¨ ¢á¥ ¢ à¨ ­âë ¢¢®¤  ¯ à®«ï à ¢­®¢®§¬®�­ë? � ª ª®¬ á«ã-

ç ¥ ¡®«¥¥ ¢¥à®ïâ­® áà §ã ã£ ¤ âì ¯ à®«ì, ¥á«¨:  ) n
1

= 2, r
1

= 3;

¡) n
2

= 3, r
2

= 2?

�¥è¥­¨¥. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¡é¨¬ à¥§ã«ìâ â®¬ ¨¬¥¥¬

N = Cr
n+r−1 ¨ p = 1

Cr

n+r−1

. �®£¤  Na = C3

2+3−1 = 4, pa =
1

4

¨

Nb = C2

3+2−1 = 6, pa =
1

6

. �®«¥¥ ¢¥à®ïâ­® ã£ ¤ âì ¯ à®«ì á ¯¥à¢®£®

à § , ¥á«¨ ç¨á«® ïç¥¥ª 2,   á¨¬¢®«®¢ 3.

Ǳà¨¬¥à 22. �¥ªæ¨ï ¯ à®«ï á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ïç¥¥ª. �«ï ®¡à -

§®¢ ­¨ï ¯ à®«ï ¨á¯®«ì§ãîâ ¤¢  á¨¬¢®«  A ¨ B, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ

¡ëâì ¢¢¥¤¥­ë ¢ «î¡ãî ïç¥©ªã á¥ªæ¨¨. �¡é¥¥ ç¨á«® á¨¬¢®«®¢ ¢

á¥ªæ¨¨ ¤¢ , ¢ ª �¤®© ïç¥©ª¥ ­¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå. Ǳ à®«ì ¨§¢¥áâ¥­, ¥á«¨

¨§¢¥áâ­®, ª ª¨¥ á¨¬¢®«ë ¨ ¢ ª ª®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¢¢¥¤¥­ë ¢

ïç¥©ª¨ á¥ªæ¨¨. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì áà §ã ã£ ¤ âì ¯ à®«ì, ¥á«¨ ¢á¥

¢ à¨ ­âë ¢¢®¤  ¯ à®«ï à ¢­®¢®§¬®�­ë?

�¥è¥­¨¥. �¨á«® ¢ à¨ ­â®¢ ¯ à®«ï á®¢¯ ¤ ¥â á ç¨á«®¬ à §-

«¨ç­ëå § ¯®«­¥­¨© ¤¢ã¬ï à §«¨ç¨¬ë¬¨ è à¨ª ¬¨ ¤¢ãå «ã­®ª.

�â ª, n = 2, r = 2, N = A2

2+2−1 = 6. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, p = 1

6

.

Ǳà¨¬¥à 23. �¥ªæ¨ï ¯ à®«ï á®áâ®¨â ¨§ n ïç¥¥ª. Ǳ à®«ì |

¢¢¥¤¥­¨¥ r à §«¨ç­ëå á¨¬¢®«®¢ ¢ á¥ªæ¨î, ¯à¨ íâ®¬ ¢ i-© á¥ªæ¨¨ ­ -
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å®¤¨âáï ri

(

0 6 ri 6 r,
n∑

i=1

ri = r

)

á¨¬¢®«®¢. Ǳ à®«ì ¨§¢¥áâ¥­, ¥á«¨

¨§¢¥áâ­®, ª ª¨¥ á¨¬¢®«ë ¨ ¢ ª ª®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¢¢¥¤¥­ë ¢

ª �¤ãî ïç¥©ªã á¥ªæ¨¨. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì ã£ ¤ âì ¯ à®«ì áà §ã,

¥á«¨ ¢á¥ á«ãç ¨ à ¢­®¢®§¬®�­ë¥? � ª ª®¬ á«ãç ¥ ¡®«¥¥ ¢¥à®ïâ­®

áà §ã ã£ ¤ âì ¯ à®«ì, ¥á«¨:  ) n
1

= 2, r
1

= 3; ¡) n
2

= 3, r
2

= 2?

�¥è¥­¨¥. �«ï ®¡é¥£® á«ãç ï ¨¬¥¥¬ N = Ar
n+r−1 = 6 ¨

p = 1

Ar

n+r−1

. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, pa =
1

A3

2+3−1

=

1

24

, pb =
1

A2

3+2−1

=

1

12

.

� á«ãç ¥ ¡) ã£ ¤ âì ¯ à®«ì áà §ã ¡®«¥¥ ¢¥à®ïâ­®.

� â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ­®áâ¥© § ¤ ç¨ ç áâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à §¡à áë-

¢ ­¨î à §«¨ç­ëå è à¨ª®¢ ¡¥§ ã¯®àï¤®ç¨¢ ­¨ï. � áá¬®âà¨¬ â ª¨¥

§ ¤ ç¨.

Ǳà¨¬¥à 24.�¢  è à¨ª  á«ãç ©­® à §¡à áë¢ îâ ¯® âà¥¬ «ã­-

ª ¬. Ǳ®¯ ¤ ­¨¥ «î¡®£® è à¨ª  ¢ «î¡ãî «ã­ªã à ¢­®¢®§¬®�­®.

� ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ®¡  è à¨ª  ¡ã¤ãâ ¢ ®¤­®© «ã­ª¥?

�¥è¥­¨¥.Ǳãáâì è à¨ª¨ à §«¨ç­ë¥, ¯®àï¤®ª ­¥ ãç¨âë¢ ¥âáï,

â®£¤  N = 3

2

= 9 | ç¨á«® à ¢­®¢®§¬®�­ëå ¨áå®¤®¢, ç¨á«® ¡« £®-

¯à¨ïâáâ¢ãîé¨å m = 3, ¨ p = 3

9

=

1

3

.

Ǳà¨¬¥à 25. � «¨äâ á¥¬¨íâ �­®£® ¤®¬  ­  ¯¥à¢®¬ íâ �¥ ¢®-

è«¨ âà¨ ç¥«®¢¥ª . � �¤ë© ¨§ ­¨å á ®¤¨­ ª®¢®© ¢¥à®ïâ­®áâìî ¬®-

�¥â ¢ë©â¨ ­  «î¡®¬ íâ �¥, ­ ç¨­ ï á® ¢â®à®£®. � ª®¢ë ¢¥à®ïâ-

­®áâ¨ á®¡ëâ¨©: A | ¢á¥ ¯ áá �¨àë ¢ë©¤ãâ ­  ç¥â¢¥àâ®¬ íâ �¥;

B | ¢á¥ ¯ áá �¨àë ¢ë©¤ãâ ­  ®¤­®¬ íâ �¥; C | ¢á¥ ¯ áá �¨àë

¢ë©¤ãâ ­  à §­ëå íâ � å; D | ¤¢  ¯ áá �¨à  ¢ë©¤ãâ ­  ®¤­®¬

íâ �¥,   âà¥â¨© ­  ¤àã£®¬?

�¥è¥­¨¥. Ǳà®¢¥¤¥¬  ­ «®£¨î íâ �¨ | «ã­ª¨ (¨å è¥áâì),

¯ áá �¨àë | è à¨ª¨ (¨å âà¨). Ǳ® ãá«®¢¨î § ¤ ç¨ ¯®àï¤®ª ­¥

ãç¨âë¢ ¥âáï, â®£¤  N = 6

3

= 216. � ©¤¥¬ ç¨á«  ¨áå®¤®¢, ¡« £®-

¯à¨ïâáâ¢ãîé¨¥ á®¡ëâ¨ï¬ A, B, C ¨ D. �ç¥¢¨¤­®, çâ® mA = 1,

mB = 6 ¨ P (A) = 1

216

, P (B) = 6

216

=

1

36

. Ǳ®¤áç¨â ¥¬ ç¨á«® ¨áå®-

¤®¢, ¡« £®¯à¨ïâáâ¢ãîé¨å á®¡ëâ¨î C. �®�­® C3

6

á¯®á®¡ ¬¨ ¢ë-

¡à âì íâ �¨, ­  ª®â®àëå ¯® ®¤­®¬ã ¢ë©¤ãâ ¯ áá �¨àë. � á®®â-

¢¥âáâ¢¨¨ á ®à£ ­¨§ æ¨¥© ¯à®áâà ­áâ¢  í«¥¬¥­â à­ëå á®¡ëâ¨© á«¥-

¤ã¥â ãç¥áâì ¢á¥¢®§¬®�­ë¥ ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ âà¥å ¯ áá �¨à®¢ ¯® âà¥¬

íâ � ¬, ¨å 3! � ª¨¬ ®¡à §®¬, mC = C3

6

· 3! = 120, P (C) = 5

9

. �­ -

«®£¨ç­®, mD = C2

3

· 6 · 5 = 90. �¤¥áì C2

3

| ç¨á«® á¯®á®¡®¢ ¢ë¡à âì

¤¢ãå ¯ áá �¨à®¢ ¨§ âà¥å, 6 | ç¨á«® íâ �¥©, ­  ª®â®àëå ®­¨ ¬®-
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£ãâ ¢ë©â¨ ¨§ «¨äâ ,   5 | ç¨á«® ®áâ ¢è¨åáï íâ �¥© ¤«ï âà¥âì¥£®

¯ áá �¨à . �â ª, P (D) = 5

12

.

� ¬¥ç ­¨¥. � ª ª ª A ∪B ∪C ∪D = Ω, ¨ á®¡ëâ¨ï A, B, C
¨ D ¯®¯ à­® ­¥á®¢¬¥áâ­ë, â® ¬®�­® ¡ë«® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï à ¢¥­-

áâ¢®¬ P (A) + P (B) + P (C) + P (D) = 1, ¨§ ª®â®à®£® á«¥¤ã¥â, çâ®

P (D) = 1− P (A)− P (B)− P (C).

Ǳà¨¬¥à 26. �à¨ è à¨ª  á«ãç ©­® ¨ ­¥§ ¢¨á¨¬® à §¡à áë-

¢ îâ ¯® ¤¥áïâ¨ «ã­ª ¬. � ª®¢ë ¢¥à®ïâ­®áâ¨ á®¡ëâ¨©: A | ¢á¥

è à¨ª¨ ¢ ®¤­®© «ã­ª¥, B | ¢á¥ è à¨ª¨ ¢ à §­ëå «ã­ª å, C | ¤¢ 

è à¨ª  ¢ ®¤­®© «ã­ª¥ ¨ ®¤¨­ ¢ ¤àã£®©?

�¥è¥­¨¥. Ǳãáâì è à¨ª¨ à §«¨ç­ë¥, â®£¤  à ¢­®¢¥à®ïâ­®áâ-

­ëå ¨áå®¤®¢ N = 10

3

. � ©¤¥¬ ç¨á«  ¨áå®¤®¢, ¡« £®¯à¨ïâáâ¢ãî-

é¨å ®áãé¥áâ¢«¥­¨î á®¡ëâ¨© A, B ¨ C. �ç¥¢¨¤­®, çâ® mA = 10,

mB = A3

10

= 10 · 9 · 8 = 720, mC = C2

3

· A2

10

= 3 · 10 · 9 = 270 (áãé¥-

áâ¢ã¥â C2

3

á¯®á®¡®¢ ¢ë¡à âì ¤¢  è à¨ª  ¨§ âà¥å ¨ A2

10

¢ à¨ ­-

â®¢ ¢ë¡®à  «ã­®ª ¤«ï ¤¢ãå è à¨ª®¢). �®®â¢¥âáâ¢¥­­®: P (A) = 1

100

,

P (B) = 18

25

, P (�) = 27

100

.

� ¬¥ç ­¨¥. �ç¥¢¨¤­®, çâ® P (A) + P (B) + P (C) = 1.

Ǳà¨¬¥à 27. Ǳ® n «ã­ª ¬ á«ãç ©­® ¨ ­¥§ ¢¨á¨¬® à §¡à áë-

¢ îâ r è à¨ª®¢. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ¢ ¯¥à¢®© «ã­ª¥

¡ã¤¥â à®¢­® r
1

è à®¢, ¢® ¢â®à®© | à®¢­® r
2

è à®¢, ¨ â. ¤. ¢ ¯®-

á«¥¤­¥© n-© «ã­ª¥ ¡ã¤¥â à®¢­® rn è à®¢; ¡) ¢ ­¥ª®â®à®© «ã­ª¥

¡ã¤¥â à®¢­® k
1

> 0 è à®¢, ¢ ¤àã£®© | à®¢­® k
2

> 0 è à®¢, ¯à¨-

ç¥¬ k
1

6= k
2

, ¨ â. ¤. ¢ m-© «ã­ª¥ (m 6 n) ¡ã¤¥â à®¢­® km > 0 è -

à®¢, ¯à¨ç¥¬ ¢á¥ kj (£¤¥ j = 1, 2, . . . ,m) ®â«¨ç îâáï ¤àã£ ®â ¤àã-

£ ,   ¢ ®áâ «ì­ëå (n−m) «ã­ª å è à®¢ ­¥â, â. ¥. kj = 0 ¯à¨

j = m+ 1,m+ 2, . . . , n.
�¥è¥­¨¥. �¨á«® à ¢­®¢®§¬®�­ëå ¨áå®¤®¢ à ¢­® nr

. � ¯ã­ª-

â¥  ) ä¨ªá¨à®¢ ­® ç¨á«® è à®¢ ¢ ª �¤®© «ã­ª¥, á«¥¤®¢ -

â¥«ì­®, § ¯®«­¥­¨ï ¬®£ãâ à §«¨ç âìáï â®«ìª® á®áâ ¢®¬ è -
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à®¢. �¨á«® ¡« £®¯à¨ïâáâ¢ãîé¨å ¢ à¨ ­â®¢ (á ãç¥â®¬ â®£®, çâ®

r − r
1

− r
2

− . . .− rn−1 = rn)

mA = Cr
1

r Cr
2

r−r
1

Cr
3

r−r
1

−r
2

. . . Crn
r−r

1

−r
2

−...−rn−1

=

=

r!

r
1

!(r − r
1

)!

(r − r
1

)!

r
2

!(r − r
1

− r
2

)!

(r − r
1

− r
2

)!

r
3

!(r − r
1

− r
2

− r
3

)!

. . . =

=

r!

r
1

!r
2

! . . . rn!
.

�, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, P (A) = r!
r
1

!r
2

!...rn!
1

nr .

Ǳ¥à¥©¤¥¬ ª ¯ã­ªâã ¡). Ǳãáâì k
1

è à®¢ ¨¬¥­­® ¢ ¯¥à¢®© «ã­ª¥,

k
2

è à®¢ ¨¬¥­­® ¢® ¢â®à®© «ã­ª¥ ¨ â. ¤. �¨á«® â ª¨å § ¯®«­¥-

­¨© (á ãç¥â®¬ â®£®, çâ® ¯à¨ j > m ¢á¥ kj = 0, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,

kj ! = 1) á®£« á­® ¯ã­ªâã  ) à ¢­®

r!
k
1

!k
2

!...km!...kn!
=

r!
k
1

!k
2

!...km!

. �¥-

¯¥àì ãçâ¥¬, çâ® k
1

è à®¢ ¬®�¥â ¡ëâì ¢ «î¡®© ¨§ n «ã­®ª, k
2

è -

à®¢ | ¢ «î¡®© ¨§ (n− 1) ®áâ ¢è¨åáï «ã­®ª ¨ â. ¤. �ç¥¢¨¤­®,

çâ® â ª¨å á¯®á®¡®¢ Am
n , ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, mB =

r!
k
1

!k
2

!...km!

Am
n , ¨

P (B) =
r!Am

n

k
1

!k
2

!...km!

1

nr .

Ǳà¨¬¥à 28. Ǳ® ¯ïâ¨ «ã­ª ¬ á«ãç ©­® ¨ ­¥§ ¢¨á¨¬® à §¡à -

áë¢ îâ ç¥âëà¥ è à¨ª . � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ¢ ­¥ª®-

â®à®© «ã­ª¥ ¡ã¤¥â à®¢­® âà¨ è à¨ª ,   ¢ ­¥ª®â®à®© ¤àã£®© à®¢-

­® ®¤¨­; ¡) ¢ ­¥ª®â®àëå ¤¢ãå «ã­ª å ¡ã¤¥â à®¢­® ¯® ¤¢  è à¨ª ?

�¥è¥­¨¥.  ) �®£« á­® ¢ë¢®¤ ¬ ¯ã­ªâ  ¡) ¯à¨¬¥à  27 ¨¬¥-

¥¬ n = 5, r = 4, m =

4!

3!·1!A
2

5

= 80 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, p = 80

5

4

=

16

125

.

¡) � ®â«¨ç¨¥ ®â à ááã�¤¥­¨© ¯ã­ªâ   ) ç¨á«® á¯®á®¡®¢, ª®â®-

àë¬¨ ¬®�­® ¢ë¡à âì ¯ àã «ã­®ª ¨§ ¯ïâ¨, ¡ã¤¥â à ¢­® C2

5

,   ­¥ A2

5

,

¯®áª®«ìªã ç¨á«® è à®¢ ¢ íâ¨å «ã­ª å ®¤¨­ ª®¢®¥ ¨ ¯® ãá«®¢¨î

§ ¤ ç¨ â ª¨¥ «ã­ª¨ ­¥à §«¨ç¨¬ë. �â ª, m =

4!

2!·2!�
2

5

= 60 ¨, á«¥¤®-

¢ â¥«ì­®, p = 60

5

4

=

12

125

.

7.1. �¥âëà¥ è à¨ª  á«ãç ©­® à §¡à áë¢ îâ ¯® ¤¢ã¬ «ã­ª ¬.

� ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢ ª �¤®© «ã­ª¥ ¡ã¤¥â ­ å®¤¨âìáï ¯®

¤¢  è à¨ª ?

7.2. Ǳïâì è à¨ª®¢ á«ãç ©­® à §¡à áë¢ îâ ¯® ¯ïâ¨ «ã­ª ¬.

� ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢ ª �¤®© «ã­ª¥ ¡ã¤¥â ­ å®¤¨âìáï ¯®

®¤­®¬ã è à¨ªã?
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7.3. Ǳïâì è à¨ª®¢ á«ãç ©­® à §¡à áë¢ îâ ¯® ¤¢ã¬ ­¥à §«¨-

ç¨¬ë¬ «ã­ª ¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢á¥ è à¨ª¨ ¡ã¤ãâ ¢

®¤­®© «ã­ª¥?

7.4. �¥âëà¥ è à¨ª  á«ãç ©­® à §¡à áë¢ îâ ¯® âà¥¬ «ã­ª ¬,

à á¯®«®�¥­­ë¬ ¢ àï¤. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® è à¨ª¨ ¡ã¤ãâ

­ å®¤¨âìáï ¢ ¤¢ãå á®á¥¤­¨å «ã­ª å, ¯à¨ç¥¬ ¯® ¤¢  ¢ ª �¤®©?

7.5. �¢  ªà á­ëå è à¨ª  ¨ ®¤¨­ §¥«¥­ë© á«ãç ©­® à §¡à -

áë¢ îâ ¯® ¤¢ã¬ «ã­ª ¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ªà á­ë¥

è à¨ª¨ ¡ã¤ãâ:  ) ¢ ®¤­®© «ã­ª¥; ¡) ¢ à §­ëå «ã­ª å?

7.6. �¥áâì áâà¥«ª®¢ á«ãç ©­® ¨ ­¥§ ¢¨á¨¬® ¢ë¡¨à îâ á¥¡¥

«î¡ãî ¨§ è¥áâ¨ æ¥«¥©. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ¢á¥ æ¥«¨

¡ã¤ãâ ®¡áâà¥«ï­ë; ¡) ¡ã¤¥â ®¡áâà¥«ï­® à®¢­® ¯ïâì æ¥«¥©?

7.7. �¥áâì è à¨ª®¢ (¤¢  ªà á­ëå, ¤¢  á¨­¨å ¨ ¤¢  §¥«¥­ëå)

á«ãç ©­® à §¡à áë¢ îâ ¯® âà¥¬ ­¥à §«¨ç¨¬ë¬ «ã­ª ¬. � ª®¢ 

¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢ ª �¤®© «ã­ª¥ ¡ã¤¥â ­ å®¤¨âìáï ¯® ¤¢ 

®¤­®æ¢¥â­ëå è à¨ª ?

7.8. Ǳïâì ®¤¨­ ª®¢ëå è à¨ª®¢ á«ãç ©­® à §¡à áë¢ îâ ¯®

âà¥¬ ­¥à §«¨ç¨¬ë¬ «ã­ª ¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢ ¤¢ãå

«ã­ª å ¡ã¤¥â ¯® ¤¢  è à¨ª ,   ¢ âà¥âì¥© | ®¤¨­?

7.9. Ǳïâì ®¤¨­ ª®¢ëå è à¨ª®¢ á«ãç ©­® à §¡à áë¢ îâ ¯® ç¥-

âëà¥¬ ­¥à §«¨ç¨¬ë¬ «ã­ª ¬. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ¢ ¤¢ãå

«ã­ª å ¡ã¤¥â ¯® ¤¢  è à¨ª , ¢ âà¥âì¥© | ®¤¨­,   ¢ ç¥â¢¥àâ®© ­¨

®¤­®£®?

7.10. �à®¥ ¤àã§¥© áà ¢­¨¢ îâ ¤­¨ ­¥¤¥«¨, ¢ ª®â®àë¥ ®­¨ à®-

¤¨«¨áì. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® à®¢­® ¤¢®¥ ¨§ ­¨å à®¤¨«¨áì

¢ ®¤¨­ ¤¥­ì ­¥¤¥«¨?

7.11. �¥â¢¥à® ¤àã§¥© áà ¢­¨¢ îâ ¤­¨ ­¥¤¥«¨, ¢ ª®â®àë¥ ®­¨

à®¤¨«¨áì. � ª®¢  ¢¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®:  ) ¢á¥ ç¥â¢¥à® à®¤¨«¨áì ¢

à §­ë¥ ¤­¨ ­¥¤¥«¨; ¡) ¤­¨ ¨å à®�¤¥­¨© ¯à¨è«¨áì ­  ¯®­¥¤¥«ì­¨ª,

¢â®à­¨ª, áà¥¤ã ¨ ç¥â¢¥à£; ¢) ¤¢®¥ ¨§ ­¨å à®¤¨«¨áì ¢ áà¥¤ã,   ¤¢®¥ ¢

ç¥â¢¥à£?
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· (C
2

4

)

4

C8

16

. 3.26.

(

C3

9

)

3

C12

36

· (C
3

6

)

3

C12

24

.

3.27.

4

C13

52

· 3

C13

39

· 2

C13

26

. 3.28.

4!C12

48

C12

36

C12

24

C13

52

C13

39

C13

26

=

2197

20825

.

3.29.

4C4

13

(

C3

13

)

3

C13

52

· 3C
4

10

C3

9

(

C3

10

)

2

C13

39

· 2C
4

7

(

C3

6

)

2

C3

7

C13

26

.

3.30.

(

1−
(
1

2

)
2

)

· 1
3

=

1

4

. 3.31.  )

2

4

· 1+1
3

+

1+1

4

· 1
3

=

1

2

;

¡)

2

4

· 1
3

+

1

4

· 1
3

=

1

4

. 3.32.  )

a
a+b ·

C2

a

C2

a+b

;

¡)

a
a+b

(

1− C2

b

C2

a+b

)

+

b
a+b · ab

C2

a+b

; ¢) 1− a
a+b ·

C2

a

C2

a+b

;

£)

a
a+b ·

C2

b

C2

a+b

+

b
a+b · ab

C2

a+b

. 3.33.  )

12

20

· 11
19

· 8

18

=

44

285

;

¡) 1− C3

12

C3

20

=

46

57

. 3.34.

3

6

· C2

3

C2

6

· 1

C3

6

=

1

200

. 3.35.  )

2

5

· 1
5

=

2

25

;

¡)

2

5

· 4
5

+

3

5

· 2
5

=

14

25

. 3.36.

C2

6

C2

10

· 1

C4

10

+

6·4
C2

10

· 7

C4

10

+

C2

4

C2

10

· C2

8

C4

10

.

3.37.

4·C2

6

C3

10

+

6·C2

4

C3

10

. 3.38.  )

(

1− C2

12

C2

20

)(

1− C2

6

C2

30

)

;

¡)

(

1− C2

12

C2

20

)
C2

6

C2

30

+

(

1− C2

6

C2

30

)
C2

12

C2

20

. 3.39.

C10

28

+C1

4

C9

28

C10

32

=

4543

7192

.

3.40.

C6

28

+C3

4

C7

28

C10

32

=

285

3596

. 3.41.

C7

24

+C1

4

C6

23

+C2

4

C5

22

+C3

4

C4

21

+C3

20

C7

32

.

3.42. 1− C12

32

+C1

4

C11

31

+C2

4

C10

30

+C3

4

C9

29

+C8

28

C12

36

.

3.43.

(

C2

8

)

2

(

2C2

8

+8

2

)

C10

32

=

2450

268801

. 3.44.

C1

4

C3

9

9

3

+C2

4

(

C2

9

)

2

9

2

C6

36

=

18225

40579

.

3.45.  ) α2 · 2β(1− β) + 2α(1− α)β2; ¡) 1− (1− α)2(1− β)2.

3.46.  ) (1− α)7; ¡) 7α(1− α)6; ¢) 1− α7.

3.47.  ) 1− 0.8 · 0.6 = 0.52 ; ¡) 0.2 · 0.7 · 0.4 · 0.5 = 0.028 ;
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¢) 0.2 · 0.3(1− 0.4 · 0.5) + 0.4 · 0.5(1− 0.2 · 0.3) = 0.236 .

3.48. 0.32 = 0.09 . 3.49. 0.99 . 3.50. 1− (1− p)n.

3.51.  ) 1− (1− p)mn
; ¡) (1− (1− p)n)m. 3.52.  ) pα+ (1− p)β;

¡) p(1− α). 3.53. �¥à­ë¬¨.

4.1.

1

2

· 5

10

+

1

2

· 15
20

=

5

8

. 4.2.

6

10

· 6

10

+

4

10

· 7

10

=

16

25

.

4.3.

C2

6

C2

10

· C2

6

C2

10

+

6·4
C2

10

· C2

6

C2

9

+

C2

4

C2

10

· C2

6

C2

8

=

17

42

.

4.4.

1

2

· 0.2 + 1

2

· 0.5 = 0.35 . 4.5. 0.9 · 0.9 + 0.1 · 0.5 = 0.86 .

4.6. 0.8 · 0.1 + 0.2 · 0.7 = 0.22 . 4.7.

4

10

· 6

11

+

6

10

· 5

11

=

27

55

.

4.8.

5

10

· 5
9

+

5

10

· 5
9

=

5

9

. 4.9.

c+d
c+d+2 · c

c+d +
2

c+d+2 · a
a+b .

4.10.  )

a
a+b+c · 1 + b

a+b+c · 12 + c
a+b+c · 0; ¡) a+b

a+b+c · 1 + c
a+b+c · 13 ;

¢)

a+b
a+b+c · 1 + c

a+b+c · 23 .
4.11. α

(
1− (1− p

1

)

2

)
+ (1− α)

(
1− (1− p

2

)

2

)
.

4.12. a) 2p(1− p)α+ p2; ¡) 2p(1−p)α
2p(1−p)α+p2 .

4.13. a) p
(
1

2

p
1

+

1

2

p
2

)
+ (1− p)

(
1

2

α
1

+

1

2

α
2

)
;

¡) p
(
1

2

(1− p
1

) +

1

2

(1− p
2

)

)
; ¢)

p
(

1

2

p
1

+

1

2

p
2

)

p
(

1

2

p
1

+

1

2

p
2

)

+(1−p)
(

1

2

α
1

+

1

2

α
2

)

.

4.14. 0.85 · 1 + 0.15(0.3 · 0.8 + 0.7 · 0.9) = 0.9805 .

4.15.

1

2

· α+ 1

2

· β. 4.16.

n
n+1 · 12 + 1

n+1 · 1.
4.17.

C3

9

C3

15

· C3

6

C3

15

+

C2

9

·6
C3

15

· C3

7

C3

15

+

9·C2

6

C3

15

· C3

8

C3

15

+

C3

6

C3

15

· C3

9

C3

15

.

4.18. P (k ¡à ª®¢ ­­ëå | ¢§ïâ® ¡à ª®¢ ­­®¥) =
1

6

· k
5

5∑

i=0

1

6

· i
5

=

k
15

.

� ª ª ª 0 6 k 6 5, â® íâ  ¢¥à®ïâ­®áâì ­ ¨¡®«ìè ï ¯à¨ k = 5.

4.19.

α
α+ 1

2

(1−α−β)
. 4.20.

1

2

·1
1

2

· 1
2

+

1

2

·1
=

2

3

.

4.21.

8

35

· 1 + 24

35

· 1·C
4

33

C5

34

+

3

35

· 0 = 196

595

. 4.22. 4 · C3

4

·C4

28

+C3

28

C7

32

=

91

899

.

4.23.

3

9

· C4

33

C6

35

+

6

9

· C3

32

+C2

3

C4

32

C6

35

=

215

3927

.

4.24.

2

9

· 0 + 1

9

· C4

33

C35

6

+

6

9

· C4

32

C6

35

=

23

1309

.

4.25.

1

9

· 0 + 3

9

· C5

34

C6

35

+

5

9

· C5

34

−C2

31

C6

35

.

5.1.

π
4

. 5.2.

2

π . 5.3.

1

2

. 5.5. a, ¡)

1

3

. 5.6.

3

4

. 5.7.

2

7

. 5.8. 0.

5.9.

1

25

. 5.10.

1

12

. 5.11.

1

3

. 5.12.

1

3

. 5.13.

1

2

. 5.14.

1

3

+

√
3

2π .
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5.15.

11

36

. 5.16.

1

4

. 5.17.

3

5

.

5.18.

3

8

·
(
1

4

+

1

4

)
+ 2 · 1

4

·
(
1

8

+

3

8

)
+

1

8

·
(
1

4

+

1

4

)
=

1

2

.

6.1. m Ǳ® ä®à¬ã«¥ Ǳ® â¥®à¥¬¥

�¥à­ã««¨ �ã ¢à |� ¯« á 

 ) 3 C3

20

/220 ≈ 0.00109 ≈ ϕ(7/
√
5)/

√
5 ≈ 0.00133

¡) 7 C3

20

/220 ≈ 0.0739 ≈ ϕ(3/
√
5)/

√
5 ≈ 0.0725

¢) 10 C10

20

/220 ≈ 0.176 ≈ 1/
√
10π ≈ 0.178

£) 15 C15

20

/220 ≈ 0.0148 ≈ ϕ(
√
5)/

√
5 ≈ 0.0146

6.2.  ) ¯® ä®à¬ã«¥ �¥à­ã««¨ C25

80

· 355/480 ≈ 0.0434; ¯® â¥®à¥¬¥

�ã ¢à |� ¯« á  ≈ ϕ(
√

5/3)/
√
15 ≈ 0.0448;

¡) ≈ �(6/
√
15)− �(−5/

√
15) ≈ 0.841.

6.3.  ) ≈ ϕ(40/3)/12 ≈ 10

−40
; ¡) ≈ 1/(12

√
2π) ≈ 0.0332;

¢) ≈ �(41/12)− �(−55/6) ≈ 0.9997.

6.4. m
0

Pn(m0

) ¯® Pn(m0

) ¯® â¥®à¥¬¥

ä®à¬ã«¥ �¥à­ã««¨ �ã ¢à |� ¯« á 

 ) 6 C6

30

· 424/530 ≈ 0.179 ≈
√

5/(3π)/4 ≈ 0.182

¡) 5 C5

30

· 525/630 ≈ 0.192 ≈
√

3/π/5 ≈ 0.195

¢) 5 C5

35

· 530/635 ≈ 0.176 ≈ 6ϕ(1/
√
7)/(5

√
7) ≈ 0.168

6 C6

35

· 529/635 ≈ 0.176 ≈ 6ϕ(1/(5
√
7))/(5

√
7) ≈
≈ 0.180

6.5. > 150. 6.6. ≈ 0.0798. 6.7. ≈ 0.2326. 6.8. ≈ 0.0255.

6.9. ≈ 0.5953. 6.10.  ) 2�

(
2k√
n

)

− 1; ¡) ≈ 0.9772 ; ¢) ≈ 0.7365 ;

£) ≈ 0.5793 . 6.11. �

(
ε

5

√
5

)

= 0.975⇔ ε ≈ 22.

6.12. �

(
ε−630
3

√
211

)

= 0.99⇔ ε ≈ 662.

6.13. �

(
ε−280
2

√
42

)

= 0.02⇔ ε ≈ 253.

6.14. C1

n

(
1

n

)
1

(
1− 1

n

)n−1
=

(
n−1
n

)n−1
. 6.15.

(
5

6

)
10

. 6.16.

7

32

.

6.17. ≈ 0.6228 . 6.18.

64

81

. 6.19.

1269

1000000

. 6.20. ®â 32949

¤® 33718.

7.1.

4!

2!·2! · C2

2

· 1

2

4

=

3

8

. 7.2.

5!

1!·1!·1!·1!·1! · C5

5

· 1

5

5

=

24

625

.

7.3.

5!

5!

A1

2

1

2

5

=

1

16

. 7.4.

2·C2

4

3

4

=

4

27

. 7.5.  )

(
1

2

)
2

+

(
1

2

)
2

=

1

2

;

61



¡)

1

2

· 1
2

+

1

2

· 1
2

=

1

2

. 7.6.  )

A6

6

6

6

=

5

648

; ¡)

6·5·A4

6

6

6

=

25

108

.

7.7. 1 · 1
3

· 2
3

· 1
3

· 1
3

· 1
3

=

2

243

. 7.8.

5!

2!·2!·1! · 3C2

2

· 1

3

5

=

10

27

.

7.9.

5!

2!·2!·1! · 4C2

3

· 1

4

5

=

45

128

. 7.10.

4!·A4

7

2!·1!·73 =
18

49

.

7.11.  )

4!·C4

7

1!·1!·1!·1!·74 =
120

343

; ¡)

4!

1!·1!·1!·1!·0!·0!·0!·74 =
24

2401

;

¢)

4!

2!·2!·0!·0!·0!·0!·74 =
6

2401

.
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