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Ïðåäèñëîâèå

Äàííîå ïîñîáèå ñîçäàíî íà îñíîâå íåêîòîðîé ÷àñòè ãîäîâîãî êóðñà �Àäàï-
òàöèîííàÿ ìàòåìàòèêà�, ââåä¼ííîãî â ó÷åáíóþ ïðîãðàììó ýêîíîìè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÑÏáÃÓ ïî èíèöèàòèâå Î.À.Èâàíîâà è Ï.Ê.×åðíÿåâà. Èçíà÷àëüíî
ïëàíèðîâàëîñü, ÷òî ýòà äèñöèïëèíà ïðèçâàíà ëèêâèäèðîâàòü ïðîáåë â çíàíèÿõ
ñîâðåìåííûõ ñòóäåíòîâ, âîçíèêøèé â ñðåäíåé øêîëå, à èõ óðîâåíü ïîäíÿòü äî
òîãî, êîòîðûé èìåëè èõ ñâåðñòíèêè 30 ëåò íàçàä. Íî â ïðîöåññå ðàáîòû îêàçà-
ëîñü, ÷òî ó ñòóäåíòîâ âîçíèêàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî âîïðîñîâ è ïî òåêóùåìó
ìàòåðèàëó òîæå. Ýòè âîïðîñû áûëè ñîáðàíû è îòñîðòèðîâàíû ïî òåìàì. Èíî-
ãäà ÷èòàòåëþ áóäåò êàçàòüñÿ, ÷òî âîïðîñû ñëèøêîì ïðîñòûå è èõ íå ñëåäîâàëî
îáñóæäàòü â êíèãå. Åñëè ýòè âîïðîñû âñ¼-òàêè áûëè çàäàíû, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî
ñóùåñòâóþò ñòóäåíòû, êîòîðûå ëèáî äåéñòâèòåëüíî íå çíàëè, êàê ðåøèòü òàêóþ
ïðîñòóþ çàäà÷ó, ëèáî õîòåëè óáåäèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè ñâîèõ çíàíèé.

Ïîñîáèå íàïèñàíî â æàíðå äèàëîãà ñòóäåíòà, ïðèøåäøåãî íà êîíñóëüòàöèþ,
è äåæóðíîãî ïðåïîäàâàòåëÿ. Èíîãäà, ïîñëå îòâåòà íà âîïðîñ, ïðåïîäàâàòåëü,
æåëàÿ ïîêàçàòü îáó÷àþùåìóñÿ ïðîáëåìó ñ ðàçíûõ ñòîðîí, ïðèäóìûâàë ñâîé âî-
ïðîñ, ñëåãêà èçìåíèâ çàäàíèå, êîòîðîå ïðèí¼ñ ñòóäåíò. Íåêîòîðûå çàäà÷è îêàçà-
ëèñü ñëèøêîì ãðîìîçäêèìè. Ïðè èçëîæåíèè â ó÷åáíîì ïîñîáèè îíè ðàçäåëåíû
íà ñåðèè âîïðîñîâ.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòàì çà âíèìàòåëüíîå îòíîøåíèå
ê ðóêîïèñè è ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé.
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1. ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÀß ÔÎÐÌÀ ÇÀÏÈÑÈ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÃÎ ×ÈÑËÀ

Âîïðîñ 1.1. ×òî òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî?
Îòâåò. Ìíîæåñòâîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîç-

ìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (a, b), ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d),

óìíîæåíèÿ
(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

è îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà

(a, b) = (c, d)⇔

{
a = c,

b = d
.

Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èìååò ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðå-
òàöèþ. Ýòî òî÷êà íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü,
êàê êîíåö âåêòîðà, íà÷àëî êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò.

O a

b (a, b)

Ó÷èòûâàÿ àêñèîìó ñëîæåíèÿ, àññîöèöèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà è âåêòîðà åù¼
áîëåå óäà÷íà.

Âîïðîñ 1.2. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë?

Îòâåò. Ïî àíàëîãèè ñ îïåðàöèåé âû÷èòàíèÿ íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè
ðàçíîñòüþ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàçûâàòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ñóììà êî-
òîðîãî ñ âû÷èòàåìûì ðàâíî óìåíüøàåìîìó. Òî åñòü ðàçíîñòüþ (a, b) − (c, d)
íàçûâàåòñÿ òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî (x, y), ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî

(x, y) + (c, d) = (a, b)

Ïî àêñèîìå ñëîæåíèÿ èìååì

(x+ c, y + d) = (a, b)

È ñîãëàñíî àêñèîìå ðàâåíñòâà{
x+ c = a,

y + d = b,
⇔

{
x = a− c,
y = b− d.
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Òî åñòü
(x, y) = (a− c, b− d).

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà äëÿ âû÷èòàíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âûãëÿäèò òàê:

(a, b)− (c, d) = (a− c, b− d).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âåêòîðû âû÷èòàþòñÿ ïî òàêîé æå ôîðìóëå.

Âîïðîñ 1.3. ×òî ïîëó÷èòñÿ â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
íà êîìïëåêñíîå?

Îòâåò.

a · (c, d) = (a, 0) · (c, d) = (ac− 0 · d, ad+ 0 · c) = (ac, ad)

Â âîïðîñå 1.1 áûëî ñêàçàíî, ÷òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè
ìîæåò áûòü òðàêòîâàíî, êàê âåêòîð. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî è ïðàâèëî óìíîæå-
íèÿ ÷èñëà íà âåêòîð âûãëÿäèò òàê æå, êàê ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ âåùåñòâåííîãî
÷èñëà íà êîìïëåêñíîå.

Âîïðîñ 1.4. Êàêàÿ ñâÿçü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ õîðîøî èçó÷åííûìè âåùå-
ñòâåííûìè ÷èñëàìè?

Îòâåò. Ïî ñâîèì àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâàì êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñ íóëåâîé
âòîðîé êîìïîíåíòîé íåîòëè÷èìû îò âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ òàê æå, êàê è ñ âåùåñòâåííûìè
÷èñëàìè:

(a, 0) + (b, 0) = (a+ b, 0 + 0) = (a+ b, 0),

(a, 0) · (b, 0) = (ab− 0 · 0, a · 0 + 0 · c) = (ab− 0, 0 + 0) = (ab, 0).

Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëîæèòü
(a, 0) = a.

Âîïðîñ 1.5. ×òî òàêîå àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?
Îòâåò. Ôîðìóëà äëÿ óìíîæåíèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ âûøå, íå î÷åíü óäîá-

íà â èñïîëüçîâàíèè. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðàâèë âû÷èñëåíèé ââîäÿò îáîçíà÷åíèå:
ìíèìóþ åäèíèöó, ÷èñëî i = (0, 1). Òåïåðü ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü çàïèñàòü
(a, b) = a+ ib. Äåéñòâèòåëüíî,

a+ ib = (a, 0) + (0, 1) · (b, 0) = (a, 0) + (0 · b− 1 · 0, 0 · 0 + 1 · b) =

= (a, 0) + (0, b) = (a+ 0, 0 + b) = (a, b).

Çàìåòèì, ÷òî çàïèñü (a+ ib) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé çàïèñè êîì-

ïëåêñíîãî ÷èñëà.

Âîïðîñ 1.6. ×åì çàìå÷àòåëüíî ÷èñëî i?
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Îòâåò. Ñàìîé èçâåñòíîé ôîðìóëîé â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ ÿâëÿåòñÿ

i2 = −1 ,

[5]. Äîêàæåì ýòî.

i2 = (0, 1) · (0, 1) = (0 · 0− 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = (−1, 0) = −1.

Âîïðîñ 1.7. Â ÷¼ì çàêëþ÷àþòñÿ ïðåèìóùåñòâà àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìû çà-
ïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?

Îòâåò. Åñëè ïîìíèòü, ÷òî i2 = −1, òî ìîæíî íå çàó÷èâàòü ïðàâèëà-àêñèîìû
ðàáîòû ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Èñïîëüçóÿ îáû÷íûå ïðàâèëà ðàáîòû ñ ìíîãî-
÷ëåíàìè, è çàìåíÿÿ â íóæíûõ ìåñòàõ i2 íà (−1), ìîæíî ïîëó÷èòü ïðàâèëüíûé
ðåçóëüòàò. Ïðîâåðèì ýòî:

(a, b)+ (c, d) = (a+ ib)+ (c+ id) = a+ ib+ c+ id = a+ c+ i(b+ d) = (a+ c, b+ d),

(a, b)− (c, d) = (a+ ib)− (c+ id) = a+ ib− c− id = a− c+ i(b− d) = (a− c, b− d),

(a, b) · (c, d) = (a+ ib) · (c+ id) = ac+ ibc+ iad+ i2bd = ac+ i(bc+ ad)− bd =

= ac− bd+ i(bc+ ad) = (ac− bd, ad+ bc),

(a, 0) = a+ i · 0 = a+ 0 = a.

Âñ¼ ïðàâèëüíî.

Âîïðîñ 1.8. Êàê íàéòè êâàäðàòíûé êîðåíü èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà?
Îòâåò. ×òîáû íå îòâëåêàòü ÷èòàòåëÿ îò ñóòè âîïðîñà ëèøíèìè àðèôìåòè÷å-

ñêèìè äåéñòâèÿìè, èçâëå÷¼ì êâàäðàòíûé êîðåíü èç (−1). Ïóñòü
√
−1 = a+ ib,

ãäå a è b âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êâàäðàòíîãî êîðíÿ,

(a+ ib)2 = −1⇔ a2 + 2iab− b2 = −1⇔

{
a2 − b2 = −1
2ab = 0

⇔


a2 − b2 = −1[
a = 0

b = 0

⇔

⇔


{
a2 − b2 = −1
a = 0{
a2 − b2 = −1
b = 0

⇔


{
−b2 = −1
a = 0{
a2 = −1
b = 0

⇔


{
b2 = 1

a = 0{
a ∈ ∅
b = 0

⇔

⇔


[
b = 1

b = −1
a = 0

⇔


{
b = 1

a = 0{
b = −1
a = 0.
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Èòàê, êâàäðàòíûõ êîðíåé èç ìèíóñ åäèíèöû äâà: 0 + 1 · i = i è 0− 1 · i = −i.
Òî åñòü

√
−1 = ±i. Èç äðóãèõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë êîðíè íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷-

íî. Íàïðèìåð,
√
−36 = ±6i.

Âîïðîñ 1.9. ×òî òàêîå ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?
Îòâåò. Ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êî-

îðäèíàò äî òî÷êè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîìó êîìïëåêñ-
íîìó ÷èñëó.
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Âñïîìíèì, ÷òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî (x+ iy) ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë (x, y), êîòîðóþ ìîæíî èçîáðàçèòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè
òî÷êîé ñ ýòèìè êîîðäèíàòàìè [8]. Äëÿ êîíêðåòíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà òî÷-
êà íàõîäèòñÿ â ïåðâîé ÷åòâåðòè. Îïóñòèì èç ýòîé òî÷êè ïåðïåíäèêóëÿð íà âå-
ùåñòâåííóþ îñü è ñîåäèíèì ýòó òî÷êó ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Ïîëó÷èì ïðÿìî-
óãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè x è y. Äëèíó ãèïîòåíóçû ýòîãî ïðÿìîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà îáîçíà÷èì ρ, îíà è îêàæåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà,
ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè (x, y) äî íà÷àëà êîîðäèíàò. Â ÷àñò-
íîñòè, ìîæíî çàïèñàòü

ρ = |x+ iy|.
Èç òåîðåìû Ïèôàãîðà èìååì

ρ2 = x2 + y2.

Ïîýòîìó
ρ = |x+ iy| =

√
x2 + y2.

Î÷åâèäíî, ÷òî ρ = |x+ iy| > 0.

Âîïðîñ 1.10. ×òî òàêîå êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå?
Îòâåò. Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðòîé ñâåðõó è îïðåäåëÿåò-

ñÿ òàê
x+ iy = x− iy.
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Ñàìàÿ èçâåñòíàÿ ôîðìóëà, â êîòîðîé ó÷àñòâóåò êîìïëåñêíîå ñîïðÿæåíèå,
èìååò âèä

zz = |z|2 .

Äîêàæåì å¼. Ïóñòü z = x+ iy, òîãäà z = x− iy. Ïîýòîìó

zz = (x+ iy)(x− iy) = x2 − (iy)2 = x2 − i2y2 = x2 − (−1)y2 =

= x2 + y2 =
(√

x2 + y2
)2

= |z|2.

Âîïðîñ 1.11. Ìîæåò ëè ÷èñëî áûòü êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíî ñàìîìó ñåáå?
Îòâåò. Ôàêòè÷åñêè íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå

z = z.

Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x+ iy, ãäå x, y ∈ R. Òîãäà

x+ iy = x+ iy,

x+ iy = x− iy.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà áûëè ðàâíû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû èõ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè áûëè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû. Ïîýòîìó{

x = x,

y = −y,{
x ∈ R,
y = 0.

Âûâîä: òàêîå âåðíî äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è òîëüêî äëÿ íèõ.

Âîïðîñ 1.12. Êàê îïðåäåëÿòñÿ îïåðàöèÿ äåëåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë?
Îòâåò. Ïî àíàëîãèè ñ îïåðàöèåé äåëåíèÿ íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè ÷àñò-

íûì äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàçûâàòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ïðîèçâåäåíèå êî-

òîðîãî ñ äåëèòåëåì ðàâíî äåëèìîìó. Òî åñòü ÷àñòíûì
a+ ib

c+ id
íàçûâàåòñÿ òàêîå

êîìïëåêñíîå ÷èñëî (x+ iy), ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî

(x+ iy)(c+ id) = a+ ib

Â ÷àñòíîñòè, ïî àêñèîìå óìíîæåíèÿ èìååì

xc− yd+ i · (xd+ cy) = a+ ib

È ñîãëàñíî àêñèîìå ðàâåíñòâà, ïðèðàâíÿâ îòäåëüíî âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ
÷àñòè èìååì: {

xc− yd = a,

xd+ cy = b.
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Ïîëó÷èëàñü ñèñòåìà äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Ïðîùå

âñåãî çàïèñàòü å¼ ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êðàìåðà. Åñëè

∣∣∣∣∣ c −dd c

∣∣∣∣∣ 6= 0, òî

ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëàìè Êðàìåðà:

x =

∣∣∣∣∣∣∣
a −d
b c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c −d
d c

∣∣∣∣∣∣∣
,

y =

∣∣∣∣∣∣∣
c a

d b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c −d
d c

∣∣∣∣∣∣∣
,

⇔

{
x = ac+bd

c2+d2
,

y = bc−ad
c2+d2

.

Òî åñòü

x+ iy =
ac+ bd

c2 + d2
+ i · bc− ad

c2 + d2
.

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà äëÿ äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âûãëÿäèò òàê:

a+ ib

c+ id
=
ac+ bd

c2 + d2
+ i · bc− ad

c2 + d2
.

Åñëè ∣∣∣∣∣ c −dd c

∣∣∣∣∣ = 0⇔ c2 + d2 = 0⇔

{
c = 0

d = 0
⇔ c+ id = 0,

òî äåëåíèå íåâîçìîæíî. Ýòî ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî íàä ïîëåì âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë äåëåíèå íà íîëü òîæå íåâîçìîæíî.

Âîïðîñ 1.13. Êàê íà ïðàêòèêå äåëèòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà äðóã íà äðóãà?
Îòâåò. Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá � ýòî äîìíîæèòü äåëèìîå è äåëèòåëü íà

÷èñëî êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîå äåëèòåëþ.

a+ ib

c+ id
=

(a+ ib)(c− id)
(c+ id)(c− id)

⇀⇁

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå ïðåðûâàíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé íà êîììåíòàðèè,
çäåñü è äàëåå, âìåñòî îáû÷íîãî çíàêà ðàâåíñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü çíà÷îê ⇀⇁ .
Ýòî ñâîåãî ðîäà �ãèïåðññûëêà�.

Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî âîïðîñà, â çíàìåíàòåëå îáðàçîâàëîñü âåùå-
ñòâåííîå (ðàäè ýòîãî è áûëî ñîâåðøåíî äîìíîæåíèå) ÷èñëî, ðàâíîå êâàäðàòó
ìîäóëÿ äåëèòåëÿ. Â ÷èñëèòåëå ñîâåðøèì óìíîæåíèå, ïîìíÿ, ÷òî i2 = −1.

⇀⇁
ac+ ibc− iad− i2bd

c2 + d2
=
ac+ bd+ i(bc− ad)

c2 + d2
=
ac+ bd

c2 + d2
+ i · bc− ad

c2 + d2
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Ïî÷ëåííîå äåëåíèå ñîâåðøåíî äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü âåùåñòâåííóþ è ìíè-
ìóþ ÷àñòè.

Âîïðîñ 1.14. Âû÷èñëèòü
(−4 + i)4

1− 2i
+ 6− i. Çàäà÷à âçÿòà èç ó÷åáíîãî ïîñî-

áèÿ [1].
Îòâåò.

(−4 + i)4

1− 2i
+ 6− i = ((−4 + i)2)

2

1− 2i
+ 6− i = (16− 8i+ i2)

2

1− 2i
+ 6− i =

=
(16− 8i− 1)2

1− 2i
+ 6− i = (15− 8i)2

1− 2i
+ 6− i = 225− 240i+ 64i2

1− 2i
+ 6− i =

=
225− 240i− 64

1− 2i
+ 6− i = 161− 240i

1− 2i
+ 6− i = (161− 240i)(1 + 2i)

(1− 2i)(1 + 2i)
+ 6− i =

=
161− 240i+ 322i− 480i2

1 + 22
+6− i = 161 + 82i+ 480

1 + 4
+6− i = 641 + 82i

5
+6− i =

=
641 + 82i+ 30− 5i

5
=

671 + 77i

5
=

671

5
+ i · 77

5

Âîïðîñ 1.15. Ïî÷åìó êîìïëåêñíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà ñ âåùåñòâåííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè �õîäÿò ïàðàìè�, òî åñòü, åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ÿâëÿåòñÿ êîð-
íåì, òî êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîå åìó ÷èñëî z òîæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì?

Îòâåò. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè P (z) = a0 · zn + a1 · zn−1 + a2 · zn−2 + . . .+ an−1 · z + an. Ïîäñòàâèì â íåãî
êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x+ iy.

P (x+ iy) = a0 · (x+ iy)n+a1 · (x+ iy)n−1+a2 · (x+ iy)n−2+ . . .+an−1 · (x+ iy)+an.

Âûïîëíÿÿ âñå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî i2 = −1 è âûäåëèâ
âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî:

P (x+ iy) = A+ i ·B.

Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x+ iy ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Òîãäà

A+ i ·B = 0, òî åñòü

{
A = 0,

B = 0.
Òåïåðü ïîäñòàâèì â ýòîò æå ìíîãî÷ëåí êîì-

ïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîå ÷èñëî z = x− iy. Ïîëó÷èì

P (x− iy) = a0 · (x− iy)n+a1 · (x− iy)n−1+a2 · (x− iy)n−2+ . . .+an−1 · (x− iy)+an.

Ýòî àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå ôîðìàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî òîëüêî
òåì, ÷òî â í¼ì ÷èñëî i çàìåíåíî íà ïðîòèâîïîëîæíîå åìó ÷èñëî (−i). Ïîýòîìó
ïîñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî i2 = −1 è
âûäåëåíèÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé, ïîëó÷èì òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò,
íî òîëüêî ñ çàìåíîé ÷èñëà i íà (−i):

P (x− iy) = A− i ·B.
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Ïîñêîëüêó

{
A = 0,

B = 0,
òî

P (x− iy) = 0− i · 0 = 0,

òî åñòü êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîå ÷èñëî z = x− iy òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî
ìíîãî÷ëåíà.

2. ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÔÎÐÌÀ ÇÀÏÈÑÈ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÃÎ
×ÈÑËÀ

Âîïðîñ 2.16. ×òî òàêîå òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñ-
ëà?

Îòâåò. Îáîçíà÷èì ϕ óãîë, îáðàçîâàííûé ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì âå-
ùåñòâåííîé îñè è ãèïîòåíóçîé òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò
(ñì. ÷åðò¼æ íà ñòðàíèöå 8). Èç òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé â ïðÿìîóãîëü-
íîì òðåóãîëüíèêå ñëåäóåò, ÷òî

x = ρ · cosϕ,
y = ρ · sinϕ.

Òåïåðü êîìïëåêñíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê

z = x+ iy = ρ · cosϕ+ i · ρ · sinϕ = ρ · (cosϕ+ i · sinϕ).

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé çàïèñè êîì-

ïëåêñíîãî ÷èñëà. Óãîë ϕ íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Îí íå
îáÿçàòåëüíî äîëæåí íàõîäèòüñÿ â ïåðâîé ÷åòâåðòè, êàê íà óïîìÿíóòîì ÷åðòå-
æå, òî åñòü ϕ ∈ R.

Âîïðîñ 2.17. ×òî òàêîå arg ?
Îòâåò. Ýòî îáîçíà÷åíèå àðãóìåíòà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Òî åñòü â òåðìèíàõ

ïðåäûäóùåãî âîïðîñà arg z = ϕ.

Âîïðîñ 2.18. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ñîîòíîøåíèþ

arg z = (1 + 2n)π, ãäå n ∈ Z.

Îòâåò. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî arg z = π + 2πn. Ïîñêîëüêó àðãóìåíò êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî 2πn, òî íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè íàäî èçîáðàçèòü òå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ arg z = π. Ýòî òî÷êè íà îò-
ðèöàòåëüíîé ïîëîâèíå âåùåñòâåííîé îñè.
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O

Im z

Re z

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò, òî÷êà z = 0, âûäåëåíà ñâåòëûì
êðóæî÷êîì, îáîçíà÷àþùèì, ÷òî îíà íå âõîäèò â èçîáðàæàåìîå ìíîæåñòâî. Äå-
ëî â òîì, ÷òî àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â íà÷àëå êîîðäèíàò íåîïðåäåë¼í.
À íåîïðåäåë¼ííîñòü íå ìîæåò áûòü ïðèçíàíà ðàâíîé êîíêðåòíîìó ÷èñëó, â ÷àñò-
íîñòè π.

Âîïðîñ 2.19. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ñîîòíîøåíèþ

π

4
(8n− 1) 6 arg(z + i) <

π

2
(4n+ 1), ãäå n ∈ Z.

Îòâåò. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî

−π
4
+ 2πn 6 arg(z + i) <

π

2
+ 2πn.

×òîáû ðàçîáðàòüñÿ â òîì, êàê ïîñòðîèòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ýòîìó íåðàâåíñòâó, ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé w = z + i. Ïîëó÷èì

−π
4
+ 2πn 6 argw <

π

2
+ 2πn.

Ïîñêîëüêó àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãà-
åìîãî 2πn, òî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàäî èçîáðàçèòü òå òî÷êè, äëÿ êîòî-
ðûõ −π

4
6 argw < π

2
. Ýòî óãîë â 135◦. Îäèí èç îãðàíè÷èâàþùèõ óãîë ëó÷åé

âõîäèò â èçîáðàæ¼ííîå ìíîæåñòâî, à äðóãîé ëó÷ íå âõîäèò.
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O

i

Imw

Rew

Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê ñòàðîé ïåðåìåííîé z = w − i. Ïðè ýòîì çàøòðèõîâàííàÿ
÷àñòü ïåðåìåñòèòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì. Íà÷àëî êîîðäèíàò îêàæåòñÿ â
òîé òî÷êå, ãäå w = i. Òî åñòü ðèñóíîê îêàæåòñÿ íà åäèíèöó íèæå (íà ïðàêòèêå
ïðîùå ïîäíÿòü âåùåñòâåííóþ îñü íà åäèíèöó).

O

−i

Im z

Re z

Âîïðîñ 2.20. Åñòü ëè ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë â óìíîæåíèè êîìïëåêñíûõ
÷èñåë?

Îòâåò. Äà, åñòü. ×òîáû åãî íàéòè, íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî âûðàçèòü êîì-
ïëåêñíûå ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû äâà
êîìïëåêñíûõ ÷èñëà, óæå ïðåäñòàâëåííûå â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå çàïè-
ñè: z = ρ · (cosϕ+ i · sinϕ) è w = r · (cosψ + i · sinψ). Òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå

zw = ρ · (cosϕ+ i · sinϕ) · r · (cosψ + i · sinψ) =

= ρr ·
(
cosϕ cosψ + i · sinϕ cosψ + i · cosϕ sinψ + i2 · sinϕ sinψ

)
=

= ρr · (cosϕ cosψ + i(sinϕ cosψ + cosϕ sinψ)− sinϕ sinψ) =

= ρr · ((cosϕ cosψ − sinϕ sinψ) + i(sinϕ cosψ + cosϕ sinψ)) ⇀⇁
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Â ñêîáêàõ îáðàçîâàëèñü èçâåñòíûå ôîðìóëû êîñèíóñà è ñèíóñà ñóììû äâóõ
óãëîâ.

⇀⇁ρr · ((cos(ϕ+ ψ) + i(sin(ϕ+ ψ)) .

Â ðåçóëüòàòå èìååì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà,
àðãóìåíò êîòîðîãî ðàâåí ñóììå àðãóìåíòîâ ñîìíîæèòåëåé.

O

Im

Re

z w

zw

ψ

ϕ

ϕ+ ψ

ψ

Âîïðîñ 2.21. ×òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî óìíîæèòü íà êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî, ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí åäèíèöå?

Îòâåò. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî âîïðîñà áóäåì èìåòü (ïðè r = 1):

z = ρ · (cosϕ+ i · sinϕ),

w = cosψ + i · sinψ,

zw = ρ · ((cos(ϕ+ ψ) + i(sin(ϕ+ ψ)) .

Ìîäóëü ÷èñëà íå èçìåíèëñÿ, à àðãóìåíò ïîëó÷èë "ïðèáàâêó"(êàâû÷êè ñâÿçàíû
ñ òåì, ÷òî íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî ψ > 0). Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî
îçíà÷àåò ïîâîðîò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë ψ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò.
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O

Im

Re

z

w

zw

ψ

ϕ

1−1

i

−i

ψ

Âîïðîñ 2.22. Åñòü ëè ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë â äåëåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë?
Îòâåò. Äà, òîæå åñòü. ×òîáû åãî íàéòè íóæíî âûðàçèòü êîìïëåêñ-

íûå ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû äâà êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñëà, óæå ïðåäñòàâëåííûå â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå çàïèñè:
z = ρ · (cosϕ+ i · sinϕ) è w = r · (cosψ + i · sinψ). Òîãäà èõ îòíîøåíèå

z

w
=
ρ · (cosϕ+ i · sinϕ)
r · (cosψ + i · sinψ)

⇀⇁

Íàïîìíèì, ÷òî äåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðîùå âñåãî îñóùåñòâèòü äîìíîæèâ
÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà ÷èñëî, êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîå çíàìåíàòå-
ëþ (ñì. âîïðîñ 1.13).

⇀⇁
ρ · (cosϕ+ i · sinϕ)(cosψ − i · sinψ)
r · (cosψ + i · sinψ)(cosψ − i · sinψ)

=

=
ρ · (cosϕ cosψ + i · sinϕ cosψ − i · cosψ sinψ − i2 · sinϕ sinψ)

r · (cos2 ψ + sin2 ψ)
=

=
ρ · (cosϕ cosψ + i(sinϕ cosψ − cosψ sinψ) + sinϕ sinψ)

r · 1
=

=
ρ

r
· ((cosϕ cosψ + sinϕ sinψ) + i(sinϕ cosψ − cosψ sinψ))⇀⇁

Â ñêîáêàõ îáðàçîâàëèñü èçâåñòíûå ôîðìóëû êîñèíóñà è ñèíóñà ðàçíîñòè äâóõ
óãëîâ

⇀⇁
ρ

r
· (cos(ϕ− ψ) + i(sin(ϕ− ψ))

Â ðåçóëüòàòå èìååì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà,
àðãóìåíò êîòîðîãî ðàâåí ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ äåëèòåëÿ è äåëèìîãî.
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O

Im

Re

z

w

z
w

ϕ− ψ

ψ
ϕ

ψ

Âîïðîñ 2.23. ×òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî ðàçäåëèòü íà êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî, ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí åäèíèöå?

Îòâåò. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî âîïðîñà áóäåì èìåòü (ïðè r = 1):

z = ρ · (cosϕ+ i · sinϕ),

w = cosψ + i · sinψ,
z

w
= ρ · ((cos(ϕ− ψ) + i(sin(ϕ− ψ)) .

Ìîäóëü ÷èñëà íå èçìåíèëñÿ, à àðãóìåíò "óìåíüøèëñÿ"(êàâû÷êè ñâÿçàíû ñ òåì,
÷òî íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî ψ > 0). Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò
ïîâîðîò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà óãîë ψ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò.

O

Im

Re

z

w

z
wψ

ϕ

1−1

i

−i

ψ

3. ÔÎÐÌÓËÀ ÌÓÀÂÐÀ

Âîïðîñ 3.24. Äîêàæèòå ôîðìóëó Ìóàâðà.
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Îòâåò. Ôîðìóëà Ìóàâðà ñëóæèò äëÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü êîìïëåêñíûõ
÷èñåë [6] è èìååò âèä

(ρ(cosϕ+ i · sinϕ))n = ρn (cos(nϕ) + i · sin(nϕ)) .

Ðàçóìååòñÿ, ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñòåïåíåé è ïîýòîìó
ñîäåðæàòåëüíîé ÷àñòüþ ôîðìóëû Ìóàâðà (êîòîðóþ è áóäåì äîêàçûâàòü) ÿâëÿ-
åòñÿ

(cosϕ+ i · sinϕ)n = cos(nϕ) + i · sin(nϕ).
Ôîðìóëà Ìóàâðà äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
1) Èíäóêöèîííàÿ áàçà. Äîêàæåì ôîðìóëó äëÿ n = 1.

(cosϕ+ i · sinϕ)1 = cos(1 · ϕ) + i · sin(1 · ϕ)

cosϕ+ i · sinϕ = cos(ϕ) + i · sin(ϕ).
Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíîå.
2) Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî

(cosϕ+ i · sinϕ)n = cos(nϕ) + i · sin(nϕ)

âåðíîå. È äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé æå ôîðìóëû, åñëè â íå¼ âìåñòî n ïîä-
ñòàâèòü (n+ 1).

(cosϕ+ i · sinϕ)n+1 = cos ((n+ 1)ϕ) + i · sin ((n+ 1)ϕ) .

Ñëîæåíèå ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé îçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå

(cosϕ+ i · sinϕ)n+1 = (cosϕ+ i · sinϕ)n · (cosϕ+ i · sinϕ)⇀⇁

Òåïåðü ñîãëàñíî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ

⇀⇁ (cos(nϕ) + i · sin(nϕ)) · (cosϕ+ i · sinϕ)⇀⇁

Ðàñêðîåì ñêîáêè

⇀⇁ cos(nϕ) · cosϕ+ i · sin(nϕ) · cosϕ+ i · cos(nϕ) · sinϕ+ i2 · sin(nϕ) · sinϕ⇀⇁

Âñïîìíèì, ÷òî i2 = −1 .

⇀⇁ cos(nϕ) · cosϕ+ i · sin(nϕ) · cosϕ+ i · cos(nϕ) · sinϕ− sin(nϕ) · sinϕ⇀⇁

Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ïî ïðèíöèïó îòñóòñòâèÿ èëè íàõîæäåíèÿ â íèõ ÷èñëà i

⇀⇁ cos(nϕ) · cosϕ− sin(nϕ) · sinϕ+ i (sin(nϕ) · cosϕ+ cos(nϕ) · sinϕ) ⇀⇁

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ôðàãìåíòû ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ íàïîìèíàþò ïðà-
âûå ÷àñòè èçâåñòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ êîñèíóñà è ñèíóñà ñóììû
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cos(α + β) = cosα · cos β − sinα · sin β
sin(α + β) = sinα · cos β + cosα · sin β

.

Ïîýòîìó

⇀⇁ cos(nϕ+ ϕ) + i · sin(nϕ+ ϕ) = cos ((n+ 1)ϕ) + i · sin ((n+ 1)ϕ) .

Âîïðîñ 3.25. Ïðèâåäèòå ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû Ìóàâðà.
Îòâåò. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéä¼ì (

√
3− i)10. Ðàccìîòðèì îñíîâàíèå ñòåïå-

íè, êîìïëåêñíîå ÷èñëî (
√
3− i). Åãî ìîäóëü ðàâåí

|
√
3− i| =

√√
3
2
+ (−1)2 =

√
3 + 1 =

√
4 = 2.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àðãóìåíòà èçîáðàçèì ÷èñëî (
√
3− i) íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè.

6

-
0

t

x

y

√
3

√
3− i−1

2

−π
6

Ïîëó÷èëñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè
√
3 è 1. Åãî îñòðûé óãîë

ïðè âåðøèíå â íà÷àëå êîîðäèíàò èìååò òàíãåíñ ðàâíûé
√
3
1

=
√
3. Â ñâîþ î÷åðåäü

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñàì óãîë ðàâåí 30◦ èëè π
6
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êà (

√
3,−1)

ëåæèò â ÷åòâ¼ðòîé ÷åòâåðòè, àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îòðèöàòåëüíûé è
ðàâåí ϕ = −π

6
. Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ìóàâðà.

(
√
3− i)10 =

(
2 ·
(
cos
(
−π
6

)
+ i · sin

(
−π
6

)))10
=

= 210 ·
(
cos
(
−π
6

)
+ i · sin

(
−π
6

))10
⇀⇁

Ñåé÷àñ áûëî áû îøèáêîé óïðîñòèòü âûðàæåíèå ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ ÷¼òíî-

ñòè/íå÷¼òíîñòè êîñèíóñà è ñèíóñà
cos(−α) = cosα

sin(−α) = − sinα
, ïîñêîëüêó äëÿ èñïîëü-

çîâàíèÿ ôîðìóëû Ìóàâðà â ñåðåäèíå âîçâîäèìîé â ñòåïåíü ñêîáêè äîëæåí ñòî-
ÿòü ïëþñ, à íå ìèíóñ.

⇀⇁ 1024 ·
(
cos

(
−10π

6

)
+ i · sin

(
−10π

6

))
=
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= 1024 ·
(
cos

(
−5π

3

)
+ i · sin

(
−5π

3

))
=

= 1024 ·

(
1

2
+ i ·

√
3

2

)
= 512 ·

(
1 + i ·

√
3
)
= 512 + 512 ·

√
3 · i.

Âîïðîñ 3.26. Âñåãäà ëè ïðè âîçâåäåíèè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â ñòåïåíü íóæ-
íî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Ìóàâðà?

Îòâåò. Cïðàâåäëèâîñòè ðàäè, îòìåòèì, ÷òî ïðåäûäóùèé ïðèìåð áûë ñïåöè-
àëüíî ïîäîáðàí òàê, ÷òîáû àðãóìåíò âîçâîäèìîãî â ñòåïåíü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
áûë ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ íåêîòîðîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà íà π. Åñëè áû ýòî áû-
ëî íå òàê, òî âðÿä ëè ñëåäîâàëî ðåêîìåíäîâàòü ñîâåðøàòü âîçâåäåíèå â ñòåïåíü
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ìóàâðà. Ðàçáåð¼ì åù¼ îäèí ïðèìåð (3+ 4i)8. Ðàccìîòðèì
îñíîâàíèå ñòåïåíè, êîìïëåêñíîå ÷èñëî (3 + 4i). Åãî ìîäóëü ðàâåí

|3 + 4i| =
√
32 + 42 =

√
9 + 16 =

√
25 = 5.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àðãóìåíòà èçîáðàçèì ÷èñëî (3 + 4i) íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè.

6

-
0

t

x

y

3

3 + 4i4

5

arctg 4
3

Ïîëó÷èëñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè 3 è 4. Åãî îñòðûé óãîë
ïðè âåðøèíå â íà÷àëå êîîðäèíàò èìååò òàíãåíñ ðàâíûé 4

3
. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñàì óãîë ðàâåí arctg 4
3
. Òåïåðü ïîïûòàåìñÿ ïðèìåíèòü ôîðìóëó

Ìóàâðà.

(3 + 4i)8 =

(
5 ·
(
cos

(
arctg

4

3

)
+ i · sin

(
arctg

4

3

)))8

=

= 58 ·
(
cos

(
arctg

4

3

)
+ i · sin

(
arctg

4

3

))8

=

= 58 ·
(
cos

(
8 · arctg 4

3

)
+ i · sin

(
8 · arctg 4

3

))
.
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Åäèíñòâåííîå, ÷òî ìîæíî äåëàòü äàëüøå, ýòî ïðèáëèæ¼ííî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ
cos
(
8 · arctg 4

3

)
è sin

(
8 · arctg 4

3

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå âîçâåäåíèå òðè ðàçà â êâàäðàò êîìïëåêñíîãî
÷èñëà äàâàëî òî÷íûé îòâåò, õîòÿ, ïðè ïîñëåäíåì âîçâåäåíèè, ÷èñëà ñòàíîâÿòñÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèìè.

(3 + 4i)8 =
((

(3 + 4i)2
)2)2

=
(
(9 + 24i− 16)2

)2
=
(
(24i− 7)2

)2
=

= (−576− 336i+ 49)2 = (−527− 336i)2 = (527 + 336i)2 =

= 277729 + 354144i− 112896 = 164833 + 354144i.

Âîïðîñ 3.27. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
(−1−i

√
3)

15

(1+i)20
.

Îòâåò. Ïîêàæåì àëüòåðíàòèâíûé ïóòü ðåøåíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè àð-
ãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, íåò íåîáõîäèìîñòè ðèñîâàòü êàðòèíêó. Ìîæíî âû-
íåñòè çà ñêîáêó ìîäóëü ýòîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (êîòîðûé íàõîäèòñÿ áåç êàð-
òèíêè ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïèôàãîðà), è òîãäà îñòàâøèåñÿ â ñêîáêå ÷èñëà ìîæíî
áóäåò òðàêòîâàòü, êàê êîñèíóñ è ñèíóñ íåêîòîðîãî óãëà.

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ äëÿ ïðèâåäåíèÿ èõ ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìå çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

(
−1− i

√
3
)15

(1 + i)20
=

(
−2
(

1
2
+ i

√
3
2

))15
(√

2
(

1√
2
+ i 1√

2

))20 =
(−2)15

(
1
2
+ i

√
3
2

)15
(√

2
)20 ( 1√

2
+ i 1√

2

)20 =

=
−215

(
cos π

3
+ i sin π

3

)15
210
(
cos π

4
+ i sin π

4

)20 =
−25

(
cos 15π

3
+ i sin 15π

3

)
cos 20π

4
+ i sin 20π

4

=

=
−32 (cos(5π) + i sin(5π))

cos(5π) + i sin(5π)
= −32.

4. ÈÇÂËÅ×ÅÍÈÅ ÊÎÐÍß ÈÇ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ ×ÈÑÅË

Âîïðîñ 4.28. Êàê èçâëåêàòü êîðíè âûñøèõ ñòåïåíåé èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë?
Îòâåò. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, êîðíåì n-é ñòåïåíè èç ÷èñëà z íàçûâàåòñÿ òà-

êîå ÷èñëî w, ÷òî wn = z. Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî, èç êîòîðîãî íóæíî èçâëå÷ü
êîðåíü, çàäàíî â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå çàïèñè: z = ρ(cosϕ+ i · sinϕ). Ðå-
çóëüòàò èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ òîæå áóäåì èñêàòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå çà-
ïèñè: w = r(cosψ + i · sinψ). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êîðíÿ n-é ñòåïåíè, ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

(r(cosψ + i · sinψ))n = ρ(cosϕ+ i · sinϕ).

Ïî ôîðìóëå Ìóàâðà èìååì:

rn(cos(nψ) + i · sin(nψ)) = ρ(cosϕ+ i · sinϕ).
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Ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè{
rn = ρ,

nψ = ϕ,
⇔

{
r = n
√
ρ,

ψ = ϕ
n
.

Îäíàêî, â ýòîé çàïèñè âàæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî óãîë ϕ ìíîãîçíà÷íûé. Îá ýòîì
ïîäðîáíåå â ñëåäóþùåì âîïðîñå.

Ôàêòè÷åñêè äîêàçàíî, ÷òî êîðåíü n-é ñòåïåíè ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå
âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü 1

n
, òî åñòü n

√
z = z

1
n . Åñëè âîçâåñòè ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü, òî ïîëó÷èòñÿ ôîðìóëà äëÿ âîçâåäåíèÿ êîìïëåêñíîãî
÷èñëà â äðîáíóþ ñòåïåíü

z
m
n =

(
n
√
z
)m

= ( n
√
ρ)m

(
cos

mϕ

n
+ i · sin mϕ

n

)
.

Âîïðîñ 4.29. Â êàêîì ñëó÷àå ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû Ìóàâðà ïîëó-
÷àåòñÿ íåñêîëüêî îòâåòîâ?

Îòâåò. Ñðàçó ñêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷ èç âîïðîñîâ 3.25 è 3.27 ñîäåðæàëî
äåòàëü, êîòîðàÿ íå ïîâëèÿëà íà îòâåò è êîòîðóþ âðÿä ëè êòî çàìåòèë. Äåëî â
òîì, ÷òî àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (à ýòî óãîë â òðèãîíîìåòðèè) îïðåäåë¼í
ñ òî÷íîñòüþ äî öåëîãî ÷èñëà îáîðîòîâ, òî åñòü ñëàãàåìîãî 2πk, ãäå k ∈ Z . Òî
åñòü àðãóìåíò íà ñàìîì äåëå ðàâåí íå òîëüêî ϕ, à åù¼ è (ϕ+ 2πk), ãäå k ∈ Z .
Ïðè âîçâåäåíèè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü ýòî íå èìåëî çíà-
÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ôîðìóëå Ìóàâðà âìåñòî ϕ íàïèñàòü (ϕ+ 2πk), òî
ôàêòè÷åñêè íè÷åãî íå èçìåíèòñÿ

(cos(ϕ+ 2πk) + i · sin(ϕ+ 2πk))n = cos (n · (ϕ+ 2πk)) + i · sin (n · (ϕ+ 2πk)) =

= cos(nϕ+ 2πnk) + i · sin(nϕ+ 2πnk) = cos(nϕ) + i · sin(nϕ),

ïîñêîëüêó êîñèíóñ è ñèíóñ ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, à nk öåëîå
÷èñëî.

Íî åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî âîçâîäèòü â äðîáíóþ ñòåïåíü (â ïðåäûäóùåì âî-
ïðîñå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëà Ìóàâðà áóäåò ñïðàâåäëèâà è â ýòîì ñëó÷àå),
òî îòâåòîâ ïîëó÷èòñÿ íåñêîëüêî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéä¼ì 3

√
i. Êóáè÷åñêèé

êîðåíü ýòî è åñòü íå öåëàÿ ñòåïåíü 3
√
i = i

1
3 .

Ðàccìîòðèì îñíîâàíèå ñòåïåíè, êîìïëåêñíîå ÷èñëî i. Åãî ìîäóëü ðàâåí

|i| =
√
02 + 12 =

√
0 + 1 =

√
1 = 1.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àðãóìåíòà èçîáðàçèì ÷èñëî i íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
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6

-
0

t

x

y

i

1
π
2

Î÷åâèäíî ϕ = π
2
. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ϕ = π

2
+ 2πk, , ãäå k ∈ Z .

Ïîýòîìó

3
√
i = i

1
3 =

(
cos
(π
2
+ 2πk

)
+ i · sin

(π
2
+ 2πk

)) 1
3
=

= cos

(
π

6
+

2πk

3

)
+ i · sin

(
π

6
+

2πk

3

)
.

Òåïåðü ïðè ðàçíûõ k áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ðàçíûå îòâåòû. Òàêèõ ðàçíûõ îòâåòîâ
áóäåò òðè (èõ îáû÷íî íàõîäÿò ïðè k = 0, k = 1 è k = 2 è îáîçíà÷àþò z0, z1 è z2,
ñîîòâåòñòâåííî), ïîñêîëüêó äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå k èç-çà 2π-ïåðèîäè÷íîñòè
êîñèíóñà è ñèíóñà íå áóäåò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ.

z0 = cos
(
π
6

)
+ i · sin

(
π
6

)
=
√
3
2
+ i · 1

2
,

z1 = cos
(
π
6
+ 2π

3

)
+ i · sin

(
π
6
+ 2π

3

)
= cos

(
5π
6

)
+ i · sin

(
5π
6

)
= −

√
3
2
+ i · 1

2
,

z2 = cos
(
π
6
+ 4π

3

)
+ i · sin

(
π
6
+ 4π

3

)
= cos

(
3π
2

)
+ i · sin

(
3π
2

)
= 0 + i · (−1) = −i.

Âîïðîñ 4.30. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ñîîòíîøåíèþ

z5 − 1− i
√
3 = 0.

Îòâåò. Ðåøèì ýòî óðàâíåíèå:

z5 − 1− i
√
3 = 0⇔ z5 = 1 + i

√
3⇔ z5 = 2

(
1

2
+ i

√
3

2

)
⇔

⇔ z5 = 2
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
⇔ z5 = 2

(
cos
(π
3
+ 2πk

)
+ i sin

(π
3
+ 2πk

))
⇔

⇔ z =
5
√
2
(
cos
(π
3
+ 2πk

)
+ i sin

(π
3
+ 2πk

)) 1
5 ⇔

⇔ z =
5
√
2

(
cos

(
π

15
+

2πk

5

)
+ i sin

(
π

15
+

2πk

5

))
.
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Ïðè ðàçíûõ k áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ðàçíûå îòâåòû. Òàêèõ ðàçíûõ îòâåòîâ áó-
äåò ïÿòü (ïî ñòåïåíè êîðíÿ). Ïî àíàëîãèè ñ âîïðîñîì 4.30 èõ ìîæíî ïîëó÷èòü
ïîäñòàâëÿÿ k = 0, k = 1, k = 2, k = 3 è k = 4.

z0 =
5
√
2
(
cos
(
π
15

)
+ i sin

(
π
15

))
,

z1 =
5
√
2
(
cos
(
π
15

+ 2π
5

)
+ i sin

(
π
15

+ 2π
5

))
= 5
√
2
(
cos 7π

15
+ i sin 7π

15

)
,

z2 =
5
√
2
(
cos
(
π
15

+ 4π
5

)
+ i sin

(
π
15

+ 4π
5

))
= 5
√
2
(
cos 13π

15
+ i sin 13π

15

)
,

z3 =
5
√
2
(
cos
(
π
15

+ 6π
5

)
+ i sin

(
π
15

+ 6π
5

))
= 5
√
2
(
cos 19π

15
+ i sin 19π

15

)
,

z4 =
5
√
2
(
cos
(
π
15

+ 8π
5

)
+ i sin

(
π
15

+ 8π
5

))
= 5
√
2
(
cos 25π

15
+ i sin 25π

15

)
=

= 5
√
2
(
cos 5π

3
+ i sin 5π

3

)
= 5
√
2
(

1
2
−
√
3
2

)
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ýòî ìíîæåñòâî èç ïÿ-
òè òî÷åê, íóæíî çíàòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêè êîðíè n-îé ñòåïåíè ðàñïîëîæåíû
â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, öåíòðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íà÷àëî êî-
îðäèíàò. Åñòåñòâåííî, ýòè âåðøèíû ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â
òî÷êå z = 0. Ê ñîæàëåíèþ, âñå óãëû, êðîìå ïîñëåäíåãî, (è ðàäèóñ îêðóæíîñòè)
èìåþò âåëè÷èíû íå ÿâëÿþùèåñÿ óäîáíûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ. Ñòðîèòü ïðèä¼òñÿ
ïðèáëèæ¼ííî, âîçìîæíî, èñïîëüçîâàâ êîìïüþòåð.

O

Im z

Re z

i

1

5
√
2

5. ÊÂÀÄÐÀÒÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Âîïðîñ 5.31. Ðåøèòü óðàâíåíèå

z2 + 4z + 13 = 0.

Îòâåò. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì. Íàéä¼ì åãî êîðíè ñ ïîìîùüþ
äèñêðèìèíàíòà

D = 42 − 4 · 1 · 13 = 16− 52 = −36.

24



Êîðåíü èç îòðèöàòåëüíîãî äèñêðèìèíàíòà èçâëåêàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî (ñì.
âîïðîñ 1.8) è ñîãëàñíî ôîðìóëå äëÿ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

z1,2 =
−4± 6i

2
= −2± 3i

Ïðîâåðêà. Ïî òåîðåìå Âèåòà ïðîèçâåäåíèå êîðíåé äîëæíî áûòü ðàâíî ñâî-
áîäíîìó ÷ëåíó ïðèâåä¼ííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, à èõ ñóììà ðàâíà êîýô-
ôèöèåíòó ïðè ïåðâîé ñòåïåíè, âçÿòîìó ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì.

(−2 + 3i)(−2− 3i) = (−2)2 − (3i)2 = 4 + 9 = 13,

(−2 + 3i) + (−2− 3i) = −4.

Âñ¼ ïðàâèëüíî.

Âîïðîñ 5.32. Ðåøèòü óðàâíåíèå

z2 + (8i− 2)z − 15 = 0.

Çàäà÷à âçÿòà èç ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ [1].
Îòâåò. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì. Íàéä¼ì åãî êîðíè ñ ïîìîùüþ

äèñêðèìèíàíòà

D = (8i− 2)2 − 4 · 1 · (−15) = 64i2 − 32i+ 4 + 60 = −64− 32i+ 64 = −32i.

Òåïåðü íóæíî èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü èç ýòîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ñäå-
ëàåì ýòî ïî ôîðìóëå Ìóàâðà.

√
D =

√
−32i =

√
32
(
cos
(
−π
2
+ 2πk

)
+ i · sin

(
−π
2
+ 2πk

))
=

=
√
32
(
cos
(
−π
2
+ 2πk

)
+ i · sin

(
−π
2
+ 2πk

)) 1
2
=

= 4
√
2
(
cos
(
−π
4
+ πk

)
+ i · sin

(
−π
4
+ πk

))
= ±4

√
2

(
1√
2
− i · 1√

2

)
= ±4(1−i).

Îòâåòû ïîëó÷èì ïî ôîðìóëå äëÿ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

[
z = −(8i−2)+4(1−i)

2
= −(4i− 1) + 2(1− i) = −4i+ 1 + 2− 2i = 3− 6i,

z = −(8i−2)−4(1−i)
2

= −(4i− 1)− 2(1− i) = −4i+ 1− 2 + 2i = −1− 2i.

Ïðîâåðêà. Íåïîñðåäñòâåííî ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå îòâåòû â èñõîäíîå óðàâ-
íåíèå

(3− 6i)2 + (8i− 2)(3− 6i)− 15 = 9− 36i+ 36i2 + 24i− 6− 48i2 + 12i− 15 =
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= −12− 36 + 48 = 0,

(−1− 2i)2 + (8i− 2)(−1− 2i)− 15 = 1 + 4i+ 4i2 − 8i+ 2− 16i2 + 4i− 15 =

= −12− 4 + 16 = 0.

Âñ¼ âåðíî.

Âîïðîñ 5.33. Ðåøèòü óðàâíåíèå

z2 − (4 + i)z + 15 + 29i = 0.

Çàäà÷à âçÿòà èç ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ [1].
Îòâåò. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì. Íàéä¼ì åãî êîðíè ñ ïîìîùüþ

äèñêðèìèíàíòà

D = (−(4 + i))2−4·1·(15+29i) = (4+i)2−4·(15+29i) = 16+8i+i2−60−116i =
= 16− 1− 60− 108i = −45− 108i.

Òåïåðü íóæíî èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü èç ýòîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Ïóñòü ýòèì êîðíåì ÿâëÿåòñÿ (a+ ib), ãäå a, b ∈ R. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ êâàäðàòíîãî êîðíÿ,

(a+ ib)2 = −45− 108i

a2 + 2iab+ i2b2 = −45− 108i

a2 + 2iab− b2 = −45− 108i.

Ïðèðàâíèâàÿ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè ïîëó÷èì ñèñòåìó{
a2 − b2 = −45,
2ab = −108.{
a2 − b2 + 45 = 0,

ab = −54.

Âûðàçèì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ îäíó ïåðåìåííóþ ÷åðåç äðóãóþ, ÷òîáû ïîä-
ñòàâèòü â ïåðâîå óðàâíåíèå è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå óæå îòíîñèòåëüíî îäíîé ïå-
ðåìåííîé. Íî ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî a 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a = 0, òî èç
âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò 0 · b = −54⇔ 0 = −54, ÷òî íåâîçìîæíî.{

a2 −
(−54

a

)2
+ 45 = 0,

b = −54
a
.

Òåïåðü ðåøèì ïåðâîå óðàâíåíèå.

a2 − 542

a2
+ 45 = 0.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé t = a2. Íà âñÿêèé ñëó÷àé îáðàòèì âíèìàíèå,
÷òî t > 0
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t− 542

t
+ 45 = 0.

Óìíîæèì óðàâíåíèå íà t

t2 + 45t− 542 = 0.

Íàéä¼ì äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

D = 452−4 ·1 ·
(
−542

)
= (9 ·5)2+4 ·(9 ·6)2 = 92 ·

(
52 + 4 · 62

)
= 92 ·(25 + 4 · 36) =

= 92 · (25 + 144) = 92 · 169 = 92 · 132 = (9 · 13)2.

Òåïåðü

t1,2 =
−45± 9 · 13

2
=
−45± 117

2
.

Òàê êàê t > 0, òî ïîäõîäèò òîëüêî îäèí êîðåíü

t =
−45 + 117

2
=

72

2
= 36.

Âñïîìíèì, ÷òî t = a2. Òîãäà

a2 = 36⇔

[
a = 6,

a = −6.

Êàæäîìó èç çíà÷åíèé a íàéä¼ì ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå b = −54
a
.

{
a = 6,

b = −9,{
a = −6,
b = 9.

Íàéäåíû äâà çíà÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç äèñêðèìèíàíòà
√
D = a+ ib

îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ. [ √
D = 6− 9i,√
D = −6 + 9i.

Òî, ÷òî êîðíåé ïîëó÷èëîñü áîëåå îäíîãî, ýòî äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñîâåð-
øåííî íîðìàëüíî (ñì. âîïðîñû 3.29, 6.34, 6.35, 7.50). Â ôîðìóëå äëÿ êîðíåé
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåä êîðíåì èç äèñêðèìèíàíòà ñòîèò ïëþñ-ìèíóñ. Ýòî
ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ïîëó÷åííûå äâà êîðíÿ èç äèñêðèìèíàíòà
ðàâíû äðóã äðóãó ïî ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó. Èòàê, îêîí÷àòåëü-
íûé îòâåò
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[
z = 4+i+6−9i

2
= 10−8i

2
= 5− 4i,

z = 4+i−6+9i
2

= −2+10i
2

= −1 + 5i.

Ïðîâåðêà. ×òîáû ïðîâåðèòü îòâåòû êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, íå îáÿçàòåëüíî
íåïîñðåäñòâåííî ïîäñòàâëÿòü èõ â èñõîäíîå óðàâíåíèå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî
â âîïðîñå 5.32. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Âèåòà. Ïðîèçâåäåíèå êîðíåé
äîëæíî áûòü ðàâíî ñâîáîäíîìó ÷ëåíó ïðèâåä¼ííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, à
èõ ñóììà ðàâíà êîýôôèöèåíòó ïðè ïåðâîé ñòåïåíè, âçÿòîìó ñ ïðîòèâîïîëîæ-
íûì çíàêîì.

(5− 4i)(−1 + 5i) = −5 + 4i+ 25i− 20i2 = −5 + 29i+ 20 = 15 + 29i,

(5− 4i) + (−1 + 5i) = 4 + i.

Âñ¼ ïðàâèëüíî.

6. ÐÅØÅÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Âîïðîñ 6.34. Ðåøèòü óðàâíåíèå

z4 − 4z3 + 7z2 − 16z + 12 = 0.

Èçîáðàçèòü ìíîæåñòâî åãî ðåøåíèé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Îòâåò. Ðåøèì óðàâíåíèå. Îòãàäàåì êîðåíü z = 1. Ðàçäåëèì ìíîãî÷ëåí â

ëåâîé ÷àñòè íà äâó÷ëåí óãîëêîì.

z4−4z3+7z2−16z+12 z − 1

z4−z3 z3 − 3z2 + 4z − 12

−3z3+7z2−16z+12

−3z3+3z2

4z2−16z+12

4z2−4z

−12z+12

−12z+12

0

−

−

−

−

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàçëîæåíà íà ìíîæèòåëè

(z − 1)
(
z3 − 3z2 + 4z − 12

)
= 0.

Îòãàäàåì êîðåíü âòîðîãî ìíîæèòåëÿ z = 3. Âòîðîé ðàç ïðîèçâåä¼ì äåëåíèå
óãîëêîì.

z3−3z2+4z−12 z − 3

z3−3z2 z2 + 4

4z−12

4z−12

0

−

−
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Ïðîäîëæèì ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

(z − 1)(z − 3)
(
z2 + 4

)
= 0

(z − 1)(z − 3)
(
z2 − (2i)2

)
= 0

(z − 1)(z − 3)(z − 2i)(z + 2i) = 0
z = 1,

z = 3,

z = 2i,

z = −2i.
Îòìåòèì ýòè òî÷êè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

O

Im z

Re z

2i

1 3

−2i

Âîïðîñ 6.35. Ðåøèòü óðàâíåíèå

z5 + 2z4 + 4z3 + 8z2 + 16z + 32 = 0.

Èçîáðàçèòü ìíîæåñòâî åãî ðåøåíèé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Îòâåò. Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè.

z3
(
z2 + 2z + 4

)
+ 8

(
z2 + 2z + 4

)
= 0(

z2 + 2z + 4
) (
z3 + 8

)
= 0(

z2 + 2z + 1 + 3
) (
z3 + 23

)
= 0(

(z + 1)2 −
(
i
√
3
)2)

(z + 2)
(
z2 − 2z + 4

)
= 0(

z + 1− i
√
3
)(

z + 1 + i
√
3
)
(z + 2)

(
z2 − 2z + 1 + 3

)
= 0(

z + 1− i
√
3
)(

z + 1 + i
√
3
)
(z + 2)

(
(z − 1)2 −

(
i
√
3
))

= 0
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(
z + 1− i

√
3
)(

z + 1 + i
√
3
)
(z + 2)

(
z − 1− i

√
3
)(

z − 1 + i
√
3
)
= 0


z = −1 + i

√
3,

z = −1− i
√
3,

z = −2,
z = 1 + i

√
3,

z = 1− i
√
3.

Îòìåòèì ýòè òî÷êè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

O

Im z

Re z

i

−i
1−1−2

Âîïðîñ 6.36. Ðåøèòü óðàâíåíèå

|z|2 + 3z + 3 = 0.

Èçîáðàçèòü ìíîæåñòâî åãî ðåøåíèé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Îòâåò. Ñíà÷àëà ðåøèì óðàâíåíèå. Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x+ iy, ãäå

x, y ∈ R. Òîãäà
|x+ iy|2 + 3(x+ iy) + 3 = 0.

Çíàåì, ÷òî ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ðàâåí êâàäðàòíîìó êîðíþ èç ñóììû
êâàäðàòîâ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé(√

x2 + y2
)2

+ 3x+ 3iy + 3 = 0,

x2 + y2 + 3x+ 3iy + 3 = 0.

Äëÿ òîãî ÷òîáû êîìïëåêñíîå ÷èñëî áûëî ðàâíî íóëþ, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû åãî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè îáå áûëè ðàâíû íóëþ.{

x2 + y2 + 3x+ 3 = 0,

3y = 0,
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{
x2 + 3x+ 3 = 0,

y = 0.

Ðåøèì ïîëó÷èâøååñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ äèñêðèìèíàíòà
D = 32 − 4 · 1 · 3 = 9− 12 < 0. Äèñêðèìèíàíò îêàçàëñÿ îòðèöàòåëüíûì è ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé.
À òàê êàê x ∈ R, òî ðåøåíèé âîîáùå íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, íå èìååò ðåøåíèé
ñèñòåìà óðàâíåíèé, à òàêæå èñõîäíîå óðàâíåíèå. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ðåøåíèåì èñ-
õîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî. ×òîáû èçîáðàçèòü åãî íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, äîñòàòî÷íî èçîáðàçèòü ïóñòóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.

6

-
0 Re z

Im z

Âîïðîñ 6.37. Ðåøèòü óðàâíåíèå

z2 + z · |z|+
∣∣z2∣∣ = 0.

Èçîáðàçèòü ìíîæåñòâî åãî ðåøåíèé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Îòâåò. Ñíà÷àëà ðåøèì óðàâíåíèå. Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x+ iy, ãäå

x, y ∈ R. Òîãäà

(x+ iy)2 + (x+ iy) · |x+ iy|+
∣∣(x+ iy)2

∣∣ = 0.

Çíàåì, ÷òî ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ðàâåí êâàäðàòíîìó êîðíþ èç ñóììû
êâàäðàòîâ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé

x2 + 2ixy + i2 · y2 + (x+ iy) ·
√
x2 + y2 +

∣∣x2 + 2ixy + i2 · y2
∣∣ = 0

x2 + 2ixy − y2 + (x+ iy) ·
√
x2 + y2 +

∣∣x2 + 2ixy − y2
∣∣ = 0

x2 + 2ixy − y2 + (x+ iy) ·
√
x2 + y2 +

√
(x2 − y2)2 + (2xy)2 = 0

x2 − y2 + 2ixy + x ·
√
x2 + y2 + iy ·

√
x2 + y2 +

√
x4 − 2x2y2 + y4 + 4x2y2 = 0

x2 − y2 + x ·
√
x2 + y2 + 2ixy + iy ·

√
x2 + y2 +

√
x4 + 2x2y2 + y4 = 0

x2 − y2 + x ·
√
x2 + y2 + i ·

(
2xy + y ·

√
x2 + y2

)
+

√
(x2 + y2)2 = 0.
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Íà âñÿêèé ñëó÷àé, íå çàáûâàåì, ÷òî êâàäðàòíûé êîðåíü èç êâàäðàòà ýòî
ìîäóëü

x2 − y2 + x ·
√
x2 + y2 +

∣∣x2 + y2
∣∣+ i ·

(
2xy + y ·

√
x2 + y2

)
= 0

x2 − y2 + x ·
√
x2 + y2 + x2 + y2 + i ·

(
2xy + y ·

√
x2 + y2

)
= 0

2x2 + x ·
√
x2 + y2 + i ·

(
2xy + y ·

√
x2 + y2

)
= 0

x
(
2x+

√
x2 + y2

)
+ i · y

(
2x+

√
x2 + y2

)
= 0

(x+ iy) ·
(
2x+

√
x2 + y2

)
= 0.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå áûëî ðàâíî íóëþ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû õîòÿ áû îäèí èç ìíîæèòåëåé áûë ðàâåí íóëþ[

x+ iy = 0,

2x+
√
x2 + y2 = 0.

Ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà z = x + iy = 0 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
ðåøåíèé. Ðàññìîòðèì âòîðóþ âîçìîæíîñòü

2x+
√
x2 + y2 = 0√

x2 + y2 = −2x.

Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü âñå ÷èñëà âåùåñòâåííûå, è ïîýòîìó äëÿ ñîáëþäåíèÿ ðàâåí-
ñòâà îáÿçàòåëüíî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ −2x > 0⇔ x 6 0. Ïîñêîëüêó ïðè âûïîë-
íåíèè ýòîãî óñëîâèÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íåîòðèöàòåëüíûå, òî ìîæíî âîçâåñòè
â êâàäðàò (√

x2 + y2
)2

= (−2x)2

x2 + y2 = 4x2

y2 = 3x2[
y =
√
3x,

y = −
√
3x.

Îáà ýòè óðàâíåíèÿ çàäàþò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðÿìûå. Ïðàâäà, â
îòâåò âõîäÿò ýòè ïðÿìûå íå öåëèêîì, à òîëüêî òå èõ ÷àñòè, êîòîðûå óäîâëåòâî-
ðÿþò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ x 6 0.
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6

-
0 Re z

Im z

Òî÷êà z = 0 ïðèíàäëåæèò ïîëó÷åííîìó ìíîæåñòâó (óãëó âåëè÷èíîé 120◦).
Îêîí÷àòåëüíûé ðèñóíîê èìååò âèä

t

6

-
0 Re z

Im z

Âîïðîñ 6.38. Íàéäèòå âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êâàäðàòû êîòîðûõ êîì-
ïëåêñíî ñîïðÿæåíû ýòèì ÷èñëàì. Ýòî çàäà÷à âçÿòà èç ñáîðíèêà [9] .

Îòâåò. Ôàêòè÷åñêè íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå

z2 = z.

Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x+ iy, ãäå x, y ∈ R. Òîãäà

(x+ iy)2 = x+ iy,

x2 + 2ixy − y2 = x− iy.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà áûëè ðàâíû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû èõ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè áûëè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû. Ïîýòîìó{

x2 − y2 = x,

2xy = −y,
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{
x2 − x = y2,

2xy + y = 0,{
x(x− 1) = y2,

y(2x+ 1) = 0,
x(x− 1) = y2,[
y = 0,

x = −1
2
,

{
y = 0,

x(x− 1) = 0,{
x = −1

2
,

y2 = −1
2

(
−1

2
− 1
)
,


y = 0,[
x = 0,

x− 1 = 0,{
x = −1

2
,

y2 = 3
4
,


y = 0,[
x = 0,

x = 1,
x = −1

2
,[

y = −
√
3
2
,

y =
√
3
2
,

{
x = 0,

y = 0,{
x = 1,

y = 0,{
x = −1

2
,

y = −
√
3
2
,{

x = −1
2
,

y =
√
3
2
,

z = 0,

z = 1,

z = −1
2
− i ·

√
3
2
,

z = −1
2
+ i ·

√
3
2
.
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Íàéäåíî ÷åòûðå òàêèõ ÷èñëà.

Âîïðîñ 6.39. Íàéäèòå âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êóáû êîòîðûõ êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåíû ýòèì ÷èñëàì. Ýòî çàäà÷à âçÿòà èç ñáîðíèêà [9] .

Îòâåò. Ôàêòè÷åñêè íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå

z3 = z.

Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x+ iy, ãäå x, y ∈ R. Òîãäà

(x+ iy)3 = x+ iy,

x3 + 3ix2y − 3xy2 − iy3 = x− iy.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà áûëè ðàâíû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû èõ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè áûëè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû. Ïîýòîìó{

x3 − 3xy2 = x,

3x2y − y3 = −y,{
x3 − 3xy2 − x = 0,

3x2y − y3 + y = 0,{
x (x2 − 3y2 − 1) = 0,

y (3x2 − y2 + 1) = 0,

[
x = 0,

x2 − 3y2 − 1 = 0,[
y = 0,

3x2 − y2 + 1 = 0,

{
x = 0,

y = 0,{
x = 0,

3x2 − y2 + 1 = 0,{
x2 − 3y2 − 1 = 0,

y = 0,{
x2 − 3y2 − 1 = 0,

3x2 − y2 + 1 = 0,
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

{
x = 0,

y = 0,{
x = 0,

y2 = 1,{
x2 = 1,

y = 0,{
x2 − 3y2 − 1 = 0,

8y2 + 4 = 0,

{
x = 0,

y = 0,{
x = 0,

y = ±1,{
x = ±1,
y = 0,{
x2 − 3y2 − 1 = 0,

y ∈ ∅,

{
x = 0,

y = 0,{
x = 0,

y = −1,{
x = 0,

y = 1,{
x = −1,
y = 0,{
x = 1,

y = 0,
z = 0,

z = −1,
z = 1,

z = −i,
z = i.

Íàéäåíî ïÿòü òàêèõ ÷èñåë.

Âîïðîñ 6.40. Êàêîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òîãî, ÷òî ìîäóëü ñóììû äâóõ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ñóììå ìîäóëåé ýòèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë? Ýòî çàäà÷à
âçÿòà èç ñáîðíèêà [9] .
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Îòâåò. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ðå÷ü èä¼ò î òîì ñëó-
÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà (ñóììà äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà áîëüøå
åãî òðåòüåé ñòîðîíû) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñîîòâåò-
ñòâóþò âåêòîðàì, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñëîæåíû ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà. Äëè-
íû äâóõ ñòîðîí ýòîãî òðåóãîëüíèêà ýòî ìîäóëè èñõîäíûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
(íà ðèñóíêå íàçâàííûõ z è w), à äëèíà òðåòüåé ñòîðîíû ýòî ìîäóëü èõ ñóììû.
Ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ñ òîì ñëó÷àå, êîãäà òðåóãîëüíèê âûðîæäàåòñÿ â
ëèíèþ, òî åñòü âåêòîðû ñîíàïðàâëåíû. Ìîæíî ñêàçàòü è òàê: ýòè êîìïëåêñíûå
÷èñëà íàõîäÿòñÿ íà îäíîì ëó÷å, âûõîäÿùèì èç íà÷àëà êîîðäèíàò.

O

z

w

z + w
Im

Re

|z|

|w||z + w|

Âîïðîñ 6.41. Âîçìîæíî ëè ðåøèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó ÷èñòî àëãåáðàè÷å-
ñêè?

Îòâåò. Ïóñòü äàíû äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z = x+ iy è w = a+ ib. Ôàêòè-
÷åñêè èìååì óðàâíåíèå

|z + w| = |z|+ |w|

|x+ iy + a+ ib| = |x+ iy|+ |a+ ib|∣∣x+ a+ i(y + b)
∣∣ = |x+ iy|+ |a+ ib|√

(x+ a)2 + (y + b)2 =
√
x2 + y2 +

√
a2 + b2

(x+ a)2 + (y + b)2 = x2 + y2 + 2
√
x2 + y2

√
a2 + b2 + a2 + b2

x2 + 2xa+ a2 + y2 + 2yb+ b2 = x2 + y2 + 2
√
x2 + y2

√
a2 + b2 + a2 + b2

2xa+ 2yb = 2
√
x2 + y2

√
a2 + b2

xa+ yb =
√
x2 + y2

√
a2 + b2.

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàâíà êâàäðàòíîìó êîðíþ, êîòîðûé íåîòðèöà-
òåëüíûé, òî îíà òîæå äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé: xa+ yb > 0. Ïîñêîëüêó
îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íåîòðèöàòåëüíûå, òî âîçìîæíî âîçâåñòè â êâàäðàò.

(xa+ yb)2 =
(√

x2 + y2
√
a2 + b2

)2
x2a2 + 2xayb+ y2b2 =

(
x2 + y2

) (
a2 + b2

)
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x2a2 + 2xayb+ y2b2 = x2a2 + y2a2 + x2b2 + y2b2

2xayb = y2a2 + x2b2

y2a2 − 2xayb+ x2b2 = 0

(ya− xb)2 = 0

ya− xb = 0

ya = xb.

Ïåðåáåð¼ì âñå ëîãè÷åñêè âîçìîæíûå âàðèàíòû.
1) Ïóñòü x 6= 0 & a 6= 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

y

x
=
b

a

Òî åñòü z è w ýòî òàêèå äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà, ó êîòîðûõ îäèíàêîâûì ÿâëÿåò-
ñÿ îòíîøåíèå ìíèìîé ÷àñòè ê âåùåñòâåííîé. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
êîìïëåêñíûå ÷èñëà z è w íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò.
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Ïóñòü ýòî îòíîøåíèå ðàâíî ÷èñëó k = y
x
= b

a
. Òîãäà y = kx è b = ka. Ïðîâå-

ðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
xa+ yb > 0

xa+ k2xa > 0

xa
(
1 + k2

)
> 0

xa > 0

Òî åñòü âåùåñòâåííûå ÷àñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÷èñåë z è w îäíîãî çíàêà. Ãåî-
ìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà z è w íàõîäÿòñÿ íà îäíîì
ëó÷å, âûõîäÿùèì èç íà÷àëà êîîðäèíàò.
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2) Ïóñòü x = 0 & a 6= 0. Òîãäà èç ðàâåíñòâà ya = xb⇔ ya = 0 ñëåäóåò, ÷òî
y = 0. Òî åñòü z = 0 + i · 0 = 0 ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå
íåðàâåíñòâî xa+ yb > 0⇔ 0 · a+ 0 · b > 0⇔ 0 > 0 îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì.
Íàõîæäåíèå òî÷êè z â íà÷àëå êîîðäèíàò íèêàê íå ïðîòèâîðå÷èò âûâîäó, ñäå-
ëàííîìó â ïåðâîì ïóíêòå: �êîìïëåêñíûå ÷èñëà z è w íàõîäÿòñÿ íà îäíîì ëó÷å,
âûõîäÿùèì èç íà÷àëà êîîðäèíàò�.

3) Ïóñòü x = 0 & a = 0. Òîãäà ðàâåíñòâî ya = xb âûïîëíåíî, à îáà êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñëà z è w ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè. Òî åñòü íàõîäÿòñÿ íà âåðòèêàëü-
íîé îñè. Èç óñëîâèÿ xa+ yb > 0⇔ yb > 0 ñëåäóåò, ÷òî èõ ìíèìûå ÷àñòè îäíîãî
çíàêà. Îïÿòü îêàçûâàåòñÿ âåðíûì óòâåðæäåíèå, ÷òî ýòè êîìïëåêñíûå ÷èñëà
íàõîäÿòñÿ íà îäíîì ëó÷å, âûõîäÿùèì èç íà÷àëà êîîðäèíàò.

Âîïðîñ 6.42. Îòâåò ïðåäûäóùåé çàäà÷è ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí íà
óðîâíå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìû çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà: àðãóìåíòû
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z è w íåðàçëè÷èìû. Ìîæåò áûòü, ïðîùå ýòó çàäà÷ó ñðà-
çó ðåøàòü, èñïîëüçóÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë?

Îòâåò. Ïóñòü äàíû äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z = ρ(cosϕ+ i · sinϕ) è
w = r(cosψ + i · sinψ). Ïîäñòàâèì èõ â óðàâíåíèå,

|z + w| = |z|+ |w|,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî |z| = ρ, à |w| = r.∣∣ρ(cosϕ+ i · sinϕ) + r(cosψ + i · sinψ)
∣∣ = ρ+ r∣∣ρ cosϕ+ r cosψ + i · (ρ sinϕ+ r sinψ)
∣∣ = ρ+ r√

(ρ cosϕ+ r cosψ)2 + (ρ sinϕ+ r sinψ)2 = ρ+ r.

Îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íåîòðèöàòåëüíûå, ïîýòîìó ìîæíî âîçâåñòè â êâàäðàò

(ρ cosϕ+ r cosψ)2 + (ρ sinϕ+ r sinψ)2 = (ρ+ r)2

ρ2 cos2 ϕ+2ρr cosϕ cosψ+r2 cos2 ψ+ρ2 sin2 ϕ+2ρr sinϕ sinψ+r2 sin2 ψ = ρ2+2ρr+r2

ρ2 + 2ρr(cosϕ cosψ + sinϕ sinψ) + r2 = ρ2 + 2ρr + r2

2ρr cos(ϕ− ψ) = 2ρr.

Åñëè êàêîå òî èç äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z èëè w ðàâíî
íóëþ, òî ðàâåíñòâî óäîâëåòâîðÿåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åãî ìîæíî ñîêðàòèòü

cos(ϕ− ψ) = 1

ϕ− ψ = 2πk, ãäå k ∈ Z.

Ïîëó÷åííîå êàê ðàç è îçíà÷àåò íåðàçëè÷èìîñòü àðãóìåíòîâ êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë z è w.

Âîïðîñ 6.43. Êàêîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òîãî, ÷òî ìîäóëü ñóììû äâóõ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ìîäóëþ ðàçíîñòè ìîäóëåé ýòèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë?
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Îòâåò. Ó÷èòûâàÿ îïûò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, èñïîëüçóåì òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêóþ ôîðìó çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïóñòü äàíû äâà êîìïëåñêíûõ ÷èñëà
z = ρ(cosϕ+ i · sinϕ) è w = r(cosψ + i · sinψ). Ïîäñòàâèì èõ â óðàâíåíèå,

|z + w| =
∣∣|z| − |w|∣∣,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî |z| = ρ, à |w| = r.∣∣ρ(cosϕ+ i · sinϕ) + r(cosψ + i · sinψ)
∣∣ = |ρ− r|.

Ïðàêòè÷åñêè âñå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåé çàäà÷å.
Êðàòêî ïðèâåä¼ì èõ√

(ρ cosϕ+ r cosψ)2 + (ρ sinϕ+ r sinψ)2 = |ρ− r|.

Îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íåîòðèöàòåëüíûå, ïîýòîìó ìîæíî âîçâåñòè â êâàäðàò

(ρ cosϕ+ r cosψ)2 + (ρ sinϕ+ r sinψ)2 = (ρ− r)2

ρ2 cos2 ϕ+2ρr cosϕ cosψ+r2 cos2 ψ+ρ2 sin2 ϕ+2ρr sinϕ sinψ+r2 sin2 ψ = ρ2−2ρr+r2

2ρr cos(ϕ− ψ) = −2ρr.
Åñëè êàêîå-òî èç äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z èëè w ðàâíî
íóëþ, òî ðàâåíñòâî óäîâëåòâîðÿåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åãî ìîæíî ñîêðàòèòü

cos(ϕ− ψ) = −1

ϕ− ψ = π + 2πk, ãäå k ∈ Z.
Ïîëó÷åííîå îçíà÷àåò, ÷òî àðãóìåíòû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z è w �äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíû�. Òî åñòü ýòè êîìïëåêñíûå ÷èñëà íàõîäÿòñÿ íà ïðîòèâîíàïðàâ-
ëåííûõ ëó÷àõ, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò.
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Âîïðîñ 6.44. Êàêîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òîãî, ÷òî ìîäóëü ñóììû äâóõ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ðàçíîñòè ìîäóëåé ýòèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë? Ýòî çà-
äà÷à âçÿòà èç ñáîðíèêà [9] .

Îòâåò. Îòëè÷èå ýòîé çàäà÷è îò ïðåäûäóùåé â òîì, ÷òî â ïðàâîé ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà îòñóòñòâóåò ìîäóëü. Ïóñòü äàíû äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà
z = ρ(cosϕ+ i · sinϕ) è w = r(cosψ + i · sinψ). Ïîäñòàâèì èõ â óðàâíåíèå,

|z + w| = |z| − |w|
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∣∣ρ(cosϕ+ i · sinϕ) + r(cosψ + i · sinψ)
∣∣ = ρ− r√

(ρ cosϕ+ r cosψ)2 + (ρ sinϕ+ r sinψ)2 = ρ− r.

Åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì ýòîé çàäà÷è îò ïðåäûäóùåé â òîì, ÷òî âûðàæåíèå
â ïðàâîé ÷àñòè îáÿçàíî áûòü íåîòðèöàòåëüíûì, òî åñòü äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâî ρ− r > 0⇔ ρ > r. Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷èì

ϕ− ψ = π + 2πk, ãäå k ∈ Z.

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà àíàëîãè÷íî äîëæíû íàõîäèòñÿ íà ïðîòèâîíàïðàâëåííûõ
ëó÷àõ, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò, íî ÷èñëî z äîëæíî íàõîäèòñÿ îò íà÷àëà
êîîðäèíàò äàëüøå, ÷åì ÷èñëî w.
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Âîïðîñ 6.45. Ðåøèòå óðàâíåíèå |z + w|2 + |z − w|2 = 2
(
|z|2 + |w|2

)
. Ýòó çà-

äà÷ó ìîæíî íàéòè êàê â ñáîðíèêå [9] òàê è â ó÷åáíîì ïîñîáèè [2].
Îòâåò. Ïðåäñòàâèì íåèçâåñòíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé

ôîðìå çàïèñè z = ρ(cosϕ+ i · sinϕ), w = r(cosψ + i · sinψ). Ïîäñòàâëÿÿ èõ â èñ-
õîäíîå óðàâíåíèå, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî |z| = ρ, à |w| = r, ïîëó÷èì∣∣ρ(cosϕ+ i · sinϕ) + r(cosψ + i · sinψ)

∣∣2+
+
∣∣ρ(cosϕ+ i · sinϕ)− r(cosψ + i · sinψ)

∣∣2 = 2
(
ρ2 + r2

)
∣∣ρ cosϕ+ r cosψ + i · (ρ sinψ + r sinϕ)

∣∣2+
+
∣∣ρ cosϕ− r cosψ + i · (ρ sinψ − r sinϕ)

∣∣2 = 2
(
ρ2 + r2

)
(ρ cosϕ+ r cosψ)2 + (ρ sinψ + r sinϕ)2+

+ (ρ cosϕ− r cosψ)2 + (ρ sinψ − r sinϕ)2 = 2
(
ρ2 + r2

)
ρ2 cos2 ϕ+ 2ρr cosϕ cosψ + r2 cos2 ψ + ρ2 sin2 ψ + 2ρr sinψ sinϕ+ r2 sin2 ϕ+

+ ρ2 cos2 ϕ− 2ρr cosϕ cosψ + r2 cos2 ψ + ρ2 sin2 ψ − 2ρr sinψ sinϕ+ r2 sin2 ϕ =

= 2
(
ρ2 + r2

)
ρ2 + r2 + ρ2 + r2 = 2ρ2 + 2r2
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0 = 0.

Ïîëó÷èëîñü, ÷òî îòâåòàìè ÿâëÿþòñÿ ëþáûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Åñòåñòâåííî, ÷òî òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãåáðàè-

÷åñêîé ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z = x+ iy è w = a+ ib:

|z + w|2 + |z − w|2 = 2
(
|z|2 + |w|2

)
|x+ iy + a+ ib|2 + |x+ iy − (a+ ib)|2 = 2

(
|x+ iy|2 + |a+ ib|2

)
|x+ a+ i(y + b)|2 + |x− a+ i(y − b)|2 = 2

(
x2 + y2 + a2 + b2

)
(x+ a)2 + (y + b)2 + (x− a)2 + (y − b)2 = 2

(
x2 + y2 + a2 + b2

)
x2 +2xa+ a2 + y2 +2yb+ b2 + x2− 2xa+ a2 + y2− 2yb+ b2 = 2x2 +2y2 +2a2 +2b2

0 = 0.

Ôàêòè÷åñêè ñåé÷àñ áûëà äîêàçàíà òåîðåìà: ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé
ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ åãî ñòîðîí.

O

z

w

z + w

z − w

Im

Re

|z|

|z|

|w|
|z + w|

|z − w|

|w|

7. ÏÎÊÀÇÀÒÅËÜÍÀß ÔÎÐÌÀ ÇÀÏÈÑÈ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÃÎ ×ÈÑËÀ

Âîïðîñ 7.46. ×òî òàêîå ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?
Îòâåò. Áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåì ôîðìóëó Ýéëåðà [8]

eiϕ = cosϕ+ i · sinϕ .

Òîãäà
z = x+ iy = ρ(cosϕ+ i · sinϕ) = ρeiϕ.

Ïðîèçâåäåíèå ρeiϕ íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé ôîðìîé çàïèñè êîìïëåêñíîãî

÷èñëà.
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Âîïðîñ 7.47. Â êàêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëå îäíîâðåìåííî ïðèñóòñòâó-
þò ÷åòûðå êîíñòàíòû: e, π, i è 1?

Îòâåò. Òàêàÿ ôîðìóëà äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò. Âû÷èñëèì

eiπ = cosπ + i · sin π = −1 + i · 0 = −1.

Ïîýòîìó ôîðìóëà âûãëÿäèò òàê:

eiπ = −1 .

Âîïðîñ 7.48. Çàïèñàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z =

(
i−
√
3
) (

cos π
12
− i · sin π

12

)
1− i

â àëãåáðàè÷åñêîé, òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìàõ.
Îòâåò. Ïðîùå âñåãî íà÷àòü ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìû çàïèñè

z =
2
(
−
√
3
2
+ i · 1

2

) (
cos
(
− π

12

)
+ i · sin

(
− π

12

))
√
2
(
1
2
− i · 1

2

) =

=

√
2
(
cos 5π

6
+ i · sin 5π

6

) (
cos
(
− π

12

)
+ i · sin

(
− π

12

))
cos
(
−π

4

)
+ i · sin

(
−π

4

) =

=
√
2

(
cos

(
5π

6
− π

12
−
(
−π
4

))
+ i · sin

(
5π

6
− π

12
−
(
−π
4

)))
=

=
√
2

(
cos

10π − π + 3π

12
+ i · sin 10π − π + 3π

12

)
=

=
√
2

(
cos

12π

12
+ i · sin 12π

12

)
=
√
2 (cosπ + i · sin π) .

Òåïåðü ïî ôîðìóëå Ýéëåðà ïîëó÷àåòñÿ ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà çàïèñè

z =
√
2eiπ.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà îêàæåòñÿ ñàìîé ïðîñòîé

z =
√
2 (cosπ + i · sin π) =

√
2(−1 + i · 0) = −

√
2.

Âîïðîñ 7.49. Ðåøèòü óðàâíåíèå èç âîïðîñà 6.37 ñ ïîìîùüþ ïîêàçàòåëüíîé
ôîðìû çàïèñè.

Îòâåò. Ïîäñòàâèì z = ρeiϕ â äàííîå óðàâíåíèå

z2 + z · |z|+
∣∣z2∣∣ = 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |z| = ρ, ïîëó÷èì(
ρeiϕ

)2
+ ρeiϕ · ρ+

∣∣∣(ρeiϕ)2∣∣∣ = 0
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ρ2e2iϕ + ρ2eiϕ +
∣∣ρ2e2iϕ∣∣ = 0

ρ2e2iϕ + ρ2eiϕ + ρ2 = 0

ρ2
(
e2iϕ + eiϕ + 1

)
= 0[

ρ2 = 0,

e2iϕ + eiϕ + 1 = 0.

Âî âòîðîì óðàâíåíèè ñîâîêóïíîñòè ñäåëàåì çàìåíó t = eiϕ. Ñåé÷àñ áûëî áû
îøèáêîé óêàçàòü, ÷òî t ïîëîæèòåëüíî. Äåëî â òîì, ÷òî t ýòî êîìïëåêñíîå ÷èñëî,
à äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íå ââåäåíû îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà �áîëüøå� è �ìåíüøå�,
èç êîòîðûõ ìîæíî áûëî áû âûâåñòè ïîíÿòèÿ �ïîëîæèòåëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñ-
ëî� è �îòðèöàòåëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî�.[

ρ = 0,

t2 + t+ 1 = 0.

Ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü ïðèâîäèò ê îòâåòó z = 0, à âòîðîå óðàâíåíèå ðåøèì ñ
ïîìîùüþ äèñêðèìèíàíòà

D = 12 − 4 · 1 · 1 = 1− 4 = −3.

Òî ÷òî, äèñêðèìèíàíò îêàçàëñÿ îòðèöàòåëüíûì, ñåé÷àñ íå ïðèâîäèò ê îòñóò-
ñòâèþ ðåøåíèé (íàïîìíèì, ÷òî t íå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, à êîìïëåêñíîå). Êàê
èçâëåêàòü êâàäðàòíûé êîðåíü èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà, ïîêàçàíî â âîïðîñå 1.8
íà ñòðàíèöå 7.

t1,2 =
−1±

√
−3

2
=
−1± i

√
3

2
= −1

2
± i
√
3

2
.

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî îáîçíà÷àëè çà t = eiϕ = cosϕ+ i · sinϕ. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà áûëè ðàâíû äðóã äðóãó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû áûëè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû èõ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè. Ïðèðàâ-
íèâàÿ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè ïîëó÷èì ñèñòåìó{

cosϕ = −1
2
,

sinϕ = ±
√
3
2
.

Èç òàáëè÷êè, ñîäåðæàùåé òî÷íûå çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé,
ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ϕ = ±2π

3
. Ïðè ýòîì ρ ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Íà

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ýòî äâà ëó÷à (êîòîðûå ñîäåðæàò óæå íàéäåííóþ òî÷-
êó z = 0), íàðèñîâàííûå â îòâåòå íà âîïðîñ 6.37.

Âîïðîñ 7.50. Âû÷èñëèòü 6

√
1−i

1+i
√
3
.

Îòâåò. Îòäåëüíî íàéä¼ì ìîäóëü è àðãóìåíò äëÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ
ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ.
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1) Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîå ÷èñëî (1− i). Åãî ìîäóëü ðàâåí

|1− i| =
√
12 + (−1)2 =

√
1 + 1 =

√
2.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àðãóìåíòà èçîáðàçèì ÷èñëî (1− i) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè.

6

-
0

t
x

y

1

1− i−1

√
2

−π
4

Ïîëó÷èëñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè 1 è 1. Ýòîò ïðÿìîóãîëü-
íûé òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé. Åãî îñòðûé óãîë ïðè âåðøèíå â íà÷àëå êîîð-
äèíàò ðàâåí π

4
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êà (1,−1) ëåæèò â ÷åòâ¼ðòîé ÷åòâåðòè, â êà÷å-

ñòâå àðãóìåíòà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ìîæíî âçÿòü îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ϕ = −π
4
.

Ïîñëå ïðèáàâëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà îáîðîòîâ ïîëó÷èì ϕ = −π
4
+ 2πk, ãäå k ∈ Z .

2) Ðàññìîòðèì òåïåðü êîìïëåêñíîå ÷èñëî (1 + i
√
3). Åãî ìîäóëü ðàâåí

|1 + i
√
3| =

√
12 +

√
3
2
=
√
1 + 3 =

√
4 = 2.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àðãóìåíòà èçîáðàçèì ÷èñëî (1+ i
√
3) íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè.

6

-
0

t

x

y

1

1 + i
√
3√

3

2

π
3

Ïîëó÷èëñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè 1 è
√
3. Åãî îñòðûé óãîë

ïðè âåðøèíå â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàâåí π
3
. Ïîýòîìó ϕ = π

3
. À òî÷íåå ϕ = π

3
+

2πn, ãäå n ∈ Z . Íà âñÿêèé ñëó÷àé, îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èç-çà íåçàâèñèìîñòè
äðóã îò äðóãà öèêëè÷åñêèõ ïðèáàâîê, íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü îäèíàêîâûå áóêâû
â ñëàãàåìûõ 2πk è 2πn.
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3) Èìååì

6

√
1− i

1 + i
√
3
= 6

√√
2
(
cos
(
−π

4
+ 2πk

)
+ i · sin

(
−π

4
+ 2πk

))
2
(
cos
(
π
3
+ 2πn

)
+ i · sin

(
π
3
+ 2πn

)) ⇀⇁

Ïåðåéä¼ì ê ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

⇀⇁
6

√√
2ei·(−

π
4
+2πk)

2ei·(
π
3
+2πn)

⇀⇁

Ó÷ò¼ì, ÷òî ïðè äåëåíèè ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè ïîêàçàòåëè âû-
÷èòàþòñÿ.

⇀⇁
6

√
ei·(−

π
4
−π

3
+2πk−2πn)
√
2

=
6

√
ei·(−

7π
12

+2π(k−n))
√
2

=

(
ei·(−

7π
12

+2π(k−n))
) 1

6

12
√
2

⇀⇁

Ïðè âîçâåäåíèè ñòåïåíè â ñòåïåíü ïîêàçàòåëè ïåðåìíîæàþòñÿ

⇀⇁
ei·(−

7π
72

+
π(k−n)

3 )

12
√
2

⇀⇁

×òîáû ïîëó÷èòü âîçìîæíîñòü õîòü êàê-òî âû÷èñëÿòü îòâåòû, íóæíî ïåðåéòè
îáðàòíî â òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

⇀⇁
cos
(
−7π

72
+ π(k−n)

3

)
+ i · sin

(
−7π

72
+ π(k−n)

3

)
12
√
2

.

Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü öåëûõ ÷èñåë k è n òîæå öåëàÿ, òî ïðèäàâàÿ åé çíà÷å-
íèÿ øåñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë (îáû÷íî íà÷èíàþò ñ íóëÿ), ìîæíî
ïîëó÷èòü øåñòü îòâåòîâ

z0 =
cos(− 7π

72 )+i·sin(−
7π
72 )

12√2 =
cos( 7π

72 )−i·sin(
7π
72 )

12√2 ,

z1 =
cos(− 7π

72
+π

3 )+i·sin(−
7π
72

+π
3 )

12√2 =
cos( 17π

72 )+i·sin(
17π
72 )

12√2 ,

z2 =
cos(− 7π

72
+ 2π

3 )+i·sin(−
7π
72

+ 2π
3 )

12√2 =
cos( 41π

72 )+i·sin(
41π
72 )

12√2 ,

z3 =
cos(− 7π

72
+ 3π

3 )+i·sin(−
7π
72

+ 3π
3 )

12√2 =
cos( 65π

72 )+i·sin(
65π
72 )

12√2 ,

z4 =
cos(− 7π

72
+ 4π

3 )+i·sin(−
7π
72

+ 4π
3 )

12√2 =
cos( 89π

72 )+i·sin(
89π
72 )

12√2 ,

z5 =
cos(− 7π

72
+ 5π

3 )+i·sin(−
7π
72

+ 5π
3 )

12√2 =
cos( 113π

72 )+i·sin( 113π
72 )

12√2 .

Åùå ðàç ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî êîðíåé n-é ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ñóùå-
ñòâóåò ðîâíî n. Âñå îíè ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ñ
ðàäèóñîì r = |zi| è ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.
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O

Im z

Re z

i

1

1
12√2

Âîïðîñ 7.51. Íàéäèòå ñóììû ñèíóñîâ sinx+ sin(2x) + sin(3x) + ...+ sin(nx)
è êîñèíóñîâ cosx+ cos(2x) + cos(3x) + ...+ cos(nx).

Îòâåò. Ñîñòàâèì àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå

cosx+ cos(2x) + ...+ cos(nx) + i ·
(
sinx+ sin(2x) + ...+ sin(nx)

)
⇀⇁

Çàïîìíèì, ÷òî ñóììà êîñèíóñîâ ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ýòîãî âûðàæå-
íèÿ, à ñóììà ñèíóñîâ ìíèìîé. Ðàñêðîåì ñêîáêè.

⇀⇁ cosx+ cos(2x) + ...+ cos(nx) + i · sinx+ i · sin(2x) + ...+ i · sin(nx)⇀⇁

Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå, ñîáðàâ âìåñòå ïàðû ôóíêöèé ñ îäèíàêîâûìè àðãó-
ìåíòàìè.

⇀⇁
(
cosx+ i · sinx

)
+
(
cos(2x) + i · sin(2x)

)
+ ...+

(
cos(nx) + i · sin(nx)

)
⇀⇁

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà

cosϕ+ i · sinϕ = eiϕ .

⇀⇁eix + ei2x + ...+ einx⇀⇁

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïîëó÷èëàñü ñóììà ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè. Ïåðâûé ÷ëåí ïðîãðåññèè b1 = eix , çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè q = eix . Âñïîì-
íèì ôîðìóëó ñóììû ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

Sn =
b1 (q

n − 1)

q − 1
.
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⇀⇁
eix (einx − 1)

eix − 1
⇀⇁

Ðàñêðîåì ñêîáêè

⇀⇁
einx+ix − eix

eix − 1
=
eix(n+1) − eix

eix − 1
⇀⇁

Âîñïîëüçóåìñÿ åù¼ ðàç ôîðìóëîé Ýéëåðà, íî íà ýòîò ðàç â îáðàòíóþ ñòîðîíó

eiϕ = cosϕ+ i · sinϕ .

⇀⇁
cos
(
(n+ 1)x

)
+ i · sin

(
(n+ 1)x

)
− (cosx+ i · sinx)

cosx+ i · sinx− 1
⇀⇁

Ñîáåð¼ì â ÷èñëèòåëå è â çíàìåíàòåëå îòäåëüíî âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè

⇀⇁
cos
(
(n+ 1)x

)
− cosx+ i ·

(
sin
(
(n+ 1)x

)
− sinx

)
cosx− 1 + i · sinx

⇀⇁

×òîáû ïðèâåñòè äðîáü ê àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìå çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñ-
ëà óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà âûðàæåíèå êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæ¼ííîå çíàìåíàòåëþ. Ïðè ýòîì â çíàìåíàòåëå îáðàçóåòñÿ ïðîèçâåäåíèå
ñóììû íà ðàçíîñòü, ÷òî ðàâíî ðàçíîñòè êâàäðàòîâ.

⇀⇁

(
cos
(
(n+ 1)x

)
− cosx+ i ·

(
sin
(
(n+ 1)x

)
− sinx

))(
cosx− 1− i · sinx

)(
cosx− 1 + i · sinx

)(
cosx− 1− i · sinx

) ⇀⇁

Ðàñêðîåì ñêîáêè â ÷èñëèòåëå è â çíàìåíàòåëå. Âûðàæåíèå îêàæåòñÿ ñëèøêîì
äëèííûì, è ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü åãî çàïèñàòü, ïðåäñòàâèì äðîáü â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ.

⇀⇁
1

(cosx− 1)2 − (i · sinx)2
·
(
cos
(
(n+ 1)x

)
· cosx− cos

(
(n+ 1)x

)
−

− i · cos
(
(n+ 1)x

)
· sinx− cos2 x+ cosx+ i · sinx · cosx+ i · sin

(
(n+ 1)x

)
· cosx−

− i · sin
(
(n+1)x

)
− i2 · sin

(
(n+1)x

)
· sinx− i · sinx · cosx+ i · sinx+ i2 · sin2 x

)
⇀⇁

Ïðèâåä¼ì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå âñïîìíèâ, ÷òî

i2 = −1 .

⇀⇁
1

cos2 x− 2 cosx+ 1 + sin2 x
·
(
cos
(
(n+ 1)x

)
· cosx− cos

(
(n+ 1)x

)
−

− i · cos
(
(n+ 1)x

)
· sinx− cos2 x+ cosx+ i · sin

(
(n+ 1)x

)
· cosx−

− i · sin
(
(n+ 1)x

)
+ sin

(
(n+ 1)x

)
· sinx+ i · sinx− sin2 x

)
⇀⇁

Ñóììà êâàäðàòîâ êîñèíóñà è ñèíóñà îäíîãî è òîãî æå óãëà ðàâíà åäèíèöå.
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cos2 α + sin2 α = 1 .

⇀⇁
1

1− 2 cosx+ 1
·
(
cos
(
(n+1)x

)
·cosx+sin

(
(n+1)x

)
·sinx+cosx−cos

(
(n+1)x

)
+

+ i ·
(
sin
(
(n+1)x

)
·cosx−cos

(
(n+1)x

)
· sinx

)
+ i ·

(
sinx− sin

(
(n+1)x

))
−1

)
⇀⇁

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè òðèãîíîìåòðèè

cosα · cos β + sinα · sin β = cos(α− β)
sinα · cos β − cosα · sin β = sin(α− β)
cosα− cos β = −2 · sin α−β

2
· sin α+β

2

sinα− sin β = 2 · sin α−β
2
· cos α+β

2

.

⇀⇁
1

2− 2 cosx
·
(
cos
(
(n+ 1)x− x

)
− 2 · sin x− (n+ 1)x

2
· sin x+ (n+ 1)x

2
+

+ i · sin
(
(n+ 1)x− x

)
+ i ·

(
2 · sin x− (n+ 1)x

2
· cos x+ (n+ 1)x

2

)
− 1

)
=

=
1

2− 2 cosx
·
(
cos(nx)− 2 · sin −nx

2
· sin (n+ 2)x

2
+ i · sin(nx)+

+ 2i · sin −nx
2
· cos (n+ 2)x

2
− 1

)
⇀⇁

Âûíåñåì ìèíóñ èç ïîä çíàêà ñèíóñà â ñèëó åãî íå÷¼òíîñòè. Èñïîëüçóåì ôîðìóëû
êîñèíóñà è ñèíóñà äâîéíûõ óãëîâ. Ïðè÷¼ì äëÿ êîñèíóñà äâîéíîãî óãëà âûáåðåì
ôîðìóëó, ïðèâîäÿùóþ ê ñèíóñó.

sin(−α) = − sinα

cos(2α) = 1− 2 · sin2 α

sin(2α) = 2 · sinα · cosα
.

⇀⇁
1

2− 2
(
1− 2 · sin2 x

2

) · (1− 2 · sin2 nx

2
+ 2 · sin nx

2
· sin (n+ 2)x

2
+

+ i · 2 · sin nx
2
· cos nx

2
− 2i · sin nx

2
· cos (n+ 2)x

2
− 1

)
=
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=
1

2− 2 + 4 · sin2 x
2

·
(
−2 · sin2 nx

2
+ 2 · sin nx

2
· sin (n+ 2)x

2
+

+ 2i · sin nx
2
· cos nx

2
− 2i · sin nx

2
· cos (n+ 2)x

2

)
⇀⇁

Âûíåñåì çà ñêîáêó îáùèé ìíîæèòåëü èç ÷èñëèòåëÿ.

⇀⇁
2 · sin nx

2

(
− sin nx

2
+ sin (n+2)x

2
+ i · cos nx

2
− i · cos (n+2)x

2

)
4 · sin2 x

2

⇀⇁

Ñîêðàòèì äðîáü.

⇀⇁
sin nx

2

(
sin (n+2)x

2
− sin nx

2
+ i ·

(
cos nx

2
− cos (n+2)x

2

))
2 · sin2 x

2

⇀⇁

Åù¼ ðàç èñïîëüçóåì ôîðìóëû ðàçíîñòè ñèíóñîâ è ðàçíîñòè êîñèíóñîâ.

sinα− sin β = 2 · sin α−β
2
· cos α+β

2

cosα− cos β = −2 · sin α−β
2
· sin α+β

2

.

⇀⇁
sin nx

2

(
2 · sin (n+2)x−nx

4
· cos (n+2)x+nx

4
− i · 2 · sin nx−(n+2)x

4
· sin nx+(n+2)x

4

)
2 · sin2 x

2

⇀⇁

Ñîêðàòèì äðîáü åù¼ íà äâîéêó è ïðèâåä¼ì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå ïîä çíàêàìè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

⇀⇁
sin nx

2

(
sin 2x

4
· cos (2n+2)x

4
− i · sin −2x

4
· sin (2n+2)x

4

)
sin2 x

2

=

=
sin nx

2

(
sin x

2
· cos (n+1)x

2
+ i · sin x

2
· sin (n+1)x

2

)
sin2 x

2

⇀⇁

Ñîêðàòèì äðîáü íà ñèíóñ ïîëîâèííîãî óãëà.

⇀⇁
sin nx

2

(
cos (n+1)x

2
+ i · sin (n+1)x

2

)
sin x

2

⇀⇁

Ïî÷ëåííî ïîäåëèì ÷èñëèòåëü íà çíàìåíàòåëü, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü ïîëó÷åííîå
êîìïëåêñíîå âûðàæåíèå â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå çàïèñè.

⇀⇁
sin nx

2
· cos (n+1)x

2

sin x
2

+ i ·
sin nx

2
· sin (n+1)x

2

sin x
2

Âñïîìíèì, ÷òî áûëè íóæíû âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè, êîòîðûå ðàâíû ñóì-
ìàì êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ, ñîîòâåòñòâåííî.
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Èòàê,

cosx+ cos(2x) + cos(3x) + ...+ cos(nx) =
sin nx

2
· cos (n+1)x

2

sin x
2

sinx+ sin(2x) + sin(3x) + ...+ sin(nx) =
sin nx

2
· sin (n+1)x

2

sin x
2

.

Âîïðîñ 7.52. Óæå ìíîãî ðàç óïîìèíàëîñü, ÷òî êîðíè èç êîìïëåêñíîíîãî
÷èñëà ëåæàò â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, öåíòð êîòîðîãî íàõîäèò-
ñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Åñëè èñïîëüçîâàòü âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíî-
ãî ÷èñëà, òî ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà ýòèõ êîðíåé ðàâíà íóëþ. Ìîæíî
ëè ýòî äîêàçàòü àëãåáðàè÷åñêè? Ýòà çàäà÷à âçÿòà èç ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ [4].

Îòâåò. Ïóñòü äàíî êîìïëåêñíîå ÷èñëî w = ρeiϕ. Îáîçíà÷èì êîðíè n-îé ñòå-
ïåíè èç íåãî zk = n

√
ρe

i(ϕ+2πk)
n . Çäåñü n ∈ N, n > 2, k ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1}. Íóæíî

äîêàçàòü, ÷òî
n−1∑
k=0

zk =
n−1∑
k=0

n
√
ρe

i(ϕ+2πk)
n = 0. Äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, î

òîì ÷òî ðàâíà íóëþ ñóììà êîðíåé èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, âîçâåä¼ííûõ â ëþáóþ
öåëóþ íåíóëåâóþ ñòåïåíü (è îòðèöàòåëüíóþ òîæå).

n−1∑
k=0

zmk =
n−1∑
k=0

( n
√
ρ)m e

i(ϕ+2πk)m
n =

= ( n
√
ρ)m e

iϕm
n + ( n

√
ρ)m e

i(ϕ+2π)m
n + . . .+ ( n

√
ρ)m e

i(ϕ+2π(n−1))m
n =

= ( n
√
ρ)m e

iϕm
n + ( n

√
ρ)m e

iϕm
n e

2iπm
n + . . .+ ( n

√
ρ)m e

iϕm
n

(
e

2iπm
n

)n−1
⇀⇁

Ýòî ñóììà n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïåðâûì ÷ëå-
íîì b1 =

(
n
√
ρ
)m

e
iϕm
n è çíàìåíàòåëåì q = e

2iπm
n . Ñîãëàñíî èçâåñòíîé ôîðìóëå

Sn =
b1 (q

n − 1)

q − 1
èìååì

⇀⇁

(
n
√
ρ
)m

e
iϕm
n

((
e

2iπm
n

)n
− 1
)

e
2iπm
n − 1

=

(
n
√
ρ
)m

e
iϕm
n

(
e

2iπmn
n − 1

)
e

2iπm
n − 1

=

(
n
√
ρ
)m

e
iϕm
n (e2iπm − 1)

e
2iπm
n − 1

=

=

(
n
√
ρ
)m

e
iϕm
n (cos(2πm) + i · sin(2πm)− 1)

e
2iπm
n − 1

=

(
n
√
ρ
)m

e
iϕm
n (1 + i · 0− 1)

e
2iπm
n − 1

=

=

(
n
√
ρ
)m

e
iϕm
n · 0

e
2iπm
n − 1

=
0

e
2iπm
n − 1

= 0.

51



8. ÐÅØÅÍÈÅ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ

Âîïðîñ 8.53. Èçîáðàçèòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè òàêèå ÷èñëà z, ÷òî

|z + 1− i| < |3− z + 2i| < |z + i|.

Îòâåò. Ïåðåïèøåì ïîäìîäóëüíûå âûðàæåíèÿ â âèäå ðàçíîñòåé∣∣z − (−1 + i)
∣∣ < ∣∣z − (3 + 2i)

∣∣ < ∣∣z − (−i)
∣∣. Ýòî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå

òðè ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïðèîáðåëè ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðàññòîÿíèé îò òî÷êè
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z äî òî÷åê (−1 + i), (3 + 2i) è (−i), ñîîòâåòñòâåííî. Èç
øêîëüíîé ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, ðàññòîÿíèå
îò êîòîðûõ äî îäíîé òî÷êè ìåíüøå, ÷åì äî äðóãîé, ÿâëÿåòñÿ ïîëóïëîñêîñòü
(åñòåñòâåííî, òà ïîëóïëîñêîñòü, êîòîðàÿ ñîäåðæèò áîëåå áëèçêóþ òî÷êó).
Ãðàíèöåé ýòîé ïîëóïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð îòðåçêà,
ñîåäèíÿþùåãî äàííûå òî÷êè.

Ïîñòðîèì äâå ïîëóïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâàì∣∣z − (−1 + i)
∣∣ < ∣∣z − (3 + 2i)

∣∣ è
∣∣z − (3 + 2i)

∣∣ < ∣∣z − (−i)
∣∣. Ñåðåäèííûå ïåð-

ïåíäèêóëÿðû áóäåì ñòðîèòü íå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè, à èñïîëüçóÿ
ïîíÿòèå óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà.

Ðàññìîòðèì îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (−1 + i) è (3 + 2i). Î÷å-
âèäíî, åãî ñåðåäèíà ðàâíà ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó åãî êîíöîâ
(−1+i)+(3+2i)

2
= 2+3i

2
= 1 + 1, 5i. Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç ýòè äâå òî÷êè, ðàâåí 2−1
3−(−1) =

1
4
. Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïåðïåíäèêó-

ëÿðà ê ýòîé ïðÿìîé ðàâåí − 1

( 1
4)

= −4. Ïîýòîìó ôîðìóëà äëÿ ñåðåäèííîãî

ïåðïåíäèêóëÿðà èìååò âèä y = 1, 5− 4(x− 1), ãäå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî
y = Im z, à x = Re z. È ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ïåðâîìó íåðàâåíñòâó

∣∣z − (−1 + i)
∣∣ < ∣∣z − (3 + 2i)

∣∣ áóäåò îòêðûòàÿ (íå ñîäåð-
æàùàÿ îãðàíè÷èâàþùóþ ïðÿìóþ, èç-çà ñòðîãîñòè íåðàâåíñòâà â óñëîâèè)
ïîëóïëîñêîñòü, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ òî÷êà (−1 + i).
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Re z

Im z

−1 + i
1 + 1,5i

3 + 2i

O

Òåïåðü ðàññìîòðèì îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (3 + 2i) è (−i). Åãî ñåðå-
äèíà ðàâíà (3+2i)+(−i)

2
= 3+i

2
= 1, 5 + 0, 5i. Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç ýòè äâå òî÷êè, ðàâåí 2−(−1)
3−0 = 1. Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïåðïåíäè-

êóëÿðà ê ýòîé ïðÿìîé ðàâåí −1
1
= −1. Ïîýòîìó ôîðìóëà äëÿ ñåðåäèííîãî ïåð-

ïåíäèêóëÿðà èìååò âèä y = 0, 5− (x− 1, 5). È ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðâîìó íåðàâåíñòâó |z − (3 + 2i)| < |z − (−i)| áóäåò îòêðû-
òàÿ (íå ñîäåðæàùàÿ îãðàíè÷èâàþùóþ ïðÿìóþ, èç-çà ñòðîãîñòè íåðàâåíñòâà â
óñëîâèè) ïîëóïëîñêîñòü, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ òî÷êà (3 + 2i).
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Re z

Im z

1,5 + 0,5i

−i

3 + 2i

O

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî íåðàâåíñòâî â óñëîâèè áûëî äâîéíîå, è ïåðåñå÷¼ì ïî-
ëó÷åííûå îòêðûòûå ïîëóïëîñêîñòè. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ âíóòðåííÿÿ èç çîí,
îãðàíè÷åííûõ óãëîì. Âåðøèíà óãëà, è ñàì óãîë, åñòåñòâåííî, íå ïðèíàäëåæàò
èçîáðàæ¼ííîìó ìíîæåñòâó. ×òîáû ïîëó÷èòü êîîðäèíàòû âåðøèíû, íóæíî ðå-
øèòü ñèñòåìó{

y = 1, 5− 4(x− 1)

y = 0, 5− (x− 1, 5)
⇔

{
3x− 2,5 = 1

y = 2− x
⇔

{
x = 7

6
,

y = 5
6
.
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Re z

Im z

O

7
6
+ i · 5

6

Âîïðîñ 8.54. Âîçìîæíî ëè ðåøèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, åñëè íå äîãàäàòüñÿ
äî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ìîäóëåé, äàííûõ â óñëîâèè?

Îòâåò. Âîçìîæíî. Ïåðåéä¼ì ê âåùåñòâåííûì êîîðäèíàòàì ïî ôîðìóëå
z = x+ iy, ãäå x, y ∈ R. Òîãäà

|z + 1− i| < |3− z + 2i| < |z + i|∣∣x+ iy + 1− i
∣∣ < ∣∣3− (x+ iy) + 2i

∣∣ < ∣∣x+ iy + i
∣∣∣∣x+ 1 + i(y − 1)

∣∣ < ∣∣3− x+ i(2− y)
∣∣ < ∣∣x+ i(y + 1)

∣∣√
(x+ 1)2 + (y − 1)2 <

√
(3− x)2 + (2− y)2 <

√
x2 + (y + 1)2

x2 + 2x+ 1 + y2 − 2y + 1 < 9− 6x+ x2 + 4− 4y + y2 < x2 + y2 + 2y + 1

2x− 2y + 2 < −6x− 4y + 13 < 2y + 1{
2x− 2y + 2 < −6x− 4y + 13

−6x− 4y + 13 < 2y + 1{
8x+ 2y − 11 < 0

−6x− 6y + 12 < 0
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{
4x+ y − 11

2
< 0

−x− y + 2 < 0{
y < −4x+ 11

2
,

y > −x+ 2.

Íàéäåì ïåðåñå÷åíèå ïðÿìûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíèöàìè ýòèõ ïîëóïëîñêîñòåé.{
y = −4x+ 11

2

y = −x+ 2

−4x+ 11

2
= −x+ 2⇔ 7

2
= 3x{

x = 7
6
,

y = 5
6
.

Òåïåðü èçîáðàçèì íà ðèñóíêå ýòè ïðÿìûå è çàøòðèõóåì òó ÷àñòü ïëîñêîñòè,
êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íèæå ïåðâîé ïðÿìîé è âûøå âòîðîé ïðÿìîé.

Re z

Im z

O

7
6
+ i · 5

6

56



9. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ ×ÈÑÅË Â ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈßÕ

Âîïðîñ 9.55. Êàê ðåøàåòñÿ ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, åñëè äèñêðèìèíàíò åãî
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòðèöàòåëüíûé?

Îòâåò. Èç êóðñà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [7] èçâåñòíî, ÷òî äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ay′′ + by′ + cy = 0

ãäå a, b è c âåùåñòâåííûå ÷èñëà (à íå ôóíêöèè) ïðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿõ λ1 è λ2
ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ aλ2 + bλ+ c = 0 èìååò îáùåå
ðåøåíèå

y = C1e
λ1x + C2e

λ2x,

ãäå C1 è C2 ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ïóñòü äèñêðèìèíàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿD = b2−4ac < 0. Òîãäà

êîðíè ýòîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè:

λ1,2 =
−b±

√
D

2a
=
−b± i ·

√
|D|

2a
= − b

2a
± i ·

√
|D|
2a

= α± i · β,

ãäå îáîçíà÷åíî α = − b
2a
, β =

√
|D|
2a

. À îáùèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ

y = C1e
(α+i·β)x + C2e

(α−i·β)x.

Âðîäå áû âñ¼ â ïîðÿäêå, íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòâåò íà çàäà÷ó, ãäå ïðèñóòñòâîâàëè
èñêëþ÷èòåëüíî âåùåñòâåííûå ÷èñëà è ôóíêöèè, âûøåë èç ïîëÿ âåùåñòâåííûõ
÷èñåë â êîìïëåêñíîå:

y = C1e
αx+i·βx + C2e

αx−i·βx

y = C1e
αxei·βx + C2e

αxe−i·βx

y = C1e
αx
(
cos(βx) + i · sin(βx)

)
+ C2e

αx
(
cos(βx)− i · sin(βx)

)
.

Ðàçãàäêà ýòîãî ïàðàäîêñà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè îòðèöàòåëüíîì äèñ-
êðèìèíàíòå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ C1 è C2 ÿâëÿþòñÿ íå âåùåñòâåííûìè
÷èñëàìè, à êîìïëåêñíûìè:

y = (C1 + C2)e
αx cos(βx) + i · (C1 − C2)e

αx sin(βx).

È ïîëó÷èâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû äåéñòâèòåëüíî âåùåñòâåííûå. Îáîçíà÷èì èõ
D1 = C1 + C2 è D2 = i · (C1 − C2). Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ íàéä¼ì, ïðè êàêîì
óñëîâèè ýòî ïðîèçîéä¼ò. Ïóñòü C1 = A1 + i ·B1, C2 = A2 + i ·B2, ãäå A1, A2, B1

è B2 âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà{
D1 = A1 + i ·B1 + A2 + i ·B2

D2 = i · (A1 + i ·B1 − A2 − i ·B2)

57



{
D1 = A1 + A2 + i · (B1 +B2)

D2 = B2 −B1 + i · (A1 − A2)
D1 = A1 + A2

0 = B1 +B2

D2 = B2 −B1

0 = A1 − A2

Òî åñòü ÷åòûðå êîíñòàíòû A1, A2, B1 è B2 íå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè, à ñâÿ-
çàíû ñîîòíîøåíèÿìè {

A1 = A2

B1 = −B2

Îêîí÷àòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå â âåùåñòâåííîé ôîðìå èìååò âèä

y = D1e
αx cos(βx) +D2e

αx sin(βx).

Âîïðîñ 9.56. Ðåøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′′ + 6y′ + 13y = 0.
Çàäà÷à âçÿòà èç ñáîðíèêà [3].

Îòâåò. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 + 6λ+ 13 = 0
è ðåøèì åãî. Äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ðà-
âåí D = 62 − 4 · 13 = 36− 52 = −16. Òàê êàê äèñêðèìèíàíò îò-
ðèöàòåëüíûé, òî êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ êîìïëåêñíûå:

λ1,2 =
−6±

√
−16

2
=
−6± 4i

2
= −3± 2i. È ñîãëàñíî òåîðèè (ñì. âîïðîñ 9.55)

îáùåå ðåøåíèå äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

y = C1e
−3x cos(2x) + C2e

−3x sin(2x).

Âîïðîñ 9.57. Ðåøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 4y′′ − 8y′ + 5y = 0.
Çàäà÷à âçÿòà èç ñáîðíèêà [3].

Îòâåò. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå 4λ2 − 8λ+ 5 = 0
è ðåøèì åãî. Äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ðà-
âåí D = (−8)2 − 4 · 4 · 5 = 64− 80 = −16. Òàê êàê äèñêðèìèíàíò
îòðèöàòåëüíûé, òî êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ êîìïëåêñíûå:

λ1,2 =
8±
√
−16

2 · 4
=

8± 4i

8
= 1± i · 1

2
. È ñîãëàñíî òåîðèè (ñì. âîïðîñ 9.55)

îáùåå ðåøåíèå äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

y = C1e
x cos

x

2
+ C2e

x sin
x

2
.

Âîïðîñ 9.58. Ðåøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′′ + 25y = 0.
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Îòâåò. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 + 25 = 0. Ðåøåíèÿ ýòîãî
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ î÷åâèäíû: λ1,2 = ±5i. È ñîãëàñíî òåîðèè (ñì. âîïðîñ
9.55), òàê êàê e0 = 1, îáùåå ðåøåíèå äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
èìååò âèä

y = C1 cos(5x) + C2 sin(5x).
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