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1. ÓÏÐÎÙÅÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÊÐÈÂÛÕ

ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ. 1

1.1. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿìîóãîëüíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò íà
ïëîñêîñòè. 2

Çäåñü áóäóò ðàññìîòðåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàò äëÿ ñëåäóþùèõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè: ïàðàëëåëü-
íîãî ïåðåíîñà, ïîâîðîòà è èõ êîìïîçèöèé.3

Ðèñ. 1

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè
çàäàíû äâå ñèñòåìû
ïðÿìîóãîëüíûõ äå-
êàðòîâûõ êîîðäèíàò
Oxy è O′x′y′. Òî÷êà
O′ èìååò êîîðäèíàòû
x0, y0 â ñèñòåìå Oxy,
îñü O′x′ îáðàçóåò óãîë
α ñ îñüþ Ox. (Ñèñòåìà
êîîðäèíàò O′x′y′ ïîëó-
÷åíà èç ñèñòåìû Oxy ñ

ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà âåêòîð (x0, y0) è ïîâîðîòà íà
óãîë α âîêðóã òî÷êè O′.)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü â ñèñòåìå
Oxy îíà èìååò êîîðäèíàòû x, y, â ñèñòåìå O′x′y′ � x′ ,y′.

Îáîçíà÷èì ı,  îðòû îñåé Ox è Oy, ı′, ′ � îðòû îñåé O′x′ è O′y′

ñîîòâåòñòâåííî.
Óìíîæèì ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà OM = OO′ + O′M íà ı.

Ïîëó÷èì
OM · ı = OO′ · ı+O′M · ı,

èëè
(xı+ y) · ı = (x0ı+ y0) · ı+ (x′ı′ + y′′) · ı,

x(ı · ı) + y( · ı) = x0(ı · ı) + y0( · ı) + x′(ı′ · ı) + y′(′ · ı),

x = x0 + x′ cosα + y′ cos
(π

2
+ α

)
,

1Î êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñì., íàïðèìåð, [1], [2].
2Ìàòåðèàë ýòîãî ðàçäåëà èãðàåò âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü.
3Ïîäðîáíåå ñì. Çàìå÷àíèå 2 íà ñòð. 11.
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ò.å.
x = x0 + x′ cosα− y′ sinα.

Àíàëîãè÷íî ïîñëå óìíîæåíèÿ ñêàëÿðíî ðàâåíñòâà OM = OO′ +
+ O′M íà  íàéäåì

y = y0 + x′ sinα + y′ cosα.

Èòàê, èìååì ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò:{
x = x0 + x′ cosα− y′ sinα,
y = y0 + x′ sinα + y′ cosα.

(1)

Â ñëó÷àå, êîãäà ïîâîðîò íå òðåáóåòñÿ (ñëó÷àé ïàðàëëåëüíîãî ïå-
ðåíîñà íà âåêòîð (a, b)), ôîðìóëû (1) ïðèíèìàþò âèä{

x = x0 + x′,

y = y0 + y′.
(2)

Ïðè òîëüêî ïîâîðîòå îñåé êîîðäèíàò (áåç ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíî-
ñà) ôîðìóëû (1) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå{

x = x′ cos α− y′ sin α,

y = x′ sin α + y′ cos α.
(3)

1.2. Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Èíâàðè-
àíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ. Êëàññèôèêàöèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà.

1.2.1. Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ïðÿìî-

óãîëüíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò òî÷êè M(x, y)

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 (4)

(A,B,C,D,E, F � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, A2 +B2 +C2 6= 0), êîòîðîå
îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ êðèâóþ âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè.

Ñíà÷àëà ïîâåðíåì îñè êîîðäèíàò ñèñòåìû Oxy íà óãîë α âîêðóã
íà÷àëà êîîðäèíàò � òî÷êè O. Îáîçíà÷èì êàê è âûøå x′, y′ êîîðäè-
íàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êèM ïëîñêîñòè â �íîâîé� ñèñòåìå êîîðäèíàò
Ox′y′. �Ñòàðûå� êîîðäèíàòû x, y ýòîé òî÷êè áóäóò ñâÿçàíû ñ x′, y′

ñîîòíîøåíèÿìè (3) {
x = x′ cos α− y′ sin α,

y = x′ sin α + y′ cos α.
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Óðàâíåíèå (4) ïåðåéäåò â

A′x′2 + 2B′x′y′ + C ′y′2 + 2D′x′ + 2E ′y′ + F = 0, (5)

ãäå
A′ = A cos2 α + 2B sin α cos α + C sin2 α,

B′ = (C − A) sin α cos α +B(cos2 α− sin2 α),

C ′ = A sin2 α− 2B sin α cos α + C cos2 α,

D′ = D cos α + E sin α,

E ′ = −D sin α + E cos α.

(6)

ÂÛÂÎÄ. Ïðè ïîâîðîòå îñåé êîîðäèíàò âîêðóã èõ íà÷àëà íà óãîë
α ñâîáîäíûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ (4) íå èçìåíÿåòñÿ, îñòàëüíûå êîýôôè-
öèåíòû ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëàì (6).

Îñóùåñòâèì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð (x0, y0) îñåé êîîð-
äèíàò ñèñòåìû Oxy, ïîëó÷èì

Ax′′2 + 2Bx′′y′′ + Cy′′2 + 2D′′x′′ + 2E ′′y′′ + F ′′ = 0, (7)

ãäå {
x′′ = x− x0,
y′′ = y − y0,

D′′ = Ax0 +By0 +D,E ′′ = Bx0 + Cy0 + E,

F ′′ = Ax20 + 2By0 + Cy20 + 2Dx0 + 2Ey0 + F.
(8)

ÂÛÂÎÄ. Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå îñåé êîîðäèíàò íà âåê-
òîð (x0, y0) êîýôôèöèåíòû ïðè ñëàãàåìûõ âòîðîé ñòåïåíè êîîðäèíàò
â óðàâíåíèè (4) íå èçìåíÿþòñÿ, à îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïðåîá-
ðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëàì (8).

1.2.2. Èíâàðèàíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ êðèâîé âòîðîãî
ïîðÿäêà.

Ïðè ïðèìåíåíèè ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò íåêîòîðûå
âåëè÷èíû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Èõ íàçûâàþò èíâàðèàíòàìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð [2]), ÷òî ýòî ñëåäó-
þùèå âåëè÷èíû:

I1 = A + C, I2 = δ =

∣∣∣∣∣ A B

B C

∣∣∣∣∣ = AC − B2, I3 = ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
A B D

B C E

D E F

∣∣∣∣∣∣∣ .
(Îá îïðåäåëèòåëÿõ ñì. ðàçäåë 4.)
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1.2.3. Êëàññèôèêàöèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà.
Îáùåïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿä-

êà:
− åñëè äëÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, çàäàííîé óðàâíåíèåì (4),

δ > 0, òî êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êðèâîé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà,
− åñëè δ<0, òî êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êðèâîé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà,
− åñëè δ=0, òî êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êðèâîé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.
Êðèâûå òàêæå äåëÿòñÿ íà öåíòðàëüíûå è íåöåíòðàëüíûå. Åñëè

êðèâàÿ èìååò åäèíñòâåííûé öåíòð (öåíòð ñèììåòðèè), òî îíà íà-
çûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé êðèâîé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ öåíòðà ñèììåòðèè
êðèâîé ìîæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ{

Ax0 +By0 +D = 0,

Bx0 + Cy0 + E = 0.
(9)

(Ñì. (8))
Åñëè ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò x0, y0

öåíòðà íå èìååò åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ, òî êðèâàÿ íåöåíòðàëüíàÿ.

1.3. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèé êðèâûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà.

Â êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû, ïàðàáîëû íåò
ñëàãàåìîãî, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâåäåíèå êîîðäèíàò. Ïðèðàâíÿåì B′

èç ñèñòåìû ðàâåíñòâ (6) ê íóëþ. Ïîñëå äåëåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ïîëó-
÷åííîãî óðàâíåíèÿ íà cos2 α ïîëó÷àåì

B tg2 α− (C − A) tg α−B = 0.

Ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî tg α. Åãî ðåøåíèÿ

tg α =
C − A±

√
(C − A)2 + 4B2

2B
îïðåäåëÿþò äâà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿ. Âîçüìåì
äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå. Åñëè, íàïðèìåð,
B > 0, òî ýòî

tg α =
C − A+

√
(C − A)2 + 4B2

2B
.

Ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî α èìååò ñ÷åòíîå ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé. Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî ëèøü îäíîãî èç íèõ:

α = arctg
C − A+

√
(C − A)2 + 4B2

2B
.
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Âû÷èñëèì òåïåðü cos α =
(√

1 + tg2 α
)−1

, sin α = tg α · cos α,

çàòåì ïî ôîðìóëàì (6) � A′, C ′, D′, E ′. Óðàâíåíèå (5) ïðèìåò âèä

A′x′2 + C ′y′2 + 2D′x′ + 2E ′y′ + F = 0. (10)

Çàìå÷àíèå.
Ïðè B′ = 0 δ = A′C ′.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àè δ > 0, δ < 0, δ = 0.
1.3.1. Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ êðèâîé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.
Ïóñòü δ > 0. (A′ è C ′ îäíîãî çíàêà.)
Åñëè õîòü îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ D′ èëè E ′ íå ðàâåí íóëþ, ñäå-

ëàåì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïîâåðíóòîé ñèñòåìû Ox′y′ (âåêòîð ïå-
ðåíîñà (x0, y0) âûáåðåì ïîçæå):{

x′ = x+ x0,

y′ = y + y0.
(11)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (11) â óðàâíåíèå (10), ïîëó÷èì

A′x2 + C ′y2 + 2(A′x0 +D′)x+ 2(C ′y0 + E ′)y + F = 0, (12)

ãäå
F = A′x20 + C ′y20 + 2D′x0 + 2E ′y0 + F. (13)

Ïîëîæèì{
A′x0 +D′ = 0,

C ′y0 + E ′ = 0,
îòêóäà

{
x0 = −D′

A′ ,

y0 = −E′

C ′ .

Ïðè òàêîì âûáîðå a è b óðàâíåíèå (10) çàïèøåòñÿ â âèäå

A′x2 + C ′y2 = −F . (14)

Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì óðàâíåíèè A′ è C ′ îäíîãî çíàêà.
Åñëè F = 0, òî óðàâíåíèå (14) îïðåäåëÿåò òîëüêî îäíó òî÷êó

O(0, 0) â ñèñòåìå êîðäèíàò O′ x y.
Åñëè F 6= 0 è åãî çíàê ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó A′ è C ′, òî óðàâíå-

íèå (14) çàäàåò ýëëèïñ

x2

a2
+
y2

b
2 = 1 ñ ïîëóîñÿìè a =

√
−F
A′
, b =

√
− F
C ′
.
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Çàìå÷àíèå.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êðèâàÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ öåí-

òðàëüíîé êðèâîé, òàê êàê îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû óðàâíåíèé (9) îò-
íîñèòåëüíî êîîðäèíàò x0, y0 öåíòðà êðèâîé ñîâïàäàåò ñ íå ðàâíûì
íóëþ îïðåäåëèòåëåì δ. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Êðàìåðà (ñì. ðàçäåë 4)
ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Åñëè çíàêè F , A′ è C ′ ñîâïàäàþò, òî óðàâíåíèå (14) çàäàåò ïóñòîå
ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè (òàê íàçûâàåìûé �ìíèìûé ýëëèïñ�) .

1.3.2. Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ êðèâîé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.
Ïóñòü δ < 0. ( A′ è C ′ ðàçíûõ çíàêîâ.)
Çàìåòèì, ÷òî âûêëàäêè ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, âïëîòü äî óðàâíå-

íèÿ (14), ñîõðàíÿþò ñâîþ ñèëó.
Åñëè F > 0, A′ > 0, C ′ < 0, òî óðàâíåíèå (14) îïðåäåëÿåò ãèïåð-

áîëó −x2

a2
+ y2

b
2 = 1 ñ ïîëóîñÿìè ìíèìîé a =

√
F
A′ , è âåùåñòâåííîé

b =
√
− F
C ′ .

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè

F > 0, A′ < 0, C ′ > 0,

F < 0, A′ > 0, C ′ < 0,

F < 0, A′ < 0, C ′ > 0.

Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àåòñÿ ãèïåðáîëà.
Åñëè F = 0, òî óðàâíåíèå (14) îïðåäåëÿåò ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ

â òî÷êå O ïðÿìûõ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè

{
A′ > 0,

C ′ < 0
óðàâíåíèå (14) ïðèíèìàåò âèä

(√
A′ x

)2
−
(√
−C ′ y

)2
= 0,

ò.å. (√
A′ x−

√
−C ′ y

)
·
(√

A′ x+
√
−C ′ y

)
= 0,

èëè [ √
A′ x+

√
−C ′ y = 0,√

A′ x−
√
−C ′ y = 0.
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Ïðè

{
A′ < 0,

C ′ > 0
èìååì àíàëîãè÷íî

[ √
−A′ x+

√
C ′ y = 0,√

−A′ x−
√
C ′ y = 0.

Çàìå÷àíèå.
Òàê æå, êàê âûøå, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êðèâàÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òè-

ïà � öåíòðàëüíàÿ êðèâàÿ.
1.3.3. Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ êðèâîé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.

Ïóñòü δ = 0. ( A′ · C ′ = 0.) Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè B′ = 0
A′2 + Ñ′2 > 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè B′ = 0 è A′C ′ = 0 âîçìîæíû äâà
ñëó÷àÿ: A′ = 0, C ′ 6= 0 èëè C ′ = 0, A′ 6= 0.

Åñëè A′ 6= 0, C ′ = 0, óðàâíåíèå (5) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

A′x′2 + 2D′x′ + 2E ′y′ + F = 0. (15)

Ïóñòü E ′ 6= 0.
Ñäåëàåì ñíîâà ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ (11). Ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

A′x2 + 2(A′x0 +D′)x+ 2(C ′y0 + E ′)y + F = 0, (16)

ãäå F îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (13), ïðè÷åì C ′ = 0.

Ïîëîæèì

{
A′x0 +D′ = 0,

F = 0
, ò.å.

{
A′x0 +D′ = 0,

A′x20 + 2D′x0 + 2E ′y0 + F = 0,

îòêóäà 
x0 = −D′

A′ ,

y0 = −A′x20+2D′x0+F
2E′ .

Ïðè òàêîì âûáîðå x0 è y0 óðàâíåíèå (5) ïðèìåò âèä

x2 = −2
C ′

A′
y, ãäå C = E ′ − C ′

2E ′
(A′x20 + 2D′x0 + F ) = E ′,

êîòîðîå îïðåäåëÿåò ïàðàáîëó, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî îñè O′ y,
âåðøèíà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O′.
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Åñëè E ′ = 0, òî óðàâíåíèå (5) çàïèøåòñÿ â âèäå

A′x′2 + 2D′x′ + F = 0,

èëè (
x′ +

D′

A′

)2

− F ′ = 0, F ′ =

(
D′

A′

)2

− F

A′
.

Åñëè F ′ < 0, òî ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ïóñòîå ìíîæåñòâî; åñëè
F ′ > 0, � ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
x′ + D′

A′ +
√
F ′ = 0 è x′ + D′

A′ −
√
F ′ = 0;

åñëè F ′ = 0, � ïàðó ñëèâøèõñÿ ïðÿìûõ x′ + D′

A′ = 0.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé

{
A′ = 0,

C ′ 6= 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè D′ 6= 0 ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà

(11), ãäå


y0 = −E′

C ′ ,

x0 = −C ′y20+2E′y0+F
2D′ ,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïàðàáîëû

y2 = −2
D

C ′
x, ïðè÷åì D = D′ − A′

2D′
(C ′y20 + 2E ′y0 + F ) = D′.

Åñëè D′ = 0, èìååì:

ïðè F ′ < 0

(
F ′ =

(
E′

C ′

)2
− F

C ′

)
ïóñòîå ìíîæåñòâî;

ïðè F ′ > 0 � ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
y′ + E′

C ′ +
√
F ′ = 0 è y′ + E′

C ′ −
√
F ′ = 0;

ïðè F ′ = 0 � ïàðó ñëèâøèõñÿ ïðÿìûõ y′ + E′

C ′ = 0.
Çàìå÷àíèå 1.
Òàê êàê δ = 0, òî ñèñòåìà (9) íå èìååò åäèíñòâåííîãî ðåøå-

íèÿ. Ïîýòîìó êðèâàÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëü-
íîé êðèâîé.

Çàìå÷àíèå 2.
Ïðè èçó÷åíèè òåìû ¾Óïðîùåíèå óðàâíåíèé êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà¿ âàæ-

íàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ äâèæåíèÿì ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì îñíîâíûå èõ ñâîéñòâà,
ñôîðìóëèðîâàâ ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëåíèå.

Äâèæåíèåì ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè â ñåáÿ, ñîõðàíÿ-
þùåå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè. Èíûìè ñëîâàìè, ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè
äâóìÿ òî÷êàìè òî÷êàìè ïëîñêîñòè ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó èõ îáðàçàìè. Òî÷-
êà, ñîâïàäàþùàÿ ñ ñîáñòâåííûì îáðàçîì, íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.
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Âñÿêîå äâèæåíèå ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì
(áèåêöèåé). Êîìïîçèöèÿ äâóõ äâèæåíèé ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì.

Âñÿêîå äâèæåíèå ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê êîìïîçèöèÿ íå
áîëåå ÷åì òðåõ îñåâûõ ñèììåòðèé, ïðè ýòîì íè îäíî äâèæåíèå ïëîñêîñòè íå
ïðåäñòàâèìî â âèäå êîìïîçèöèè êàê ÷åòíîãî, òàê è íå÷åòíîãî ÷èñëà îñåâûõ
ñèììåòðèé.

Äâèæåíèÿ, ïðåäñòàâèìûå â âèäå êîìïîçèöèè ÷åòíîãî ÷èñëà îñåâûõ ñèììåò-
ðèé, íàçûâàþòñÿ äâèæåíèÿìè ïåðâîãî ðîäà. Âñÿêîå äâèæåíèå ïåðâîãî ðîäà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì èëè ïîâîðîòîì (òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâà-
íèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è ïîâîðîòà, öåíòðàëü-
íàÿ ñèììåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîâîðîòà). Òîæäåñòâåííûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîì âñå
òî÷êè ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîæäåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì.

Äâèæåíèÿ, ïðåäñòàâèìûå â âèäå êîìïîçèöèè íå÷åòíîãî ÷èñëà îñåâûõ ñèì-
ìåòðèé, íàçûâàþòñÿ äâèæåíèÿìè âòîðîãî ðîäà. Âñÿêîå äâèæåíèå âòîðîãî ðîäà
ÿâëÿåòñÿ îñåâîé ñèììåòðèåé èëè ñêîëüçÿùåé ñèììåòðèåé. Ñêîëüçÿùåé ñèììåò-
ðèåé íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèÿ îñåâîé ñèììåòðèè è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âäîëü
îñè ñèììåòðèè.

Êîìïîçèöèåé äâóõ äâèæåíèé îäíîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå ïåðâîãî ðîäà,
êîìîçèöèåé äâóõ äâèæåíèé ðàçëè÷íîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå âòîðîãî ðîäà.

Ïîäðîáíåå ñì. [14].

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèé.

ÏÐÈÌÅÐ 1.
Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèå

5x2 + 4xy + 8y2 − 32x− 56y + 80 = 0,

óêàçàòü òèï êðèâîé, èì îïðåäåëÿåìîé, íàéòè êîîðäèíàòû âåðøèí,
ôîêóñîâ è óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
ñäåëàòü ÷åðòåæ êðèâîé â ýòîé ñèñòåìå.

Èñõîäíîå óðàâíåíèå � óðàâíåíèå âèäà (4), ãäå
A = 5, B = 2, C = 8, D = −16, E = −28, F = 80.

Çäåñü δ = AC − B2 = 16, δ > 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî èñõîäíîå
óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò êðèâóþ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.

Ïîñëå ïîâîðîòà îñåé êîîðäèíàò íà óãîë α (ñì. ôîðìóëû (3)) ïðè-
õîäèì, êàê óêàçàíî âûøå, ê óðàâíåíèþ

2 tg2 α− 3 tg α− 2 = 0, îòíîñèòåëüíî tgα,
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êîðíè êîòîðîãî tg α = 2 è tg α = −1
2 .

Âîçüìåì tg α = 2, α = arctg 2. Òîãäà cos α = 1√
5
, sin α = 2√

5
.

Äàëåå íàõîäèì

A′ = 5 cos2 α + 4 sin α cos α + 8 sin2 α = 9,

C ′ = 5 sin2 α− 4 sin α cos α + 8 cos2 α = 4,

D′ = −16 cos α− 28 sin α = − 72√
5
,

E ′ = 16 sin α− 28 cos α = 4√
5
.

Èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

9x′2 + 4y′2 − 144√
5
x′ +

8√
5
y′ + 80 = 0.

Âûïîëíèì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ{
x′ = x+ x0,

y′ = y + y0.

Áóäåì èìåòü:

9′x2 + 4y2 − 18

(
x0 −

8√
5

)
x+ 8

(
y0 +

1√
5

)
y + F 1 = 0,

ãäå F 1 = 5x20 + 4y20 − 144√
5
x0 + 8√

5
y0 + 80 = 0. Ïðèðàâíÿåì íóëþ

êîýôôèöèåíòû ïðè x, y, ïîëó÷èì
x0 = 8√

5
,

y0 = − 1√
5
.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

9′x2 + 4y2 − 36 = 0, èëè
x2

4
+
y2

9
= 1.

Òàêèì îáðàçîì ìû âûÿñíèëè, ÷òî èñõîäíàÿ êðèâàÿ � ýëëèïñ ñ
áîëüøîé ïîëóîñüþ a = 3 è ìàëîé b = 2. Ôîêóñû ýëëèïñà ëåæàò íà
îñè O y.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàðèñîâàòü ýëëèïñ â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
âûðàçèì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1), �ñòàðûå� êîîðäèíàòû x, y ÷åðåç
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�íîâûå� x, y: 
x =

(
x+ 8√

5

)
· 1√

5
−
(
y − 1√

5

)
· 2√

5
,

y =
(
x+ 8√

5

)
· 2√

5
+
(
y − 1√

5

)
· 1√

5
,

èëè 
x = x−2y√

5
+ 2,

y = 2x+y√
5

+ 3.

(17)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî òî÷êà O â ñèñòåìå Oxy èìååò êîîðäèíàòû
(2; 3).

Çàìå÷àíèå.
Êîîðäèíàòû öåíòðà O ìîæíî íàéòè òàêæå è èç ñèñòåìû óðàâíå-

íèé (9).
Äëÿ òîãî ÷òîáû íà÷åðòèòü ýëëèïñ ïî ïîëó÷åííîìó óðàâíåíèþ,

íàðèñóåì âíà÷àëå îñè êîîðäèíàò Ox è O y: ïîâåðíåì îñè Ox è Oy
âîêðóã òî÷êè O(0, 0) íà óãîë α = arctg 2, ïîëó÷èì îñè O′x′ è O′y′,
÷åðåç òî÷êó O(2, 3) ïðîâåäåì îñè Ox è O y ïàðàëëåëüíî O′x′ è O′y′,
â ñèñòåìå Oxy íàðèñóåì ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè 2 è 3. (Ñì. Ðèñ. 2). 4

Âåðøèíû ýëëèïñà � òî÷êè A′, A′′ â ñèñòåìå Oxy èìåþò êîîðäè-
íàòû A′(0, 3), A′′(0,−3).

Èõ êîîðäèíàòû â ñèñòåìå Oxy íàõîäèì ïî ôîðìóëàì (17):
x = 0−2·(±3)√

5
+ 2,

y = 2·0+(±3)√
5

+ 3

, ò.å.


A′
(

2− 6√
5
, 3 + 3√

5

)
,

A′′
(

2 + 6√
5
, 3− 3√

5

)
.

Òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåì êîîðäèíàòû ôîêóñîâ F ′ è F ′′:
c =
√
a2 − b2 =

√
9− 4 =

√
5, F ′(0,

√
5), F ′′(0,−

√
5) â ñèñòåìå Oxy,

F ′(0, 4), F ′′(4, 2) � â ñèñòåìå Oxy.

4Îòìåòèì, ÷òî ýëëèïñ ïåðåñåêàåò îñü Oy â òî÷êàõ ñ îðäèíàòàìè 2 è 5.

14



Ðèñ. 2

Óðàâíåíèÿ äèðåê-
òðèñ â ñèñòåìå Oxy
èìåþò âèä: y = ±a

ε , ò.å.

y = ± a
c
a
, èëè y = a2

c ,

ò.å. y = ± 9√
5
.×òîáû

çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äè-
ðåêòðèñ â ñèñòåìå Oxy,
âûðàçèì y ÷åðåç x, y èç
ðàâåíñòâ (17). Ïîëó÷èì
y = −2x+y+1√

5
, è óðàâ-

íåíèÿ äèðåêòðèñ çà-
ïèøóòñÿ â ñëåäóþùåì
âèäå: −2x+y+1√

5
= ± 9√

5
,

ò.å. 2x − y + 8 = 0 è
2x− y − 10 = 0.

ÏÐÈÌÅÐ 2.

Óðàâíåíèå

x2 − 2xy + y2 − 10x− 6y + 25 = 0

ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, íàéòè êîîðäèíàòû âåðøèíû, ôîêó-
ñà, íàïèñàòü óðàâíåíèå äèðåêòðèñû, ñäåëàòü ÷åðòåæ êðèâîé â èñõîä-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Çäåñü δ = 0, è çàäàííîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò êðèâóþ ïàðàáîëè-
÷åñêîãî òèïà.

Ïîâåðíóâ îñè êîîðäèíàò íà óãîë α (ñì. ôîðìóëû (3)) è ïðèðàâíÿâ
íóëþ êîýôôèöèåíò B′ ïðè ïðîèçâåäåíèè êîîðäèíàò x′y′, ïðèõîäèì
ê óðàâíåíèþ tg2 α = 1.

Âûáåðåì ðåøåíèå α = π
4 . Òîãäà cos α = sin α = 1√

2
. Èñïîëüçóÿ

ðàâåíñòâà (6), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

2y′2 − 8
√

2x′ + 2
√

2y′ + 25 = 0.

Âûïîëíèì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ{
x′ = x+ x0,

y′ = y + y0,
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ïîëó÷èì

2y2 − 8
√

2x+ 2
√

2
(√

2y0 + 1
)
y + 2b2 − 8

√
2x0 + 2

√
2y0 + 25 = 0.

Ïðèðàâíÿåì ê íóëþ êîýôôèöèåíò ïðè y è ñâîáîäíûé ÷ëåí óðàâ-
íåíèÿ: { √

2y0 + 1 = 0,

2y20 − 8
√

2x0 + 2
√

2y0 + 25 = 0,

îòêóäà íàõîäèì 
y0 = − 1√

2
,

x0 = 3√
2
.

Ïðè òàêîì âûáîðå x0 è y0 ïîñëåäíåå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

y2 = 4
√

2x,

îïðåäåëÿåò ïàðàáîëó ñ îñüþ ñèììåòðèè Ox è ïàðàìåòðîì p = 2
√

2.
Êàê è âûøå, óñòàíàâëèâàåì ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè x, y è x, y:{

x = (x+ x0) cos α− (y + y0) sin α,

y = (x+ x0) sin α + (y + y0) cos α,
ò. å.

{
x = x−y√

2
+ 2,

y = x+y√
2

+ 1.
(18)

Íà÷àëî êîîðäèíàò íîâîé ñèñòåìû � òî÷êà O(2, 1) â ñèñòåìå Oxy.
Âûïîëíèì ÷åðòåæ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðè-
ìåðå 1 (Ñì. Ðèñ. 3.). Îòìåòèì ïîïóòíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïà-
ðàáîëà êàñàåòñÿ îñè Ox â òî÷êå (0, 5), ò.ê. èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðè
y = 0 ïðèíèìàåò ôîðìó x2 − 10x + 25 = 0 è èìååò äâà îäèíàêî-
âûõ êîðíÿ x = 5. Ïðè y = 0 äàííîå â óñëîâèè óðàâíåíèå èìååò âèä
y2− 6y+ 25 = 0, íå èìååò âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïàðàáîëà íå ïåðåñåêàåò îñü Oy.
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Ðèñ. 3

Âåðøèíà ïàðàáîëû � òî÷-
êà O(2, 1) â ñèñòåìå Oxy.
Ôîêóñ F (

√
2, 0) â ñèñòåìå

Oxy è F (3, 2) � â ñè-
ñòåìå Oxy. Óðàâíåíèå äè-
ðåêòðèñû: x = −p

2 , ò.å.

x = −
√

2 â ñèñòåìå Oxy.
Èç ðàâåíñòâ (9) íàõîäèì
x = x+y−3√

2
, è óðàâíåíèå äè-

ðåêòðèñû â ñèñòåìå Oxy
èìååò âèä x+y−3√

2
= −
√

2, ò.å.

x+ y − 1 = 0.

Ó ï ð à æ í å í è å. Èç çàäà÷íèêà [13] ðåøèòå çàäà÷è �� 472*,
506*, 541, 618.

Ç À Ä À Í È Å 1.
Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó äàííûå íèæå óðàâíåíèÿ, óêà-

çàòü òèïû êðèâûõ, èìè îïðåäåëÿåìûõ, íàéòè êîîðäèíàòû âåðøèí,
ôîêóñîâ è íàïèñàòü óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ (à äëÿ ãèïåðáîëû � è
àñèìïòîò), ñäåëàòü ÷åðòåæè êðèâûõ â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Íîìåð

âàðèàíòà
Óðàâíåíèÿ êðèâûõ

3x2 + 10xy + 3y2 − 14x− 2y − 13 = 0,
1.

9x2 − 24xy + 16y2 − 20x+ 110y − 50 = 0

25x2 − 14xy + 25y2 + 64x− 64y − 224 = 0,
2.

x2 − 4xy + 4y2 − 2x− 6y + 2 = 0

3x2 + 4xy + 12x+ 16y − 36 = 0,
3.

x2 − 2xy + y2 − 6x− 10y + 25 = 0

21x2 + 24xy + 14y2 + 18x− 4y − 139 = 0,
4.

x2 − 2xy + y2 − 6x− 2y + 9 = 0

4x2 + 20xy − 11y2 + 8x+ 20y − 1 = 0,
5.

x2 + 2xy + y2 − 16x+ 16y + 32 = 0

36x2 − 24xy + 29y2 − 96x+ 82y − 91 = 0,
6.

x2 + 2xy + y2 − 8x+ 4 = 0

11x2 + 24xy + 4y2 + 42x+ 64y + 51 = 0,
7.

x2 + 2xy + y2 + 16x− 16y − 32 = 0

5x2 + 6xy + 5y2 + 4x− 4y − 4 = 0,
8.

9x2 + 24xy + 16y2 − 230x+ 110y − 475 = 0
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Íîìåð

âàðèàíòà
Óðàâíåíèÿ êðèâûõ

25x2 − 14xy + 25y2 − 128x+ 128y − 32 = 0,
9.

4x2 − 4xy + y2 − 3x+ 4y − 7 = 0

25x2 + 14xy + 25y2 − 64x− 64y − 224 = 0,
10.

9x2 − 24xy + 16y2 + 2x− 86y + 39 = 0

5x2 − 6xy + 5y2 − 16x+ 16y + 8 = 0,
11.

x2 + 4xy + 4y2 + 6x− 3y + 15 = 0

x2 − xy + y2 − 2x− 2y − 2 = 0,
12.

9x2 + 24xy + 16y2 − 40x+ 30y = 0

3x2 + 10xy + 3y2 − 2x− 14y − 13 = 0
13.

16x2 + 24xy + 9y2 − 7x+ 26y − 34 = 0,

25x2 − 14xy + 25y2 − 64x+ 64y − 224 = 0,
14.

16x2 − 24xy + 9y2 + 110x− 20y − 50 = 0

4xy + 3y2 + 16x+ 12y − 36 = 0,
15.

x2 + 2xy + y2 − 10x+ 6y + 25 = 0

14x2 + 24xy + 21y2 − 4x+ 18y − 139 = 0,
16.

x2 − 2xy + y2 + 4x− 8y + 7 = 0

3x2 − 10xy + 3y2 − 16x+ 16y + 24 = 0,
17.

4x2 + 4xy + y2 − 2x− 6y − 5 = 0

29x2 − 24xy + 36y2 + 82x− 96y − 91 = 0,
18.

x2 − 2xy + y2 + 10x− 2y + 13 = 0

4x2 + 24xy + 11y2 + 64x+ 42y + 51 = 0,
19.

x2 + 2xy + y2 − 8x− 12 = 0

41x2 + 24xy + 9y2 + 24x+ 18y − 36 = 0,
20.

x2 + 2xy + y2 + 10x+ 2y + 13 = 0

3x2 + 10xy + 3y2 + 2x+ 14y − 13 = 0,
21.

9x2 + 24xy + 16y2 + 46x− 22y − 19 = 0

25x2 − 14xy + 25y2 − 64x+ 64y − 224 = 0,
22.

9x2 + 24xy + 16y2 + 70x+ 10y − 75 = 0

4xy + 3y2 − 16x− 12y − 36 = 0,
23.

x2 + 2xy + y2 − 8x+ 8y − 16 = 0

14x2 + 24xy + 21y2 + 4x− 18y − 139 = 0,
24.

x2 + 2xy + y2 − 6x+ 2y − 11 = 0

9x2 + 24xy + 41y2 + 18x+ 24y − 36 = 0,
25.

x2 − 2xy + y2 − 8y + 4 = 0
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2. ÏÐÀÂÈËÎ ËÎÏÈÒÀËß. 5

Ââåäåì âíà÷àëå ïîíÿòèå �íåîïðåäåëåííîñòü�. Ãîâîðÿò, ÷òî âûðà-

æåíèå u(x)
v(x) ïðè x→ b (b ∈ R, b = +∞, b = −∞), x→ b+0, x→ b−0

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ”0
0”, åñëè lim

x→b
u(x) = 0 è

lim
x→b

v(x) = 0, ”∞∞”, åñëè lim
x→b

u(x) =∞ è lim
x→b

v(x) =∞.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îñòàëüíûå ïÿòü òèïîâ íåîïðåäåëåííî-
ñòåé: ”0 ·∞”, ”∞−∞”, ”1∞”, ”00”, ”∞0” (ñîîòâåòñòâåííî, u(x) ·v(x)
åñòü íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ”0 · ∞” ïðè x → b, åñëè lim

x→b
u(x) = 0 è

lim
x→b

v(x) =∞;

u(x) − v(x) � íåîïðåäåëåííîñòü ”∞ −∞”, åñëè lim
x→b

u(x) = +∞ è

lim
x→b

v(x) = +∞ èëè lim
x→b

u(x) = −∞ è lim
x→b

v(x) = −∞;

u(x)v(x) � íåîïðåäåëåííîñòü ”1∞”, åñëè lim
x→b

u(x) = 1 è lim
x→b

v(x) =∞;

”00”, åñëè lim
x→b

u(x) = 0 è lim
x→b

v(x) = 0; ”∞0”, åñëè lim
x→b

u(x) =∞ è

lim
x→b

v(x) = 0.) 6

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàñêðûòèÿ
íåîïðåäåëåííîñòåé âèäà ”0

0” è ”∞∞”:

lim
x→b

u(x)

v(x)
= lim

x→b

u′(x)

v′(x)
, åñëè lim

x→b

u′(x)

v′(x)
ñóùåñòâóåò è ôóíêöèè u(x) è

v(x) óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì óñëîâèÿì (Ñì., íàïðèìåð, [3�6]).

ÏÐÈÌÅÐ 1. Íàéòè lim
x→π

sinmx

cosnx
, n,m ∈ N.

lim
x→π

sinmx

sinnx

“ 0
0”= lim

x→π

(sinmx)′

(sinnx)′
=

m

n
lim
x→π

cosmx

cosnx
=

m

n

cosmπ

cosnπ
=

=
m

n
(−1)m+n. 7

ÏÐÈÌÅÐ 2. Íàéòè lim
x→+∞

xµ

ax
, µ, a ∈ R+, a > 1.

Ïóñòü n− 1 < µ ≤ n, n ∈ N.

lim
x→+∞

xµ

ax
“∞∞”
= lim

x→+∞

(xµ)′

(ax)′
=

µ

ln a
lim

x→+∞

xµ−1

ax
“∞∞”
=

5Ãèé�îì äå Ëîïèò�àëü (1661�1704) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ÷ëåí Ïàðèæñêîé ÀÍ.
6Òî÷íî òàê æå îïðåäåëÿþòñÿ ýòè íåîïðåäåëåííîñòè ïðè x→ b− 0, x→ b+ 0, b ∈ R.
7Çíàê ðàâåíñòâà ïåðåä ïðåäåëîì îòíîøåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî íàïèñàòü ëèøü ïîñëå

òîãî, êàê áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò.
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“∞∞”
=

µ

ln a
lim

x→+∞

(xµ−1)′

(ax)′
=
µ(µ− 1)

ln2 a
lim

x→+∞

xµ−2

ax
“∞∞”
= · · · =

=
µ(µ− 1) . . . (µ− n+ 1)

lnn a
lim

x→+∞

xµ−n

ax
= 0.

Äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé äðóãèõ òèïîâ ñëåäóåò ïðåäâà-
ðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàòü èõ ê âèäó ”0

0” èëè ”∞∞”. Íàïðèìåð, ïóñòü
u(x) · v(x) åñòü íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ”0 · ∞” ïðè x→ b. Çàïèøåì

u(x) · v(x) â âèäå u(x) · v(x) =
u(x)

1
v(x)

. Èìååì ïðè x→ b íåîïðåäåëåí-

íîñòü ”0
0”.

Äëÿ íåîïðåäåëåííîñòåé ”1∞”, ”00”, ”∞0” âûðàæåíèå u(x)v(x)

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó u(x)v(x) = ev(x) ln u(x) = e
ln u(x)

v−1(x) . Â ñèëó íåïðå-

ðûâíîñòè ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè èìååì lim
x→b

u(x)v(x) = e
lim
x→b

ln u(x)

v−1(x) .

ÏÐÈÌÅÐ 3. Íàéòè lim
x→+0

(sin 2x)ln
−1 x.

Èìååì lim
x→+0

(sin 2x)ln
−1 x “00”= e

lim
x→+0

ln sin 2x
ln x = e,

ò.ê. lim
x→+0

ln sin 2x

ln x
“∞∞”
= lim

x→+0

(ln sin 2x)′

(ln x)′
= lim

x→+0

2 cos 2x
sin 2x

1
x

=

= 2 lim
x→+0

x

tg 2x

“ 0
0”= 2 lim

x→+0

(x)′

(tg 2x)′
= 2 lim

x→+0

1
2

cos2 2x

= 1.

Ó ï ð à æ í å í è å. Èç çàäà÷íèêà [11] ðåøèòå ïðèìåðû �� 1332
� 1339, 1347, 1352, 1356 � 1363.

Ç À Ä À Í È Å 2. (×àñòü 1.)

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, íàéòè ïðåäåëû

Íîìåð

âàðèàíòà
Ïðåäåëû

1. 1) lim
x→π

sin x− arctg(π − x)
(x− π)3

, 2) lim
x→1

(ln x)sin πx.

2. 1) lim
x→0

sin 2x− 2x

x3
, 2) lim

x→ 1
2

(ln 2x)tg (1− 2x).

3. 1) lim
x→0

arctg 2x− 2x

x3
, 2) lim

x→+0
(c tg x)− ln−1 x.
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Íîìåð

âàðèàíòà
Ïðåäåëû

4.
1) lim

x→0

sin 2x− 2 arcsin x

x3
, 2) lim

x→1

(
tg
πx

4

)c tg π(1− x)
.

5.
1) lim

x→0

tg 2x− 2 arcsin x

x3
, 2) lim

x→+0
(c tg x)

2

ln x+ 1 .

6.
1) lim

x→0

arcsin 2x− 2 arcsin x

x3
, 2) lim

x→1

(
c tg

πx

4

)tg πx
2 .

7.
1) lim

x→0

3x− arctg 3x

x3
, 2) lim

x→+0
(c tg 2x)

3

ln x+ 2 .

8. 1) lim
x→0

arctg 2x− 2 arcsin x

x3
, 2) lim

x→π
4

(c tg x)tg 2x.

9.
1) lim

x→0

arctg 2x− 2 sin x

x3
, 2) lim

x→+0

(
1

x

)ln−1 (sin x)
.

10.
1) lim

x→0

arcsin 2x− 2 sin x

x3
, 2) lim

x→1−0
(1− x)

cos
πx

2 .

11.
1) lim

x→0

tg 2x− 2 sin x

x3
, 2) lim

x→+0
(arcsin x)

ln (tg(
π

4
− x))

.

12.
1) lim

x→0

sin x− arcsin x

x3
, 2) lim

x→+0
(sin x)

3

ln x+ 2 .

13. 1) lim
x→0

2x− arcsin 2x

x3
, 2) lim

x→π
2
−0

(cos x)ln(sin x).

14. 1) lim
x→0

x2 + 2 ln(cos x)

x4
, 2) lim

x→+0
(− ln x)x.

15.
1) lim

x→0

x2 − ln

(
sin x

x

)2

x2
, 2) lim

x→+0

(
ln

2

x

) 3

ln x .
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Íîìåð

âàðèàíòà
Ïðåäåëû

16.
1) lim

x→0

arcsin 3x− 3 sin x

x3
, 2) lim

x→2

(
tg

π

2x

)tg πx
4 .

17. 1) lim
x→0

arctg 3x− 3 tg x

x3
, 2) lim

x→+∞

(
2

π
arctg x

)x
.

18.
1) lim

x→0

tg 3x− 3 arcsin x

x3
, 2) lim

x→0

(
sin x

x

)− 1

x2 .

19.
1) lim

x→0

arcsin 3x− 3 tg x

x3
, 2) lim

x→0

(
arcsin x

x

) 1

x2 .

20.
1) lim

x→0

arctg 3x− 3 sin x

x3
, 2) lim

x→0

(
tg x

x

) 1

x2 .

21.
1) lim

x→0

arcsin x− arctg x

x3
, 2) lim

x→0

(
arctg x

x

)1

x .

22.
1) lim

x→0

x sin x+ 2 ln(cos x)

x4
, 2) lim

x→0

(1 + x)

1

x − e
x

.

23.
1) lim

x→0

arctg x− tg x

x3
, 2) lim

x→+0

(
e2x − 1

) 2

ln x .

24.
1) lim

x→0

arcsin 2x− 2 arctg x

x3
, 2) lim

x→0

(
2

π
arccos x

)1

x .

25. 1) lim
x→0

sin 3x− 3 arcsin x

x3
, 2) lim

x→0
(cos x)c tg 2x.
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3. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÃÐÀÔÈÊÎÂ ÔÓÍÊÖÈÉ.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè è ïîñòðîåíèÿ åå ãðàôèêà ìîæíî ðå-

êîìåíäîâàòü ïðåäëàãàåìóþ íèæå ñõåìó:
1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Df ôóíêöèè (åñëè îíà íå çàäàíà).

8

2. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ ÷åòíîé, íå÷åòíîé, ïåðèîäè-
÷åñêîé èëè íå îáëàäàåò ýòèìè ñâîéñòâàìè.9 Â ñèëó ñèììåòðèè äî-
ñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ÷åòíóþ è íå÷åòíóþ ôóíêöèè òîëüêî äëÿ íåîò-
ðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà èç åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ïåðè-
îäè÷åñêóþ � òîëüêî íà êàêîì-ëèáî ïðîìåæóòêå çíà÷åíèé àðãóìåí-
òà äëèíîé â îäèí ïåðèîä. Åñëè óäàåòñÿ âûÿñíèòü, ÷òî ãðàôèê èìå-
åò êàêóþ-ëèáî äðóãóþ ñèììåòðèþ, òî ýòî íàäî èñïîëüçîâàòü äëÿ
óìåíüøåíèÿ îáúåìà èññëåäîâàíèé.

3. Âûÿñíèòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé
àðãóìåíòà, íà êîòîðîì èññëåäóåòñÿ ôóíêöèÿ (ýòî ìíîæåñòâî íàéäå-
íî â ïóíêòå 2.). Â ÷àñòíîñòè, íàéòè àñèìïòîòû, åñëè îíè èìåþòñÿ.

4. Åñëè âîçìîæíî, òî íàéòè íóëè è èíòåðâàëû ïîñòîÿíñòâà çíàêà
ôóíêöèè. Âû÷èñëèòü îðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ åå ãðàôèêà ñ îñüþ
îðäèíàò.

5. Èñïîëüçóÿ ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè, íàéòè èí-
òåðâàëû ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè è åå ýêñòðåìóìû.

6. Ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà íàéòè èíòåðâàëû âû-
ïóêëîñòè, âîãíóòîñòè è òî÷êè ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè.

Ïîñëå ýòîãî íàíåñòè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè àñèìïòîòû è âñå
ïîëó÷åííûå âûøå õàðàêòåðíûå òî÷êè (íóëè, òî÷êè ýêñòðåìóìà è
ò.ä.) 10 âìåñòå ñ ýëåìåíòàìè ãðàôèêà (äëÿ óòî÷íåíèÿ îòäåëüíûõ ÷à-
ñòåé ãðàôèêà æåëàòåëüíî ïîñòðîèòü, êðîìå õàðàêòåðíûõ, íàéäåí-
íûå äîïîëíèòåëüíî òî÷êè), âñå ýòè òî÷êè ñîåäèíèòü ëèíèåé (ëèíè-
ÿìè, åñëè ãðàôèê ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ÷àñòåé), ó÷èòûâàÿ õàðàê-
òåð èçìåíåíèÿ ôóíêöèè (âîçðàñòàíèå, óáûâàíèå, âûïóêëîñòü, âîãíó-
òîñòü).

8Â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè íàõîäèì åå îáëàñòü åñòåñòâåííîãî îïðåäåëå-
íèÿ, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ èìååò
âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

9Ãðàôèêè ÷åòíîé è íå÷åòíîé ôóíêöèé ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò è íà÷àëà
êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâåííî, ãðàôèê ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêè ïîâòî-
ðÿþùåéñÿ åãî ÷àñòè.

10Â òî÷êàõ ïåðåãèáà ñëåäóåò íàíåñòè êàñàòåëüíûå ê ãðàôèêó, äëÿ ÷åãî ïðåäâàðèòåëüíî
âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.
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Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ.

ÏÐÈÌÅÐ 1.

Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y =
(x+ 3)3

(x+ 2)2
è ïîñòðîèòü åå ãðàôèê.

1. Äàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà âñþäó, êðîìå òî÷êè x = −2, ñëå-
äîâàòåëüíî, Dy = (−∞,−2) ∪ (−2,∞).

2. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé, íåïåðèîäè÷åñêàÿ.
Èññëåäóåì åå íà âñåé Dy.

3. lim
x→+∞

y = +∞. Áóäåì èñêàòü óðàâíåíèå ïðÿìîëèíåéíîé àñèìï-

òîòû â âèäå y = kx + b, k = lim
x→+∞

y

x
= lim

x→+∞

(x+ 3)3

x(x+ 2)2
= 1,

b = lim
x→+∞

(y − kx)= lim
x→+∞

(
(x+ 3)3

(x+ 2)2
− x

)
= lim
x→+∞

5x2 + 23x+ 27

x2 + 4x+ 4
=5.

Èòàê, ïðè x → +∞ ãðàôèê ôóíêöèè èìååò àñèìïòîòó y = x + 5.
Òî÷íî òàê æå ïðîâåðÿòñÿ, ÷òî ïðè x→ −∞ ãðàôèê ôóíêöèè èìååò
òó æå ñàìóþ àñèìïòîòó.
Äàëåå, ò.ê. lim

x→−2±0
y = +∞, òî x = −2 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà.

4. Ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè x = −3. Ýòà òî÷êà äåëèò îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè íà ÷àñòè (−∞,−3), (−3,−2), (−2,+∞).
Ñîñòàâëÿåì òàáëèöó

Èíòåðâàë (−∞,−3) (−3,−2) (−2,+∞)

Çíàê y − + +

5. Íàõîäèì y′ = x(x+3)2

(x+2)3 . ßñíî, ÷òî Dy′ = Dy.

�Ïîäîçðèòåëüíûå� íà ýêñòðåìóì òî÷êè � ëèøü ñòàöèîíàðíûå
òî÷êè, ò.å. òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâíà
íóëþ. Ýòî òî÷êè x = −3 è x = 0. Îíè äåëÿò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ y′

íà ÷àñòè (−∞,−3), (−3,−2), (−2, 0), (0,+∞).
Ñîñòàâèì òàáëèöó
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Èíòåðâàë (−∞,−3) (−3,−2) (−2, 0) (0,+∞)

Çíàê y′ + + − +

↗ ↗ ↘ ↗
y

(âîçðàñòàåò) (âîçðàñòàåò) (óáûâàåò) (âîçðàñòàåò)

Ïðè x = −3 Ïðè x = 0

íåò ýêñòðåìóìà. min y.

Çàìå÷àíèå
ymin = y(0) = 27

4 .

6. Äàëåå, y′′ = 6 x+3
(x+2)4 , Dy′′ = Dy; y

′′ = 0 ïðè x = −3. �Ïîäî-

çðèòåëüíàÿ� íà ïåðåãèá òî÷êà � x = −3. Êàê è âûøå, ïîëó÷àåì
èíòåðâàëû (−∞,−3), (−3,−2), (−2,+∞). Ñîñòàâèì òàáëèöó

Èíòåðâàë (−∞,−3) (−3,−2) (−2,+∞)

Çíàê y′′ − + +

_ ^ ^
y

(âîãíóòà) (âûïóêëà) (âûïóêëà)

Ïðè x = −3 ïåðåãèá.

Çàìå÷àíèå yïåð = y(−3) = 0.

(Ñì. ïðåäûäóùóþ òàáëèöó.)

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòûìîæíî, óäîáñòâà ðàäè, ñâåñòè â òàáëèöó.11

11Çàïèñü −O+ íèæå îçíà÷àåò, ÷òî ñëåâà îò ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè ôóíêöèÿ îòðèöàòåëüíà,
à ñïðàâà ïîëîæèòåëüíà. Àíàëîãè÷íî è äëÿ +O+.
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x −∞ −3
−2

0 +∞
−2− 0 −2 + 0

y −∞ −0+ +∞ +∞ 27
4 +∞

y′ + +0+ + − −0+ +

y′′ − −0+ + + + +

Çàìå- Àñèìï- Ïåðå- Ðàçðûâ min Àñèìï-

÷àíèå òîòà ãèá òîòà

y = x+ 5 y = x+ 5

Íàíåñåì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè àñèìïòîòû è õàðàêòåðíûå
òî÷êè âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè ãðàôèêà
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Ñîåäèíèì ïîëó÷åííûå òî÷êè ïëàâíûìè êðèâûìè, ó÷èòûâàÿ õà-
ðàêòåð èçìåíåíèÿ ôóíêöèè íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−∞,−3),
(−3,−2), (−2, 0), (0,+∞).

ÏÐÈÌÅÐ 2.

Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = 2x− 3
3
√
x2 è ïîñòðîèòü åå ãðàôèê.

1. Dy = (−∞,+∞).
2. Ôóíêöèÿ íè ÷åòíàÿ, íè íå÷åòíàÿ, íåïåðèîäè÷åñêàÿ. Èññëåäóåì

ee íà Dy.
3. lim

x→±∞
y = ±∞. Áóäåì èñêàòü óðàâíåíèå ïðÿìîëèíåéíîé àñèìï-

òîòû ïðè x → +∞ â âèäå y = kx + b, ãäå k = lim
x→+∞

y

x
=

= lim
x→+∞

(
2− 3 1

3
√
x

)
= 2, b = lim

x→+∞
(y − kx) = −∞.

Èòàê, ïðè x → +∞ ãðàôèê ôóíêöèè íå èìååò àñèìïòîòû. Àíà-
ëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ è ïðè x→ −∞.

4. Íàõîäèì íóëè ôóíêöèè: 2x−3
3
√
x2 = 0 ⇔ 3

√
x2 ( 3
√
x− 1.5) = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì x = 0 è x = 27
8 = 33

8 .
Ñîñòàâëÿåì òàáëèöó
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Èíòåðâàë (−∞, 0)
(
0, 278

) (
27
8 ,+∞

)
Çíàê y − − +

5. Íàõîäèì y′ = 2− 2
1
3
√
x

= 2
3
√
x− 1
3
√
x

, Dy′ = Dy\{0}. Ïîäî-

çðèòåëüíûå íà ýêñòðåìóì òî÷êè: x = 1 � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà è
x = 0, ò.ê. lim

x→±0
y′ = ∞, à ôóíêöèÿ ó íåïðåðûâíà â òî÷êå x = 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî â òî÷êå (0, 0) ãðàôèê ôóíêöèè èìååò âåðòèêàëüíóþ
êàñàòåëüíóþ. Ñîñòàâèì òàáëèöó

Èíòåðâàë (−∞, 0) (0, 1) (1,+∞)

Çíàê y′ + − +

↗ ↘ ↗
y

(âîçðàñòàåò) (óáûâàåò) (âîçðàñòàåò)

Çàìå÷àíèå Ïðè x = 0 max y. Ïðè x = 1 min y.

ymax = y(0) = 0. ymin = y(1) = −1.

6. Äàëåå, y′′ =
2

3x 3
√
x

=
2

3
3
√
x4
, Dy′′ = Dy′. Ò.ê. y

′′ > 0 íà Dy′′,

òî ôóíêöèÿ y âûïóêëà íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Ââèäó íåáîëüøîãî îáúåìà èññëåäîâàíèé ðåçóëüòàòû íå áóäåì
îôîðìëÿòü â âèäå òàáëèöû, à ñðàçó íàíåñåì õàðàêòåðíûå òî÷êè è
íà÷åðòèì ãðàôèê ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî â òî÷êå O(0, 0) ãðàôèê èìååò âåðòè-
êàëüíóþ êàñàòåëüíóþ.
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ÏÐÈÌÅÐ 3.
Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = sin x + 1

2 sin 2x è ïîñòðîèòü åå
ãðàôèê.
1. Dy = (−∞,+∞).

2. Ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ, 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî èñ-
ñëåäîâàòü åå íà ïðîìåæóòêå [0, π].

3. y(0) = y(π) = 0.

4. y = 0 ⇔ sin x(1 + cos x) = 0 ⇔
[
x = kπ, k ∈ Z,

x = (2l + 1)π, l ∈ Z.
Íà ñåãìåíòå [0, π] ñîäåðæàòñÿ ëèøü íóëè x = 0 è x = π. Íà

èíòåðâàëå (0, π) ôóíêöèÿ y > 0.
5. y′ = cos x+ cos 2x = 2 cos 3

2x cos 1
2x.

y′ = 0 ïðè x = 1
3π(1 + 2k) è x = π(1 + 2l), k, l ∈ Z. Íà ñåãìåíòå

[0, π] ñîäåðæàòñÿ òîëüêî äâà íóëÿ x = 1
3π è x = π. Â òî÷êå x = π

ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ, íî ýêñòðåìóìà íåò. Âîïðîñ, ïî÷åìó â òî÷êå
x = π íåò ýêñòðåìóìà, ïðåäëàãàåì ðåøèòü ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî
èñõîäÿ èç ñâîéñòâ íå÷¼òíîñòè è ïåðèîäè÷íîñòè.

Èìååì òàáëèöó
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Èíòåðâàë
(
0, 13π

) (
1
3π, π

)
Çíàê y′ + −

↗ ↘
y

(âîçðàñòàåò) (óáûâàåò)

Ïðè x = 1
3π max y

Çàìå÷àíèå ñ ãîðèçîíòàëüíîé êàñàòåëüíîé.

ymax = y
(
1
3π
)

= 3
√
3

4 ≈ 1,3.

6. y′′ = − sin x− 2 sin 2x = − sin x(1 + 4 cos x).
Íóëè y′′, ïðèíàäëåæàùèå ñåãìåíòó [0, π]: x1 = 0, x2 =

= arccos
(
−1

4

)
≈ 1,82 è x3 = π. Ñîñòàâëÿåì òàáëèöó

Èíòåðâàë (0, x2) (x2, π)

Çíàê y′′ − +

_ ^
y

(âîãíóòà) (âûïóêëà)

Ïðè x = x2 ïåðåãèá.

Çàìå÷àíèå yïåð = y(x2) = sin x2 + 0.5 sin 2x2 ≈ 0,73

y′ïåð = y′(x2) = cos x2 + cos 2x2 ≈ −1,125,12 y′(0) = 2, y′(π) = 0.

Ïîñòðîèì ãðàôèê ñóæåíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè íà ïðîìåæóòîê
[0, π].

12Â òî÷êå ïåðåãèáà (x2, y(x2)) óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê îñè Ox ðàâåí
− arctg y′(x2) ≈ −0,844 ðàäèàíà.
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Èñïîëüçóÿ íå÷åòíîñòü ôóíêöèè, ïðîäîëæèì åå ãðàôèê íà ïðî-
ìåæóòîê [−π, 0):

Ýòà ÷àñòü ãðàôèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîìåæóòêó [−π, π],
ïðîäîëæàåòñÿ äàëåå íà (π, 3π], (3π, 5π], . . . , è íà [−3π,−π),
[−5π,−3π), . . . .

Ó ï ð à æ í å í è å.Èç çàäà÷íèêà [11] ðåøèòå ïðèìåðû �� 1402 �
1412, 1430, 1434, 1438.
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Ç À Ä À Í È Å 2. (×àñòü 2.)

íîìåð Ïî ïîëíîé ñõåìå èññëåäîâàòü ôóíêöèè

âàðèàíòà è ïîñòðîèòü èõ ãðàôèêè.

1.
1) y =

(x− 3)3

(x− 2)2
, 2) y = sin x+

1

3
sin 3x,

3) y = 2x+ 3x
2
3 .

2.
1) y = 5

ln x+ 2√
x

, 2) y =
x4

x3 − 1
,

3) y = x
2
3 e−x.

3.
1) y = 4

x− 3

(x− 2)2
, 2) y = cos x− 1

2
cos 2x,

3) y = x
2
3 (x− 2)

2
3 .

4.
1) y =

1

x2
+

8

(3− x)2
, 2) y = (x− 5)

3
√
x2,

3) y = x+ e−x.

5.
1) y = x2e2x, 2) y = 3

√
(x2 − 1)2,

3) y =
(x+ 1)3

(x− 2)2
.

6.
1) y =

x2(x− 1)

(x+ 1)2
, 2) y = sin x− 1

2
sin 2x,

3) y = 3
√
(x+ 2)2 − 3

√
x2.

7.
1) y =

sin (x− π
4 )

sin x
, 2) y =

x3

2(x+ 1)2
,

3) y = 3
√
(x+ 6)x2.

8.
1) y =

x4

(x+ 1)3
, 2) y = x ln2 x,

3) y = 3
√
x2(x+ 3).

9.
1) y = (x+ 1)e

1
x−1 , 2) y =

x3

27
(x+ 5)2,

3) y = 3
3
√
cos 2x.
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íîìåð Ïî ïîëíîé ñõåìå èññëåäîâàòü ôóíêöèè

âàðèàíòà è ïîñòðîèòü èõ ãðàôèêè.

10.
1) y =

3(x− 1)4 + 1

x3 − 3x2 + 3x− 1
, 2) y = (x− 4) 3

√
(x+ 1)2,

3) y =
sin x

sin (x+ π
4 )
.

11.
1) y =

ln x+ 3

10x2
, 2) y =

x

(x− 1)2
,

3) y = 3
√
(x− 1)2(x− 3)2.

12.
1) y =

x2 − 10x+ 16

x2
, 2) y = x− arctg x,

3) y = 3
√
(x+ 1)2e−x.

13.
1) y =

(x− 2)3

(x− 1)2
, 2) y = cos x− 1

3
cos 3x,

3) y = 2x+ 3 3
√

(x+ 1)2.

14.
1) y = 5

ln x+ 1√
x

, 2) y =
x4

x3 + 1
,

3) y =
3
√
x2e−x.

15.
1) y = 4

x− 2

(x− 1)2
, 2) y = sin x+

1

2
sin 2x,

3) y = 3
√
x2(x+ 2)2.

16.
1) y = (x− 4) 3

√
(x+ 1)2, 2) y = ex − x,

3) y =
1

x2
+

27

(2− x)2
.

17.
1) y = 10x2e−2x, 2) y = 3

√
x2 + 6x+ 8)2,

3) y =
x3

(x− 2)2
.

18.
1) y =

x2(x+ 1)

(x− 1)2
, 2) y = cos x− 1

2
sin 2x,

3) y = 3
√
(x+ 1)2 + 3

√
(x+ 3)2.
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íîìåð Ïî ïîëíîé ñõåìå èññëåäîâàòü ôóíêöèè

âàðèàíòà è ïîñòðîèòü èõ ãðàôèêè.

19.
1) y = x e−

1
x−2 , 2) y =

(x+ 1)3

2(x+ 2)2
,

3) y = 3
√
(x+ 3)2 − 3

√
(x+ 1)2.

20.
1) y =

(x+ 1)4

(x+ 2)3
, 2) y = 1− x ln2 x,

3) y = 3
√
(x− 1)2(x+ 2)2.

21.
1) y = (1− x)e−

1
x+1 , 2) y = −x

3

27
(x+ 5)2,

3) y = 3 3
√
(x− 1)2 − 2x+ 2.

22.
1) y =

3(x+ 1)4 − 1

x3 + 3x2 + 3x+ 1
, 2) y =

sin (x+ π
4 )

sin x
,

3) y = (x+ 4) 3
√

(1− x)2.

23.
1) y =

x(x+ 1)

(x+ 2)2
, 2) y =

sin (x− π
4 )

cos x
,

3) y =
3
√
x2ex+1.

24.
1) y =

x2 − 8x− 25

(x+ 1)2
, 2) y = e

1
4−x2 ,

3) y =
3
√
x2e1−x.

25.
1) y =

(x+ 3)2

x+ 2
, 2) y =

3
√
x2e2+x,

3) y = 3
√
sin x+ cos x.
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4. ÌÀÒÐÈÖÛ, ÎÏÐÅÄÅËÈÒÅËÈ, ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ.

1. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé.
Îïðåäåëèòåëü (äåòåðìèíàíò) ïîðÿäêà n îáîçíà÷àåòñÿ òàê:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . .

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, èëè

∆ = detA, ãäå A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . .

an1 an2 · · · ann


� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

ïîðÿäêà n.
aij

13 íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè îïðåäåëèòåëÿ ∆ (ìàòðèöû A ) ñî-
îòâåòñòâåííî.

Â çàïèñè îïðåäåëèòåëÿ (ìàòðèöû) ýëåìåíòû aij ðàñïîëàãàþòñÿ
ðÿäàìè. Ãîðèçîíòàëüíûå ðÿäû íàçûâàþòñÿ ñòðîêàìè, âåðòèêàëü-
íûå � ñòîëáöàìè. Ñòðîêè íóìåðóþòñÿ ñâåðõó âíèç, ñòîëáöû � ñëåâà
íàïðàâî. Òàêèì îáðàçîì, â çàïèñè aij èíäåêñ i îçíà÷àåò íîìåð ñòðî-
êè, j � íîìåð ñòîëáöà, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ íàõîäèòñÿ aij.

Îïðåäåëåíèå [7,8].

Îïðåäåëèòåëåì (äåòåðìèíàíòîì)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . .

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ìàòðèöû A

íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è ïî îäíîìó
èç êàæäîãî ñòîëáöà è ñíàáæåííûõ çíàêàìè �ïëþñ� èëè �ìèíóñ� ïî

13×èòàåòñÿ �aij�.
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ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ñëàãàåìîå a1j1a2j2 . . . anjn â âûðàæåíèè îïðåäå-
ëèòåëÿ ñíàáæàåòñÿ çíàêîì �ïëþñ�, åñëè ïåðåñòàíîâêà (j1, j2, . . . , jn)
âòîðûõ èíäåêñîâ (ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðâûå èíäåêñû ðàñïîëîæåíû â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (1, 2, . . . , n)) ÷åòíàÿ, è �ìèíóñ�, åñëè íå÷åòíàÿ.

Ïåðåñòàíîâêà (j1, j2, . . . , jn) íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè ÷èñëî èí-
âåðñèé [j1, j2, . . . , jn] â íåé ÷åòíîå, è íå÷åòíîé, åñëè ÷èñëî èíâåðñèé
íå÷åòíîå.

Èíâåðñèåé (áåñïîðÿäêîì) â ïåðåñòàíîâêå (j1, j2, . . . , jn) íàçûâàåò-
ñÿ òàêîå ðàñïîëîæåíèå èíäåêñîâ, ïðè êîòîðîì ñòàðøèé èíäåêñ ðàñ-
ïîëîæåí ëåâåå ìëàäøåãî. Íàïðèìåð, â ïåðåñòàíîâêå (3, 2, 1, 4) ÷èñåë
1, 2, 3, 4 � òðè èíâåðñèè: ÷èñëî 3 ðàñïîëîæåíî ëåâåå ÷èñåë 1 è 2 (äâå
èíâåðñèè), ÷èñëî 2 ðàñïîëîæåíî ëåâåå 1 (îäíà èíâåðñèÿ). Òàêèì îá-
ðàçîì, [3, 2, 1, 4] = 3.

Èòàê,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . .

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑

(−1)[j1,j2,...,jn]a1j1a2j2 . . . anjn. (∗)

×èñëî ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (*) ðàâíî n! (÷èñëó
ïåðåñòàíîâîê âòîðûõ èíäåêñîâ â ïðîèçâåäåíèè a1j1a2j2 . . . anjn).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì äåòåðìèíàíòà îïðåäåëèòåëè 2-ãî
ïîðÿäêà âû÷èñëÿþò ïî ïðàâèëó:∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Îïðåäåëèòåëè 3-ãî ïîðÿäêà ïîäñ÷èòûâàþò ïî ñõåìå∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 −

−a12a21a33 − a11a23a32.
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Äëÿ îáëåã÷åíèÿ çàïîìèíàíèÿ ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ïðàâèëî Ñàððþñà 14(ïðàâèëî òðåóãîëüíèêîâ):

Ãëàâíîé äèàãîíàëüþ îïðåäåëèòåëÿ íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëü, èäó-
ùàÿ èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà â çàïèñè îïðåäåëèòåëÿ â ïðàâûé íèæ-
íèé óãîë, ïîáî÷íîé äèàãîíàëüþ �äèàãîíàëü, ñîåäèíÿþùàÿ ïðàâûé
âåðõíèé óãîë ñ ëåâûì íèæíèì.

Ñî çíàêîì �ïëþñ� â âûðàæåíèè îïðåäåëèòåëÿ áåðóòñÿ ïðîèçâå-
äåíèÿ ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è ýëåìåíòîâ,
ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêîâ, îäíà èç ñòîðîí êîòîðûõ
ïàðàëëåëüíà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ñî çíàêîì �ìèíóñ� � ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà
ïîáî÷íîé äèàãîíàëè è ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ òðå-
óãîëüíèêîâ, îäíà èç ñòîðîí êîòîðûõ ïàðàëëåëüíà ïîáî÷íîé äèàãî-
íàëè.

ÏÐÈÌÅÐ.
Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 1

0 3 −2

−5 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · 3 · 0 + 0 · 2 · 1 + (−5) · (−2) · (−2)−

− (−5) · 3 · 1− 0 · (−2) · 0− 1 · 2 · (−2) = −20 + 15 + 4 = −1.
Îïðåäåëèòåëè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà íàõîäÿò, èñïîëüçóÿ èõ îñ-

íîâíûå ñâîéñòâà, â ÷àñòíîñòè:
a) Îáùèé ìíîæèòåëü âñåõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè (ñòîëáöà) ìîæíî âû-

íåñòè çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ.
á) Ê ëþáîé ñòðîêå îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî ïðèáàâèòü ëþáóþ äðóãóþ

ñòðîêó òîãî æå îïðåäåëèòåëÿ, óìíîæåííóþ íà êàêîå-ëèáî ÷èñëî.15

14Ñàðð�þñ, Ïüåð Ôðåäåð�èê (1798�1861) � ôðàíöóçñêèé ó÷åíûé - ìàòåìàòèê.
15Ñòðîêè è ñòîëáöû îïðåäåëèòåëÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âåêòîðû. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî

ñòðîêè è ñòîëáöû �ðàâíîïðàâíû�, ò.å. åñëè êàêîå-íèáóäü ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ ñòðîê, òî
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Ïðè ýòîì îïðåäåëèòåëü ñîõðàíÿåò ñâîå çíà÷åíèå.
â) Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåíòàì i-é ñòðîêè

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
k=1

aikAik,

j�ãî ñòîëáöà

detA =
n∑
k=1

akjAkj, i, j = 1, 2, . . . , n,

ãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij â detA, ò.å.
Aij = (−1)i+jMij, Mij � äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð, ñîîòâåòñòâóþùèé
aij, � îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà (n − 1), ïîëó÷åííûé èç detA âû÷åð-
êèâàíèåì ñòðîêè è ñòîëáöà, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ýëå-
ìåíò aij.

ã) Îïðåäåëèòåëü ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìè ñòðîêàìè (äâóìÿ îäèíà-
êîâûìè ñòîëáöàìè) ðàâåí íóëþ.

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ ñòðåìÿòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ñâîéñòâà á) ïîëó÷èòü êàê ìîæíî áîëüøå íóëåé â êàêîé-íèáóäü
ñòðîêå (èëè â êàêîì-íèáóäü ñòîëáöå), à çàòåì ðàçëîæèòü ïîëó÷åí-
íûé îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè (ýòîãî ñòîëáöà).

ÏÐÈÌÅÐ.

Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −1 0

2 0 3 −20

1 4 −3 5

−1 −3 −2 15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Âûíåñåì èç ïîñëåäíåãî ñòîëáöà îáùèé ìíîæèòåëü 5:

îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñòîëáöîâ è íàîáîðîò.
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∆ = 5 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −1 0

2 0 3 −4

1 4 −3 1

−1 −3 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïðèáàâèì êî 2-ìó ñòîëáöó 1-é, óìíîæåííûé íà -2, ê 3-ìó � 1-é.
Áóäåì èìåòü

∆ = 5 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0

2 −4 5 −4

1 2 −2 1

−1 −1 −3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü ðàçëîæèì ïî ýëåìåíòàì 1-é ñòðîêè:

∆ = 5 · 1 · (−1)1+1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4 5 −4

2 −2 1

−1 −3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïðèáàâèì ê 1-é ñòðîêå 2-þ, óìíîæåííóþ íà 2, çàòåì êî 2-é ñòðîêå
ïðèáàâèì 3-þ, òàêæå óìíîæåííóþ íà 2:

∆ = 5 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −2

0 −8 7

−1 −3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðàçëîæèì òåïåðü ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì 1-ãî ñòîëáöà:

∆ = 5 · (−1) · (−1)3+1 ·

∣∣∣∣∣∣∣ 1 −2

−8 7

∣∣∣∣∣∣∣ = −5 · (1 · 7− (−2) · (−8)) = 45.

2. Îñíîâíûå äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè.
Îñíîâíûå äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè � ýòî ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå ìàò-

ðèö, óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî, óìíîæåíèå ìàòðèö, íàõîæäåíèå
îáðàòíîé ìàòðèöû.
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Ïðè ñëîæåíèè ìàòðèö 16 ñêëàäûâàþòñÿ âñå èõ ñîîòâåòñòâóþùèå
ýëåìåíòû, ò.å. ýëåìåíòû, íàõîäÿùèåñÿ â îäíèõ è òåõ æå ñòðîêàõ è â
îäíèõ è òåõ æå ñòîëáöàõ. Ïóñòü

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·

am1 am2 · · · amn


, B =


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n

· · · · · · · · · · · ·

bm1 bm2 · · · bmn


.

Êðàòêîñòè ðàäè ýòî áóäåì â äàëüíåéøåì çàïèñûâàòü òàê:
A = (aij)m×n, B = (bij)m×n. Ïî îïðåäåëåíèþ A+B =

=


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n

· · · · · · · · · · · ·

am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn


= (aij + bij)m×n.

Àíàëîãè÷íî, A−B =

=


a11 − b11 a12 − b12 · · · a1n − b1n

a21 − b21 a22 − b22 · · · a2n − b2n

· · · · · · · · · · · ·

am1 − bm1 am2 − bm2 · · · amn − bmn


= (aij − bij)m×n.

Ïðè óìíîæåíèè ìàòðèöû íà ÷èñëî íà ýòî ÷èñëî óìíîæàåòñÿ
êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû:17

α · A = (α · aij)m×n=


α · a11 α · a12 · · · α · a1n

α · a21 α · a22 · · · α · a2n

· · · · · · · · · · · ·

α · am1 α · am2 · · · α · amn


, α � ÷èñëî.

16Ñêëàäûâàåìûå ìàòðèöû äîëæíû èìåòü îäèíàêîâûå ðàçìåðû, ò.å. ó íèõ äîëæíî áûòü
îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòðîê è îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòîëáöîâ.

17Íå ïóòàòü ñ óìíîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ íà ÷èñëî: íà ýòî ÷èñëî óìíîæàåòñÿ ëèøü îäíà
ñòðîêà (èëè ëèøü îäèí ñòîëáåö) îïðåäåëèòåëÿ.

40



ÏÐÈÌÅÐ.
Äàíû ìàòðèöû

A =

 1 2 3

−2 4 5

 , B =

 0 −1 2

3 2 1

 . Íàéòè 3A−B.

3A−B = 3 ·

 1 2 −3

−2 4 5

−
 0 −1 2

3 2 1

 =

 3 · 1 − 0 3 · 2− (−1) 3 · (−3)− 2

3 · (−2)− 3 3 · 4− 2 3 · 5− 1

 =

 3 7 −11

−9 10 14

 .

Ïðè óìíîæåíèè ìàòðèö âåêòîð-ñòðîêà ëåâîãî ìíîæèòåëÿ óìíî-
æàåòñÿ ñêàëÿðíî íà âåêòîð-ñòîëáåö ïðàâîãî ìíîæèòåëÿ:

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·

am1 am2 · · · amn


·


b11 b12 · · · b1p

b21 b22 · · · b2p

· · · · · · · · · · · ·

bn1 bn2 · · · bnp


= (cij)m×p, ãäå

cij =
n∑
k=1

aik · bkj, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , p. 18

ÏÐÈÌÅÐ.

 1 2 −1

−2 3 1

 ·


1 −1

−2 3

3 −1

 =

=

 1 · 1 + 2 · (−2) + (−1) · 3 1 · (−1) + 2 · 3 + (−1) · (−1)

(−2) · 1 + 3 · (−2) + 1 · 3 (−2) · (−1) + 3 · 3 + 1 · (−1)

 =

=

 −6 6

−5 10

 .

18Ýëåìåíò cij ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ i-é ñòðîêè ëåâîé
ìàòðèöû-ìíîæèòåëÿ è j-ãî ñòîëáöà ïðàâîãî ìíîæèòåëÿ.
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Îáðàòíîé ìàòðèöåé äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij)n×n ïî-
ðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A−1 òàêàÿ, ÷òî A−1 · A = A · A−1 = E,

ãäå E = (δij)n×n � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, δij =

 1, åñëè j = i,

0, åñëè j 6= i

�

ñèìâîë Êðîíåêåðà.19

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàò-
ðèöû � åå íåîñîáåííîñòü (detA 6= 0).

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

A−1 =
1

detA
·


A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

· · · · · · · · · · · ·

An1 An2 · · · Ann



T

=

=
1

detA
·


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

· · · · · · · · · · · ·

A1n A2n · · · Ann


, (18)

ãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij â îïðåäåëèòå-
ëå detA. Áóêâîé T , ïîìåùåííîé ñïðàâà íàä ìàòðèöåé èëè âåêòîðîì
áóäåì îáîçíà÷àòü ðåçóëüòàò òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

ÏÐÈÌÅÐ. Íàéòè A−1 äëÿ ìàòðèöû A =


−2 2 −3

2 −3 5

−3 5 −8

 .

19Ëåîï�îëüä Êð�îíåêåð (1823�1891) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, ÷ëåí Áåðëèíñêîé ÀÍ.
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Èñïîëüçóåì ôîðìóëó (18). Âû÷èñëÿåì detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 2 −3

2 −3 5

−3 5 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïðèáàâèì êî 2-ìó ñòîëáöó 1-é:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 0 −3

2 −1 5

−3 2 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. Ïðèáàâèì ê ïîñëåäíåé ñòðîêå ïðåäïîñëåä-

íþþ, óìíîæåííóþ íà 2: detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 0 −3

2 −1 5

1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. Çàòåì ðàçëîæèì

ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì 2-ãî ñòîëáöà:

detA = −

∣∣∣∣∣∣∣
−2 −3

1 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 1.

Äàëåå,

A11 =

∣∣∣∣∣∣∣
−3 5

5 −8

∣∣∣∣∣∣∣ = −1, A21 = −

∣∣∣∣∣∣∣
2 −3

5 −8

∣∣∣∣∣∣∣ = 1, A31 =

∣∣∣∣∣∣∣
2 −3

−3 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 1,

A12 = −

∣∣∣∣∣∣∣
2 5

−3 −8

∣∣∣∣∣∣∣ = 1, A22 =

∣∣∣∣∣∣∣
−2 −3

−3 −8

∣∣∣∣∣∣∣ = 7, A32 = −

∣∣∣∣∣∣∣
−2 −3

2 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 4,

A13 =

∣∣∣∣∣∣∣
2 −3

−3 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 1, A23 = −

∣∣∣∣∣∣∣
−2 2

−3 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 4, A33 =

∣∣∣∣∣∣∣
−2 2

2 −3

∣∣∣∣∣∣∣ = 2.

Èòàê, A−1 = 1
1 ·


−1 1 1

1 7 4

1 4 2

 =


−1 1 1

1 7 4

1 4 2

 .

Çàìå÷àíèå. Íèæå äëÿ íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû áóäåò èñ-
ïîëüçîâàí ìåòîä Ãàóññà.20

20Êàðë Ôð�èäðèõ Ã�àóññ (1777�1855) � âûäàþùèéñÿ íåìåöêèé ìàòåìàòèê, àñòðîíîì, ôèçèê
è ãåîäåçèñò.
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3. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèö.
Ïóñòü A = (aij)n×n � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.

Íåíóëåâîé âåêòîð X = (x1, x2, . . . , xn)
T 21 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåí-

íûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó (õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîìó) ÷èñëó λ ýòîé ìàòðèöû, åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

AX = λX (19)

Äëÿ îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàò-
ðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ÷èñëàì, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (19):

AX = λX ⇔ (A− λE)X = 0, ãäå 0 = ( 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

)T

åñòü íóëåâîé âåêòîð-ñòîëáåö.
Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â êîîðäèíàòíîé ôîðìå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

îäíîðîäíîé ñèñòåìû n ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíûõ x1, x2, . . . , xn:

(a11 − λ)x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0,

a21x1 + (a22 − λ)x2 + · · · + a2nxn = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

an1x1 + an2x2 + · · · + (ann − λ)xn = 0.
(20)

Êàê õîðîøî èçâåñòíî (íàïðèìåð, [7, 8]), îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ó êîòîðîé ÷èñëî óðàâíåíèé ñîâ-
ïàäàåò ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ, èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå â òîì è òîëü-
êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó

det (A− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·

an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (21)

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (21) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n îòíî-
ñèòåëüíî λ è íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì. Êîðíè

21Òðàíñïîíèðîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé âåêòîð X åñòü âåêòîð-ñòîëáåö.
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õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà è ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
(ñîáñòâåííûìè) ÷èñëàìè ìàòðèöû A. Ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ
÷èñåë ìàòðèöû îáðàçóåò åå ñïåêòð.

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì îòûñêàíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ìàòðèöû:

a)íàõîäÿò âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (21), ò.å. ñïåêòð ìàòðèöû;
á)äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ ðåøàþò ñèñòåìó (20).

ÏÐÈÌÅÐ. Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû

ìàòðèöû A =


4 −2 −1

−1 3 −1

1 −2 2

 .

Çàïèñûâàåì è ðàñêðûâàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü:

det (A− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4− λ −2 −1

−1 3− λ −1

1 −2 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4− λ 0 −1

−1 5− λ −1

1 −6 + 2λ 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (4− λ)

∣∣∣∣∣∣∣ 5− λ −1

−6 + 2λ 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣ −1 5− λ

1 −6 + 2λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (4− λ)((5− λ)(2−

−λ) − 6 + 2λ) − 6 + 2λ + 5 − λ = (4 − λ)(λ2 − 5λ + 4) + λ − 1 =
= (λ− 1)

(
1− (λ− 4)2

)
= −(λ− 1)(λ− 3)(λ− 5).

Èòàê, λ1 = 1, λ2 = 3, λ3 = 5 � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ìàòðè-
öû A.

Íàéäåì òåïåðü ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì
ñîáñòâåííûì ÷èñëàì.

1. λ = λ1. Îáîçíà÷èì X(1) = (x1, x2, x3)
T � ñîáñòâåííûé âåêòîð

ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1. Çàïèøåì
ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó (3) â ìàòðè÷íîì âèäå:
(A− λ1E) ·X(1) = (0, 0, 0)T , ò.å.
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4− λ1 −2 −1

−1 3− λ1 −1

1 −2 2− λ1

 ·

x1

x2

x3

 =


0

0

0

⇔

⇔


3 −2 −1

−1 2 −1

1 −2 1

 ·

x1

x2

x3

 =


0

0

0

⇔

⇔

 3x1 − 2x2 − x3 = 0,

x1 − 2x2 + x3 = 0,

ðåøåíèå êîòîðîé x1 = x2 = x3 = c,

ãäå c� ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ. Èòàê,X(1) = c·(1, 1, 1)T .

2. λ = λ2. Îáîçíà÷èì X(2) = (t1, t2, t3)
T � ñîáñòâåííûé âåêòîð

ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2. Ñèñòåìà (3)
â ìàòðè÷íîì âèäå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ:
(A− λ2E) ·X(2) = (0, 0, 0)T , ò.å.

4− λ2 −2 −1

−1 3− λ2 −1

1 −2 2− λ2

 ·

t1

t2

t3

 =


0

0

0

⇔

⇔


1 −2 −1

−1 0 −1

1 −2 −1

 ·

t1

t2

t3

 =


0

0

0

⇔

⇔

 t1 − 2t2 − t3 = 0,

−t1 − t3 = 0,

ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä

 t2 = t1,

t3 = −t1
, ãäå t1 = c, c � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ.

Ò.î., X(2) = c · (1, 1,−1)T .
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3. λ = λ3. Îáîçíà÷èì X(3) = (u1, u2, u3)
T � ñîáñòâåííûé âåêòîð

ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2. Ñèñòåìà (3)
â ìàòðè÷íîì âèäå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ:
(A− λ3E) ·X(3) = (0, 0, 0)T , ò.å.

4− λ3 −2 −1

−1 3− λ3 −1

1 −2 2− λ3

 ·

u1

u2

u3

 =


0

0

0

⇔

⇔


−1 −2 −1

−1 −2 −1

1 −2 −3

 ·

u1

u2

u3

 =


0

0

0

⇔

⇔

 u1 + 2u2 + u3 = 0,

u1 − 2u2 − 3u3 = 0,

, ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä

 u2 = −u1,

u3 = u1

, ãäå u1 = c, c � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ.

Ò.î., X(3) = c · (1,−1, 1)T .

4. Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé.

Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì èñêëþ÷åíèè íåèçâåñòíûõ. Ïóñòü
ñèñòåìà ñîäåðæèò n íåèçâåñòíûõ. Èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, 22 èñêëþ÷àþò îäíî èç íåèçâåñòíûõ èç âñåõ óðàâíåíèé
ñèñòåìû, êðîìå îäíîãî. Â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ñ (n − 1) íåèçâåñò-
íûì ñíîâà èñêëþ÷àþò îäíî èç íåèçâåñòíûõ è ò.ä. Â êîíöå êîíöîâ
ïðèõîäÿò ê ñèñòåìå ñ òðåóãîëüíîé (èëè òðàïåöèåâèäíîé) ìàòðèöåé,
ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé ñèñòåìå. Â ýòîì, êàê ãîâîðÿò, ñîñòîèò ïðÿ-

22Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé � ýòî: à) óìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé
êàêîãî-íèáóäü óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íà îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî, á) ïðèáàâëåíèå ê êàêîìó-ëèáî
óðàâíåíèþ ñèñòåìû äðóãîãî óðàâíåíèÿ òîé æå ñèñòåìû, óìíîæåííîãî íà êàêîå-íèáóäü ÷èñ-
ëî (ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, óìíîæàþòñÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ñêëàäûâàþòñÿ ëåâûå è ïðàâûå
÷àñòè óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííî), â) ïåðåñòàíîâêà ìåñòàìè êàêèõ-ëèáî óðàâíåíèé ñèñòåìû.
Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåì ïðèâîäÿò ê ýêâèâàëåíòíûì ñèñòåìàì.
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ìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà. Îáðàòíûì õîäîì íàçûâàþò ðåøåíèå ñèñòå-
ìû, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî õîäà.

Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé âìåñòî ñàìîé ñèñòåìû óäîáíî çàïèñûâàòü ðàñøèðåííóþ ìàò-
ðèöó ñèñòåìû 23 è ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
âûïîëíÿòü ñî ñòðîêàìè ýòîé ìàòðèöû.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

2x + 3y + 4z = 1,

x − y + z = −1,

2x − y − z = 2,

x + 2y − 2z = 5.

Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû �

Að =


2 3 4 1

1 -1 1 -1

2 -1 -1 2

1 2 -2 5


.

Ïåðåñòàâèì ìåñòàìè

1-þ è 2-þ ñòðîêè:

23Ìàòðèöåé ñèñòåìû
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, · · · ,m, x1, x2, · · · , xn � íåèçâåñòíûå, íà-

çûâàåòñÿ ìàòðèöà A =



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·

am1 am2 · · · amn


, ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû �

Að =



a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2

· · · · · · · · · · · · · · ·

am1 am2 · · · amn bm


.

48



Að −→


1 -1 1 -1

2 3 4 1

2 -1 -1 2

1 2 -2 5



1-þ ñòðîêó óìíîæèì íà (−2)

è ïðèáàâèì êî 2-é è 3-é,

1-þ ñòðîêó óìíîæèì íà (−1)

è ïðèáàâèì ê ïîñëåäíåé:

−→


1 -1 1 -1

0 5 2 3

0 1 -3 4

0 3 -3 6



Ïîñëåäíþþ ñòðîêó

ðàçäåëèì íà 3

(ò.å. óìíîæèì íà
1

3
):

−→


1 -1 1 -1

0 5 2 3

0 1 -3 4

0 1 -1 2



Ïåðåñòàâèì 2-þ

è ïîñëåäíþþ ñòðîêè:

−→


1 -1 1 -1

0 1 -1 2

0 1 -3 4

0 5 2 3


(∗∗)

2-þ ñòðîêó óìíîæèì íà (−5)

è ïðèáàâèì ê ïîñëåäíåé,

2-þ ñòðîêó óìíîæèì íà (−1)

è ïðèáàâèì ê ïðåäïîñëåäíåé:

−→
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1 -1 1 -1

0 1 -1 2

0 0 -2 2

0 0 7 -7



Ïðåäïîñëåäíþþ ñòðîêó

ðàçäåëèì íà (−2),

ïîñëåäíþþ � íà 7:

−→


1 -1 1 -1

0 1 -1 2

0 0 1 -1

0 0 1 -1


.

Òàêèì îáðàçîì ïðèøëè ê ñèñòåìå ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìè óðàâíå-
íèÿìè 

x − y + z = −1,

y − z = 2,

z = −1,

z = −1.

.

Îòáðàñûâàåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå è ïîëó÷àåì ñèñòåìó
x − y + z = −1,

y − z = 2,

z = −1.

Íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà. Îáðàòíûé
õîä � ðåøåíèå ïîñëåäíåé ñèñòåìû. Çíà÷åíèå z óæå èçâåñòíî èç ïî-
ñëåäíåãî óðàâíåíèÿ. Èç ïðåäïîñëåäíåãî íàõîäèì y = 1, èç 1-ãî �
x = 1.

Ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû èìååò ñëåäóþùèé âèä:


x = 1,

y = 1,

z = −1.
Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ ìíîãî ðàçíîâèäíîñòåé ìåòîäà Ãàóññà (áåç

îáðàòíîãî õîäà, ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó, ïî âñåé
ìàòðèöå, êîìïàêòíûé ìåòîä Ãàóññà è äð., ñì., íàïðèìåð, [9,10]).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ãàóññà áåç îáðàòíîãî õîäà ïîëó÷àþò
íóëè íå òîëüêî ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ìàòðèö, âîçíèêàþùèõ èç
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ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé, íî è íàä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ.

Òàê â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå, èñõîäÿ èç ñèñòåìû, îïðåäåëÿ-
åìîé ìàòðèöåé (**), ìîæíî èñêëþ÷èòü íåèçâåñòíîå y íå òîëüêî èç
3-ãî è 4-ãî óðàâíåíèé, íî è èç 1-ãî, íåèçâåñòíîå z íå òîëüêî èç 4-ãî,
íî è èç 1-ão è 2-ãî:


1 -1 1 -1

0 1 -1 2

0 1 -3 4

0 5 2 3



2-þ ñòðîêó ïðèáàâèì ê 1-é,

óìíîæèì íà (−1)

è ïðèáàâèì ê ïðåäïîñëåäíåé,

óìíîæèì íà (−5)

è ïðèáàâèì ê ïîñëåäíåé:

−→


1 0 0 1

0 1 -1 2

0 0 -2 2

0 0 7 -7


Êàê è âûøå, ïîëó÷àåì

−→


1 0 0 1

0 1 -1 2

0 0 1 -1

0 0 1 -1



3-þ ñòðîêó ïðèáàâèì êî 2-é,

óìíîæèì íà (−1)

è ïðèáàâèì ê ïîñëåäíåé:

−→
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1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 -1

0 0 0 0


.

Èñêîìîå ðåøåíèå ðàñïîëîæåíî ñïðàâà îò âåðòèêàëüíîé ÷åðòû.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé
x1 + 2x2 − 2x3 − x4 = 0,

2x1 + 3x2 − x3 + x4 = 0,

3x1 + 4x2 + 2x3 − x4 = 1,

Ïðåîáðàçóåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû


1 2 -2 -1 0

2 3 -1 1 0

3 4 2 -1 1



1-þ ñòðîêó óìíîæèì íà (−2)

è ïðèáàâèì êî 2-é ,

óìíîæèì íà (−3)

è ïðèáàâèì ê ïîñëåäíåé:

−→


1 2 -2 -1 0

0 -1 3 3 0

0 -2 8 2 1

 2-þ ñòðîêó óìíîæèì íà (−1)
−→


1 2 -2 -1 0

0 1 -3 -3 0

0 -2 8 2 1



3-þ ñòðîêó ïðèáàâèì ê 1-é,

2-þ ñòðîêó óìíîæèì íà 2

è ïðèáàâèì ê 3-é:

−→
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1 0 6 1 1

0 1 -3 -3 0

0 0 2 -4 1

 3-þ ñòðîêó ðàçäåëèì íà 2:

−→


1 0 6 1 1

0 1 -3 -3 0

0 0 1 -2 1
2



Ïîñëåäíþþ ñòðîêó óìíîæèì íà −6

è ïðèáàâèì ê 1-é,

óìíîæèì íà 3

è ïðèáàâèì êî 2-é:

−→


1 0 0 13 -2

0 1 0 -9 3
2

0 0 1 -2 1
2

 .

Òàêèì îáðàçîì ïðèøëè ê ñèñòåìå


x1 = −2− 13x4,

x2 = 3
2 + 9x4,

x3 = 1
2 + 2x4,

ðåøåíèå êîòîðîé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå



x1 = −2− 13t,

x2 = 3
2 + 9t,

x3 = 1
2 + 2t,

x4 = t,

t � ïðî-

èçâîëüíîå ÷èñëî.

5. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà Ãàóññà äëÿ îòûñêàíèÿ ýëåìåíòîâ
îáðàòíîé ìàòðèöû.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ îáðàòíîé ìàòðè-
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öû. Ïóñòü èìååòñÿ êâàäðàòíàÿ íåîñîáåííàÿ ìàòðèöà A = (aij)n×n
ïîðÿäêà n. Îáîçíà÷èì A−1 = (xij)n×n.

Ïî îïðåäåëåíèþ A ·A−1 = E, ãäå E� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿä-
êà n, ò.å. 

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·

an1 an2 · · · ann


·


x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n

· · · · · · · · · · · ·

xn1 xn2 · · · xnn


=

=


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·

0 0 · · · 1


.

Îáîçíà÷èì X(j) = (x1j, x2j, . . . , xnj)
T � j�é ñòîëáåö ìàòðèöû A−1,

E(j) = (δ1j, δ2j, . . . , δnj)
T , δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ îáðàòíîé ìàòðèöû íóæíî ðå-
øèòü n ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé A ·X(j) = E(j),
j = 1, 2, . . . , n ñ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé ñèñòåìû A. Ýòè ñèñòå-
ìû ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì Ãàóññà ïàðàëëåëüíî, ò.å. ýëåìåíòàðíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñòðîêàìè ïðîèçâîäèòü, èñõîäÿ èç ñëåäóþùåãî
àíàëîãà ðàñøèðåííîé ìàòðèöû:

a11 a12 · · · a1n 1 0 · · · 0

a21 a22 · · · a2n 0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

an1 an2 · · · ann 0 0 · · · 1


.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàóññà áåç îáðàòíîãî õîäà
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íàéäåì îáðàòíóþ ìàòðèöó äëÿ ìàòðèöû A =


−2 2 −3

2 −3 5

−3 5 −8

 .

Èìååì:


-2 2 -3 1 0 0

2 -3 5 0 1 0

-3 5 -8 0 0 1



Êî 2-é ñòðîêå ïðèáàâèì 1-þ,

Ê 3-é, óìíîæåííîé íà 2, ïðèáàâèì

1-þ, óìíîæåííóþ íà −3:
−→


-2 2 -3 1 0 0

0 -1 2 1 1 0

0 4 -7 -3 0 2



2-þ ñòðîêó óìíîæèì íà 2

è ïðèáàâèì ê 1-é,

óìíîæèì íà 4 è ïðèáàâèì ê 3-é:

−→


-2 0 1 3 2 0

0 -1 2 1 1 0

0 0 1 1 4 2



3-þ ñòðîêó óìíîæèì íà −1

è ïðèáàâèì ê 1-é,

óìíîæèì íà −2 è ïðèáàâèì êo 2-é:

−→


-2 0 0 2 -2 -2

0 -1 0 -1 -7 -4

0 0 1 1 4 2


1-þ ñòðîêó ðàçäåëèì íà −2,

2-þ óìíîæèì íà −1:
−→
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1 0 0 -1 1 1

0 1 0 1 7 4

0 0 1 1 4 2

 , îòêóäà A−1 =


−1 1 1

1 7 4

1 4 2

 .

Ýòîò ïðèìåð áûë ðåøåí âûøå äðóãèì ñïîñîáîì.

Ó ï ð à æ í å í è å. Èç çàäà÷íèêà [12] ðåøèòå ïðèìåðû �� 274,
278, 287 � 289, 293 � 303, 410 � 412, 444, 465, 468, 470, 452.

Ç À Ä À Í È Å 3.

Â êàæäîì âàðèàíòå:
1) Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü.

2) Íàéòè 3AB−2C. Ìàòðèöà A =


−1 2 −3

2 −4 0

3 5 −6

 � îáùàÿ äëÿ

âñåõ âàðèàíòîâ.
3) Äëÿ ìàòðèöû A íàéòè îáðàòíóþ A−1 è ïðîâåðèòü, ÷òî

AA−1 = A−1A = E.
4) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A.
5) Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàóññà ðåøèòü ñèñòåìû.
6) Ìåòîäîì Ãàóññà íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó äëÿ ìàòðèöû A

ïóíêòà 3).
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ÂÀÐÈÀÍÒ 1.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −3 −3 −4

2 0 −2 −4

−3 2 −2 −5

2 −2 −1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


7 −3

−4 8

0 1

 , C =


1 5

−12 6

4 3

 .

3) A =


2 2 3

1 −1 0

−1 2 1

. 4) A =


2 −2 0

−2 1 −2

0 −2 0

 .

5)



2x+ 3y− 2z = 4,

x− 7y+ 3z = −2,

3x+ 5y+ 4z = −1,

8x− 15y+ z = 7.

,


2x+ y+ z− 3u = 1,

x− 4y+ 3z+ 4u = 0,

3x− y+ 2z− u = 0.

.

ÂÀÐÈÀÍÒ 2.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −3 2

−3 0 2 −2

−3 −2 −2 −1

−4 −4 −5 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


4 −2

0 1

1 2

 , C =


−15 2

12 3

4 −3

 .

3) A =


2 2 3

−1 1 0

2 −1 1

. 4) A =


0 −2 0

−2 1 −2

0 −2 2

 .

5)



3x+ 7y− 4z = 10,

x− 5y+ 3z = −7,

10x− y+ 2z = 0,

7x+ 3y+ z = 7.

,


5x+ y− z+ 3u = 2,

x+ 2y+ z− 7u = 1,

2x− y+ 4z+ u = 0.

.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 3.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 2 −3 −1

−2 0 2 −3

−1 −2 −2 −3

−3 −4 −5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


3 −6

−1 2

4 −3

 , C =


−5 12

4 −3

2 −7

 .

3) A =


3 2 2

0 1 −1

1 −1 2

. 4) A =


1 −2 −2

−2 2 0

−2 0 0

 .

5)



2x+ 3y+ 8z = 1,

x+ 5y− 15z = 4,

13x+ 4y+ 6z = −9,

3x− 2y+ 5z = −5.

,


2x+ y− 3z+ u = 1,

x+ 5y+ z− 2u = 0,

3x− y+ 2z+ 3u = −5.

.

ÂÀÐÈÀÍÒ 4.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −2 −1 −3

2 0 −2 −4

−3 2 −2 −5

−2 −3 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−4 0

10 −5

7 −2

 , C =


25 −2

7 13

−4 −1

 .

3) A =


−1 2 1

1 −1 0

2 2 2

. 4) A =


1 −2 0

−2 2 −2

0 −2 3

 .

5)



3x− 5y+ 4z = 1,

x+ 8y− 2z = −3,

2x+ 15y+ 3z = 1,

4x− 7y+ 4z = 0.

,


2x− y+ z+ 3u = 2,

x+ 2y+ z+ u = 3,

5x+ 5y− 2z+ 6u = 11.

.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 5.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −3 −3 4

−3 2 −2 −5

2 0 −2 −4

2 −2 1 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−4 8

−3 1

7 3

 , C =


1 3

−5 13

2 −1

 .

3) A =


1 −1 0

2 2 3

−1 2 1

. 4) A =


2 −2 −2

−2 1 0

−2 0 3

 .

5)



11x+ 3y+ 4z = 1,

2x+ y− 4z = −5,

12x− 3y+ z = 4,

x+ 2y+ 5z = 3.

,


2x+ y− 3z+ u = 1,

x− 2y+ 2z− 3u = 2,

4x− 3y+ z− 5u = 5.

.

ÂÀÐÈÀÍÒ 6.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 3 −2 −4

−3 0 2 −4

−2 2 −3 −5

−1 −2 2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−1 5

4 −2

3 2

 , C =


16 −2

14 −3

−2 5

 .

3) A =


−1 2 1

2 2 3

1 −1 0

. 4) A =


3 −2 0

−2 2 −2

0 −2 1

 .

5)



8x+ 2y− z = 4,

x+ 4y+ z = 2,

15x+ 7y− 2z = 11,

12x− 4y+ z = −6.

,


2x+ 3y− z+ 2u = 5,

x+ 2y+ 3z− u = 1,

5x+ 9y+ 8z− u = −8.

.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 7.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 −3 −3 −2

−4 −2 0 2

−5 −2 2 −3

−3 −1 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


0 −1

−3 11

5 −4

 , C =


−7 11

−3 3

4 −5

 .

3) A =


3 2 2

0 −1 1

1 2 −1

. 4) A =


3 2 0

2 4 −2

0 −2 5

 .

5)



2x+ 8y+ z = 3,

x− 15y− 2z = 4,

3x+ 7y− 4z = 10,

4x+ 9y+ 3z = 5.

,


x− 3y+ 2z− u = 4,

2x+ y− z+ 3u = 6,

4x− 5y+ 3z+ u = 14.

.

ÂÀÐÈÀÍÒ 8.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −2 −1 −3

−2 −3 −3 −4

−3 2 −2 −5

2 0 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−3 2

2 −1

5 3

 , C =


−5 −11

2 4

14 −3

 .

3) A =


2 3 2

−1 0 1

2 1 −1

. 4) A =


4 2 −2

2 3 0

−2 0 5

 .

5)



6x− 2y+ 3z = −8,

x+ 5y+ z = 3,

4x+ y− 2z = 5,

18x+ y+ z = −1.

,


x+ 2y− z+ 3u = 2,

2x− y+ 3z+ u = 1,

5x− 5y + 10u = 7.

.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 9.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −3 2 2

−3 2 0 −2

−3 −2 −2 −1

4 5 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−3 7

1 0

8 −4

 , C =


−7 −9

14 −3

2 −7

 .

3) A =


2 3 2

1 0 −1

−1 1 2

. 4) A =


5 −2 0

−2 4 2

0 2 3

 .

5)



x+ 15y+ 3z = 1,

4x− 11y+ 11z = 3,

3x+ 16y+ 9z = 3,

5x− 7y− 12z = −22.

,


2x+ y− 3z+ 2u = 6,

x+ 2y+ 2z− 3u = −4,

4x+ 5y+ z− 4u = 14.

.

ÂÀÐÈÀÍÒ 10.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −2 2 2

2 −3 0 −2

−2 −3 −2 −1

−5 −4 −4 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−5 0

1 −2

−3 2

 , C =


22 −3

17 −13

−4 −1

 .

3) A =


3 1 2

0 −1 2

1 2 −1

. 4) A =


5 −2 −2

−2 6 0

−2 0 4

 .

5)



2x− 3y+ 15z = 8,

3x+ y− 8z = 1,

7x− 3y+ 19z = 13,

x− 6y− 12z = 13.

,


2x− y+ z+ 3u = 2,

x+ 2y+ z+ u = 3,

5x+ 5y− 2z+ 6u = 11.

.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 11.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −3 −1 2

−2 2 −3 0

−1 −2 −3 −2

−3 −5 −4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−2 3

2 −1

5 −3

 , C =


17 −14

3 4

15 −3

 .

3) A =


3 2 1

0 −1 2

1 2 −1

. 4) A =


6 −2 0

−2 5 −2

0 −2 4

 .

5)



2x+ 8y+ 5z = 1,

x− 9y− 4z = 7,

3x+ 14y+ z = 8,

2x− 10y− 2z = 8.

,


x− 3y+ z− 8u = 12,

2x+ y− 3z+ u = 3,

4x− 5y− z− 15u = 27.

.

ÂÀÐÈÀÍÒ 12.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 3 2 4

0 −2 2 −4

2 −2 −3 −5

−2 −1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−3 5

0 −1

−2 4

 , C =


7 −19

13 −2

2 5

 .

3) A =


0 −1 2

3 1 2

1 2 −1

. 4) A =


4 0 −2

0 6 −2

−2 −2 5

 .

5)



5x+ y+ z = 3,

x− 10y+ 2z = −3,

3x+ 14y− 3z = 9,

2x− 8y− z = 4.

,


x− 3y+ 5z− u = 2,

2x+ y− 3z+ 3u = −3,

4x− 5y+ 7z+ 5u = 1.

.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 13.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −3 2 −1

2 2 0 −3

1 2 2 3

−3 −5 −4 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−3 0

1 −2

−1 2

 , C =


21 −3

14 −17

−1 −2

 .

3) A =


1 2 −1

0 −1 2

3 1 2

. 4) A =


3 0 2

0 5 −2

2 −2 4

 .

5)



3x− 2y+ 12z = 5,

x+ 2y− 8z = −1,

4x+ y+ 15z = 3,

8x− 7y+ 4z = 15.

,


2x+ y− z+ 3u = 1,

x+ 2y+ 3z− u = −4,

4x+ 5y+ 5z+ u = −7.

.

ÂÀÐÈÀÍÒ 14.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 2 −2

2 0 −2 3

−2 −2 −1 −3

5 4 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


2 −3

0 −1

5 3

 , C =


14 −12

−3 0

5 −1

 .

3) A =


0 −1 2

3 2 1

1 2 −1

. 4) A =


1 0 −2

0 3 −2

−2 −2 2

 .

5)



12x− 4y− z = 7,

x+ y+ 6z = 4,

2x− 3y+ 12z = 18,

13x+ 2y+ z = −3.

,


x− 2y+ 3z− 3u = 15,

2x+ 3y− z+ 4u = 5,

5x− 3y+ 8z− 5u = 50.

.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 15.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −3 2 2

−3 2 0 −2

−4 −5 −4 −3

−2 −1 2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−2 5

0 −1

2 −4

 , C =


17 −19

13 −2

2 15

 .

3) A =


1 2 3

2 −1 0

−1 2 1

. 4) A =


2 0 −2

0 0 −2

−2 −2 1

 .

5)



2x+ 4y− z = 7,

x− 13y+ 2z = −4,

3x− 17y− 3z = 15,

5x− 13y− 4z = 22.

,


x− 2y+ 3z− u = −1,

2x+ 3y− z+ 4u = 5,

4x− y+ 5z+ 2u = 3.

.

ÂÀÐÈÀÍÒ 16.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 4 3 −2

−2 4 0 2

−2 −5 2 −3

−1 −3 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−1 4

1 0

−3 2

 , C =


23 −13

14 −7

−1 22

 .

3) A =


2 3 1

−1 0 2

2 1 −1

. 4) A =


5 −2 −2

−2 4 0

−2 0 6

 .

5)



4x+ 2y− z = 7,

13x− y− 2z = 4,

17x− 3y+ 3z = −15,

13x− 5y+ 4z = −22.

,


x− 4y− 5z− 2u = −3,

2x− y− 3z+ u = 1,

3x+ 2y− z+ 4u = 5.

.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 17.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−3 −3 −4 2

0 −2 −4 2

2 −2 −5 −3

2 1 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−4 2

0 −1

3 1

 , C =


−15 12

11 3

−2 −3

 .

3) A =


1 3 2

2 0 −1

−1 1 2

. 4) A =


3 4 0

4 5 −4

0 −4 7

 .

5)



5x+ 2y+ 7z = 3,

x+ y+ 8z = 6,

3x− 2y− z = 3,

15x− 3y+ 2z = 8.

,


x− y+ 4z+ u = 1,

2x+ 3y− 5z+ 2u = 5,

4x+ y+ 3z+ 4u = 7.

.

ÂÀÐÈÀÍÒ 18.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −2 −3 2

−2 −3 2 0

−1 −3 −2 −2

−3 −4 −5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−3 6

1 −2

−4 3

 , C =


−5 13

4 −3

−2 17

 .

3) A =


−1 2 1

2 −1 0

1 2 3

. 4) A =


7 0 −4

0 3 4

−4 4 5

 .

5)



5x+ 7y+ z = 4,

x+ 2y− 5z = 5,

15x− 6y− 3z = 3,

7x+ 3y+ z = 0.

,


x− 2y+ 8z+ 3u = 4,

3x+ y− 2z− u = 15

5x− 3y+ 14z+ 5u = 23.

.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 19.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 −2 −5

2 −2 −1 −3

2 0 −2 4

−2 −3 −3 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−4 1

3 −5

6 −2

 , C =


25 −2

−7 13

3 −1

 .

3) A =


3 −1 2

0 2 2

1 2 −1

. 4) A =


7 −4 0

−4 5 4

0 4 3

 .

5)



2x− 2y+ 5z = 8,

3x+ 3y− 19z = −6,

x− 5y+ 7z = 16,

5x+ y− 13z = 2.

,


2x− y+ 3z− 7u = −1,

x+ 2y− 2z+ 4u = 3,

5x+ 5y− 3z+ 5u = 8.

.

ÂÀÐÈÀÍÒ 20.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−3 0 2 −2

−2 2 −3 2

4 4 5 3

−3 −2 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−1 3

2 0

5 −4

 , C =


13 −17

−3 4

5 31

 .

3) A =


−1 3 2

2 0 2

2 1 1

. 4) A =


5 −4 4

−4 7 0

4 0 3

 .

5)



2x+ 10y+ z = 9,

x− 13y− 2z = 7,

3x+ 15y+ 4z = 11,

7x+ 8y+ 20z = 15.

,


x− 2y+ 3z− u = 5,

2x+ y− z+ 4u = −7,

4x− 3y+ 5z+ 2u = 3.

.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 21.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 −4 5 −3

−3 0 2 −2

−2 2 −3 2

−3 −2 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−3 5

1 0

−4 2

 , C =


17 −9

13 −21

2 15

 .

3) A =


0 2 2

3 −1 2

1 2 −1

. 4) A =


2 0 −2

0 0 −2

−2 −2 1

 .

5)



3x+ y+ 4z = 1,

x− 2y− 12z = 2,

2x− 3y+ z = −16,

15x+ 8y+ 19z = 21.

,


x+ 5y+ 2z− 3u = 5,

2x− y+ 3z+ 2u = −15,

5x+ 4y+ 9z− 7u = 0.

.

ÂÀÐÈÀÍÒ 22.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −2 2 −3

−2 −3 0 2

1 3 2 2

−3 −4 −4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−2 0

1 −3

−1 2

 , C =


22 −3

−4 17

−1 2

 .

3) A =


2 0 2

−1 3 2

2 1 1

. 4) A =


3 0 −2

0 1 −2

−2 −2 2

 .

5)



2x+ 7y+ 2z = 8,

x− 15y+ 3z = 14,

13x+ 14y− z = −18,

3x− 9y+ 4z = 17.

,


x− 5y+ 3z− u = 4,

2x+ 3y− 4z+ 3u = −1,

4x− 7y+ 2z+ u = 7.

.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 23.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −3 −4 −2

0 −2 −4 2

2 −2 −5 −3

−2 −1 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−3 1

4 −5

2 −6

 , C =


27 −12

−5 13

3 −1

 .

3) A =


2 1 1

−1 3 2

2 0 2

. 4) A =


5 0 −2

0 3 2

−2 2 4

 .

5)



3x− 15y+ 2z = 5,

x− 7y− 4z = −3,

2x+ 19y+ 7z = 9,

4x− 9y− 2z = 2.

,


5x+ y− 2z+ u = 1,

2x+ 3y+ z− 2u = 3,

x+ 4y− z− u = 4.

.

ÂÀÐÈÀÍÒ 24.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−4 −4 −5 3

−1 2 −3 2

−3 0 2 −2

−3 −2 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


1 −3

−2 0

5 −4

 , C =


−13 17

−3 4

5 −13

 .

3) A =


2 0 2

2 3 −1

1 1 2

. 4) A =


4 −2 0

−2 5 −2

0 −2 6

 .

5)



3x+ 8y+ z = 2,

x− 15y− 3z = 4,

2x+ 9y+ 10z = −8,

4x− 11y− 7z = 11.

,


2x+ y− 3z− u = 5,

x− 2y+ 4z− 3u = −4,

5x− 5y+ 9z− 10u = −7.

.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 25.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−6 6 7 4

4 6 5 0

−6 −5 −2 1

3 7 −4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 2) B =


−2 4

1 0

−3 2

 , C =


19 −7

23 −15

2 11

 .

3) A =


3 9 7

−3 −8 −7

−2 −7 −5

. 4) A =


−2 6 −3

−6 7 2

−2 5 −2

 .

5)



2x+ 3y+ 4z = 4,

x− 5y− 6z = −3,

4x− 2y− 3z = 3,

3x+ 4y+ 2z = 9.

,


3x+ y− 2z− 5u = 1,

x− 2y+ 2z+ 3u = 3,

4x− 4y− 3z− 4u = −7.

.
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