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Äîêàçàíà àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ñïåêòðà îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà H = −∆+V
â ãëàäêîì öèëèíäðå ñ òðåòüèì êðàåâûì óñëîâèåì ∂νu = σu íà ãðàíèöå â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî êîýôôèöèåíòû V è σ ïåðèîäè÷íû ïî ïðîäîëüíûì ïåðåìåííûì.
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Ââåäåíèå

Ïóñòü M � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂M ,

Ξ = M × Rm, k := dimM, d := dim Ξ = k +m, m > 1.

Íàñ èíòåðåñóåò ïðèðîäà ñïåêòðà îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà H = −∆ + V â öèëèíäðå Ξ. Íà
ãðàíèöå ∂Ξ = ∂M × Rm ñòàâèòñÿ òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå

∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ξ

= σu|∂Ξ . (0.1)

Ôóíêöèè V è σ ïðåäïîëàãàþòñÿ ïåðèîäè÷íûìè ïî "ïðîäîëüíûì" ïåðåìåííûì. Ìû ïîêà-
æåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà V è σ ñïåêòð îïåðàòîðà H àáñîëþòíî íåïðåðûâåí,
ñì. íèæå òåîðåìó 1.1.

Òî÷êè Ξ áóäåì îáîçíà÷àòü (x, y), x ∈M , y ∈ Rm. Ïóñòü Γ � ðåøåòêà â Rm,

Γ =

{
l =

m∑
j=1

ljbj, lj ∈ Z

}
, (0.2)

ãäå {bj}mj=1 � íåêîòîðûé áàçèñ â Rm. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

V (x, y + l) = V (x, y), x ∈M, y ∈ Rm, l ∈ Γ, (0.3)

σ(x, y + l) = σ(x, y), x ∈ ∂M, y ∈ Rm, l ∈ Γ. (0.4)
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Ïóñòü

Ω =

{
y =

m∑
j=1

yjbj, yj ∈ [0, 1)

}
(0.5)

� ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè ïåðèîäîâ Γ. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèþ V äîñòàòî÷-
íî çàäàâàòü íà ìíîæåñòâå M × Ω, à ôóíêöèþ σ � íà ìíîæåñòâå ∂M × Ω.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îá àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà
H. Óñëîâèÿ íà V è σ îáû÷íî ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ïðèíàäëåæíîñòè ïðîñòðàíñòâàì
Lp(M × Ω) è Lp(∂M × Ω). Ðàññìàòðèâàþò òàêæå è áîëåå øèðîêèå êëàññû, íàïðèìåð,
ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà L0

p,∞, íî ìû äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ôîðìóëèðîâàòü âñå ðåçóëüòàòû
â òåðìèíàõ Lp. Ñëó÷àé k = 0, îòâå÷àþùèé îïåðàòîðó âî âñåì ïðîñòðàíñòâå (M è σ îò-
ñóòñòâóþò), õîðîøî èçó÷åí. Â [14] äîêàçàíà àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà H ïðè
"ïðåäåëüíîì" óñëîâèè (ñì. òàêæå [3])

V ∈ Lp(Ω), p > 1 ïðè d = 2, p = d/2 ïðè d > 3.

Â ñëó÷àå k = 1 (M � îòðåçîê, Ξ � ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûé ñëîé) â [12] áûëà äîêàçàíà
àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü H ïðè óñëîâèÿõ

V ∈ Lp(M × Ω), p > 1 ïðè d = 2, p = 3/2 ïðè d = 3, p = d− 2 ïðè d > 4,

σ ∈ Lq(∂M × Ω), q > 1 ïðè d = 2, q = 2 ïðè d = 3, q = 2d− 2 ïðè d > 4.

Ýòè óñëîâèÿ áûëè îñëàáëåíû â [5] äî ïî÷òè ïðåäåëüíûõ

V ∈ Lp(M × Ω), p > 1 ïðè d = 2, p = d/2 ïðè d > 3, (0.6)

σ ∈ Lq(∂M × Ω), q > d− 1. (0.7)

Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ k > 2. Äëÿ îïåðàòîðà ñ êðàåâûì óñëîâèåì Íåéìàíà (òî åñòü σ ≡ 0)
àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü áûëà óñòàíîâëåíà â [9] ïðè V ∈ L∞(M ×Ω). Â ðàáîòå àâòîðîâ
[8] ýòî óñëîâèå áûëî îñëàáëåíî äî

V ∈ Lp(M × Ω), p > d/2 ïðè d = 2, 3, 4, p > d− 2 ïðè d > 5. (0.8)

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîýôôèöèåíò σ íå çàâèñèò îò ïðîäîëüíûõ ïåðåìåííûõ,

σ(x, y) = σ(x),

àâòîðû óñòàíîâèëè [7] àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü ïðè

σ ∈ Lq(∂M), q > 1 ïðè k = 2, q = k − 1 ïðè k > 3.

Ñëó÷àé íåòðèâèàëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà σ îò y äîëãî íå ïîääà-
âàëñÿ èçó÷åíèþ. Ïåðâûé àâòîð óñòàíîâèë àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà â äâóõ
÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ:

• M = [0, a1] × · · · × [0, ad] � ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, V óäîâëåòâîðÿåò (0.6),
σ óäîâëåòâîðÿåò (0.7);

• M = {x ∈ Rk : |x| < R} � k-ìåðíûé øàð, V óäîâëåòâîðÿåò (0.8), d > 3 è σ ∈
L4d−8(∂M × Ω),
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ñì. [5] è [6] ñîîòâåòñòâåííî.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû äîêàæåì àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðàH ñ êîýôôèöè-

åíòîì σ îáùåãî âèäà, σ = σ(x, y), â ñëó÷àå, êîãäà M � ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå êîìïàêòíîå
ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì. Êàê è âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ ìû ïðîâîäèì äîêàçàòåëü-
ñòâî ïî ñõåìå Òîìàñà [13]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà H(ξ) (ñì. íèæå
òåîðåìó 1.2) ìû ïðèìåíÿåì ðåçóëüòàòû [11] è [2] îá îöåíêàõ ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ òàêèõ îöåíîê âçÿòà èç ðàáîòû [14]. Èìåííî îöåíêè
[2] ïîçâîëèëè îáðàáîòàòü òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå ñ íåòðèâèàëüíûì σ.

Çàìå÷àíèå 0.1. Äëÿ îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà ñ êðàåâûì óñëîâèåì Äèðèõëå σ|∂Ξ = 0 ñè-
òóàöèÿ òîëüêî ïðîùå. Åãî ñïåêòð àáñîëþòíî íåïðåðûâåí ïðè óñëîâèè (0.8) äëÿ öèëèíäðà
îáùåãî âèäà [8], è ïðè óñëîâèè (0.6) äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî öèëèíäðà [5].

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ð. Øòåðåíáåðãó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ.

1 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà

ÏóñòüM � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, dimM = k, Ξ = M ×Rm.
Ïîñêîëüêó ñëó÷àé k = 1 óæå èçó÷åí, âñþäó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì

d = k +m > 3.

Ïóñòü Γ � ðåøåòêà (0.2) â ïðîñòðàíñòâå Rm, Ω � ÿ÷åéêà (0.5). Ïóñòü V (x, y) è σ(x, y) �
âåùåñòâåííûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå (0.3) è (0.4). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

V ∈ Ld/2(M × Ω), σ ∈ Ld−1(∂M × Ω). (1.1)

Â ïðîñòðàíñòâå L2(Ξ) ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

h[u, u] =

∫
Ξ

(
|∇u(x, y)|2 + V (x, y)|u(x, y)|2

)
dx dy

+

∫
∂Ξ

σ(x, y)|u(x, y)|2dS(x, y), Domh = H1(Ξ).

Çäåñü dS � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà íà ∂Ξ, H1 ≡ W 1
2 � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà. Õîðîøî

èçâåñòíî, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (1.1) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà h çàìêíóòà è ïîëóîãðàíè÷åíà ñíèçó.
Åé îòâå÷àåò ñàìîñîïðÿæåííûé â L2(Ξ) ïîëóîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð H, êîòîðûé ìû áóäåì
íàçûâàòü îïåðàòîðîì Øðåäèíãåðà â öèëèíäðå Ξ ñ òðåòüèì êðàåâûì óñëîâèåì (0.1).

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü M , Ξ, Γ, Ω, V , σ è H îïðåäåëåíû êàê âûøå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.8) è

σ ∈ Lq(∂M × Ω), q > 5/2 ïðè d = 3, q > 2d− 4 ïðè d > 4. (1.2)

Òîãäà ñïåêòð îïåðàòîðà H àáñîëþòíî íåïðåðûâåí.
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Íàì áóäåò óäîáíà èíòåðïðåòàöèÿ ÿ÷åéêè Ω êàê ìíîæåñòâà òî÷åê m-ìåðíîãî òîðà Tm =
Rm/Γ. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð ξ ∈ Cm è ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

h(ξ)[v, v] =

∫
M×Ω

(|∇xv|2 + 〈(∇y + iξ)v, (∇y + iξ)v〉+ V (x, y)|v|2) dx dy,

+

∫
∂M×Ω

σ(x, y)|v|2dS(x, y), Domh(ξ) = H1(M × Tm).

Ýòè ôîðìû ñåêòîðèàëüíû, ñì. [4]. Èì îòâå÷àåò àíàëèòè÷åñêîå ñàìîñîïðÿæåííîå ñåìåéñòâî
îïåðàòîðîâ H(ξ). Âëîæåíèå H1(M × Tm) ⊂ L2(M × Ω) êîìïàêòíî, ïîýòîìó ñïåêòðû îïå-
ðàòîðîâ H(ξ) äèñêðåòíû. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Òîìàñà (ñì. [13, 10, 1]) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ó H(ξ) íåò ïîñòîÿííûõ (ïî ξ) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 1.1 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1. Ïóñòü b1 � ïåðâûé âåêòîð áàçèñà

ðåøåòêè Γ. Äëÿ ëþáîãî λ ∈ C è ξ ∈ Rm, ξ ⊥ b1, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî τ0 > 0, ÷òî ïðè
τ > τ0 îïåðàòîð

H(τ) := H((π + iτ)b1 + ξ)− λI
îáðàòèì è

‖H(τ)−1‖ 6 Cτ−1.

Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà H èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ðàñòÿ-
æåíèé, â äàëüíåéøåì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |b1| = 1.

2 Âñïîìîãàòåëüíûå îöåíêè

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçàíà â [5].

Ëåììà 2.1. Ïóñòü 0 < δ < 1/2, b > 1, è ïóñòü |mµ| 6 b äëÿ ëþáîãî µ ∈ N. Òîãäà
∞∑
µ=1

µ1−2δ

|(µ+mµ)2 − τ 2|+ τ
6 Cτ−δ

ïðè τ > 1.

Ïóñòü
H0(τ) = H(τ)|V=0, σ=0 .

Èíà÷å ãîâîðÿ, H0(τ) � îïåðàòîð â L2(M × Ω), îòâå÷àþùèé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå

h0(ξ)[v, v] =

∫
M×Ω

(|∇xv|2 + 〈(∇y + i((π + iτ)b1 + ξ))v, (∇y + i((π − iτ)b1 + ξ))v〉) dx dy,

Domh0(ξ) = H1(M × Tm).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {λj}∞j=1 è {ϕj(x)}∞j=1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
îïåðàòîðà Ëàïëàñà â M ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà H0(τ) èìåþò âèä

hj,n(τ) = |n+ πb1 + ξ|2 + λj − τ 2 + 2iτ〈n+ πb1, b1〉,
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ϕj,n(x, y) = ϕj(x)ei〈n,y〉, j ∈ N, n ∈ Γ̃, (2.1)

ãäå Γ̃ ⊂ Rm � äâîéñòâåííàÿ ðåøåòêà ê Γ,

Γ̃ =

{
n =

m∑
j=1

nj b̃j, nj ∈ Z

}
, 〈bk, b̃j〉 = 2πδkj.

Ïîñêîëüêó 〈n, b1〉 ∈ 2πZ,
|hj,n(τ)| > | Imhj,n(τ)| = 2τ |〈n, b1〉+ π| > 2πτ, τ > 0. (2.2)

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ îïåðàòîð |H0(τ)|−1/2. Â áàçèñå (2.1) îí äåéñòâóåò êàê óìíîæåíèå
íà |hj,n(τ)|−1/2.

Ãëàâíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èãðàþò ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà
ìíîãîîáðàçèè M × Tm ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Eµ = E(−∆)[(µ− 1)2, µ2)

� ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå îòðåçêó [(µ−1)2, µ2). Îòìåòèì,
÷òî îïåðàòîðû Eµ è H0(τ) êîììóòèðóþò.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü 0 < δ < 1/2, τ > 1. Âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

∞∑
µ=1

µ1−2δ
∥∥Eµ|H0(τ)|−1/2

∥∥2
6 Cτ−δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì b = |πb1 + ξ|. Â ñèëó (2.2)

[b]+1∑
µ=1

µ1−2δ
∥∥Eµ|H0(τ)|−1/2

∥∥2
6 Cτ−1.

Îöåíèì ñóììó ïî µ > [b] + 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà M ×Tm èìåþò
âèä

λj + n2, j ∈ N, n ∈ Γ̃.

Îáëàñòü çíà÷åíèé ïðîåêòîðà Eµ îòâå÷àåò òàêèì ïàðàì (j;n), ÷òî

(µ− 1)2 6 λj + n2 < µ2.

Îòñþäà
|n+ πb1 + ξ|2 + λj ∈ [(µ− b− 1)2, (µ+ b)2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè µ > [b] + 2∥∥Eµ|H0(τ)|−1/2
∥∥2

= max
λj+n2∈[(µ−1)2,µ2)

|hj,n(τ)|−1

6 max
|n+πb1+ξ|2+λj∈[(µ−b−1)2,(µ+b)2)

√
2∣∣ |n+ πb1 + ξ|2 + λj − τ 2

∣∣+ τ
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∞∑

µ=[b]+2

µ1−2δ
∥∥Eµ|H0(τ)|−1/2

∥∥2

6
∞∑

µ=[b]+2

max
|n+πb1+ξ|2+λj∈[(µ−b−1)2,(µ+b)2)

√
2 µ1−2δ∣∣ |n+ πb1 + ξ|2 + λj − τ 2

∣∣+ τ
6 Cτ−δ

ïî ëåììå 2.1.
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3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿþòñÿ îöåíêè ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà.

Â [11] äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü N � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, dimN >
3. Ïóñòü µ > 1, Eµ = E(−∆)[(µ − 1)2, µ2) � ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà Ëàïëàñà

íà N ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå îòðåçêó [(µ − 1)2, µ2). Ïðè
óñëîâèÿõ

5 6 r 6∞ ïðè d = 3, 4 6 r 6∞ ïðè d > 4,

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖Eµf‖Lr(N) 6 Cµd/2−d/r−1/2‖f‖L2(N), ∀f ∈ L2(N).

Ïðè óñëîâèÿõ

2 6 r 6 4 ïðè d > 4

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖Eµf‖Lr(N) 6 Cµd/2−d/r+2/r−1‖f‖L2(N), ∀f ∈ L2(N).

Çàìå÷àíèå 3.2. Â ðàáîòå [11] ïðè d > 4 îöåíêà ñïåêòðàëüíîãî ïðîåêòîðà äîêàçàíà òîëü-
êî ïðè r > 4. Îöåíêà ïðè 2 6 r 6 4 ïîëó÷àåòñÿ èíòåðïîëÿöèåé îöåíêè ‖Eµf‖L4 6
Cµd/4−1/2‖f‖L2 ïðè r = 4 è òðèâèàëüíîé îöåíêè ‖Eµf‖L2 6 ‖f‖L2 ïðè r = 2.

Çàìå÷àíèå 3.3. Òàêèå æå îöåíêè âåðíû äëÿ ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ îïåðàòîðà Ëàïëà-
ñà ñ êðàåâûì óñëîâèåì Äèðèõëå.

Â [2] äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü N � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, dimN >
3. Ïóñòü µ > 1, Eµ = E(−∆)[(µ − 1)2, µ2) � ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà Ëàïëàñà

íà N ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå îòðåçêó [(µ − 1)2, µ2). Ïðè
óñëîâèÿõ

3 6 s 6∞, d = 3,

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖Eµf‖Ls(∂N) 6 Cµ1−5/(3s)‖f‖L2(N), ∀f ∈ L2(N).

Ïðè óñëîâèÿõ

2 6 s 6
2d

d− 1
, d > 4,

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖Eµf‖Ls(∂N) 6 Cµ(d−1)/3−(2d−4)/(3s)‖f‖L2(N), ∀f ∈ L2(N).

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëó÷èòü íóæíûå îöåíêè äëÿ îïåðàòîðà |H0(τ)|−1/2.
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Ëåììà 3.5. Ïóñòü

1 6 r < 6 ïðè d = 3, 1 6 r <
2d− 4

d− 3
ïðè d > 4.

Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå ÷òî∥∥|H0(τ)|−1/2u
∥∥2

Lr(M×Ω)
6 Cτ−δ‖u‖2

L2(M×Ω) ∀ u ∈ L2(M × Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 3.1 ïðè N = M × Tm âûòåêàåò, ÷òî ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ íà
r

‖Eµf‖Lr(M×Ω) 6 Cµ1/2−δ‖f‖L2(M×Ω)

ïðè íåêîòîðîì δ > 0. Äàëåå,

∥∥|H0(τ)|−1/2u
∥∥
Lr(M×Ω)

6
∞∑
µ=1

∥∥Eµ|H0(τ)|−1/2u
∥∥
Lr(M×Ω)

6 C
∞∑
µ=1

µ1/2−δ∥∥Eµ|H0(τ)|−1/2u
∥∥
L2(M×Ω)

6 C
∞∑
µ=1

µ1/2−δ∥∥Eµ|H0(τ)|−1/2
∥∥ · ‖Eµu‖L2(M×Ω),

ãäå â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî |H0(τ)|−1/2 êîììóòèðóåò ñ −∆.
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè è ëåììó 2.2, ïîëó÷èì

∥∥|H0(τ)|−1/2u
∥∥2

Lr(M×Ω)
6 C‖u‖2

L2(M×Ω)

∞∑
µ=1

µ1−2δ
∥∥Eµ|H0(τ)|−1/2

∥∥2
6 Cτ−δ‖u‖2

L2(M×Ω).

Ëåììà 3.6. Ïóñòü

1 6 s <
10

3
ïðè d = 3, 1 6 s <

4d− 8

2d− 5
ïðè d > 4.

Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå ÷òî∥∥|H0(τ)|−1/2u
∥∥2

Ls(∂M×Ω)
6 Cτ−δ‖u‖2

L2(M×Ω) ∀ u ∈ L2(M × Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.5. Èç òåîðåìû 3.4 ïðè N = M×Tm
âûòåêàåò, ÷òî ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ íà s

‖Eµf‖Ls(∂M×Ω) 6 Cµ1/2−δ‖f‖L2(M×Ω)

ïðè íåêîòîðîì δ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 2.2

∥∥|H0(τ)|−1/2u
∥∥2

Ls(∂M×Ω)
6 C

(
∞∑
µ=1

µ1/2−δ∥∥Eµ|H0(τ)|−1/2u
∥∥
L2(M×Ω)

)2

6 C‖u‖2
L2(M×Ω)

∞∑
µ=1

µ1−2δ
∥∥Eµ|H0(τ)|−1/2

∥∥2
6 Cτ−δ‖u‖2

L2(M×Ω).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2. Òðåáîâàíèÿ íà ïîòåíöèàë V èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
ïðèáàâëåíèÿ ê íåìó êîíñòàíòû. Ýòî ïîçâîëÿåò, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü λ = 0. Óäîáíî
äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå â ñëåäóþùåì âèäå: äëÿ ëþáîãî u ∈ Dom(H(τ)), ‖u‖L2(M×Ω) = 1,
ñóùåñòâóåò òàêîå v ∈ Dom(H(τ)), ‖v‖L2(M×Ω) = 1, ÷òî

|(H(τ)u, v)| > Cτ, τ > τ0.

Ïóñòü H0(τ) = Φ0(τ)|H0(τ)| � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà H0(τ). Â áàçèñå (2.1) îïå-
ðàòîð Φ0(τ) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà hj,n(τ)|hj,n(τ)|−1. Ïîëîæèì

v = Φ0(τ)u.

Òîãäà
(H0(τ)u, v) = (|H0(τ)|u, u) > 2πτ

â ñèëó (2.2), è

(H0(τ)u, v) = ‖|H0(τ)|1/2u‖2
L2(M×Ω) = ‖|H0(τ)|1/2v‖2

L2(M×Ω).

Äàëåå,
|(V u, v)| 6 ‖V ‖Lp(M×Ω)‖u‖Lr(M×Ω)‖v‖Lr(M×Ω),

ãäå r = 2p
p−1

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 3.5 â ñèëó (0.8). Ñëåäîâàòåëüíî,

|(V u, v)| 6 Cτ−δ‖V ‖Lp(M×Ω)‖|H0(τ)|1/2u‖L2(M×Ω)‖|H0(τ)|1/2v‖L2(M×Ω)

= Cτ−δ‖V ‖Lp(M×Ω)(H0(τ)u, v).

Àíàëîãè÷íî, ∣∣∣∣∫
∂M×Ω

σ u v dS

∣∣∣∣ 6 ‖σ‖Lq(∂M×Ω)‖u‖Ls(∂M×Ω)‖v‖Ls(∂M×Ω),

ãäå s = 2q
q−1

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 3.6 â ñèëó (1.2). Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣∫
∂M×Ω

σ u v dS

∣∣∣∣ 6 Cτ−δ‖σ‖Lq(∂M×Ω)(H0(τ)u, v).

Îáúåäèíÿÿ îöåíêè, ïîëó÷èì

|(H(τ)u, v)| > (H0(τ)u, v)(1− C(V, σ)τ−δ) >
1

2
(H0(τ)u, v) > πτ

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ τ .

Department of Mathematics, Michigan State University, Wells Hall, 619 Red Cedar Road,
East Lansing, MI, 48824, United States of America

Ñ.-Ïåòåðáóðãñêîå îòäåëåíèå Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ôîíòàíêà
27, Ñ.-Ïåòåðáóðã, 191023, Ðîññèÿ;

Ñ.-Ïåòåðáóðãñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò, Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá. 7/9, Ñ.-Ïåòåðáóðã,
199034, Ðîññèÿ

8



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Ì. Ø. Áèðìàí, Ò. À. Ñóñëèíà, Ïåðèîäè÷åñêèé ìàãíèòíûé ãàìèëüòîíèàí ñ ïåðåìåí-

íîé ìåòðèêîé. Ïðîáëåìà àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè, Àëãåáðà è àíàëèç, 11 (1999),
âûï. 2, 1�40.

[2] M. D. Blair, Lq bounds on restrictions of spectral clusters to submanifolds for low regularity

metrics, Analysis and PDE, vol. 6, No 6 (2013), 1263�1288.

[3] L. I. Danilov, On absolute continuity of the spectrum of a periodic magnetic Schr�odinger

operator, J. Phys. A: Math. Theor. 42 (2009), 275204.

[4] Ò. Êàòî, Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, Ì, Ìèð, 1972.

[5] È. Êà÷êîâñêèé, Îòñóòñòâèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ó ïåðèîäè÷åñêîãî îïåðàòîðà

Øð¼äèíãåðà ñ ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì â ïðÿìîóãîëüíîì öèëèíäðå, Ôóíêö. àíàëèç
è åãî ïðèë., 47 (2013), âûï. 2, 27�37.

[6] È. Â. Êà÷êîâñêèé, Îòñóòñòâèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ñïåêòðå íåêîòîðûõ îïåðà-

òîðîâ Øðåäèíãåðà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ,
ÏÎÌÈ ÐÀÍ, 2013.

[7] È. Â. Êà÷êîâñêèé, Í. Ä. Ôèëîíîâ, Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ñïåêòðà ïåðèîäè÷å-

ñêîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà â ìíîãîìåðíîì öèëèíäðå, Àëãåáðà è àíàëèç, 21 (2009),
âûï. 1, 133�152.

[8] È. Â. Êà÷êîâñêèé, Í. Ä. Ôèëîíîâ, Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ñïåêòðà ïåðèîäè÷å-

ñêîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà â ñëîå è â ãëàäêîì öèëèíäðå, Çàï. íàó÷. ñåì. ÏÎÌÈ 385
(2010), 69�82.

[9] P. Kuchment, Floquet theory for partial di�erential equations, Birkhauser Verlag, Basel,
1993.

[10] Ì. Ðèä, Á. Ñàéìîí, Ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ò. 4, Ì, Ìèð,
1982.

[11] H. F. Smith, C. D. Sogge, On the Lp norm of spectral clusters for compact manifolds with

boundary, Acta Mathematica 198 (2007) no. 1, 107�153.

[12] T. A. Suslina, On the absence of eigenvalues of a periodic matrix Schr�odinger operator in

a layer, Russian J. Math. Phys. 8 (2001), no. 4, 463�486.

[13] L. Thomas, Time dependent approach to scattering from impurities in a crystal, Commun.
Math. Phys. 33 (1973), 335�343.

[14] Z. Shen, On absolute continuity of the periodic Schr�odinger operators, Intern. Math. Res.
Notes (2001), no. 1, 1�31.

9


