
Àëãåáðà è àíàëèçÒîì 32 (2020), �1ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÌÀÊÑÂÅËËÀ Â ÖÈËÈÍÄ�Å ÑÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÇÀÂÈÑßÙÈÌÈ ÎÒÏÎÏÅ�Å×ÍÛÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ© Í. Ä. ÔÈËÎÍÎÂÌû ðàññìàòðèâàåì îïåðàòîð Ìàêñâåëëà â òðåõìåðíîì öèëèíäðå, ñå÷å-íèå êîòîðîãî � îäíîñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðà-íèöåé. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîý��èöèåíòû � ñêàëÿðíûå �óíêöèè, çàâè-ñÿùèå òîëüêî îò ïðîäîëüíîé ïåðåìåííîé. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî êâàäðàòòàêîãî îïåðàòîðà óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îðòîãîíàëüíîé ñóììå ÷åòû-ðåõ ñêàëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ñëó÷àå,êîãäà êîý��èöèåíòû ïåðèîäè÷íû âäîëü îñè öèëèíäðà, ñïåêòð îïåðà-òîðà Ìàêñâåëëà àáñîëþòíî íåïðåðûâåí.ÂâåäåíèåÏóñòü U ⊂ R
2 � îäíîñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðà-íèöåé, Π = U×R� òðåõìåðíûé öèëèíäð. Ìû èññëåäóåì ñàìîñîïðÿæåííûéîïåðàòîð Ìàêñâåëëà M â öèëèíäðå Π ñ óñëîâèÿìè èäåàëüíîé ïðîâîäè-ìîñòè íà ãðàíèöå. Ýòî ìàòðè÷íûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãîïîðÿäêà ñ êîý��èöèåíòàìè ε(x), µ(x), îïèñûâàþùèìè äèýëåêòðè÷åñêóþ èìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû, çàïîëíÿþùåé öèëèíäð. Òî÷íîå îïðåäå-ëåíèå áóäåò äàíî íèæå, ñì. îïðåäåëåíèå 1.2. Â îáùåì ñëó÷àå åñòåñòâåííîïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû ε è µ � (3×3)-ìàòðè÷íî-çíà÷íûå �óíê-öèè, îãðàíè÷åííûå è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå,
0 < ε011 6 ε(x) 6 ε111 , 0 < µ011 6 µ(x) 6 µ111 . (0.1)Â �2 ìû ïîêàæåì, ÷òî â ñïåêòðå òàêîãî îïåðàòîðà åñòü ëàêóíà ñ öåíòðîì âíóëå, ñì. íèæå ëåììó 2.3. Â îñòàëüíîì òåêñòå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ε è µ � ñêàëÿðíûå �óíêöèè (â öèëèíäðå èçîòðîïíàÿ ñðåäà), è ÷òî îíè íåçàâèñÿò îò ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåííûõ x1 è x2,
ε(x) = ε(x3), µ(x) = µ(x3). (0.2)Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîð Ìàêñâåëëà, îäíîñâÿçíûé öèëèíäð, àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâ-íîñòü ñïåêòðà.Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �îññèéñêîãî Íàó÷íîãî Ôîíäà �17-11-01069. 187



188 Í. Ä. ÔÈËÎÍÎÂÂ ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìû äîêàæåì, ÷òî êâàäðàò îïåðàòîðà Ìàêñâåë-ëà M2 óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îðòîãîíàëüíîé ñóììå ÷åòûðåõ ñêàëÿðíûõýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñì. íèæå òåîðåìó 1.3. Ñêàëÿð-íûå ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû ïðîùå äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìûðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîý��èöèåíòû ε è µ åùå è ïåðèîäè÷íû âäîëüîñè öèëèíäðà,
ε(x3 + a) = ε(x3), µ(x3 + a) = µ(x3), (0.3)è äîñòàòî÷íî ãëàäêèå. Ìû ïîêàæåì íà îñíîâå òåîðåìû 1.3, ÷òî â ýòîé ñèòó-àöèè ñïåêòð îïåðàòîðà Ìàêñâåëëà àáñîëþòíî íåïðåðûâåí, ñì. òåîðåìó 1.5.�àíåå àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà Ìàêñâåëëà â öèëèíäðå áûëàóñòàíîâëåíà â ñëåäóþùèõ ñèòóàöèÿõ:

• ε è µ � ñêàëÿðíûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè, ïåðèîäè÷íûåâäîëü îñè öèëèíäðà; ñå÷åíèå U � ïðÿìîóãîëüíèê èëè êðóã, ñì. [7℄;
• ε è µ � ìàòðè÷íî-çíà÷íûå îãðàíè÷åííûå �óíêöèè, íå çàâèñÿùèåîò ïðîäîëüíîé ïåðåìåííîé, ε(x) = ε(x1, x2), µ(x) = µ(x1, x2); U �îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé, ñì. [4℄.�1. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâÏóñòü U⊂R

2 � îäíîñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ∂U ∈ Lip, Π=U×R.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ, âõîäÿùèå â îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Ìàêñâåëëà, ìûáóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ.Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü u ∈ L2(Π,C
3).

ν) Åñëè div u ∈ L2(Π), òî
uν |∂Π = 0 ⇐⇒

∫

Π

〈u,∇ω〉dx = −
∫

Π

div uωdx ∀ ω ∈W 1
2 (Π).

τ) Åñëè rotu ∈ L2(Π,C
3), òî

uτ |∂Π = 0 ⇐⇒
∫

Π

〈u, rot z〉dx =

∫

Π

〈rotu, z〉dx

∀ z ∈ L2(Π,C
3) : rot z ∈ L2(Π,C

3).Çäåñü 〈 · , · 〉 � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â C
3. Íàì ïîíàäî-áèòñÿ òàêæå íåñêîëüêî �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü ε, µ óäîâëå-òâîðÿþò (0.1). Ïîäïðîñòðàíñòâà ñîëåíîèäàëüíûõ �óíêöèé:

J(τ, ε) = {u ∈ L2(Π,C
3, ε) : div(εu) = 0},

J(ν, µ) = {v ∈ L2(Π,C
3, µ) : div(µv) = 0, (µv)ν |∂Π = 0}.



ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÌÀÊÑÂÅËËÀ Â ÖÈËÈÍÄ�Å 189Êðîìå òîãî, ââåäåì ïðîñòðàíñòâî
F (Π, s) = {u ∈ L2(Π,C

3) : rotu ∈ L2(Π,C
3), div(su) ∈ L2(Π)},ñ íîðìîé

‖u‖2F (Π,s) = ‖ rot u‖2L2(Π) + ‖div(su)‖2L2(Π) + (su, u)L2(Π), s = ε èëè µ,è åãî ïîäïðîñòðàíñòâà
F (τ, ε) = {u ∈ F (Π, ε) : uτ |∂Π = 0},
F (ν, µ) = {v ∈ F (Π, µ) : (µv)ν |∂Π = 0}.Íàêîíåö, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Φ(τ, ε) = F (τ, ε) ∩ J(τ, ε), Φ(ν, µ) = F (ν, µ) ∩ J(ν, µ).Îïðåäåëåíèå 1.2. Îïåðàòîð Ìàêñâåëëà äåéñòâóåò â ãèëüáåðòîâîì ïðî-ñòðàíñòâå J(τ, ε) ⊕ J(ν, µ) ïî �îðìóëå
M

(
E

H

)
=

(
iε−1 rotH
−iµ−1 rotE

)íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
DomM = Φ(τ, ε)⊕ Φ(ν, µ).Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð Ìàêñâåëëà ñàìîñîïðÿæåí, M = M∗, ñì.,íàïðèìåð, [1℄. Îí èìååò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó

M =

(
0 R∗

R 0

)
,ãäå âçàèìíî ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

R = −iµ−1 rot, R∗ = iε−1 rotçàäàíû íà
DomR = Φ(τ, ε), DomR∗ = Φ(ν, µ).Èç òàêîé ñòðóêòóðû âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîðû M è −M óíèòàðíî ýêâèâà-ëåíòíû, è ñïåêòð îïåðàòîðà M ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íóëÿ.Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü U ⊂ R

2 � îäíîñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ∂U ∈
Lip, Π = U × R. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ε è µ � ñêàëÿðíûå �óíêöèè, óäî-âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (0.1) è (0.2). Òîãäà êâàäðàò îïåðàòîðà Ìàêñâåë-ëà M2 óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îðòîãîíàëüíîé ñóììå

AD ⊕AD ⊕AN ⊕AN .Çäåñü AD è AN � ñàìîñîïðÿæåííûå ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû,
AD = −µ−1(div(ε−1∇·)) ñ êðàåâûì óñëîâèåì Äèðèõëå â L2(Π, µ);



190 Í. Ä. ÔÈËÎÍÎÂ
AN = −ε−1(div(µ−1∇·)) ñ êðàåâûì óñëîâèåì Íåéìàíà â ãèëüáåðòîâîì ïðî-ñòðàíñòâå

{
ϕ ∈ L2(Π, ε) :

∫

U

ϕ(x) dx1dx2 = 0 ïðè ï.â. x3 ∈ R

}
. (1.1)Çàìå÷àíèå 1.4. Îïåðàòîð AD îòâå÷àåò ïîëîæèòåëüíîé êâàäðàòè÷íîé�îðìå ∫

Π

ε−1|∇ϕ|2dx, ϕ ∈ W̊ 1
2 (Π),â ïðîñòðàíñòâå L2(Π, µ); îïåðàòîð AN � ïîëîæèòåëüíîé êâàäðàòè÷íîé�îðìå

∫

Π

µ−1|∇ϕ|2dx, ϕ ∈W 1
2 (Π),

∫

U

ϕ(x) dx1dx2 = 0 ïðè ï.â. x3 ∈ R,â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (1.1).Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.3 �óíêöèè ε è µ óäîâëåòâî-ðÿþò óñëîâèþ (0.3) ïðè íåêîòîðîì a > 0, è
ε, µ ∈W 2

r,loc(R), r > 1. (1.2)Òîãäà ñïåêòð îïåðàòîðà M àáñîëþòíî íåïðåðûâåí.�2. Îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà ÌàêñâåëëàÒîò �àêò, ÷òî îïåðàòîð Ìàêñâåëëà â öèëèíäðå ñ îäíîñâÿçíûì ñå÷åíèåìèìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé, èçâåñòåí (ñì. íèæå çàìå÷àíèå 2.6). Ìûïðèâîäèì íåîáõîäèìûå �àêòû äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ.Ââåäåì îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû P (τ, ε) (ñîîòâåòñòâåííî P (ν, µ)) â ïðî-ñòðàíñòâå L2(Π, ε) (ñîîòâåòñòâåííî L2(Π, µ)) íà ïîäïðîñòðàíñòâî J(τ, ε)(ñîîòâåòñòâåííî J(ν, µ)). Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçàíà â [1, ëåììà 1.1à) èëåììà 1.8à)℄.Ëåììà 2.1. Ïóñòü ìàòðèöû-�óíêöèè ε, ε̃, µ è µ̃ óäîâëåòâîðÿþò (0.1).Îïåðàòîð P (τ, ε) (ñîîòâåòñòâåííî P (ν, µ)) íåïðåðûâíî è âçàèìíîîäíîç-íà÷íî ïåðåâîäèò ïðîñòðàíñòâî J(τ, ε̃) â J(τ, ε) (ñîîòâåòñòâåííî J(ν, µ̃) â
J(ν, µ)) è ïðîñòðàíñòâî Φ(τ, ε̃) â Φ(τ, ε) (ñîîòâåòñòâåííî Φ(ν, µ̃)â Φ(ν, µ)). Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå äàåòñÿ îïåðàòîðîì P (τ, ε̃) (ñîîòâåò-ñòâåííî P (ν, µ̃)).



ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÌÀÊÑÂÅËËÀ Â ÖÈËÈÍÄ�Å 191Ëåììà 2.2 (ñì. [4, òåîðåìà 10.3℄). Ïóñòü U ⊂ R
2 � îäíîñâÿçíàÿ îãðàíè-÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé, ε(x) ≡ µ(x) ≡ 11. Òîãäà

σ(M) =

(
−∞,−

√
λN2

]
∪
[√

λN2 ,∞
)
,ãäå λN2 � âòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (ïåðâîå íåíóëåâîå) îïåðàòîðà Ëà-ïëàñà çàäà÷è Íåéìàíà â îáëàñòè U .Ëåììà 2.3. Ïóñòü U⊂R

2� îäíîñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ∂U ∈ Lip.Ïóñòü ìàòðèöû-�óíêöèè ε, µ óäîâëåòâîðÿþò (0.1). Òîãäà â ñïåêòðå îïå-ðàòîðà M åñòü ëàêóíà ñ öåíòðîì â íóëå (−δ(ε, µ), δ(ε, µ)), ãäå
δ(ε, µ) >

√
λN2

‖ε‖L∞
‖µ‖L∞

.Â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð Ìàêñâåëëà èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðà-òîð â J(τ, ε) ⊕ J(ν, µ).Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Ìàêñâåëëà âûòåêàåò, ÷òî
∥∥∥∥M

(
u

v

)∥∥∥∥
2

= ‖Ru‖2L2(Π,µ)
+ ‖R∗v‖2L2(Π,ε)

= (µ−1 rot u, rot u)L2(Π) + (ε−1 rot v, rot v)L2(Π)

=
(
µ−1 rot(P (τ, 11)u), rot(P (τ, 11)u)

)
L2(Π)

+
(
ε−1 rot(P (ν, 11)v), rot(P (ν, 11)v)

)
L2(Π)

> ‖µ‖−1
L∞

‖ rot(P (τ, 11)u)‖2L2(Π) + ‖ε‖−1
L∞

‖ rot(P (ν, 11)v)‖2L2(Π).Òåïåðü èç ëåììû 2.2 âûòåêàåò, ÷òî
∥∥∥∥M

(
u

v

)∥∥∥∥
2

> λN2

(
‖µ‖−1

L∞
‖P (τ, 11)u‖2L2(Π) + ‖ε‖−1

L∞
‖P (ν, 11)v‖2L2(Π)

)

> λN2 ‖ε‖−1
L∞

‖µ‖−1
L∞

(
‖P (τ, 11)u‖2L2(Π,ε)

+ ‖P (ν, 11)v‖2L2(Π,µ)

)

> λN2 ‖ε‖−1
L∞

‖µ‖−1
L∞

(
‖u‖2L2(Π,ε)

+ ‖v‖2L2(Π,µ)

)
,òàê êàê

u = P (τ, ε)P (τ, 11)u, v = P (ν, µ)P (ν, 11)vâ ñèëó ëåììû 2.1. �Ñëåäñòâèå 2.4. Â óñëîâèÿõ ëåììû 2.3 ÿäðà îïåðàòîðîâ R è R∗ òðèâè-àëüíû, kerR = {0}, kerR∗ = {0}.



192 Í. Ä. ÔÈËÎÍÎÂÇàìå÷àíèå 2.5. Ëåììû 2.2 è 2.3 èìåþòñÿ óæå â [2℄. Îäíàêî ýòî ðàáîòàïðàêòè÷åñêè íåäîñòóïíà, ïîýòîìó ìû ïðèâåëè äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3 èäàëè äðóãóþ ññûëêó äëÿ ëåììû 2.2. Êðîìå òîãî, ó Äóíàåâà â [2℄ âìåñòî λN2�èãóðèðóåò ÷èñëî δ := min(λD1 , λ
N
2 ), ãäå λD1 � ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèåîïåðàòîðà Ëàïëàñà çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè U . Òåïåðü èçâåñòíî, ÷òî

λN2 < λD1 äëÿ ëþáîé îáëàñòè U (ñì. [9℄ èëè [3℄).Çàìå÷àíèå 2.6. Òîò �àêò, ÷òî â ñïåêòðå îïåðàòîðà Ìàêñâåëëà åñòü ëàêó-íà â ñëó÷àå, êîãäà êîý��èöèåíòû òðèâèàëüíû, ε(x) ≡ µ(x) ≡ 11 (â öèëèíäðåâàêóóì), ñå÷åíèå îäíîñâÿçíî (åñëè ñå÷åíèå ìíîãîñâÿçíî, òî ëàêóíû íåò),è ãðàíèöà ãëàäêàÿ, õîðîøî èçâåñòåí, ñì. [12, �91℄. Â ðàáîòå [4℄ ýòî óòâåð-æäåíèå îáîáùåíî íà ñëó÷àé ëèïøèöåâûõ ãðàíèö.�3. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâàÏóñòü U ⊂ R
2 � îäíîñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðà-íèöåé, ∂U ∈ Lip, Π = U × R.Ëåììà 3.1. Èìåþò ìåñòî îðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ

L2(U,C
2) =

{(
∂1ϕ

∂2ϕ

)
: ϕ ∈ W̊ 1

2 (U)

}
⊕

{(
∂2ψ

−∂1ψ

)
: ψ ∈W 1

2 (U)

}
,

L2(U,C
2) =

{(
∂1ϕ

∂2ϕ

)
: ϕ ∈W 1

2 (U)

}
⊕

{(
∂2ψ

−∂1ψ

)
: ψ ∈ W̊ 1

2 (U)

}
.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî äîêàçàíî â [4, ëåììà 10.1℄. Âòîðîåïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî ïîâîðîòîì íà 90 ãðàäóñîâ. �Ïóñòü ε è µ � ñêàëÿðíûå �óíêöèè â öèëèíäðå Π, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèÿì (0.1) è (0.2). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

H(τ, ε) :=L2

(
R, W̊ 1

2 (U)
)
, ‖ϕ‖2H(τ,ε)=

∫

Π

(
|∂1ϕ|2 + |∂2ϕ|2

)
ε(x3)dx,

H(ν, µ) :=L2

(
R,W 1

2 (U)⊖ {const}
)
, ‖ϕ‖2H(ν,µ)=

∫

Π

(
|∂1ϕ|2 + |∂2ϕ|2

)
µ(x3)dx.Ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî H(τ), H(ν), êîãäà íàì áóäåò íåâàæíî, êàêàÿ íîð-ìà ââåäåíà â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ.Ëåììà 3.2. Ïðîñòðàíñòâî C∞

0 (Π) ïëîòíî â H(τ, ε).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ H(τ, ε). Ïîëîæèì
ϕN (x) =

{
ϕ(x), |x3| < N,

0, |x3| > N.
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N→∞

ϕ â H(τ, ε). Äàëåå, ïóñòü ϕN,ρ �óñðåäíåíèå �óíêöèè ϕN ïî ïåðåìåííîé x3 ñ ïàðàìåòðîì ρ. ßñíî, ÷òî
ϕN,ρ ∈ C∞

0 (R, W̊ 1
2 (U)) ⊂ W̊ 1

2 (Π) è ϕN,ρ−→
ρ→0

ϕN â H(τ, ε).Ñëåäîâàòåëüíî, W̊ 1
2 (Π), à çíà÷èò è C∞

0 (Π), ïëîòíî â H(τ, ε). �Ââåäåì òåïåðü ïðîñòðàíñòâà
K(τ) =







∂2ψ

−∂1ψ
0


 , ψ ∈ H(ν)



 ≡



rot



0
0
ψ


 , ψ ∈ H(ν)



 ,

K(ν) =







∂2ψ

−∂1ψ
0


 , ψ ∈ H(τ)



 ≡



rot



0
0
ψ


 , ψ ∈ H(τ)



 ,

L(σ) =







∂1ϕ

∂2ϕ

ω


 , ϕ ∈ H(σ), ω ∈ L2(Π)



 , σ = τ èëè ν.ßñíî, ÷òî K(ν) ⊂ K(τ) è L(τ) ⊂ L(ν). Â ñèëó ëåììû 3.1 èìååì

K(τ)⊕ε L(τ) = L2(Π,C
3, ε), K(ν)⊕µ L(ν) = L2(Π,C

3, µ). (3.1)Îòìåòèì, ÷òî ýòè ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ ñêàëÿðíûõ �óíêöèé
ε, µ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (0.1), (0.2), â ÷àñòíîñòè, äëÿ ε ≡ 11 è äëÿ µ ≡ 11.Êîãäà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà K è L êàê ïîäïðîñòðàíñòâàãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ L2(Π,C

3, ε), òî áóäåì ïèñàòü K(τ, ε) è ò. ï.Ëåììà 3.3. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:
K(τ) =

{
f ∈ J(τ, ε) : f3 = 0

}
, K(ν) =

{
f ∈ J(ν, µ) : f3 = 0

}
.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâèå f ∈ J(τ, ε) ïðè f3 = 0 ýêâèâà-ëåíòíî òîìó, ÷òî

(
f1
f2

)
∈ L2(Π,C

2),

∫

Π

ε(x3)(f1∂1ϕ+ f2∂2ϕ)dx = 0 ∀ ϕ ∈ W̊ 1
2 (Π).Âûáåðåì â W̊ 1

2 (U) êàêîé-íèáóäü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ϕm}∞m=1. Åñëè
ψ ∈ C∞

0 (R), òî ϕ(x) := ϕm(x1, x2)ψ(x3) ∈ W̊ 1
2 (Π). Ïîýòîìó

∫

R

(∫

U

(f1∂1ϕm + f2∂2ϕm)dx1dx2

)
ε(x3)ψ(x3)dx3 = 0 ∀ ψ ∈ C∞

0 (R),



194 Í. Ä. ÔÈËÎÍÎÂîòêóäà ∫

U

(f1∂1ϕm + f2∂2ϕm)dx1dx2 = 0 ïðè ï.â. x3 ∈ R.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ �óíêöèé (
f1
f2

)
∈ L2(Π,C

2) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-âàëåíòíû:∫

Π

ε(x3)(f1∂1ϕ+ f2∂2ϕ)dx = 0 ∀ ϕ ∈ W̊ 1
2 (Π)

⇐⇒ ïðè ï.â. x3 ∈ R

∫

U

(f1∂1ϕ+ f2∂2ϕ)dx1dx2 = 0 ∀ ϕ ∈ W̊ 1
2 (U)(ìû äîêàçàëè �⇒�; îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ î÷åâèäíà). Ïîñëåäíåå ñîîòíîøå-íèå â ñèëó ëåììû 3.1 ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî f ∈ K(τ).�àâåíñòâî K(ν) = {f ∈ J(ν, µ) : f3 = 0} äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíà-ëîãè÷íî. �Ñëåäñòâèå 3.4. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

K(τ) ∩ Φ(τ, ε) = {f ∈ Φ(τ, ε) : f3 = 0},
K(ν) ∩ Φ(ν, µ) = {f ∈ Φ(ν, µ) : f3 = 0}.Ëåììà 3.5. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

L(τ) ∩ Φ(τ, ε) = {f ∈ Φ(τ, ε) : (rot f)3 = 0},
L(ν) ∩ Φ(ν, µ) = {f ∈ Φ(ν, µ) : (rot f)3 = 0}.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà âêëþ÷åíèÿ ⊂ î÷åâèäíû.Ïóñòü ïîëå f ∈ Φ(τ, ε) òàêîâî, ÷òî (rot f)3 = 0. Ïóñòü ψ ∈ H(ν). Òîãäà

(f, rot z)L2(Π) = (rot f, z)L2(Π) = 0 ïðè z =



0
0
ψ


 , (3.2)îòêóäà f ⊥ K(τ). Ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ L(τ) â ñèëó (3.1) ïðè ε = 11. Òåìñàìûì {

f ∈ Φ(τ, ε) : (rot f)3 = 0
}
⊂ L(τ) ∩ Φ(τ, ε).Ïóñòü òåïåðü f ∈ Φ(ν, µ), (rot f)3 = 0. Òîãäà (3.2) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ

ψ ∈ C∞
0 (Π). Â ñèëó ëåììû 3.2 ñîîòíîøåíèå (3.2) âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ âñåõ

ψ ∈ H(τ), îòêóäà f ⊥ K(ν), è ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ L(ν) â ñèëó (3.1) ïðè
µ = 11. Òåì ñàìûì

{
f ∈ Φ(ν, µ) : (rot f)3 = 0

}
⊂ L(ν) ∩ Φ(ν, µ). �



ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÌÀÊÑÂÅËËÀ Â ÖÈËÈÍÄ�Å 195�4. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âäîëü îñèÂâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x3:
û(x1, x2, k) :=

1√
2π

∫

R

e−ikx3u(x) dx3.Ëåììà 4.1. Ïóñòü
u ∈ L2(Π,C

3), rotu ∈ L2(Π,C
3), uτ |∂Π = 0.Òîãäà

û3( · , · , k) ∈ W̊ 1
2 (U) ïðè ï.â. k ∈ R. (4.1)Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

(rot u)̂ (x1, x2, k) =



∂2û3 − ikû2
ikû1 − ∂1û3
∂1û2 − ∂2û1


 .Ïî óñëîâèþ u, rot u ∈ L2(Π,C

3), ñëåäîâàòåëüíî, û, (rot u)̂ ∈ L2(Π,C
3) è

û3( · , · , k) ∈W 1
2 (U) ïðè ï.â. k ∈ R.Äàëåå, ïóñòü z =



ω

0
0


 , ω ∈ W 1

2 (Π). Òîãäà (u, rot z)L2(Π) = (rot u, z)L2(Π)â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.1 τ). Ñëåäîâàòåëüíî,
∫

Π

〈
û, (rot z)̂

〉
dx1dx2dk =

∫

Π

〈
(rot u) ,̂ ẑ

〉
dx1dx2dk. (4.2)Ïîñêîëüêó

(rot z)̂ =




0
ikω̂

−∂2ω̂


 ,òî ∫

Π

(
−ikû2ω̂ − û3∂2ω̂

)
dx1dx2dk =

∫

Π

(∂2û3 − ikû2) ω̂ dx1dx2dkè ∫

Π

(
∂2û3ω̂ + û3∂2ω̂

)
dx1dx2dk = 0.Äàëüøå äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.3. Âûáåðåì â

W 1
2 (U) êàêîé-íèáóäü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ψm}∞m=1. Åñëè ϕ∈C∞

0 (R),òî
ω(x) := ψm(x1, x2)ϕ(x3) ∈W 1

2 (Π) è ω̂(x1, x2, k) = ψm(x1, x2)ϕ̂(k).
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∫

Π

(∂2û3ψm + û3∂2ψm) ϕ̂(k)dx1dx2dk = 0.Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ϕ ∈ C∞
0 (R) ïîëó÷àåì

∫

U

(∂2û3ψm + û3∂2ψm) dx1dx2 = 0 ïðè ï.â. k ∈ R,è ïðè ï.â. k ∈ R

∫

U

(∂2û3ψ + û3∂2ψ) dx1dx2 = 0 ∀ ψ ∈W 1
2 (U).Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâëÿÿ â (4.2) ïîëÿ âèäà z =



0
ω

0


 ïðè ω ∈ W 1

2 (Π),ïîëó÷èìïðè ï.â. k ∈ R

∫

U

(∂1û3ψ + û3∂1ψ) dx1dx2 = 0 ∀ ψ ∈W 1
2 (U).Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî û3|∂U = 0 ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ R. Òåì ñàìûì âûïîë-íÿåòñÿ (4.1). �Ëåììà 4.2. Ïóñòü u ∈ Φ(τ, 11), rot u ∈ L(ν). Òîãäà u3 ≡ 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå rot u ∈ L(ν) îçíà÷àåò, ÷òî

∂2u3 − ∂3u2 = ∂1ϕ, ∂3u1 − ∂1u3 = ∂2ϕïðè íåêîòîðîé ϕ ∈ H(ν). Ñíîâà ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x3. Ïî-ëó÷èì
∂2û3 − ikû2 = ∂1ϕ̂, ikû1 − ∂1û3 = ∂2ϕ̂, (4.3)ãäå ϕ̂ ∈ H(ν). Êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ

∫

Π

〈u,∇ω〉dx = 0 ∀ ω ∈ W̊ 1
2 (Π),îòêóäà

∫

Π

(
û1∂1ω̂ + û2∂2ω̂ − ikû3ω̂

)
dx1dx2dk = 0 ∀ ω ∈ W̊ 1

2 (Π).



ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÌÀÊÑÂÅËËÀ Â ÖÈËÈÍÄ�Å 197Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.3 èëè ëåììû 4.1 âû-âîäèì, ÷òîïðè ï.â. k ∈ R

∫

U

(û1∂1ψ + û2∂2ψ − ikû3ψ) dx1dx2 = 0 ∀ ψ ∈ W̊ 1
2 (U).Äîìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà ik è èñïîëüçóÿ �îðìóëû (4.3), ïîëó÷èì

∫

U

(
(∂1û3 + ∂2ϕ̂)∂1ψ + (∂2û3 − ∂1ϕ̂)∂2ψ + k2û3ψ

)
dx1dx2 = 0.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ R

∫

U

(∂2ϕ̂ ∂1ψ − ∂1ϕ̂ ∂2ψ) dx1dx2 = 0 ∀ ψ ∈ C∞
0 (U),è ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ψ ∈ W̊ 1

2 (U). Ïîýòîìóïðè ï.â. k∈R

∫

U

(
∂1û3∂1ψ+ ∂2û3∂2ψ+ k2û3ψ

)
dx1dx2= 0 ∀ψ∈W̊ 1

2 (U).Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû û3( · , · , k) ∈ W̊ 1
2 (U) ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ R.Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ψ = û3, ïîëó÷èì û3 = 0 ïî÷òè âåçäå, èñëåäîâàòåëüíî, u3 ≡ 0. �Ëåììà 4.3. Ïóñòü u∈Φ(τ, ε), ε óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (0.2), rotu∈L(ν).Òîãäà u ∈ K(τ).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì u0 = P (τ, 11)u. Ïî ëåììå 2.1 u0 ∈ Φ(τ, 11) è

u = u0 +∇ϕ, ϕ ∈ W̊ 1
2 (Π), rot u = rot u0.Ïî ëåììå 4.2 îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî (u0)3 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫

Π

((u0)1∂1ω + (u0)2∂2ω) dx = 0 ∀ ω ∈ W̊ 1
2 (Π).Îòñþäà òî÷íî òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.3, âûòåêàåò, ÷òîïðè ï.â. x3 ∈ R

∫

U

((u0)1∂1ψ + (u0)2∂2ψ)dx1dx2 = 0 ∀ ψ ∈ W̊ 1
2 (U).Ñëåäîâàòåëüíî, ∫

Π

ε〈u0,∇ψ〉dx = 0 ∀ ψ ∈ W̊ 1
2 (Π).
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∫

Π

ε〈u,∇ψ〉dx = 0 ∀ ψ ∈ W̊ 1
2 (Π),îòêóäà ∫

Π

ε〈∇ϕ,∇ψ〉dx = 0 ∀ ψ ∈ W̊ 1
2 (Π).Ïîäñòàâëÿÿ ψ = ϕ, ïîëó÷àåì ϕ ≡ 0. Òåì ñàìûì u = u0 è u3 = 0. Òåïåðüñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.4 u ∈ K(τ). ��5. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà ÌàêñâåëëàÂâåäåì ïðîñòðàíñòâà

VD :=
(
L(τ) ∩ J(τ, ε)

)
⊕K(ν), VN := K(τ)⊕

(
L(ν) ∩ J(ν, µ)

)
.Òîãäà

J(τ, ε) ⊕ J(ν, µ) = VD ⊕ε,µ VN . (5.1)Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 2.3 îïåðàòîð Ìàêñâåëëà îãðàíè÷åííî îá-ðàòèì.Ëåììà 5.1. VN � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà M−1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (
f

g

)
∈ VN , òî åñòü

f ∈ K(τ), g ∈ L(ν) ∩ J(ν, µ).Ïóñòü
M−1

(
f

g

)
=

(
u

v

)
.Òîãäà v ∈ Φ(ν, µ), iε−1 rot v = f . Ïðè ýòîì (rot v)3 = 0. Ïî ëåììå 3.5 v ∈

L(ν)∩J(ν, µ). Êðîìå òîãî, u ∈ Φ(τ, ε), −iµ−1 rot u = g, îòêóäà rot u ∈ L(ν).Ïî ëåììå 4.3 u ∈ K(τ). Òåì ñàìûì (
u

v

)
∈ VN . �Èç ýòîé ëåììû âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü ε, µ � ñêàëÿðíûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿùèå (0.2).Òîãäà ðàçëîæåíèå (5.1) ïðèâîäèò îïåðàòîð Ìàêñâåëëà M.Ïîëîæèì

MD := M|VD , MN := M|VN .
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MD =

(
0 iRD(ν)

−iRD(τ) 0

)
, MN =

(
0 iRN (ν)

−iRN (τ) 0

)
,ãäå

RD(τ) = µ−1 rot, DomRD(τ) = L(τ) ∩ Φ(τ, ε),

RD(ν) = ε−1 rot, DomRD(ν) = K(ν) ∩ Φ(ν, µ),

RN (τ) = µ−1 rot, DomRN (τ) = K(τ) ∩ Φ(τ, ε),

RN (ν) = ε−1 rot, DomRN (ν) = L(ν) ∩ Φ(ν, µ).ßñíî, ÷òî îïåðàòîðû RD(τ) è RD(ν) âçàèìíî ñîïðÿæåíû, è ÷òî îïåðàòî-ðû RN (τ) è RN (ν) âçàèìíî ñîïðÿæåíû. Îòìåòèì, ÷òî ðàçëîæåíèå (5.1)ïðèâîäèò òàêæå îïåðàòîð M2, ïðè ýòîì
M2 = M2

D ⊕M2
N , (5.2)è

λ ∈ σ(M) ⇐⇒ λ2 ∈ σ(M2
D) ∪ σ(M2

N ).�6. Îïåðàòîð M2
DÏî ïîñòðîåíèþ

M2
D =

(
RD(ν)RD(τ) 0

0 RD(τ)RD(ν)

)
. (6.1)Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.4 ÿäðà îïåðàòîðîâ RD(τ) è RD(ν) òðèâèàëüíû, ïî-ýòîìó ïðîèçâåäåíèÿ RD(ν)RD(τ) è RD(τ)RD(ν) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû.Îïåðàòîð M2

D óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îðòîãîíàëüíîé ñóììå äâóõ îïåðà-òîðîâ RD(τ)RD(ν), è
σ(M2

D) = σ(RD(τ)RD(ν)).Äàëåå, ïîëîæèòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð RD(τ)RD(ν) îòâå÷àåòêâàäðàòè÷íîé �îðìå aD â ïðîñòðàíñòâå K(ν, µ),
aD[v] = ‖RD(ν)v‖2L2(Π,ε)

= (ε−1 rot v, rot v)L2(Π),

Dom aD = K(ν) ∩ Φ(ν, µ)

=

{
v =



∂2ψ

−∂1ψ
0


 , ψ ∈ H(τ) : ∂1∂3ψ, ∂2∂3ψ, (∂

2
1 + ∂22)ψ ∈ L2(Π)

}
.



200 Í. Ä. ÔÈËÎÍÎÂ×òîáû óñòàíîâèòü óíèòàðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü îïåðàòîðà RD(τ)RD(ν) èíåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà, ââåäåì âñïîìîãàòåëü-íûé îïåðàòîð
BD :=

√
−∆D, DomBD = W̊ 1

2 (U),ãäå −∆D � îïåðàòîð Ëàïëàñà çàäà÷è Äèðèõëå â L2(U). ßñíî, ÷òî
RanBD = L2(U)è

‖BDϕ‖L2(U) = ‖∇ϕ‖L2(U) ∀ ϕ ∈ W̊ 1
2 (U). (6.2)Ëåììà 6.1. Ïóñòü ψ ∈ H(τ). Òîãäà

(∂21 + ∂22)ψ ∈ L2(Π) ⇐⇒ BDψ ∈ H(τ), (6.3)è â ýòîé ñèòóàöèè
(
ε−1(∂21 + ∂22)ψ, (∂

2
1 + ∂22)ψ

)
L2(Π)

=
(
ε−1∂1(BDψ), ∂1(BDψ)

)
L2(Π)

+
(
ε−1∂2(BDψ), ∂2(BDψ)

)
L2(Π)

.
(6.4)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ψ ∈ H(τ), òî ψ( · , · , x3) ∈ W̊ 1

2 (U) ïðè ïî÷òèâñåõ x3 ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïî÷òè âñåõ x3 ∈ R èìåþò ìåñòî ýêâèâà-ëåíòíîñòè
(∂21+∂

2
2)ψ ∈L2(U) ⇐⇒ ψ∈ DomB2

D ⇐⇒ BDψ ∈ DomBD=W̊ 1
2 (U),îòêóäà âûòåêàåò (6.3), è

‖(∂21 + ∂22)ψ‖L2(U) = ‖BD(BDψ)‖L2(U) = ‖∇(BDψ)‖L2(U)â ñèëó (6.2). Âîçâîäÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â êâàäðàò è èíòåãðèðóÿ ïî x3 ñâåñîì ε−1(x3), ïîëó÷èì (6.4). �Ëåììà 6.2. Ïóñòü ψ ∈ H(τ). Òîãäà
ψ̂ ∈ H(τ) è (BDψ)̂ = BDψ̂.Ýòà ëåììà î÷åâèäíà.Ëåììà 6.3. Ïóñòü ψ ∈ H(τ), ∂1∂3ψ, ∂2∂3ψ ∈ L2(Π). Òîãäà

∂3ψ ∈ H(τ), ∂3(BDψ) ∈ L2(Π), ∂3(BDψ) = BD(∂3ψ).Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ψ̂ �óíêöèè ψ. ßñ-íî, ÷òî
ψ̂ ∈ H(τ) è k∂1ψ̂, k∂2ψ̂ ∈ L2(Π).



ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÌÀÊÑÂÅËËÀ Â ÖÈËÈÍÄ�Å 201Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî kψ̂ ∈ H(τ), ïîýòîìó è ∂3ψ ∈ H(τ). Äàëåå,
k(BDψ̂) ∈ L2(Π) =⇒ ∂3(BDψ) ∈ L2(Π),

(∂3(BDψ))̂= ikBDψ̂ = BD(ikψ̂) = (BD(∂3ψ))̂,îòêóäà ∂3(BDψ) = BD(∂3ψ). �Îáúåäèíÿÿ ëåììû 6.1 è 6.3, ïîëó÷àåì äëÿ �óíêöèè
v =



∂2ψ

−∂1ψ
0


 ∈ Dom aDöåïî÷êó ðàâåíñòâ

aD[v] = (ε−1 rot v, rot v)L2(Π) =

∫

Π

ε−1
(
|∂1∂3ψ|2+ |∂2∂3ψ|2+ |∂21ψ+ ∂22ψ|2

)
dx

=

∫

Π

ε−1
(
|∂3BDψ|2 + |∂1BDψ|2 + |∂2BDψ|2

)
dx =

∫

Π

ε−1 |∇(BDψ)|2 dx.Òåîðåìà 6.4. Îïåðàòîð RD(τ)RD(ν) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí ñàìîñîïðÿ-æåííîìó îïåðàòîðó
AD = −µ−1(div(ε−1∇·))ñ êðàåâûì óñëîâèåì Äèðèõëå â L2(Π, µ).Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð RD(τ)RD(ν) ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íîé�îðìå aD â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå K(ν, µ). Îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿ-þùèé

v =



∂2ψ

−∂1ψ
0


 7→ BDψ, ψ ∈ H(τ),îñóùåñòâëÿåò èçîìîð�èçì K(ν, µ) → L2(Π, µ),

∫

Π

µ
(
|∂1ψ|2 + |∂2ψ|2

)
dx =

∫

Π

µ|BDψ|2dx.Ïðè ýòîì â ñèëó ëåìì 6.1 è 6.3 îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Dom aD ïåðåõîäèò âìíîæåñòâî W̊ 1
2 (Π), è

aD[v] =

∫

Π

ε−1 |∇(BDψ)|2 dx.



202 Í. Ä. ÔÈËÎÍÎÂÒåì ñàìûì RD(τ)RD(ν) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí ñàìîñîïðÿæåííîìó îïåðà-òîðó, îòâå÷àþùåìó êâàäðàòè÷íîé �îðìå∫

Π

ε−1 |∇ϕ|2 dx, ϕ ∈ W̊ 1
2 (Π),â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(Π, µ), òî åñòü îïåðàòîðó AD. ��7. Îïåðàòîð M2

NÈçó÷åíèå îïåðàòîðà M2
N ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî èçó÷åíèþ M2

D. Ïî ïî-ñòðîåíèþ
M2

N =

(
RN (ν)RN (τ) 0

0 RN (τ)RN (ν)

)
. (7.1)Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.4 ÿäðà îïåðàòîðîâ RN (τ) è RN (ν) òðèâèàëüíû, ïîýòîìóïðîèçâåäåíèÿ RN (ν)RN (τ) è RN (τ)RN (ν) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû, è îïå-ðàòîð M2

N óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îðòîãîíàëüíîé ñóììå äâóõ îïåðàòîðîâ
RN (τ)RN (ν),

σ(M2
N ) = σ(RN (τ)RN (ν)).Ïîëîæèòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð RN (τ)RN (ν) îòâå÷àåò êâàä-ðàòè÷íîé �îðìå aN â ïðîñòðàíñòâå K(τ, ε),

aN [u] = ‖RN (ν)u‖2L2(Π,µ)
= (µ−1 rotu, rot u)L2(Π),

Dom aN = K(τ) ∩ Φ(τ, ε)

=

{
u =



∂2ψ

−∂1ψ
0


 , ψ ∈ H(ν) : ∂1∂3ψ, ∂2∂3ψ, (∂

2
1 + ∂22)ψ ∈ L2(Π)

}
.�àññìîòðèì îïåðàòîð Ëàïëàñà çàäà÷è Íåéìàíà −∆N â ãèëüáåðòîâîì ïðî-ñòðàíñòâå {

ϕ ∈ L2(U) :

∫

U

ϕ(x) dx1dx2 = 0

}
,è ïîëîæèì

BN :=
√
−∆N , DomBN =

{
ϕ ∈W 1

2 (U) :

∫

U

ϕ(x) dx1dx2 = 0

}
.ßñíî, ÷òî

RanBN =

{
ϕ ∈ L2(U) :

∫

U

ϕ(x) dx1dx2 = 0

}
, ‖BNϕ‖L2(U) = ‖∇ϕ‖L2(U).Ñëåäóþùèå òðè ëåììû àíàëîãè÷íû ëåììàì 6.1, 6.2, 6.3.



ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÌÀÊÑÂÅËËÀ Â ÖÈËÈÍÄ�Å 203Ëåììà 7.1. Ïóñòü ψ ∈ H(ν). Òîãäà
(∂21 + ∂22)ψ ∈ L2(Π) ⇐⇒ BNψ ∈ H(ν),è

(
µ−1(∂21 + ∂22)ψ, (∂

2
1 + ∂22)ψ

)
L2(Π)

=
(
µ−1∂1(BNψ), ∂1(BNψ)

)
L2(Π)

+
(
µ−1∂2(BNψ), ∂2(BNψ)

)
L2(Π)

.Ëåììà 7.2. Ïóñòü ψ ∈ H(ν). Òîãäà
ψ̂ ∈ H(ν) è (BNψ)̂ = BN ψ̂.Ëåììà 7.3. Ïóñòü ψ ∈ H(ν), ∂1∂3ψ, ∂2∂3ψ ∈ L2(Π). Òîãäà

∂3ψ ∈ H(ν), ∂3(BNψ) ∈ L2(Π), ∂3(BNψ) = BN (∂3ψ).Îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé
u =



∂2ϕ

−∂1ϕ
0


 7→ BNϕ, ϕ ∈ H(ν),îñóùåñòâëÿåò èçîìîð�èçì

K(τ, ε) →
{
w ∈ L2(Π, ε) :

∫

U

w(x) dx1dx2 = 0 ï.â. x3 ∈ R

}
.Ïðè ýòîì ∫

Π

ε
(
|∂1ϕ|2 + |∂2ϕ|2

)
dx =

∫

Π

ε|BNϕ|2dxè
aN [u] =

∫

Π

µ−1
(
|∂1∂3ϕ|2+ |∂2∂3ϕ|2+ |∂21ϕ+ ∂22ϕ|2

)
dx

=

∫

Π

µ−1
(
|∂3BNϕ|2+ |∂1BNϕ|2+ |∂2BNϕ|2

)
dx =

∫

Π

µ−1 |∇(BNϕ)|2 dx.Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 7.4. Îïåðàòîð RN (τ)RN (ν) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí ñàìîñîïðÿ-æåííîìó îïåðàòîðó
AN = −ε−1(div(µ−1∇ · ))ñ êðàåâûì óñëîâèåì Íåéìàíà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (1.1).Èç ðàçëîæåíèÿ (5.2), ñîîòíîøåíèé (6.1), (7.1) è òåîðåì 6.4 è 7.4 âûòåêàåòòåîðåìà 1.3.



204 Í. Ä. ÔÈËÎÍÎÂ�8. Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ñïåêòðàÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû îáñóäèì ñèòóàöèþ, êîãäà êîý��èöèåíòû ε è µ (íåçàâèñÿùèå îò ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåííûõ) ïåðèîäè÷íû âäîëü îñè öèëèíäðà.Öåëü � äîêàçàòü òåîðåìó 1.5.Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé èçâåñòíûé �àêò. Ïóñòü äàí äè�-�åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè. �àññìîò-ðèì åãî ñóæåíèå íà ÿ÷åéêó ïåðèîäîâ ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåçîëüâåíòà êîìïàêòíà âïðîñòðàíñòâå L2 íà ÿ÷åéêå ïåðèîäîâ. Òîãäà â ñïåêòðå èñõîäíîãî îïåðàòîðàñèíãóëÿðíî íåïðåðûâíàÿ êîìïîíåíòà îòñóòñòâóåò (ñì. [10, 6℄ èëè [11℄).Êðîìå òîãî, íàì ïîíàäîáèòñÿÒåîðåìà 8.1. Ïóñòü U ⊂ R
2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ∂U ∈ Lip. Ïóñòü

V � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ â öèëèíäðå Π = U ×R,

V (x1, x2, x3+a) = V (x1, x2, x3) ïî÷òè âåçäå, V ∈ Lr ((0, a), L2(U)) , r>1.Òîãäà ñïåêòðû îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà H = −∆ + V çàäà÷ Äèðèõëå èÍåéìàíà â L2(Π) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû.Ïðèâåäåì òàêæå ðåçóëüòàò ïðî îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà ñ òðåòüèì êðàå-âûì óñëîâèåì.Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü U è V óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïðåäûäóùåé òåî-ðåìû. Ïóñòü σ � âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ íà ãðàíèöå ∂Π, íå çàâèñÿùàÿîò x3, è
σ ∈ Lr(∂U), r > 1.�àññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ �îðìó

h[u] =

∫

Π

(
|∇u(x)|2 + V (x)|u(x)|2

)
dx+

∫

∂Π

σ(x1, x2)|u(x)|2dS(x),

Dom h =W 1
2 (Π).Òîãäà ñïåêòð ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, îòâå÷àþùåãî êâàäðàòè÷íîé�îðìå h, àáñîëþòíî íåïðåðûâåí.Òåîðåìû 8.1 è 8.2 ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå [5, ñì. òåîðåìà 3.3, ñëåäñòâèÿ 3.4è 3.5, è �7.1℄.Ëåììà 8.3. Ïóñòü U⊂R

2 � îäíîñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ∂U ∈Lip.Ïóñòü êîý��èöèåíòû ε è µ � ñêàëÿðíûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñ-ëîâèÿì (0.1), (0.2) è (0.3) ïðè íåêîòîðîì a > 0, è ε, µ ∈ W 2
r,loc(R), r > 1.Òîãäà ñïåêòð îïåðàòîðà AD, îïðåäåëåííîãî â òåîðåìå 1.3, àáñîëþòíî íå-ïðåðûâåí.



ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÌÀÊÑÂÅËËÀ Â ÖÈËÈÍÄ�Å 205Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â ñïåêòðå îïåðàòîðà AD íåòñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ ϕ ∈ W̊ 1
2 (Π) è ÷èñëî λòàêîâû, ÷òî {

− div
(
ε−1∇ϕ

)
= λµϕ,

ϕ|∂Π = 0.
(8.1)Ââåäåì �óíêöèþ f(x) = ε(x3)

−1/2ϕ(x). Òîãäà
∇ϕ
ε

=
∇f
ε1/2

+
ε′(x3)fe3

2ε3/2
,è óðàâíåíèå (8.1) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

−∆f

ε1/2
−

(
ε′

2ε3/2

)′

f = λµε1/2f.Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ f ∈ W̊ 1
2 (Π) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé (îò-âå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó íîëü) îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà â öèëèíäðå ñêðàåâûì óñëîâèåì Äèðèõëå è ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì

V = −ε1/2
(

ε′

2ε3/2

)′

− λµε.Ïðè ýòîì V ∈ Lr,loc(R) â ñèëó óñëîâèÿ ε, µ ∈ W 2
r,loc(R). Ïî òåîðåìå 8.1îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî f ≡ 0 è ϕ ≡ 0. �Ëåììà 8.4. Â óñëîâèÿõ ëåììû 8.3 ñïåêòð îïåðàòîðà AN , îïðåäåëåííîãîâ òåîðåìå 1.3, àáñîëþòíî íåïðåðûâåí.Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ëåììå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî�óíêöèÿ ψ ∈W 1

2 (Π) è ÷èñëî λ òàêîâû, ÷òî
{
− div

(
µ−1∇ψ

)
= λεψ,

∂ψ
∂ν

∣∣∣
∂Π

= 0.
(8.2)Ââåäåì �óíêöèþ g(x) = µ(x3)

−1/2ψ(x). Òîãäà
{
−∆g +Wg = 0,
∂g
∂ν

∣∣∣
∂Π

= 0,ãäå
W = −µ1/2

(
µ′

2µ3/2

)′

− λµε ∈ Lr,loc(R).Ôóíêöèÿ g ∈ W 1
2 (Π) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé îïåðàòîðà Øð¼äèí-ãåðà â öèëèíäðå ñ êðàåâûì óñëîâèåì Íåéìàíà è ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåí-öèàëîì W . Ïî òåîðåìå 8.1 îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî g ≡ 0 è ψ ≡ 0. �



206 Í. Ä. ÔÈËÎÍÎÂÒåïåðü èç ëåìì 8.3 è 8.4 è òåîðåìû 1.3 âûòåêàåò òåîðåìà 1.5.Çàìå÷àíèå 8.5. Â ñëó÷àå �õîðîøåé� ãðàíèöû òåîðåìà 1.5 âûòåêàåò èçðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [7℄. Â ýòîé ðàáîòå ðàññìîòðåí îïåðàòîð Ìàêñâåëëà ñîñêàëÿðíûìè êîý��èöèåíòàìè â öèëèíäðå Π = U ×R. Ïðî ñå÷åíèå U ⊂ R
2ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ýòî � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ C2-ãëàäêîé ãðàíèöåé,èëè ÷òî U îãðàíè÷åíà, âûïóêëà è ãðàíèöà ∂U � êóñî÷íî C2-ãëàäêàÿ. Äî-êàçàíî (ñì. [7, òåîðåìà 1.4 è çàìå÷àíèå 1.9℄), ÷òî àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâ-íîñòü îïåðàòîðà Ìàêñâåëëà âûòåêàåò èç îòñóòñòâèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéâ ñïåêòðå ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà −∆ + V , äåéñòâóþùåãî íà�óíêöèè Φ ∈W 1

2 (Π,C
6) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
Φ(1)
τ

∣∣∣
∂Π

= 0, Φ(2)
ν

∣∣∣
∂Π

= 0,
(
∂νΦ

(1) + (ΣΦ)(1)
)
ν

∣∣∣
∂Π

= 0,
(
∂νΦ

(2) + (ΣΦ)(2)
)
τ

∣∣∣
∂Π

= 0,ãäå Φ(1) = (Φ1,Φ2,Φ3), Φ(2) = (Φ4,Φ5,Φ6),
V =

(
W (ε)− εµλ2I3 −2iλF

2iλF W (µ)− εµλ2I3

)
, λ ∈ R,

Wjk(µ) =
(
(2µ)−1∆µ− (4µ2)−1|∇µ|2

)
δjk + µ−2∂jµ∂kµ− µ−1∂j∂kµ,

F =




0 −∂3(εµ)1/2 ∂2(εµ)
1/2

∂3(εµ)
1/2 0 −∂1(εµ)1/2

−∂2(εµ)1/2 ∂1(εµ)
1/2 0


 ,

Σ =

((
κ(x) + (2ε)−1∂νε

)
I3 0

0 κ(x)Pe⊥
3

− (2µ)−1∂νµI3

)
,

κ(x1, x2, x3) � êðèâèçíà êðèâîé ∂U â òî÷êå (x1, x2), Pe⊥
3

� ïðîåêòîð íàïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíóþ îñè öèëèíäðà. Åñëè ε è µ çàâèñÿò òîëüêî îò x3,òî ∂νε = 0, ∂νµ = 0 è êîý��èöèåíò â êðàåâîì óñëîâèè Σ(x), íàîáîðîò, íåçàâèñèò îò x3. Òåì ñàìûì ýòîò îïåðàòîð ïîïàäàåò ïîä äåéñòâèå òåîðåìû 8.2(â òåîðåìå 8.2 óòâåðæäàåòñÿ îòñóòñòâèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñêàëÿðíîãîîïåðàòîðàØð¼äèíãåðà; äîêàçàòåëüñòâî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ìàòðè÷íîãîîïåðàòîðà Øð¼äèíãåð äîñëîâíî). Ìû ñíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèÿ (1.2) ñïåêòð îïåðàòîðà Ìàêñâåëëà àáñîëþòíî íåïðåðûâåí. Òåîðå-ìà 1.5 áîëåå îáùàÿ, òàê êàê òðåáóåò îò ñå÷åíèÿ U òîëüêî ëèïøèöåâîñòüãðàíèöû.



ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÌÀÊÑÂÅËËÀ Â ÖÈËÈÍÄ�Å 207Çàìå÷àíèå 8.6. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ε è µ � ñêàëÿðíûå �óíêöèè, óäî-âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (0.1), (0.2), (0.3) è, êðîìå òîãî, ÷åòíûå,
ε(−x3) = ε(x3), µ(−x3) = µ(x3).Òîãäà óðàâíåíèÿ (8.1) è (8.2) èìåþò òîëüêî òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óæå ïðè
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