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Èçó÷àåòñÿ áèôóðêàöèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẍ+xp/q = 0, ãäå
p > q > 1 � íå÷¼òíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ, â ÷àñòíîñòè àâòîíîìíûõ,
âîçìóùåíèÿõ, çàâèñÿùèõ îò ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà ε. Ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ
äâèæåíèé âûâîäèòñÿ áèôóðêàöèîííîå óðàâíåíèå, êàæäîìó ïîëîæèòåëüíîìó êîðíþ êîòî-
ðîãî ñîîòâåòñòâóåò èíâàðèàíòíûé äâóìåðíûé òîð (çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ â àâòîíîìíîì
ñëó÷àå), ñòÿãèâàþùèéñÿ â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ïðè ε → 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâ
èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè Êðûëîâà�Áîãîëþáîâà ïðè èññëåäîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî
âðåìåíè âîçìóùåíèé èëè òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè â àâòîíîìíîì ñëó÷àå.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ẍ+ xp/q = X(x, ẋ, t, ε) (1)

ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:
I) p/q � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, p è q � íå÷¼òíûå ÷èñëà, p > q > 1.
II) X(x, y, t, ε) � âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x, y, ε â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè (x, y, ε) = (0, 0, 0), íåïðåðûâíàÿ è ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî t (â ÷àñòíîñòè,
îò t íå çàâèñÿùàÿ), X(0, 0, t, ε) = 0, ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð. Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàçëîæåíèå X
ïî ñòåïåíÿì x, y, ε íå ñîäåðæèò ÷ëåíîâ ïîðÿäêà íèæå, ÷åì p+ 1, åñëè ïåðåìåííîé x ïðèïè-
ñàòü èçìåðåíèå, ðàâíîå q, à ïåðåìåííûì y = ẋ è ε � èçìåðåíèÿ, ðàâíûå (p+ q)/2 è 2(1 + `)q
ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëîå âîçìóùåíèå îñöèëëÿòîðà

ẍ+ xp/q = 0.

Ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî ÷èñëèòåëåé p äðîáè p/q íà êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 4q. Èíà÷å
ãîâîðÿ, ïîëîæèì p = p̃+ 4q`, ãäå ` = 0, 1, 2, . . . , p̃ ∈ [q + 2, . . . , 5q − 2] � íå÷¼òíûå ÷èñëà.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà

4q + 1 6 p̃ 6 5q − 2. (2)

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû àíàëîãè÷íî (ñì. ï. 4).
Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ óðàâíåíèå (1) ïðè

êàæäîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 èìååò íàðÿäó ñ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ x = 0 èíâàðèàíò-
íûé äâóìåðíûé òîð (çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ ïðè àâòîíîìíîì âîçìóùåíèè). Ñëó÷àé q = 1
èññëåäîâàí â ðàáîòå [1].

2. Áèôóðêàöèîííîå óðàâíåíèå. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ X(x, ẋ, t, ε) â âèäå

X = a(t)xn + b(t)xmẋ+ a1(t)εxr + b1(t)εẋ+ c(t)ẋ2 + . . . , (3)

ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ, èìåþùèå áîëüøèé ïîðÿäîê, ÷åì âûïèñàííûå,
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèïèñàííûìè ïåðåìåííûì x, y è ε èçìåðåíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, n, m è
r äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

n >
p+ 1

q
, m >

p− q + 2

2q
, r >

p+ 1

q
− 2(1 + `).
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Èç ëåâîãî íåðàâåíñòâà â (2) âûòåêàåò, ÷òî íàèìåíüøèå èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé n, m è r � ýòî
n = 5 + 4`, m = 2(1 + `), r = 3 + 2`. Îòìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê âåëè÷èíû ẋ2 ðàâåí p+ q > p+ 1.
Ñðàâíèâàÿ ïîðÿäêè âûïèñàííûõ â ðàçëîæåíèè (3) ÷ëåíîâ, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîðÿäêè âåëè÷èí
xn, εxr, ẋ2 ïðåâûøàþò ïîðÿäêè âåëè÷èí xmẋ è εẋ, ðàâíûå 2(1 + `)q + (p+ q)/2.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèþ X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

X = b(t)x2(1+`)ẋ+ b1(t)εẋ+X∗(x, ẋ, t, ε), (4)

ãäå X∗ = o(x2(1+`)qẋ+ εẋ).
Ñëåäóÿ [2], ââåä¼ì â óðàâíåíèå (1) âîñõîäÿùèå èäåéíî ê À.Ì. Ëÿïóíîâó [3] �ïîëÿðíûå

êîîðäèíàòû� r, ϕ ïî ôîðìóëàì

x = rqC(ϕ), ẋ = −r(p+q)/2S(ϕ), r > 0, (5)

ãäå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè C(ϕ), S(ϕ) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

C ′ = −S, S′ = Cp/q, C(0) = 1, S(0) = 0.

Îáîçíà÷èì ïåðèîä ôóíêöèé C è S ÷åðåç Ω. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (p+ q)S2 + 2qC1+p/q = 2q,
ïîëó÷àåì ñèñòåìó

ṙ = −q−1r1−(p+q)/2SX(rqC(ϕ),−r(p+q)/2S, t, ε) = R(r, ϕ, t, ε),

ϕ̇ = r(p−q)/2 − r−(p+q)/2CX(rqC(ϕ),−r(p+q)/2S, t, ε) = r(p−q)/2 + Φ(r, ϕ, t, ε). (6)

Èç ñîîòíîøåíèé (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî

R = d(ϕ)b(t)r2(1+`)q+1 + εd1(ϕ)b1(t)r +R∗,

ãäå ïîðÿäîê îñòàòêà R∗ ïðåâûøàåò ïîðÿäîê âûïèñàííûõ ÷ëåíîâ, ïîðÿäîê ôóíêöèè Φ íà
åäèíèöó ìåíüøå ïîðÿäêà ôóíêöèè R, d(ϕ) = −q−1C2(1+`)qS2, d1(ϕ) = −q−1S2. Çäåñü è â
äàëüíåéøåì ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííûõ ϕ, t, � ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäàìè Ω è ω
ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò çàìåíà

r = ρ+ f(ϕ)ρ2(1+`)q+1−(p−q)/2 + F (ϕ, t)ρ2(1+`)q+1 + εf1(ϕ)ρ1−(p−q)/2 + εF1(ϕ, t)ρ, ρ > 0, (7)

ïðèâîäÿùàÿ ñèñòåìó (6) ê âèäó

ρ̇ = gρ2(1+`)q+1 + εg1ρ+ P (ρ, ϕ, t, ε), ϕ̇ = ρ(p−q)/2 + Ψ(ρ, ϕ, t, ε), (8)

ãäå g = db, g1 = d1b1, ôóíêöèÿ P èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è îñòàòîê R∗, ïðàâàÿ ÷àñòü
âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8) ïîëó÷àåòñÿ èç ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6)
ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè (7). (Çäåñü è äàëåå ÷åðòà îáîçíà÷àåò ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèðóÿ çàìåíó (7) ïî t ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ (6) è (8) è ïðèðàâ-
íèâàÿ ÷ëåíû íàèíèçøåãî èçìåðåíèÿ, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

d(ϕ)b(t)ρ2(1+`)q+1 + εd1(ϕ)b1(t)ρ = gρ2(1+`)q+1 + g1ερ+ f ′(ϕ)ρ2(1+`)q+1 +

+ εf ′1(ϕ)ρ+ Ḟ (ϕ, t)ρ2(1+`)q+1 + Ḟ1(ϕ, t)ερ. (9)

Ïîëîæèì g = db, g1 = d1b1. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

d(ϕ)b(t) = db+ b(d− d) + d(b− b)

(àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ôóíêöèè d1).
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

f ′ = b(d− d), Ḟ = d(b− b), f ′1 = b1(d1 − d1), Ḟ1 = d1(b1 − b1),

êîòîðûå îïðåäåëÿþò ôóíêöèè f, F, f1, Ḟ1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f = b

∫
(d− d) dϕ, F = d(ϕ)

∫
(b− b) dt, f1 = b1

∫
(d1 − d1) dϕ, F1 = d1(ϕ)

∫
(b1 − b1) dt.

Ýòè ôóíêöèè îáðàùàþò ðàâåíñòâî (9) â òîæäåñòâî. Ëåììà äîêàçàíà.
Óðàâíåíèå

gρ2(1+`)q + εg1 = 0

íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîííûì óðàâíåíèåì. Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî êàæäîìó ïîëîæèòåëüíîìó êîð-
íþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò, åñëè ε äîñòàòî÷íî ìàë�î, èíâàðèàíòíûé äâóìåðíûé òîð
(çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ, åñëè âîçìóùåíèå àâòîíîìíî).

3. Áèôóðêàöèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïóñòü

gg1 < 0. (10)

Ïóñòü ρ = ε1/(2γ)α > 0 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü áèôóðêàöèîííîãî óðàâíåíèÿ, ãäå γ = (1+`)q,

α = (−g1/g)1/(2γ).

Âûïîëíèì çàìåíó ρ = ε1/(2γ)(α+ z). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó

ż = εMz + εZ(z, ϕ, t, ε), ϕ̇ = ε(p−q)/(4γ)α(p−q)/2 + Γ(z, ϕ, t, ε), (11)

ãäå M = −2γg1 6= 0, Z = O(ε1/(2γ) + z2), Γ = O(ε+ ε(p−q)/(4γ)z) ïðè z → 0, ε→ 0.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì àâòîíîìíûé ñëó÷àé. Ïóñòü β = 1− (p− q)/(4γ). Â ñèëó óñëîâèÿ (2)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî β > 1/(2γ) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ̇ = ε(p−q)/(4γ)α(p−q)/2(1 + o(1))

ïðè z → 0, ε→ 0. Èñêëþ÷èâ t â ñèñòåìå (11), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dz

dϕ
= εβM1z + εβZ1(z, ϕ, ε), (12)

ãäå M1 6= 0, Z1 = O(ε1/(2γ) + z2). Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå z0 ïðè ϕ = 0 ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
z(ϕ, z0, ε) ñ ïåðèîäîì Ω îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

z0(1− eεβM1Ω) = εβ
Ω∫

0

eε
βM1(Ω−ϕ)Z1(z(ϕ, z0, ε), ϕ, ε) dϕ.

Ñîêðàùàÿ íà εβ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, ê êîòîðîìó ïðèìåíèìà òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè â
îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0, ε = 0. Ïóñòü z0(ε), 0 6 ε < ε∗, � íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ
ýòèì óðàâíåíèåì. Ïîëîæèì z(ϕ, ε) = z(ϕ, z0(ε), ε). Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (10), òî ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 àâòî-
íîìíîå óðàâíåíèå (1) èìååò íàðÿäó ñ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ x = 0 çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ

ñ àìïëèòóäîé ïîðÿäêà ε1/(2q+2`q), îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì ρ = ε1/(2q+2`q)(α+ z(ϕ, ε)) ñ ïî-
ìîùüþ ïîäñòàíîâîê (7) è (5).

Âîçâðàùàÿñü ê ñëó÷àþ ïåðèîäè÷åñêîãî ïî t âîçìóùåíèÿ, ðàññìîòðèì ñèñòåìó (11). Ñâå-
äåíèå ê óðàâíåíèþ (12) â ýòîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî. Îäíàêî ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ èíòå-
ãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (â íàøåì ñëó÷àå èíâàðèàíòíîãî òîðà) óêëàäûâàåòñÿ â ðàìêè òåîðèè
Êðûëîâà�Áîãîëþáîâà.
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû (11) óäîáíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4]. Ñèñòåìà (11)
óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ëåììû 2.1 èç [4], óñòàíàâëèâàþùåé ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíò-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïåðèîäè÷åñêîãî ïî t è ϕ, çà èñêëþ÷åíèåì óñëîâèÿ, ÷òî Γ = o(ε) ïðè
z = 0.

×òîáû äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ, âûäåëèì èç ôóíêöèè Γ ëèíåéíûé ïî ε ÷ëåí
T (ϕ, t)ε. Òîãäà

Γ(z, ϕ, t, ε) = T (ϕ, t)ε+ Θ(z, ϕ, t, ε),

ãäå Θ = O(ε1+1/(2γ), ε(p−q)/(4γ)z). Îñòàëîñü îñðåäíèòü ìíîæèòåëü T (ϕ, t).
Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò çàìåíà

ϕ = θ + ε1−(p−q)/(4γ)σ(θ) + εΣ(θ, t), (13)

ïðèâîäÿùàÿ ñèñòåìó (11) ê âèäó

ż = εMz + εZ1(z, θ, t, ε), θ̇ = ε(p−q)/(4γ)α(p−q)/2 + Tε+ Θ1(z, θ, t, ε), (14)

ãäå Θ1(0, θ, t, ε) = O(ε1+1/(2γ)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì çàìåíó (13) ïî t ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ (11) è (14).

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ε, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

T (θ, t)− T =
dσ

dθ
α(p−q)/2 +

∂Σ

∂t
. (15)

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ T â âèäå T = T + T̂ (θ) + T̃ (θ, t), ãäå T̂ ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ
ôóíêöèè T (θ, t)− T ïî t. Ïîëàãàÿ

α(p−q)/2σ =

∫
T̂ (ϑ) dθ, Σ =

∫
T̃ (θ, t) dt,

ïîñòðîèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15), à çíà÷èò, è òðåáóåìóþ çàìåíó (13). Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (10), òî ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 óðàâ-

íåíèå (1) èìååò èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå (äâóìåðíûé òîð), îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì ρ =

= ε1/(2q+2`q)(α+ z(θ, t, ε)) ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâîê (13), (7) è (5).

4. Áèôóðêàöèîííîå óðàâíåíèå â îáùåì ñëó÷àå.Îòêàæåìñÿ îò óñëîâèÿ (2). Èñïîëüçóÿ
ëåììó èç ðàáîòû [2] è ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1 íàñòîÿùåé ðàáîòû,
äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Ñóùåñòâóåò çàìåíà

r = ρ+ h(ρ, ϕ, t) + εf1(ϕ)ρ1−(p−q)/2 + εF1(ϕ, t),

ïðèâîäÿùàÿ ñèñòåìó (6) ê âèäó

ρ̇ = gρ2µ+1 + εg1ρ+ P (ρ, ϕ, t, ε), ϕ̇ = ρ(p−q)/2 + Ψ(ρ, ϕ, t, ε),

ãäå ïî-ïðåæíåìó g1 = d1b1, à g 6= 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðè ýòîì, åñëè b 6= 0, òî
µ 6 γ = (1 + `)q.

Íàïðèìåð, åñëè p = 5, q = 3, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî µ = 2, γ = 3 [2].
Îòëè÷èå îáùåãî ñëó÷àÿ îò ðàññìîòðåííîãî âûøå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ g ïîäëåæèò

âû÷èñëåíèþ, à íå îïðåäåëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî ôóíêöèè X.
Áèôóðêàöèîííîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

gρ2µ + εg1 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îïðåäåëåíèè ïîðÿäêîâ ìàëîñòè ìû äîëæíû ìàëîìó ïàðàìåòðó ïðèïèñû-
âàòü èçìåðåíèå 2µ, à íå 2γ. Îñòàëüíûå ðàññóæäåíèÿ ñîõðàíÿþò ñèëó ïðè çàìåíå γ íà µ.
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî gg1 < 0, òî â óðàâíåíèè (1) èìååò ìåñòî áè-
ôóðêàöèÿ ðîæäåíèÿ èíâàðèàíòíîãî òîðà ïðè ïðîõîæäåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà ÷åðåç íóëåâîå
çíà÷åíèå.
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