
ÓÄÊ 519.22

Ê ÈÑÒÎÐÈÈ ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÎÉ ØÊÎËÛ ÒÅÎÐÈÈ
ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÈ. IV

Õàðàêòåðèçàöèÿ ðàñïðåäåëåíèé è ïðåäåëüíûå òåîðåìû â
ñòàòèñòèêå

À. Þ. Çàéöåâ1,2, À. Ì. Êàãàí3, ß. Þ. Íèêèòèí1

1Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ, 199034, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá., 7�9

2Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîå îòäåëåíèå Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÐÀÍ

Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ, 191023, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, íàá. Ôîíòàíêè, 27

3Ìýðèëåíäñêèé óíèâåðñèòåò, ÑØÀ, 20742, Ìýðèëåíä, Êîëëåäæ-Ïàðê

E-mail: zaitsev@pdmi.ras.ru, amk@math.umd.edu, y.nikitin@spbu.ru

×åòâåðòàÿ ñòàòüÿ èç ñåðèè îáçîðîâ, ïîñâÿùåííûõ íàó÷íûì äîñòèæåíèÿì

Ëåíèíãðàäñêîé�Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé øêîëû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé

ñòàòèñòèêè â ïåðèîä ñ 1947 ïî 2017 ã. Îíà ïîñâÿùåíà õàðàêòåðèçàöèè ðàñïðåäå-
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1 Õàðàêòåðèçàöèîííûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòè-

ñòèêè

Õàðàêòåðèçàöèîííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ðàçäåëîì àíàëèòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ìîãóò
áûòü îïèñàíû êàê ïðèëîæåíèå ïðîäâèíóòûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ê àíàëèçó ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Òèïè÷íàÿ õàðàêòåðèçàöèîííàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ñâîé-
ñòâî ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîöåäóðû õàðàêòåðèçóåò îïðåäåëåííóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü
èëè öåëûé êëàññ ìîäåëåé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè, ïîëó÷åííûå øêîëîé
Þ. Â. Ëèííèêà. Íå áóäåò ïðåóâåëè÷åíèåì ñêàçàòü, ÷òî ýòà øêîëà îïðåäåëèëà óðîâåíü
èññëåäîâàíèé â ýòîì ðàçäåëå ñòàòèñòèêè â ÑÑÑÐ è ìíîãèõ äðóãèõ ñòðàíàõ. Â èñòîðèè
ìàòåìàòèêè ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî îäíà èç ïåðâûõ ðàáîò â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè,
ïðèíàäëåæàùàÿ Ñ. Í. Áåðíøòåéíó [4], áûëà âûïîëíåíà â Ëåíèíãðàäå (íåçàâèñèìî îò
ðàáîòû Êàöà [5]). Ìû íà÷íåì îáçîð ñ êëàññè÷åñêîãî îáîáùåíèÿ òåîðåìû Áåðíøòåéíà�
Êàöà.

1.1 Íåçàâèñèìîñòü ëèíåéíûõ ôîðì îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí

Â íà÷àëå 50-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà Þ. Â. Ëèííèê ïðåäëîæèë ñâîåìó àñïèðàíòó
Â. Ï. Ñêèòîâè÷ó èññëåäîâàòü óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè n ëèíåéíûõ ôîðì

Li = ai1X1 + · · ·+ ainXn, i = 1, . . . , n,

îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . . , Xn. Îæèäàëîñü, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòà-
òîì Áåðíøòåéíà�Êàöà, ÷òî ïðè ðàçóìíûõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû ëèíåéíûõ ôîðì,
èõ âçàèìíàÿ íåçàâèñèìîñòü ïîâëå÷åò çà ñîáîé íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ãàóññîâîñòü)
èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ðåçóëüòàò Ñêèòîâè÷à [6, 7] (ïîëó÷åííûé íåçàâèñèìî òàêæå Äàðìóà [8]) îêàçàëñÿ
áîëüøîé íåîæèäàííîñòüþ.

Òåîðåìà 1. Íåçàâèñèìîñòü äâóõ ëèíåéíûõ ôîðì L1 = a1X1+ · · ·+anXn, L2 = b1X1+
· · ·+bnXn îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . . , Xn âëå÷åò çà ñîáîé ãàóññîâîñòü

òåõ Xi, äëÿ êîòîðûõ aibi ̸= 0.

Ìíîãîìåðíûé âàðèàíò òåîðåìû Ñêèòîâè÷à�Äàðìóà áûë ïîëó÷åí â [7].
Íåçàâèñèìîñòü ëèíåéíûõ ôîðì îò ñ÷åòíîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

èçó÷àëñÿ Ë. Â. Ìàìàé [9], ðåçóëüòàò êîòîðîé áûë óñèëåí Ðàìà÷àíäðàíîì [10]. Íåäàâíî
È. À. Èáðàãèìîâ [11] ïîëó÷èë áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à ðÿäû â ëèíåéíûõ

ôîðìàõ L1 =
∑∞

1 aiXi è L2 =
∑∞

1 biXi ñõîäÿòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Åñëè êîýôôèöè-

åíòû ai, bi òàêîâû, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ai/bi, i = 1, 2, . . .} è
{bi/ai, i = 1, 2, . . .} îãðàíè÷åíà, òî íåçàâèñèìîñòü L1 è L2 âëå÷åò çà ñîáîé ãàóññîâîñòü

âñåõ Xi.

Êîìáèíèðóÿ âîïðîñ Ëèííèêà î íåçàâèñèìîñòè íåñêîëüêèõ ëèíåéíûõ ôîðì ñ òåîðå-
ìîé Ñêèòîâè÷à�Äàðìóà, Êàãàí èçó÷èë â [12] àíàëèòè÷åñêîå îáîáùåíèå óñëîâèÿ íåçà-
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âèñèìîñòè. Åñëè ñîâìåñòíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(t1, . . . , tm) äëÿ m ≥ 2 ëè-
íåéíûõ ôîðì îò n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . . , Xn ôàêòîðèçóåòñÿ â âèäå

f(t1, . . . , tm) =
∏

j1,...,jk

hj1,...,jk(tj1 , . . . , tjk)

ïðè k < m, òî âñå Xi, îòâå÷àþùèå íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòàì ïî êðàéíåé ìåðå â k + 1
ôîðìå, èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òåîðåìà Ñêèòîâè÷à�Äàðìóà ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðè m = 2.

Îáîáùåíèå òåîðåìû Ñêèòîâè÷à�Äàðìóà íà ôóíêöèè îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ, ñîäåðæèòñÿ â [13, ãë. 3].
Ëèííèê [14] èñïîëüçîâàë òåîðåìó Ñêèòîâè÷à�Äàðìóà äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàêîíà Ìàêñâåëëà
ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé ìîëåêóë â ãàçå ïðè áîëåå ñëàáûõ óñëîâèÿõ, ÷åì ïðèíÿòî â
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå.

Èññëåäîâàòåëè õàðüêîâñêîé øêîëû ïîëó÷èëè âàðèàíòû òåîðåìû Ñêèòîâè÷à�Äàð-
ìóà äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ ñî çíà÷åíèÿìè â ãðóïïàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì.

1.2 Íåçàâèñèìîñòü íåëèíåéíûõ ôóíêöèé îò íåçàâèñèìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí

Äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ãàóññîâîñòè ïîñðåäñòâîì íåçàâèñèìîñòè âàæíà ëèíåéíîñòü ôîð-
ìû. Â ðàáîòå Êàãàíà, Ëàãè è Ðîõàòãè [15] ïîñòðîåí ïðèìåð íåçàâèñèìûõ, íî íåãàóññîâ-
ñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, äëÿ êîòîðûõ X1 +X2 è |X1 −X2| íåçàâèñèìû.

Îäíàêî íåçàâèñèìîñòü íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ íåëèíåéíûõ ñòàòèñòèê òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì ñâîéñòâîì íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïóñòü X1, . . . , Xn,
n ≥ 2, � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

X̄ = (X1 + · · ·+Xn)/n, s2 =

n∑
1

(Xi − X̄)2/(n− 1).

Ëóêà÷ äîêàçàë â [16], ÷òî åñëè EX2
1 < ∞, òî íåçàâèñèìîñòü X̄ è s2 ñïðàâåäëèâà ëèøü åñ-

ëè Xi èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ñóùíîñòè, îí óñòàíîâèë, ÷òî ïðè ñîõðàíåíèè
óñëîâèÿ EX2

1 < ∞ íåçàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü çàìåíåíà äàæå áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì
E (s2|X̄) = c, ãäå c = Es2.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò óñëîâèÿ EX2
1 < ∞, ïîòðåáîâàëñÿ äåòàëüíûé àíàëèç

ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ öåëîé ôóíêöèè E exp(itX1−X2
1 ). Îí áûë îñóùåñòâëåí

Êàâàòîé è Ñàêàìîòî [17] â ßïîíèè è íåçàâèñèìî Çèíãåðîì â [18].
Â ñåðèè ðàáîò Çèíãåðà [19, 20, 21], à òàêæå Çèíãåðà è Ëèííèêà [22, 23] áûë èçó÷åí ôå-

íîìåí íåçàâèñèìîñòè ïîëèíîìèàëüíûõ è êâàçèïîëèíîìèàëüíûõ ñòàòèñòèê îò íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñòàòèñòèêà S(X1, . . . , Xn) íàçûâàåòñÿ êâàçèïîëèíîìèàëüíîé,
åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ è íåîòðèöàòåëüíûå ïîëèíîìû r(x1, . . . , xn) è
R(x1, . . . , xn), òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ x1, . . . , xn âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

r(x1, . . . , xn) ≤ φ(S(x1, . . . , xn)) ≤ R(x1, . . . , xn).

Çèíãåð ïîêàçàë, ÷òî ïðè ñëàáûõ óñëîâèÿõ íà êâàçèïîëèíîìû S1 è S2 èõ íåçàâèñèìîñòü
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì îöåíêàì õâîñòîâ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Fi(x) ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí Xi:

1− Fi(−x) + Fi(x) = O(exp(−xa)), i = 1, . . . , n,
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äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû a > 0 è âñåõ x > 0.
Â ÷àñòíîñòè, âñå ìîìåíòû ó Xi êîíå÷íû. Åñëè îäèí èç êâàçèïîëèíîìîâ ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé ôîðìîé ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè Xi

ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè îòñóò-
ñòâèÿ íóëåé ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè Xi îêàçûâàåòñÿ, ÷òî Xi èìåþò íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå.

Ýòà òåõíèêà îêàçàëàñü ýôôåêòèâíîé òàêæå ïðè çàìåíå êâàçèïîëèíîìîâ íà ëèíåéíûå
ôîðìû ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïóñòü

L1 = u1X1 + · · ·+ · · ·+ unXn, L2 = v1X1 + · · ·+ vnXn,

ãäå X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû, à ñëó÷àéíûé âåêòîð (u1, . . . , vn) íå çàâèñèò îò X1, . . . , Xn.
Â ðàáîòå Çèíãåðà è Ëèííèêà [24] áûëî ïîêàçàíî (ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà êîýô-

ôèöèåíòû, îáåñïå÷èâàþùèå èõ îãðàíè÷åííîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1), ÷òî íåçàâèñèìîñòü
L1 è L2 âëå÷åò çà ñîáîé óñëîâèå E |Xi|m < ∞ äëÿ âñåõ m > 0. Åñëè äîïîëíèòåëüíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû îäíîé èç ôîðì íåíóëåâûå êîíñòàíòû, òî îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè Xi � öåëûå ôóíêöèè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Åñëè X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è åñëè îäèí èç êâàçèïîëè-
íîìîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì P (x1, . . . , xn), òî óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåçà-
âèñèìîñòü P (X1, . . . , Xn) è ñóììû X1 + · · · +Xn, ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ. Îíè âûïîëíåíû
äëÿ òðåòüåãî öåíòðàëüíîãî âûáîðî÷íîãî ìîìåíòà m3 = n−1

∑n
1 (Xi − X̄)3 ïðè n ≥ 3,

äëÿ ÷åòâåðòîãî öåíòðàëüíîãî âûáîðî÷íîãî ìîìåíòà m4 ïðè n ≥ 4, à äëÿ m5 ïðè n ≥ 5.
Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìîñòü âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî è òðåòüåãî (à òàêæå ÷åòâåðòîãî

è ïÿòîãî) öåíòðàëüíîãî âûáîðî÷íîãî ìîìåíòà ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì
íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi.

Åñëè X1, . . . , Xn íå ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òî èç íåçàâèñèìîñòè ïàðû ôîðì
L1, L2 ìîæíî èçâëå÷ü íåìíîãîå. Èñêëþ÷åíèåì ñëóæèò ñëåäóþùèé âïå÷àòëÿþùèé ðå-
çóëüòàò, ïðèíàäëåæàùèé À. Ì. Âåðøèêó [25]. Ïóñòü ìàòðèöà êîâàðèàöèé ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà X = (X1, . . . , Xn) ïðè óñëîâèè E |X|2 < ∞ èìååò ðàíã ≥ 2 (÷òîáû èñêëþ÷èòü
ñëó÷àé âåêòîðîâ âèäà (aX, bX) äëÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X).

Òåîðåìà 3. Íåêîððåëèðîâàííîñòü ëþáîé ïàðû ëèíåéíûõ ôîðì L1 = a1X1+ · · ·+anXn,

L2 = b1X1+ · · ·+bnXn âëå÷åò çà ñîáîé èõ íåçàâèñèìîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âåêòîð X èìååò ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

1.3 Ïîñòîÿíñòâî ðåãðåññèè

Åñëè ïðåäïîëîæèòü óñëîâèå E |Xi| < ∞, òî åñòåñòâåííûì îñëàáëåíèåì ñâîéñòâà íåçà-
âèñèìîñòè ëèíåéíûõ ôîðì L1 = a1X1 + · · ·+ anXn è L2 = b1X1 + · · ·+ bnXn ÿâëÿåòñÿ
ïîñòîÿíñòâî ðåãðåññèè

E (L1|L2) = const.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, èçâåñòíûé êàê ÊËÐ-òåîðåìà [26], ñòèìóëèðîâàë èçó÷åíèå ñâîé-
ñòâà ïîñòîÿíñòâà ðåãðåññèè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü X1, . . . , Xn, n ≥ 3, � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû ñ E |Xi| < ∞. Ñîîòíîøåíèå

E (X̄ |X1 − X̄, . . . ,Xn − X̄) = const
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ñïðàâåäëèâî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå Xi èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå.

Ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ, ñì. [13, ãë. 5]. Îäíî èç
ýëåãàíòíûõ îáîáùåíèé âûãëÿäèò òàê. Ïóñòü Li = ai1X1+ · · ·+ainXn, i = 1, . . . , n, ÿâëÿ-
þòñÿ n ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ôîðìàìè îò n íåçàâèñèìûõ (íî íåîáÿçàòåëüíî îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . . , Xn. Åñëè a11 · · · a1n ̸= 0, òî ñîîòíîøåíèå

E (L1|L2, . . . , Ln) = const

âëå÷åò çà ñîáîé ãàóññîâîñòü Xi.
Îáðàòèìñÿ ê êâàäðàòè÷íûì ïîëèíîìàì. ÏóñòüX1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðûõ E |X1|2 < ∞. Åñëè ïîëèíîì

Q(X1, . . . , Xn) =
∑
j,k

ajkXjXk +
∑
j

bjXj

òàêîâ, ÷òî
∑

j ajj ̸= 0,
∑

j,k ajk = 0,
∑

j bj = 0, òî óñëîâèå E (Q|X1 + · · · +Xn) = const
âëå÷åò çà ñîáîé ãàóññîâîñòü Xi.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (íåîáÿçàòåëüíî íåçàâèñèìûõ) X1, . . . , Xn ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé
àíàëîã òåîðåìû 3 (Âåðøèê [25]) ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ íà âåêòîð X = (X1, . . . , Xn).

Òåîðåìà 5. Íåêîððåëèðîâàííîñòü ëèíåéíûõ ôîðì L1 = a1X1+· · ·+anXn, L2 = b1X1+
· · · + bnXn âëå÷åò çà ñîáîé óñëîâèå E (L1|L2) = const, åñëè è òîëüêî åñëè âåêòîð X
èìååò ìíîãîìåðíîå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå.

1.4 Ðàâíîðàñïðåäåëåííîñòü ëèíåéíûõ ôîðì

Ïåðâûé äîñòàòî÷íî îáùèé ðåçóëüòàò î ðàâíîðàñïðåäåëåííîñòè ëèíåéíûõ ôîðì îò íåçà-
âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðèíàäëåæèò Ìàðöèíêåâè÷ó [27]. Åñëè X1, . . . , Xn � íåçà-
âèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ E |X1|m < ∞ ïðè âñåõ
m = 1, 2, . . ., à ëèíåéíûå ôîðìû

L1 = a1X1 + · · ·+ anXn, L2 = b1X1 + · · ·+ bnXn

ñ óñëîâèåì max{|a1|, . . . , |an|} ̸= max{|b1|, . . . , |bn|} îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî Xi èìå-
þò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé áûë ðàññìîòðåí ðàíåå Ïîéà [28], êîòîðûé äîêàçàë, ÷òî åñ-
ëè X1, X2 íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî ðàâíîðàñïðåäåëåííîñòü X1 è
(X1+X2)/

√
2 ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí X1.
Èçó÷åíèå ôåíîìåíà ðàâíîðàñïðåäåëåííîñòè áåç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âñåõ ìîìåí-

òîâ ïîòðåáîâàëî èçîùðåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ðàçâèòûõ â ðàáîòàõ Ëèííèêà
[29, 30], â êîòîðûõ áûëà ïðîÿñíåíà ðîëü ìîìåíòíûõ óñëîâèé â õàðàêòåðèçàöèè íîð-
ìàëüíîñòè. Áëèçêèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Êàãàíîì [31].

1.5 Äîïóñòèìîñòü è îïòèìàëüíîñòü îöåíîê

Èçâåñòíî, ÷òî â ñõåìå ïðÿìûõ èçìåðåíèé ïàðàìåòðà θ

Xi = θ + εi, i = 1, . . . , n,
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ãäå îøèáêè èçìåðåíèé εi íåçàâèñèìû è îäíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, ïðè÷åì E εi = 0,
D(εi) = σ2 < ∞, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X̄ èìååò íàèìåíüøóþ äèñïåðñèþ â êëàññå ëè-
íåéíûõ íåñìåùåííûõ îöåíîê θ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F îøèáîê εi. Åñëè
æå F � ãàóññîâñêàÿ, òî X̄ îáëàäàåò ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé â êëàññå âñåõ íåñìåùåí-
íûõ îöåíîê θ. Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Ðàî�Êðàìåðà, ïðè ñëàáûõ
óñëîâèÿõ íà F . Èç ÊËÐ-òåîðåìû (ñì. §1.3 âûøå) âûòåêàåò, ÷òî áåç êàêèõ-ëèáî óñëîâèé
íà F âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X̄ ìèíèìèçèðóåò äèñïåðñèþ â êëàññå ýêâèâàðèàíòíûõ îöå-
íîê ïàðàìåòðà, è ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ ãàóññîâñêîé F . Äëÿ
ëèíåéíûõ îöåíîê íåñìåùåííîñòü ýêâèâàëåíòíà ýêâèâàðèàíòíîñòè.

Îïèðàÿñü íà äâà ýòèõ êðàéíèõ óòâåðæäåíèÿ, Ëèííèê ïðåäïîëîæèë, ÷òî ñóùåñòâóåò
ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëàññîâ îöåíîê C1 ⊂ C2 ⊂ . . . è äâîéñòâåííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü êëàññîâ ðàñïðåäåëåíèé F1 ⊃ F2 ⊃ . . ., òàêàÿ ÷òî X̄ îáëàäàåò ìèíèìàëüíîé
äèñïåðñèåé â Ck â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F îøèáêè
εi ïðèíàäëåæèò Fk.

Êëàññ C1 ñîñòîèò èç âñåõ ëèíåéíûõ íåñìåùåííûõ îöåíîê, à F1 � èç âñåõ ðàñïðåäå-
ëåíèé ñ êîíå÷íûìè âòîðûìè ìîìåíòàìè. Â òî æå âðåìÿ lim Ck =

∪∞
1 Ck = C∞ ñîäåðæèò

"ïî÷òè âñå" íåñìåùåííûå îöåíêè, à limFk =
∩∞

1 Fk = F∞ ñîñòîèò òîëüêî èç íîðìàëü-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ïðîãðàììà Ëèííèêà áûëà ðåàëèçîâàíà Êàãàíîì â [32]. Â ýòîé ðàáîòå Ck áûë êëàññîì
îöåíîê âèäà x̄+Q(x1 − x̄, . . . , xn − x̄), ãäå Q(y1, . . . , yn) � ïîëèíîì ñòåïåíè k. Êëàññ Fk

ñîñòîÿë èç òàêèõ F ñ
∫
x2k dF (x) < ∞, ÷òî ïåðâûå k + 1 ìîìåíòîâ F ñîâïàäàëè ñ ñîîò-

âåòñòâóþùèìè ìîìåíòàìè ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ëþáîãî F ∈ Fk íàèëó÷øàÿ
îöåíêà â Ck � ýòî òà, êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü îöåíêîé Ëèííèêà�Ïèòìåíà, à èìåííî
x̄− Êk(x̄|x1 − x̄, . . . , xn − x̄), ãäå Êk åñòü ïðîåêöèÿ â ïðîñòðàíñòâå L

2(x1 − x̄, . . . , xn − x̄)
íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè k.

Ðàñøèðåíèå ïðîãðàììû Ëèííèêà íà ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé, çàâèñÿùèå îò ïðî-
èçâîëüíîãî (íåîáÿçàòåëüíî ñäâèãîâîãî) ïàðàìåòðà, áûëî îñóùåñòâëåíî Êàãàíîì â [33].
Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ñîâîêóïíîñòè ñ ïëîòíîñòüþ p(x; θ). Îáîçíà÷èì EX =
µ(θ), D(X) = σ2(θ), è ïóñòü ôèøåðîâñêèé èíôîðìàíò J(x; θ) = ∂ ln p(x; θ)/∂θ ïðèíàä-
ëåæèò L2

θ(X).
Îöåíêà ìåòîäà ìîìåíòîâ äëÿ θ, ïîëó÷àåìàÿ èç óðàâíåíèÿ X̄ = µ(θ), èñïîëüçóåò

ëèøü ìèíèìàëüíóþ èíôîðìàöèþ î ìîäåëè è íàáëþäåíèÿõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îöåíêà
ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ, êîòîðóþ íàõîäÿò èç óðàâíåíèÿ

∑n
1 J(Xi; θ) = 0, èñïîëüçóåò

ìàêñèìóì èíôîðìàöèè î ìîäåëè è äàííûõ.
Çàìåòèì, ÷òî íàèëó÷øàÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ

J(X; θ) â ïðîñòðàíñòâå L2
θ(X) � ýòî îöåíêà (X − µ(θ))/σ2(θ), òîãäà êàê íàèëó÷øèé

àïïðîêñèìèðóþùèé ïîëèíîì ñòåïåíè k åñòü Jk(X; θ) = Êθ(J(X; θ)|Mk), ãäå Mk =
span(1, X, . . . ,Xk), â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî EX2k < ∞.

Áîëåå èëè ìåíåå ïðÿìûì àíàëîãîì ââåäåííîãî âûøå êëàññà Ck ÿâëÿåòñÿ êëàññ C̃k
îöåíîê, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè

∑n
1 Q(Xi; θ) = 0, ãäå Q(x; θ) � ïîëèíîìû îò X ñòå-

ïåíè k ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò θ. Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øàÿ ïðè n → ∞
îöåíêà, àíàëîã îöåíêè Ëèííèêà�Ïèòìåíà, èìååò âèä

∑n
1 Jk(Xi; θ) = 0 è ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëèíîìèàëüíûì àíàëîãîì îöåíêè ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ.
Îöåíêà ìåòîäà ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé â íàèìåíüøåì êëàññå C̃1, òîãäà êàê

îöåíêà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ � íàèëó÷øàÿ â ñàìîì øèðîêîì êëàññå
∪∞

1 C̃k, åñëè
òîëüêî âñå ìîìåíòû X ñóùåñòâóþò.

Ðÿä õàðàêòåðèçàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà îöåíêè
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ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) â ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ìîäåëè

X = Aθ + ε,

ãäå A � èçâåñòíàÿ n×m ìàòðèöà ïëàíà, θ � m-ìåðíûé ïàðàìåòð, ïîäëåæàùèé îöåíêå,
à ε − n-ìåðíûé âåêòîð îøèáîê ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè, εi ∼ F (x), i = 1, . . . , n.
Â ðàáîòå Ïåòðîâà [34] ïðè ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà F áûëî äîêàçàíî, ÷òî îöåíêà ÌÍÊ
äëÿ θ ýôôåêòèâíà â ñìûñëå Êðàìåðà�Ðàî äëÿ âñåõ A â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
F ãàóññîâñêàÿ. Â ðàáîòå Êàãàíà è Øàëàåâñêîãî [35] ðåçóëüòàò Ïåòðîâà áûë óñèëåí.
Åñëè n ≥ 2m + 1 (ýòî óñëîâèå óáðàòü íåëüçÿ) è îöåíêà ÌÍÊ äîïóñòèìà äëÿ ìàòðèöû
A ïîëíîãî ðàíãà, òî F � ãàóññîâñêàÿ.

Â [36, 37] áûëî äîêàçàíî, ÷òî äîïóñòèìîñòü âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî êàê îöåíêè ïàðà-
ìåòðà ñäâèãà ïðè íåêâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîé-
ñòâîì íîðìàëüíîãî çàêîíà. Ñõîäíûå õàðàêòåðèçàöèè áûëè ïîëó÷åíû â [38, 39], ãäå, ïî-
ìèìî ñòðóêòóðíîãî ïàðàìåòðà ñäâèãà, ïðèñóòñòâîâàë è ìåøàþùèé ïàðàìåòð ìàñøòàáà.
Â ðàáîòå Çèíãåðà è Êàãàíà [40] áûëà îáíàðóæåíà òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ãàóññîâñêèì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì è ïîâåäåíèåì îöåíêè ÌÍÊ ïðè íåêâàäðàòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ ïîòåðü.

×òî êàñàåòñÿ äðóãîãî èíòåðåñíîãî ïàðàìåòðà � ïàðàìåòðà ìàñøòàáà σ, òî Êàãàí
è Ðóõèí â [41] äàëè õàðàêòåðèçàöèþ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ â êëàññå ðàñïðåäåëåíèé íà
ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïðÿìîé ïîñðåäñòâîì äîïóñòèìîñòè cX̄ êàê îöåíêè σ.

Óñòîé÷èâîñòü â ÊËÐ-òåîðåìå îçíà÷àåò, ÷òî ε-äîïóñòèìîñòü X̄ êàê îöåíêè ïàðàìåòðà
ñäâèãà âëå÷åò çà ñîáîé C(ε)-íîðìàëüíîñòü íàáëþäåíèé. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå â ýòîé
ïðîáëåìå ïðèíàäëåæèò Êàãàíó [42].

Òåîðåìà 6. Ïóñòü X1, . . . , Xn, n ≥ 3, � âûáîðêà ñ ãåíåðàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì

F (x − θ), ãäå F (x) ñèììåòðè÷íà è
∫
x2dF (x) = σ2 < ∞. Åñëè X̄ ÿâëÿåòñÿ ε2σ2/n-

äîïóñòèìîé, ò.å. íå ñóùåñòâóåò îöåíêè θ̃, òàêîé ÷òî

E (θ̃ − θ)2 < E (X̄ − θ)2 − ε2σ2/n

äëÿ âñåõ θ, òî max |F (x)−Φ(x/σ)| ≤ C(ln(1/ε))−1/2, ãäå Φ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà, à C � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Ïîðÿäîê áëèçîñòè â ýòîé òåîðåìå òàêîé æå, êàê ó Ñàïîãîâà [43, 44], êîòîðûé èçó÷àë
óñòîé÷èâîñòü â êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Êðàìåðà î êîìïîíåíòàõ ãàóññîâñêîãî çàêîíà.

1.6 Ðàçíîå

Åñëè X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, òî èçâåñòíî, ÷òî âåêòîð(
Z1 =

X1 − X̄

s
, . . . , Zn =

Xn − X̄

s

)
ñòüþäåíòèçèðîâàííûõ ðàçíîñòåé ïðè n ≥ 4 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí íà (n− 2)-ìåðíîé
ñôåðå z1 + · · ·+ zn = 0, z21 + · · ·+ z2n = 1. Âîïðîñ Êîëìîãîðîâà î òîì, õàðàêòåðèçóåò ëè
ýòî ñâîéñòâî íîðìàëüíûé çàêîí, ïîëó÷èë ïîëîæèòåëüíûé îòâåò â ðàáîòå Çèíãåðà [45]
äëÿ n ≥ 7. Àíàëèòè÷åñêîå óñèëåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå Çèíãåðà è
Ëèííèêà [46].

Õàðàêòåðèçàöèè ãàóññîâñêîãî è ãàììà ðàñïðåäåëåíèé ñâîéñòâàìè ôèøåðîâñêîé èí-
ôîðìàöèè òåñíî ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè X̄ è cX̄ êàê îöåíîê ïàðàìåòðîâ ñäâèãà è ìàñ-
øòàáà, îïèñàííûõ â §1.5.

7



Åñëè ðàñïðåäåëåíèå X çàäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ p(x − θ), òî ôèøåðîâñêàÿ èíôîðìà-
öèÿ î ïàðàìåòðå θ, ñîäåðæàùàÿñÿ â íàáëþäåíèè X, I(θ) =

∫
(p′/p)2 p(x) dx íå çàâèñèò

îò θ. Â êëàññå íàáëþäåíèé X ñ çàäàííîé äèñïåðñèåé σ2 ìèíèìóì I(θ) äîñòèãàåòñÿ íà
ãàóññîâñêîì íàáëþäåíèè X è ðàâåí 1/σ2 (äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [13, ãë. 13]).

Åñëè æå ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäåíèÿ X > 0 èìååò ïëîòíîñòü (1/σ) p(x/σ), òî ôèøå-
ðîâñêàÿ èíôîðìàöèÿ î ïàðàìåòðå σ èìååò âèä

I(σ) = (1/σ2)

∫
(1 + xp′/p)2 p(x) dx.

Ïðè óñëîâèÿõ íà p(x), êîíòðîëèðóþùèõ ïîâåäåíèå ýòîé ïëîòíîñòè ïðè x → 0 è x → ∞,
â [47] áûëî äîêàçàíî, ÷òî â êëàññå ïëîòíîñòåé íà (0,∞) ñ çàäàííûìè ïåðâûì è âòîðûì
ìîìåíòîì α1 è α2, I(σ) ìèíèìèçèðóåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî σ íà ãàììà-ðàñïðåäåëåíèè ñ
ìîìåíòàìè α1 è α2.

Èíòåðåñíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñâîéñòâàìè êðèòåðèÿ, îñíîâàííî-
ãî íà X̄, áûëà ïîëó÷åíà Ìîðîçåíñêèì [48]. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà ñ ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x − θ), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

∫
x dF (x) = 0,

∫
x2 dF (x) < ∞.

Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 : θ = 0 ïðîâåðÿåòñÿ ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 : θ > 0. Êðèòåðèé,
îòâåðãàþùèé H0 ïðè X̄ > cα, ãäå ïîðîã cα îïðåäåëÿåòñÿ óðîâíåì α, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåð-
íî íàèáîëåå ìîùíûì äëÿ âñåõ α â êëàññå êðèòåðèåâ óðîâíÿ ≤ α òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà F � ãàóññîâñêàÿ.

Ñëåäóþùèé ôàêò âàæåí äëÿ òåîðèè êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò. ÅñëèX1, . . . , Xn � âûáîð-
êà èç íîðìàëüíîé ñîâîêóïíîñòè N(0, σ2), òî ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè χ2

n =
∑n

1 (Xi +
ai)

2 çàâèñèò îò a1, . . . , an ïðè n ≥ 2 òîëüêî ÷åðåç ïàðàìåòð íåöåíòðàëüíîñòè
∑n

1 a
2
i .

Â ðàáîòå Êàãàíà è Øàëàåâñêîãî [49] äîêàçàíî, ÷òî ýòî ñâîéñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå.
Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íàáëþäåíèéX1, . . . , Xn ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñóììû

∑n
1 (Xi+ai)

2 çàâèñèò ïðè n ≥ 2 òîëüêî îò
∑n

1 a
2
i òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà Xi ∼ N(0, σ2) ïðè íåêîòîðîì σ2.

2 Ïîñòðîåíèå è àñèìïòîòè÷åñêîå ñðàâíåíèå ñòàòèñòè-

÷åñêèõ êðèòåðèåâ

2.1 Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü êðèòåðèåâ

Îäíà èç êëàññè÷åñêèõ è íàèáîëåå èçâåñòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè � ýòî
çàäà÷à îáîñíîâàííîãî âûáîðà ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ èç íåñêîëüêèõ êðèòåðèåâ, èìå-
þùèõñÿ â íàëè÷èè ó ñòàòèñòèêà. Â ðàìêàõ ïàðàìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêè çàäà÷à íå ÿâëÿ-
åòñÿ îñîáåííî îñòðîé, ïîñêîëüêó çäåñü ñóùåñòâóþò êðèòåðèè îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ
è áàéåñîâñêèå êðèòåðèè, êîòîðûå îáû÷íî îêàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè
â òîì èëè èíîì ñìûñëå.

Îäíàêî ïðè ïðîâåðêå íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî ðàçíîîá-
ðàçíûõ êðèòåðèåâ, ïðè÷åì ïîñòîÿííî ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå êðèòåðèè. Â ëèòåðàòóðå îïèñà-
íû ñîòíè ðàçíîîáðàçíûõ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ. Êàê ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé
êðèòåðèè, ïðåäëîæåííûå äëÿ ïðîâåðêè îäíîé è òîé æå ãèïîòåçû è êàêèå ðåêîìåíäàöèè
äàâàòü äëÿ ñòàòèñòèêîâ-ïðàêòèêîâ?

Îäèí ïóòü ñîñòîèò â ìîäåëèðîâàíèè ìîùíîñòåé ñðàâíèâàåìûõ êðèòåðèåâ ïðè ðàç-
ëè÷íûõ óðîâíÿõ çíà÷èìîñòè, ðàçëè÷íûõ îáúåìàõ âûáîðêè è ðàçëè÷íûõ àëüòåðíàòèâàõ.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ îáúåìíûå òàáëèöû, â êîòîðûõ î÷åíü íåëåãêî íàéòè îòâåò.
Äðóãîé ïóòü çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè äàííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè òåñòîâûõ ñòàòèñòèê � ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè, ïîçâîëÿþùåé îöå-
íèòü êà÷åñòâî ðàññìàòðèâàåìîãî êðèòåðèÿ ïðè îáúåìå âûáîðêè, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè.

Ïåðâûé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè êðèòåðèåâ ïðèíàä-
ëåæèò Ý. Ïèòìåíó [50] è ïîÿâèëñÿ â êîíöå 40-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà. Îãðàíè÷åíèåì
ïðè âû÷èñëåíèè ïèòìåíîâñêîé ýôôåêòèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé
íîðìàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàòèñòèê êàê ïðè îñíîâíîé ãèïîòåçå, òàê è ïðè àëü-
òåðíàòèâå. Âñêîðå ïîÿâèëèñü äðóãèå âèäû àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè, íå ïðåä-
ïîëàãàþùèå òàêèõ îãðàíè÷åíèé, íî âçàìåí òðåáóþùèå ñâåäåíèé î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ
ñòàòèñòèê ïðè îñíîâíîé ãèïîòåçå è ïðè àëüòåðíàòèâå. Ýòè ïîäõîäû ïðåäëàãàëèñü Ð. Áà-
õàäóðîì [51], Äæ. Õîäæåñîì è Ý. Ëåìàíîì [52] è Ã. ×åðíîâûì [53]. Ïîçæå ïîÿâèëèñü
åùå áîëåå ñëîæíûå ýôôåêòèâíîñòè: ïî Êàëëåíáåðãó (èëè ïðîìåæóòî÷íàÿ ýôôåêòèâ-
íîñòü) [54] è ïî Áîðîâêîâó�Ìîãóëüñêîìó [55].

Â ñåðåäèíå 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà È. À. Èáðàãèìîâ ïðèâåç èç ÑØÀ ëåêöèè
Áàõàäóðà [51] è ïðåäëîæèë ñâîåìó ó÷åíèêó ß. Þ. Íèêèòèíó ðàçîáðàòüñÿ â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òåîðèè è ïîïûòàòüñÿ ïðèìåíèòü åå ê ðàçíîîáðàçíûì ñòàòèñòè÷åñêèì êðè-
òåðèÿì. Â ïðîöåññå ðàáîòû ß. Þ. Íèêèòèí îâëàäåë òåõíèêîé âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòè-
÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè êðèòåðèåâ â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ è âû÷èñëèë åå äëÿ ðÿäà
óæå èçâåñòíûõ, à òàêæå ïîñòðîåííûõ èì è åãî ó÷åíèêàìè è ñîàâòîðàìè ñòàòèñòè÷åñêèõ
êðèòåðèåâ. Ðåçóëüòàòû áûëè èçëîæåíû èì â ìîíîãðàôèè [56], âñêîðå ïåðåâåäåííîé íà
àíãëèéñêèé ÿçûê [57]. Ñâûøå 20 ëåò ïîñëå åå âûõîäà íà êàôåäðå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ïðîäîëæàåòñÿ ðàáîòà ïî èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ
âèäîâ àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè è åå âû÷èñëåíèþ äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ ñòàòèñòè-
÷åñêèõ êðèòåðèåâ. Ïðè ýòîì îñíîâíîå âíèìàíèå áûëî ñîñðåäîòî÷åíî íà áàõàäóðîâñêîé
ýôôåêòèâíîñòè.

Êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì áàõàäóðîâñêîé ýôôåêòèâíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåñòîâûõ
ñòàòèñòèê {Tn} ïðè àëüòåðíàòèâå, îïðåäåëÿåìîé ïàðàìåòðîì θ ÿâëÿåòñÿòî÷íûé íàêëîí
cT (θ). Ýòî ïîëîæèòåëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà, îïèñûâàþùàÿ
ñêîðîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ âåðîÿòíîñòè äîñòèãàåìîãî óðîâíÿ ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ àëüòåðíàòèâå è ìîùíîñòè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷íîãî íàêëîíà íóæíà â ïåðâóþ
î÷åðåäü è ãëàâíûì îáðàçîì ëîãàðèôìè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëî-
íåíèé ÷åðíîâñêîãî òèïà (ò.å. ïîðÿäêà O(

√
n)) ïðè îñíîâíîé ãèïîòåçå äëÿ èçó÷àåìîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàòèñòèê. Èçâåñòíî [51], ÷òî òî÷íûé íàêëîí íå ïðåâîñõîäèò óäâî-
åííîãî ðàññòîÿíèÿ Êóëüáàêà�Ëåéáëåðà ìåæäó àëüòåðíàòèâîé è íóëåâîé ãèïîòåçîé.

Áàõàäóðîâñêàÿ (àáñîëþòíàÿ) ýôôåêòèâíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàòèñòèê {Tn}
îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå òî÷íîãî íàêëîíà ê óäâîåííîìó ðàññòîÿíèþ Êóëüáàêà�
Ëåéáëåðà ìåæäó àëüòåðíàòèâîé è íóëåâîé ãèïîòåçîé, îíà çàâèñèò îò àëüòåðíàòèâû θ è
âñåãäà íå ïðåâîñõîäèò 1. ×àùå âñåãî âû÷èñëÿþò ëîêàëüíóþ áàõàäóðîâñêóþ ýôôåêòèâ-
íîñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì àáñîëþòíîé ýôôåêòèâíîñòè ïðè θ → 0 è ÿâëÿåòñÿ
÷èñëîì.

2.2 Áîëüøèå óêëîíåíèÿ òåñòîâûõ ñòàòèñòèê

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ áîëüøèõ óêëîíåíèé ëèíåéíûõ ñòàòèñòèê òèïà âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî
îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà ×åðíîâà [53] è åå ìíîãî÷èñëåííûå îáîáùåíèÿ. Â ðàáîòå
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Àáðàõàìñîí [58] ïðåäëîæåí ïðèåì ïîëó÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åðíîâà ãðóáûõ, èëè
ëîãàðèôìè÷åñêèõ áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ ñòàòèñòèê Êîëìîãîðîâà�Ñìèðíîâà. Ðàçâè-
òèå ýòîãî ïðèåìà ïîçâîëèëî ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó â çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîì
ñëó÷àå ñòàòèñòèê Êîëìîãîðîâà�Ñìèðíîâà äëÿ ïðîâåðêè íåçàâèñèìîñòè [59], à òàêæå
äëÿ ñåìåéñòâ U -ñòàòèñòèê [60].

Äðóãîé ïîäõîä áûë ðàçðàáîòàí Ñàíîâûì [61], êîòîðûé ñâÿçàë âåðîÿòíîñòè áîëü-
øèõ óêëîíåíèé ôóíêöèîíàëîâ îò ýìïèðè÷åñêîé ìåðû ñ ìèíèìèçàöèåé èíôîðìàöèè
Êóëüáàêà�Ëåéáëåðà íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Òåîðåìà Ñà-
íîâà íåîäíîêðàòíî îáîáùàëàñü, â ÷àñòíîñòè, â âàæíîé ðàáîòå [62], è ïîñòåïåííî ñòàëà
îñíîâíûì ñïîñîáîì ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ ãðóáîé àñèìïòîòèêè áîëüøèõ óêëîíåíèé, íåîá-
õîäèìîãî äëÿ ðàñ÷åòà áàõàäóðîâñêîé ýôôåêòèâíîñòè. Êàê óêàçûâàåòñÿ â ìîíîãðàôèè
[63, c. 23], "èç ãðóáûõ òåîðåì î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ ìîæíî âûâåñòè áîëüøå èíòåðåñíûõ
ãðóáûõ ñëåäñòâèé, ÷åì òî÷íûõ ñëåäñòâèé èç òî÷íûõ òåîðåì".

Â ðàáîòàõ ß. Þ. Íèêèòèíà [64, 65] áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äëÿ

èíòåãðàëüíûõ ñòàòèñòèê ωk
n,q =

∫ 1

0
(Fn(t)−t)k q(t) dt, ãäå ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ Fn ïîñòðîåíà ïî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé âûáîðêå íà [0, 1], k � íàòóðàëüíîå
÷èñëî, à q � ïîëîæèòåëüíûé ñóììèðóåìûé âåñ íà [0, 1]. Ðàññìîòðèì ïðè ëþáîì a > 0
ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî Ωa àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F íà [0, 1]:

Ωa =
{
F :

∫ 1

0

(F (t)− t)k q(t) dt ≥ a
}

è îïðåäåëèì íà íåì èíôîðìàöèþ Êóëüáàêà�Ëåéáëåðà

K(Ωa) = inf
{∫ 1

0

F ′(s) lnF ′(s) ds : F ∈ Ωa

}
. (1)

Åñëè äîêàçàòü, ÷òî K(Ωa) íåïðåðûâíà ïî a, òî èç [62] ìîæíî âûâåñòè, ÷òî

lim
n→∞

n−1 lnP{ωk
n,q ≥ a} = −K(Ωa). (2)

Â [64, 65] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è (1) ïðè âû÷èñëåíèè
K(Ωa) è áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ a > 0

K(Ωa) = −1

2
λ0(q, k) a

2/k +
∑
j=3

cja
j/k, (3)

ãäå ðÿä ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè cj ñõîäèòñÿ, à λ0(q, k) � ïåðâîå ñîáñòâåííîå
÷èñëî íåëèíåéíîé çàäà÷è

y′′ − λ yk−1q = 0, y(0) = y(1) = 0,

∫ 1

0

yk q dt = 1. (4)

Ðàçðàáîòàííûé ïðè ýòîì ìåòîä îêàçàëñÿ î÷åíü ìîùíûì. Ñóòü åãî çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî âîçíèêàþùåå ïðè óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè èíôîðìàöèè Êóëüáàêà�Ëåéáëåðà
óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà âìåñòå ñ êðàåâûìè è íîðìèðîâî÷íûìè óñëîâèÿìè ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê íåÿâíûé àíàëèòè÷åñêèé îïåðàòîð ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε =

√
a, äåé-

ñòâóþùèé â ïîäõîäÿùåì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ðåøåíèÿ òàêî-
ãî óðàâíåíèÿ òàêæå ðàçëàãàþòñÿ â ðÿä ïî öåëûì èëè äðîáíûì ñòåïåíÿì ýòîãî ìàëîãî
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ïàðàìåòðà. Ïðîáëåìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò òî, ÷òî ó ïî-
ëó÷àþùèõñÿ îïåðàòîðîâ ïðîèçâîäíàÿ ïî Ôðåøå ïðè ε = 0 ìîæåò áûòü íåîáðàòèìîé.
Ïîýòîìó óòâåðæäàòü, ÷òî ðåøåíèÿ áóäóò àíàëèòè÷íûìè ïî ε, íåëüçÿ.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî ïðåïÿòñòâèÿ èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ âåòâëåíèÿ ðåøåíèé íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà�Øìèäòà [66]. Èçó÷åíèå òàê íàçûâàåìîãî óðàâíåíèÿ ðàç-
âåòâëåíèÿ ñîâìåñòíî ñ óñëîâèÿìè íîðìèðîâêè ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà�Ëàãðàíæà â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì

√
ε. Cõîäèìîñòü ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ñëåäóåò èç îáùèõ òåîðåì [66]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîé
àñèìïòîòèêè äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü íàéäåííûå ðåøåíèÿ â ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèî-
íàë. Ïîñêîëüêó èç (3) ñëåäóåò, ÷òî K(Ωa) íåïðåðûâíî ïî a, òî ñïðàâåäëèâî (2).

Ýòîò "âàðèàöèîííûé" ìåòîä ïîçâîëèë èçâëå÷ü íóæíóþ èíôîðìàöèþ î áîëüøèõ
óêëîíåíèÿõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíîé áàõàäóðîâñêîé ýôôåêòèâíîñòè ìíîãèõ èí-
òåãðàëüíûõ ñòàòèñòèê: Âàòñîíà, Àíäåðñîíà�Äàðëèíãà, Õìàëàäçå�Àêè è äðóãèõ [57].
Âïåðâûå ðåçóëüòàò òèïà (2) â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå k = 2, q ≡ 1 áûë ïîëó÷åí â [67].
Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (4) ðåøàåòñÿ â ñèíóñàõ, ÷òî ðåçêî óïðîùàåò äåëî.

Ðàçâèòèå óêàçàííîãî ìåòîäà ïîçâîëèëî îïèñàòü ëîãàðèôìè÷åñêèå áîëüøèå óêëîíå-
íèÿ äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñòàòèñòèê ïðè ïðîâåðêå îäíîðîäíîñòè, ñèììåòðèè è íåçàâèñè-
ìîñòè, ñì., íàïðèìåð, [65], [68], [69]. Ïîñêîëüêó çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ïðè àëüòåðíàòèâå
ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âàðèàíòîâ òåîðåìû Ãëèâåíêî�Êàíòåëëè, ýòî ïîçâîëè-
ëî âïåðâûå âû÷èñëèòü ëîêàëüíóþ áàõàäóðîâñêóþ ýôôåêòèâíîñòü äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà
èíòåãðàëüíûõ ñòàòèñòèê äëÿ ïðîâåðêè ñîãëàñèÿ, îäíîðîäíîñòè, ñèììåòðèè è íåçàâèñè-
ìîñòè. Åå çíà÷åíèÿ äëÿ ðÿäà àëüòåðíàòèâ ïðèâåäåíû â [57].

Âàðèàöèîííûé ìåòîä äàë òàêæå âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ àñèìï-
òîòèêó ïðè àëüòåðíàòèâå ëèíåéíûõ ðàíãîâûõ ñòàòèñòèê äëÿ ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè
è ñèììåòðèè ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèþ ìåòîê [70], [71]. Ýòî ïîçâîëè-
ëî íàéòè ëîêàëüíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàòèñòèê ïî
×åðíîâó è Õîäæåñó�Ëåìàíó. Ìåæäó òåì íåîæèäàííî îêàçàëîñü, ÷òî øèðîêèé êëàññ
äâóñòîðîííèõ ñòàòèñòèê àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëåí ïî Õîäæåñó�Ëåìàíó [72], [73].
Ïðåäïîëîæåíèå î ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ñâîéñòâà äëÿ ñòàòèñòèê Êîëìîãîðîâà âûñêà-
çûâàëîñü ðàíåå Òóøíàäè [74]. Ýòî îáåñöåíèâàåò ýôôåêòèâíîñòü ïî Õîäæåñó�Ëåìàíó è
âûäâèãàåò íà ïåðâûé ïëàí ýôôåêòèâíîñòè ïî Áàõàäóðó è Ïèòìåíó.

2.3 Áîëüøèå óêëîíåíèÿ U-ñòàòèñòèê è ôóíêöèîíàëîâ ôîí Ìè-

çåñà

Äðóãîå ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûé ìåòîä íàøåë ïðè èññëåäîâàíèè áîëüøèõ óêëîíå-
íèé U è V -ñòàòèñòèê, êîòîðûå òàêæå íàçûâàþò ôóíêöèîíàëàìè ôîí Ìèçåñà. U è V -
ñòàòèñòèêè èçó÷àëèñü Õ¼ôäèíãîì â [75] è ôîí Ìèçåñîì â [76] è èãðàþò âàæíóþ ðîëü
â ñîâðåìåííîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, ïîñêîëüêó â ýòèõ
òåðìèíàõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìíîãèå îöåíêè è ñòàòèñòèêè äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç.

Ðåàëèçàöèÿ âàðèàöèîííîãî ìåòîäà â ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâàõ îêàçûâàåòñÿ áîëåå òðóä-
íîé è ãðîìîçäêîé. Ïðè ýòîì ïðèíöèï Ëàãðàíæà ïðèâîäèò ê ñëîæíîìó èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, ðàññìàòðèâàåìîìó âìåñòå ñ óñëîâèÿìè íîðìèðîâêè.
Íàõîæäåíèå ýêñòðåìàëè â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ñíîâà ïðîâîäèò-
ñÿ ñðåäñòâàìè íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ òåîðèè
Ëÿïóíîâà�Øìèäòà.

Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé
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ðàñïðåäåëåíèÿ F . Äëÿ n ≥ m îïðåäåëèì U -ñòàòèñòèêó

Un =

(
n

m

)−1 ∑
1≤i1<···<im≤n

Φ(Xi1 , . . . , Xim), (5)

ãäå Φ : Rm → R � ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïåðåñòàíîâêè m ïåðåìåííûõ
ôóíêöèÿ. Ôóíêöèîíàë ôîí Ìèçåñà, èëè V -ñòàòèñòèêà Vn, îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû

Vn = n−m
n∑

i1=1

. . .

n∑
im=1

Φ(Xi1 , . . . , Xim). (6)

Ôóíêöèÿ Φ íàçûâàåòñÿ ÿäðîì, à íàòóðàëüíîå ÷èñëî m � ñòåïåíüþ U -ñòàòèñòèêè (èëè
ôóíêöèîíàëà ôîí Ìèçåñà).

Ìû ðàññìàòðèâàåì ãðóáûå ÷åðíîâñêèå áîëüøèå óêëîíåíèÿ äëÿ U -ñòàòèñòèê ñ íóëå-
âûì ñðåäíèì, è íàñ èíòåðåñóåò ïðè a > 0 ïðåäåë

hU (a) = lim
n→∞

n−1 lnP{Un ≥ a}.

Ðÿä àâòîðîâ çàíèìàëèñü èçó÷åíèåì áîëüøèõ óêëîíåíèé íåâûðîæäåííûõ U -ñòàòè-
ñòèê â áîëåå óçêèõ çîíàõ êðàìåðîâñêèõ è óìåðåííûõ óêëîíåíèé. Ñëó÷àé ÷åðíîâñêèõ
óêëîíåíèé âïåðâûå ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ Íèêèòèíà è Ïîíèêàðîâà [77], [78].

Hèæå âñåãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî èñõîäíûå íàáëþäåíèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû
íà [0, 1] (ýòî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè, åñëè ïðîèçâåñòè ïðåîáðàçîâàíèå Ñìèðíîâà è
äîïóñòèòü óñëîæíåíèå ÿäðà). Åñëèm = 1, òî U -ñòàòèñòèêè ñîâïàäàþò ñ V -ñòàòèñòèêàìè
è ÿâëÿþòñÿ ôàêòè÷åñêè ñóììàìè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó äàëåå âñå-
ãäà m ≥ 2.

Â ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîì ñëó÷àå íåâûðîæäåííûõ ÿäåð ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü U -ñòàòèñòèêà (5) èìååò îãðàíè÷åííîå ÿäðî ðàíãà 1, òî åñòü σ2 =
Eφ2(X1) > 0, ãäå φ(x) = E (Φ(X1, . . . , Xm) |X1 = x). Òîãäà äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {γn}, òàêîé ÷òî γn → 0, âåðíî ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

n−1 lnP{Un ≥ a+ γn} =

∞∑
j=2

bja
j , (7)

ãäå ðÿä â (7) ñõîäèòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ a > 0, ïðè÷åì b2 = − 1
2m2σ2 .

Åñëè æå ÿäðî ñëàáî âûðîæäåíî, òî åñòü èìååò ðàíã 2, òî ôîðìóëèðîâêà íåñêîëüêî
óñëîæíÿåòñÿ. Ïîëîæèì

Φ∗(s1, s2) =

{∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0
Φ(s1, . . . , sm) ds3 · · · dsm, åñëè m > 2;

Φ(s1, s2), åñëè m = 2.

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ÿäðî U -ñòàòèñòèêè (5) îãðàíè÷åíî è èìååò ðàíã 2. Ïóñòü ν0 �
íàèìåíüøåå èç ÷èñåë ν, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

x(s1) = ν

∫ 1

0

Φ∗(s1, s2)x(s2) ds2,
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ïðè÷åì ν0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî

îïåðàòîðà ñ ÿäðîì Φ∗, äåéñòâóþùåãî èç L2[0, 1] â L2[0, 1].
Òîãäà äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè γn, òàêîé ÷òî γn → 0, ñïðà-

âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

n−1 lnP{Un ≥ a+ γn} =

∞∑
j=2

cj a
j/2,

ãäå ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ a > 0, ïðè÷åì b2 = − ν0

2C2
m
.

Òî÷íî òàêèå æå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ôóíêöèîíàëîâ ôîí Ìèçåñà (6). Àíà-
ëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ äâóõâûáîðî÷íûõ ÿäåð ïîëó÷åíû â [79]. Áîëüøèå óêëîíåíèÿ
äëÿ ÿäåð ñ áîëåå ñèëüíûì âûðîæäåíèåì, à òàêæå äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ ÿäåð ÿâëÿþòñÿ
îòêðûòîé ïðîáëåìîé.

2.4 Âû÷èñëåíèå áàõàäóðîâñêîé ýôôåêòèâíîñòè

Äîêàçàííûå òåîðåìû ïîçâîëèëè âû÷èñëèòü áàõàäóðîâñêóþ ýôôåêòèâíîñòü ìíîãèõ ðà-
íåå íå èçó÷åííûõ ñòàòèñòèê, ñì., íàïðèìåð, [80], [81]. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ àëüòåðíàòèâ
ðàññìàòðèâàëèñü àëüòåðíàòèâû ñäâèãà, ìàñøòàáà, çàãðÿçíåíèÿ è ëåìàíîâñêèå.

Èçó÷åíèþ ýôôåêòèâíîñòåé êëàññè÷åñêèõ ñòàòèñòèê ïðè ìàëî èçó÷åííûõ ñêîøåííûõ
(â ñìûñëå Àççàëèíè) àëüòåðíàòèâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû Äóðèî è Íèêèòèíà [82]�[84]. Â ðà-
áîòå [85] ðàññìàòðèâàëèñü èíòåãðàëüíûå ñòàòèñòèêè ωp

n ïðè ëþáîì p ≥ 1 è âû÷èñëÿëàñü
èõ ïðèáëèæåííàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ áàõàäóðîâñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðè ðàçëè÷íûõ àëü-
òåðíàòèâàõ, à òàêæå àíàëîãè òàêèõ ñòàòèñòèê äëÿ ïðîâåðêè íåçàâèñèìîñòè. Áëèçêèì
çàäà÷àì ïîñâÿùåíû ðàáîòû [86]�[88]. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ëîãíîðìàëüíîñòü P -çíà÷åíèé
ñòàòèñòèê äëÿ ïðîâåðêè ñîãëàñèÿ ècñëåäîâàëàñü Ð. Ñ. Ëåîíòüåâûì, ñì., íàïðèìåð, [89].

Ñåðèÿ ðàáîò áûëà âûïîëíåíà ß. Þ. Íèêèòèíûì è åãî ñîàâòîðàìè ïî âû÷èñëåíèþ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ýôôåêòèâíîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñòàòèñòèê, ÿâëÿþùèõñÿ ôóíê-
öèîíàëàìè îò ïðåîáðàçîâàííîãî ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà. Òàê, â [87] áûëè ðàññìîòðåíû
ñòàòèñòèêè, îñíîâàííûå íà ïðåîáðàçîâàíèè Õìàëàäçå, à â [90] � íà ïðåîáðàçîâàíèè
Äåîâåëüñà. Áûëè òàêæå ïîäðîáíî èccëåäîâàíû ñòàòèñòèêè, îñíîâàííûå íà ïðîèíòåãðè-
ðîâàííîì ýìïèðè÷åñêîì ïðîöåññå [91], [92], è èõ äâóõâûáîðî÷íûå âàðèàíòû [93].

Â ðàáîòå [94] áûëè èçó÷åíû áîëüøèå óêëîíåíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü
çíàìåíèòîãî êðèòåðèÿ Ëèëëèåôîðñà äëÿ ïðîâåðêè ñëîæíîé ãèïîòåçû ýêñïîíåíöèàëüíî-
ñòè. Ýòî ñòàëî âîçìîæíî çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ñèëüíîãî ðåçóëüòàòà À. Â. ×èðèíîé [95]
î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ ñóìì ôóíêöèé îò ãàììà-ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
íîðìàëèçîâàííûõ ñâîèì âûáîðî÷íûì ñðåäíèì. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû ïî èçó÷åíèþ
ýôôåêòèâíîñòè îòíîøåíèÿ êîíöåíòðàöèè Äæèíè êàê ñòàòèñòèêè äëÿ ïðîâåðêè ýêñïî-
íåíöèàëüíîñòè [96], à òàêæå ðàíãîâîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè Äæèíè è "ïðîñòîãî
ïðàâèëà" Ñïèðìåíà êàê êðèòåðèåâ íåçàâèñèìîñòè â [97].

Â [98] ðàññìàòðèâàëñÿ êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ýêñïîíåíöèàëüíîñòè ïðîòèâ ñïåöè-
àëüíûõ àëüòåðíàòèâ, îñíîâàííûé íà ýìïèðè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà, è âû÷èñ-
ëÿëàñü åãî ëîêàëüíàÿ áàõàäóðîâñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðè ñòàíäàðòíûõ àëüòåðíàòèâàõ
ê ýêñïîíåíöèàëüíîñòè. Ñõîäíàÿ ïðîãðàììà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ïóàññîíîâîñòè,
îñíîâàííàÿ íà ýìïèðè÷åñêîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, áûëà ðåàëèçîâàíà â [99].

Íåñêîëüêî ðàáîò áûëè ïîñâÿùåíû ïðîâåðêå íåçàâèñèìîñòè è âû÷èñëåíèþ àñèìï-
òîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèòåðèåâ, îáû÷íî ðàíãîâûõ. Â ðàáîòå
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Í. À. Ñòåïàíîâîé [100] âû÷èñëÿëàñü ïèòìåíîâñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ìíîãîìåðíîãî âà-
ðèàíòà ðàíãîâîãî êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà, åå ïðîäîëæåíèåì ÿâëÿåòñÿ
ðàáîòà [101]. Âçâåøåííûå ðàíãîâûå êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè äëÿ ïðîâåðêè íåçàâè-
ñèìîñòè èçó÷àëèñü â [102].

Ïîìèìî áàõàäóðîâñêîé ýôôåêòèâíîñòè èçó÷àëèñü ïèòìåíîâñêàÿ è ÷åðíîâñêàÿ ýô-
ôåêòèâíîñòè ðÿäà ñòàòèñòèê. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü ðàáîòû [103] � [105].

2.5 Ëîêàëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îïòèìàëüíîñòü êðèòåðèåâ è õà-

ðàêòåðèçàöèÿ ðàñïðåäåëåíèé

Â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ ß. Þ. Íèêèòèí çàèíòåðåñîâàëñÿ çàäà÷åé îòûñêàíèÿ àëüòåðíàòèâ,
äëÿ êîòîðûõ äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàòèñòèê {Tn} ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî àñèìïòî-
òè÷åñêè îïòèìàëüíîé (ËÀÎ) ïî Áàõàäóðó, òî åñòü äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

cT (θ) ∼ 2K(θ), θ → 0,

ãäå K(θ) � ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà�Ëåéáëåðà ìåæäó àëüòåðíàòèâíîé ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ G(x, θ) ñ ïàðàìåòðîì θ è íóëåâîé ãèïîòåçîé, ïðè êîòîðîé íàáëþäåíèÿ èìåþò
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ G(x, 0). Ïðè íåêîòîðûõ àïðèîðíûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè íà
ñåìåéñòâî ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ G(x, θ) åìó óäàëîñü îïèñàòü ýòè óñëîâèÿ â òåðìè-
íàõ ââåäåííûõ èì "âåäóùèõ" ôóíêöèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñòàòèñòèê [57], [106], [107].
Ïðè äàëüíåéøåé êîíêðåòèçàöèè ñòðóêòóðû ñåìåéñòâà àëüòåðíàòèâ ïîëó÷àþòñÿ íîâûå
õàðàêòåðèçàöèè "íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûõ" ðàñïðåäåëåíèé ñâîéñòâîì ËÀÎ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè òåñòîâûõ ñòàòèñòèê.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñäâèãîâîå ñåìåéñòâî G(x − θ). Òîãäà ñòàòèñòèêà
Êîëìîãîðîâà ÿâëÿåòñÿ ËÀÎ ëèøü åñëè G � ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà, ñòàòèñòèêà ω2

ÿâëÿåòñÿ ËÀÎ òîëüêî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà (èëè ×àìïåðíà-
óíà), ñòàòèñòèêà Àíäåðñîíà�Äàðëèíãà � òîëüêî äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à
ñòàòèñòèêà Âàòñîíà � òîëüêî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè. Ïðè ðàññìîòðåíèè ñêîøåííûõ
àëüòåðíàòèâ, êàê âûÿñíåíî â [82, 83], ðåçóëüòàòû î íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûõ ðàñïðå-
äåëåíèÿõ ñîâåðøåííî äðóãèå � íàïðèìåð, äëÿ ñòàòèñòèêè Êîëìîãîðîâà îáëàñòü ËÀÎ
ïóñòà, à äëÿ ñòàòèñòèêè ω2 íåîæèäàííî ïîÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíóñà íà ñèì-
ìåòðè÷íîì èíòåðâàëå âîêðóã íóëÿ.

Ïîõîæèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ êðèòåðèåâ îäíîðîäíîñòè, ñèììåòðèè è íåçàâè-
ñèìîñòè, â ÷àñòíîñòè äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ ëèíåéíûõ ðàíãîâûõ êðèòåðèåâ è ðàíãîâûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè. Ïîëó÷åííûå îïèñàíèÿ îáëàñòåé ËÀÎ ÷àñòè÷íî ïåðåíîñÿòñÿ
íà ýôôåêòèâíîñòè ïî Ïèòìåíó, Õîäæåñó�Ëåìàíó è ×åðíîâó, ñì., íàïðèìåð, [108]. Îò-
äåëüíî èçó÷åí âîïðîñ î ËÀÎ â ñëó÷àå êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ è ñèììåòðèè, îñíîâàííûõ íà
U è V -ñòàòèñòèêàõ [109], â äâóõâûáîðî÷íîì ñëó÷àå ýòîìó ïîñâÿùåíà ðàáîòà [80]. Ýêñ-
òðåìàëüíûå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå ïðè ýòèõ ðàññìîòðåíèÿõ, áûëè ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ
â [110], à òàêæå â [101].

2.6 Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ è ñèììåòðèè, îñíîâàííûå íà õàðàêòå-

ðèçàöèÿõ

Ñ êîíöà 90-õ ãîäîâ ß. Þ. Íèêèòèí ñòàë ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àòü êðèòåðèè ñîãëàñèÿ è
ñèììåòðèè, îñíîâàííûå íà õàðàêòåðèçàöèÿõ. Èäåÿ âîñõîäèò ê Þ. Â. Ëèííèêó, êîòîðûé
ïèñàë â [30]: ". . . ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î ïîñòðîåíèè êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ âûáîðêè
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ñî ñëîæíîé ãèïîòåçîé, îñíîâàííûõ íà îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòè äâóõ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñòàòèñòèê g1(x1, . . . xr) è g2(x1, . . . xr) è íà ñâåäåíèè, òàêèì îáðàçîì, âîïðîñà ê
êðèòåðèþ îäíîðîäíîñòè".

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ïîäõîä ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèçàöèþ
íåêîòîðîãî çàêîíà îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòüþ äâóõ ñòàòèñòèê g1(X1, . . . , Xr) è
g2(X1, . . . , Xs). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàñïîëàãàåì âûáîðêîé X1, . . . , Xn íåçàâèñèìûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íàáëþäåíèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ F è ïðîâåðÿåì ñëîæíóþ ãèïîòåçó ñîãëàñèÿ H0 : F ∈ F0, ãäå F0 � "íóëåâîé" êëàññ
ðàñïðåäåëåíèé, îòâå÷àþùèé óïîìÿíóòîìó çàêîíó, ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 : F /∈ F0.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ õàðàêòåðèçàöèåé ïîñòðîèì äâå U -ýìïèðè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ

L1
n(t) =

(
n

r

)−1 ∑
1≤i1<···<ir≤n

1{g1(Xi1 , . . . , Xir ) < t}, t ∈ R,

L2
n(t) =

(
n

s

)−1 ∑
1≤i1<···<is≤n

1{g2(Xi1 , . . . , Xis) < t}, t ∈ R.

Ïî òåîðåìå Ãëèâåíêî�Êàíòåëëè äëÿ U -ýìïèðè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ [111]
ôóíêöèÿ L1

n(t) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè L1(t) = P{g1(X1, . . . , Xr) < t} ïðè
áîëüøèõ n, è àíàëîãè÷íî ôóíêöèÿ L2

n(t) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè L2(t). Ïî-
ñêîëüêó ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå L1(t) ≡ L2(t), òî ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè ãèïîòåçå
H0

sup
t∈R

∣∣L1
n(t)− L2

n(t)
∣∣ → 0, n → ∞.

Ïîýòîìó ìîæíî ïîñòðîèòü òåñòîâûå ñòàòèñòèêè, îñíîâûâàÿñü íà áëèçîñòè ñòàòèñòèê
L1
n(t) è L2

n(t), íàïðèìåð, èíòåãðàëüíóþ ñòàòèñòèêó

Tn =

∫
R

(
L1
n(t)− L2

n(t)
)
dFn(t), (8)

à òàêæå ñòàòèñòèêó òèïà Êîëìîãîðîâà

Kn = sup
t∈R

∣∣L1
n(t)− L2

n(t)
∣∣. (9)

Ïðè àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå çíà÷åíèÿ òåñòîâûõ ñòàòèñòèê îêàçûâàþòñÿ áîëüøèìè è
ïîçâîëÿþò îòâåðãíóòü íóëåâóþ ãèïîòåçó.

Ñòàòèñòèêà âèäà (8) îáû÷íî àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâèâàëåíòíà íåêîòîðîé U -ñòàòèñòè-
êå, à ñòàòèñòèêà (9) ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì ñåìåéñòâà U -ñòàòèñòèê. Äëÿ òàêèõ îáúåêòîâ
ïðåäåëüíàÿ òåîðèÿ èçâåñòíà, à àñèìïòîòèêà áîëüøèõ óêëîíåíèé ìîæåò áûòü èçâëå÷åíà
èç ðàáîò [60] è [78]. Âñå ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ââåäåííûå ñòàòèñòèêè äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåç â áîëüøèõ âûáîðêàõ è âû÷èñëÿòü èõ àñèìïòîòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü.

Â ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóþò ñîòíè ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèçàöèé âåðîÿòíîñòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, ñì., íàïðèìåð, [13] è [112]. Ìíîãèå èç íèõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ. Òàêèå êðèòåðèè ïðèâëåêàòåëüíû òåì, ÷òî îíè
îòðàæàþò ñêðûòûå, âíóòðåííèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèé, ñâÿçàííûå ñ äàííîé õàðàê-
òåðèçàöèåé, è ïîòîìó ìîãóò îêàçàòüñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûìè èëè áîëåå ðîáàñòíûìè,
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÷åì äðóãèå. Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîâåðêè è ïðèíÿòèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç òðåáóåòñÿ
íåñêîëüêî ðàçíîîáðàçíûõ êðèòåðèåâ, ïîýòîìó ïîñòðîåíèå íîâûõ êðèòåðèåâ áåçóñëîâíî
ïîëåçíî.

Ïóñòü X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îäíèì è òåì æå ðàñïðåäåëåíèåì
è íóëåâûì ñðåäíèì. Ïîëüçóÿñü óêàçàííûì âûøå ïîäõîäîì, Íèêèòèí è Ìóëüåðå [113]
ïîñòðîèëè èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé íîðìàëüíîñòè (ñ íóëåâûì ñðåäíèì), îñíîâàííûé íà
çíàìåíèòîé õàðàêòåðèçàöèè Ïîéà [28] íîðìàëüíîãî çàêîíà ñâîéñòâîì ðàâíîðàñïðåäå-
ëåííîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è (X+Y )/

√
2, è èçó÷èëè åãî ñâîéñòâà. Ïîçæå Ëèòâèíî-

âà è Íèêèòèí [114] ðàññìîòðåëè ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà, îñíîâàííûé
íà îáîáùåíèè ýòîé õàðàêòåðèçàöèè. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Âîëêî-
âîé è Íèêèòèíûì â [115] äëÿ êðèòåðèåâ, îñíîâàííûõ íà õàðàêòåðèçàöèè íîðìàëüíîñòè
ñâîéñòâîì

2XY/
√
X2 + Y 2 d

= X,

îáíàðóæåííîé Øåïïîì. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ýôôåêòèâíîñòè ýòèõ êðèòåðèåâ îòìåòèì,
÷òî èíòåãðàëüíûå êðèòåðèè èìåþò ïðè àëüòåðíàòèâå ñäâèãà è ñêîøåííîé àëüòåðíàòèâå
âåñüìà âûñîêèå ëîêàëüíûå áàõàäóðîâñêèå ýôôåêòèâíîñòè 0.967 è 0.955. Ýôôåêòèâ-
íîñòü êîëìîãîðîâñêîãî êðèòåðèÿ ñóùåñòâåííî íèæå è ñîñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâåííî 0.328
è 0.637.

Ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí èìååò, ïî-âèäèìîìó, áîëüøå õàðàêòåðèçàöèé, ÷åì êàêîé-
ëèáî èíîé. Íåêîòîðûå õàðàêòåðèçàöèè, îñíîâàííûå â îñíîâíîì íà ñâîéñòâàõ ïîðÿäêî-
âûõ ñòàòèñòèê â ìàëûõ âûáîðêàõ, ïîñëóæèëè îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèåâ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîñòè ñ íåîïðåäåëåííûì ìàñøòàáíûì ïàðàìåòðîì è âû÷èñëåíèÿ èõ áàõàäó-
ðîâñêîé ýôôåêòèâíîñòè â ðàáîòàõ Âîëêîâîé è Íèêèòèíà [116], [117], [118]. Êðèòåðèè
ýêñïîíåíöèàëüíîñòè, îñíîâàííûå íà íåäàâíåé õàðàêòåðèçàöèè Àðíîëüäà è Âèëëàñåíüî-
ðà [119] áûëè ðàçðàáîòàíû â [120]. Çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòåé çäåñü äîâîëüíî ðàçëè÷íû
è çàâèñÿò îò òèïà àëüòåðíàòèâ.

Ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå êðèòåðèè, îñíîâàííûå íà õàðàêòåðèçàöèÿõ çàêîíà Êîøè
[121], ñòåïåííîãî çàêîíà [122], ðàâíîìåðíîãî çàêîíà [123] è çàêîíà Ïàðåòî [124], è âû-
÷èñëÿëèñü èõ ýôôåêòèâíîñòè.

Íà îñíîâå õàðàêòåðèçàöèé ìîæíî ïðîâåðÿòü íå òîëüêî ñîãëàñèå, íî è ñèììåòðèþ.
Ïóñòü ñíîâà X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îäíèì è òåì æå íåïðå-
ðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Áàðèíãõàóç è Õåíöå [125] ïðåäëîæèëè õàðàêòåðèçàöèþ ñèì-

ìåòðèè ñâîéñòâîì |max(X,Y )| d
= |X|. Èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé ñèììåòðèè, îñíîâàííûé

íà íåé, áûë ðàçðàáîòàí è èçó÷åí Ëèòâèíîâîé [126], à êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà áûë ïî-
ñòðîåí è èññëåäîâàí Íèêèòèíûì [60], [127]. Íèêèòèí è Àõñàíóëëàõ ïîñòðîèëè è èñ-
ñëåäîâàëè ñåìåéñòâî êðèòåðèåâ, èñïîëüçóþùèõ õàðàêòåðèçàöèþ ñèììåòðèè ðàâíîðàñ-
ïðåäåëåííîñòüþ êðàéíèõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê [128], ÷òî îáîáùàåò õàðàêòåðèçàöèþ
Áàðèíãõàóçà�Õåíöå. Ýôôåêòèâíîñòü ýòèõ êðèòåðèåâ ïðè ñêîøåííûõ àëüòåðíàòèâàõ
èçó÷àëàñü â [129]. Îáîáùåíèå íà íåîáÿçàòåëüíî êðàéíèå ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè ïî-
ëó÷åíî Ìèëîøåâè÷ è Îáðàäîâè÷åì [130].

Ïðè èññëåäîâàíèè âñåõ îïèñàííûõ âûøå êðèòåðèåâ, îñíîâàííûõ íà õàðàêòåðèçà-
öèÿõ, èçó÷àëèñü óñëîâèÿ èõ ËÀÎ. Ïðè ýòîì ïîÿâëÿëèñü íåîæèäàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ.
Òàê, íàïðèìåð, ëîêàëüíàÿ îïòèìàëüíîñòü êðèòåðèÿ ñèììåòðèè òèïà Êîëìîãîðîâà, îñ-
íîâàííîãî íà õàðàêòåðèçàöèè Áàðèíãõàóçà�Õåíöå ïðè àëüòåðíàòèâå ñäâèãà, âîçìîæíà
ëèøü åñëè ïëîòíîñòü èñõîäíûõ íàáëþäåíèé � ýòî ãèáðèä ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
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è ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà ñ ïëîòíîñòüþ

f0(x) =


1
6 , åñëè |x| ≤ 2;

e2

6 exp(−|x|), åñëè |x| > 2.

Ïîäðîáíûé îáçîð êðèòåðèåâ, îñíîâàííûõ íà õàðàêòåðèçàöèÿõ, è ðÿä îòêðûòûõ ïðî-
áëåì ïðèâîäèòñÿ â [131].

3 Îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè â öåíòðàëüíîé

ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ L1-íîðìû ÿäåðíûõ îöåíîê

ïëîòíîñòåé

Ïóñòü X, X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f . Ïóñòü {hn}n≥1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ
ïîñòîÿííûõ, òàêàÿ ÷òî hn → 0 ïðè n → ∞. Êëàññè÷åñêàÿ ÿäåðíàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

fn(x) =
1

nhn

n∑
j=1

K
(x−Xj

hn

)
ïðè x ∈ R,

ãäå K � ÿäðî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèÿì∫
R

K(u) du = 1, K(u) = 0 ïðè |u| > 1,

0 < sup
u∈R

|K(u)| < ∞.

Ïóñòü ∥ · ∥ îáîçíà÷àåò L1-íîðìó.
Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ∥fn − E fn∥ ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïëîòíîñòÿõ f

â îïèñàííûõ âûøå óñëîâèÿõ áûëà ïîëó÷åíà Ä. Ìåéñîíîì (ñì. òåîðåìó 8.9 â ìîíîãðà-
ôèè [132]). Åìó óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ
êîíñòàíò {hn}n≥1, óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèÿì hn → 0 è nh2

n → ∞ ïðè n → ∞,
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

∥fn −E fn∥ − E ∥fn − E fn∥√
D(∥fn − E fn∥)

ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.
À. Þ. Çàéöåâ [133], [134], [135] ïîëó÷èë îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè â ýòîé

òåîðåìå. Áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè ñèëüíîé àïïðîêñèìàöèè, êîãäà ñîîòâåòñòâó-
þùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñòðîÿòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèìè íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ Ïðîõîðîâà è îöåíêè
âåðîÿòíîñòåé óìåðåííûõ óêëîíåíèé. Ïðè ýòîì ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ ñîäåðæàòåëüíûå
îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷åíû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïëîòíîñòåé f . Îáùíîñòü
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îöåíîê ïðèâåëà ê òîìó, ÷òî èõ ôîðìóëèðîâêè â îáùåì âèäå îêàçàëèñü äîâîëüíî ãðî-
ìîçäêèìè. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèê âîïðîñ îá óïðîùåíèè îöåíîê äëÿ äîñòàòî÷íî
ðåãóëÿðíûõ ïëîòíîñòåé.

Â ðàáîòå [134] ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå åñòåñòâåííûå êëàññû ïëîòíîñòåé, ñ îãðàíè÷å-
íèÿìè íà ãëàäêîñòü, ðîñò, óáûâàíèå è ðàçìåðû íîñèòåëÿ. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ
Ïðîõîðîâà è ðàçìåðîâ çîí, â êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà íîðìàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ
âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå À. Þ. Çàéöåâà ñ Ý. Æèíå è
Ä. Ìåéñîíîì [136] öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ öåíòðèðîâàííûõ è íîðìèðî-
âàííûõ ÿäåðíûõ îöåíîê ïðîèçâîëüíîé ïëîòíîñòè ïåðåíåñåíà íà ñëó÷àéíûå ïðîöåññû,
èíäåêñèðîâàííûå ÿäðàìè.

Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, Ëåíèíãðàäñêàÿ�Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêàÿ øêîëà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âíåñëà çíà÷è-
òåëüíûé âêëàä â õàðàêòåðèçàöèþ ðàñïðåäåëåíèé ðàçíîîáðàçíûìè ñâîéñòâàìè ñòàòè-
ñòèê. Ðàçðàáîòàíî ïîñòðîåíèå íîâûõ êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ è ñèììåòðèè, îñíîâàííûõ íà
õàðàêòåðèçàöèÿõ, èçó÷åíî èõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Áûëè ïîëó÷åíû ìíîãî÷èñ-
ëåííûå ðåçóëüòàòû ïî âû÷èñëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ
êðèòåðèåâ, äîêàçàí ðÿä ïðåäåëüíûõ òåîðåì â ñòàòèñòèêå.

Â ñëåäóþùåì âûïóñêå äàííîé ñåðèè ñòàòåé áóäóò èçëîæåíû ðåçóëüòàòû â îáëàñòè
àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè îöåíèâàíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîé ïðîâåðêè ãèïîòåç.
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TO THE HISTORY OF SAINT-PETERSBURG SCHOOL
OF PROBABILITY AND STATISTICS. IV

Characterization of distributions and limit theorems in Statistics

A.Yu. Zaitsev, A.M.Kagan, Ya.Yu.Nikitin

This is the fourth article in a series of surveys devoted to the scienti�c achievements

of the Leningrad�Saint-Petersburg school of Probability and Statistics during the period

from 1947 to 2017. It is devoted to the works on characterization of distributions and

various limit theorems in Statistics including asymptotic e�ciency of tests, criteria based

on characterizations and normal approximation for L1-norms of kernel density estimators.

The characterization results are related to independence and equidistribution of linear and

nonlinear forms of the sample as well as to regression relations, admissibility and optimality

of statistical estimators. When calculating the Bahadur e�ciency, we give attention to the

logarithmic asymptotics for large deviations of test statistics under the null hypothesis.

We study also the conditions of local asymptotic optimality in Bahadur sense for various

nonparametric tests. Refs. 136.

Key words: characterization of distributions, regression, equidistribution, empirical process,

kernel density estimators, large deviations, asymptotic e�ciency, U -statistics, normal

approximation.
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