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Аннотация: Предложена модель для описания функционально-механического поведения образца из пористого 

сплава с памятью формы, структурные элементы которого аппроксимированы плоскими прорезными пружинами. 

Такие пружины, в свою очередь, состоят из балок. В процессе деформирования балки, ориентированные перпен-

дикулярно по отношению к направлению нагружения, вносят основной вклад в макроскопическую деформацию 

образца. 

Исследовано влияние условий закрепления балки на результаты моделирования. Рассмотрены два типа гранич-

ных условий: шарнирное опирание и жесткое защемление. В рамках методов сопротивления материалов для ука-

занных видов опор решены задачи статики, найдены напряжения в наиболее напряженном участке и прогибы ба-

лок. Для расчета неупругой деформации, возникающей в процессе мартенситного превращения в сплавах с памятью 

формы, использована микроструктурная модель, позволяющая описывать функциональные свойства этих материа-

лов. Геометрические параметры балок выбраны на основании анализа микрофотографий пористого сплава TiNi.  

Выполнено моделирование поведения пористого образца из сплава с памятью формы при изотермическом сжа-

тии при различных температурах, когда сплав с памятью формы находится в аустенитном и мартенситном состоя-

ниях. Проведен расчет деформации образца при охлаждении и нагреве под постоянным напряжением, при этом 

реализуются эффекты пластичности превращения и памяти формы. Показано, что выбор граничных условий име-

ет существенное значение при расчете поведения пористого сплава с памятью формы. Использование структурных 

элементов с жесткой заделкой приводит к меньшим напряжениям в моделируемом объекте и позволяет получить 

лучшее соответствие результатов расчета с экспериментальными данными. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Благодаря своим уникальным свойствам сплавы с па-

мятью формы (далее – СПФ) уже много лет привлекают 

к себе внимание исследователей в инженерных облас-

тях науки [1; 2] и в медицине [3]. Важное место среди 

этих материалов занимают СПФ с пористой структурой, 

чьи свойства очень близки к свойствам человеческой 

костной ткани [4].  

Для эффективного использования пористых СПФ 

необходимо иметь модель, адекватно описывающую их 

механическое поведение. Практически все имеющиеся 

в настоящее время работы, посвященные моделирова-

нию механического поведения пористых СПФ, ограни-

чены описанием изотермического деформирования и ис-

пользуют макроскопические феноменологические мо-

дели деформации СПФ. Д. Лагоудас и П. Енчев в работе 

[5] рассматривали пористый материал как композици-

онный и использовали методы механики композитов [6–

8]. Эти методы ранее использовались Д. Лагоудасом  

и соавторами при описании композитов с неупругим 

поведением составляющих в работе [9]. В работах [5; 

10] пористый СПФ представлен как композит с вклю-

чениями нулевой жесткости, выполнен расчет дефор-

мации цилиндрического образца при изотермическом 

сжатии и сжатии с одновременным кручением. 

Теория эффективного поля Мори-Танаки [11] была 

использована Чжао и Тайя [12] при расчете поведения 

пористого образца из СПФ в режиме изотермического 

сжатия, а также в работе Сю и Дуй [13] при моделиро-

вании сжатия образца с пористостью, переменной вдоль 

радиуса. В работе [14] рассчитаны диаграммы дефор-

мирования пористой ячейки с использованием феноме-

нологической модели, имплементированной в пакет 

ABAQUS. Благодаря вводу в феноменологическую мо-

дель разных значений максимальной обратимой дефор-

мации при одноосном растяжении и сжатии М. Равари, 

М. Кадходаеи удалось описать асимметрию растяжения 

и сжатия пористых СПФ [15]. В работе А. Ашрафи  

и Дж. Аргавани [16] феноменологический подход впер-

вые использовался для расчета деформации при нагреве 

после деформирования в мартенситном состоянии. 

Среди подходов к описанию функционально-меха-

нических свойств СПФ стоит выделить микроструктур-

ное моделирование, позволяющее учитывать физиче-

ские механизмы деформирования отдельных структур-

ных элементов. В основе такого подхода лежит гипотеза 

о многоуровневости развития деформации: макроде-

формация рассчитывается путем усреднения микроде-

формаций. Такой метод позволяет рассчитывать дефор-

мацию образцов из СПФ при различных термомехани-

ческих нагрузках. По-видимому, единственная попытка 

использования микроструктурной модели для описания 

поведения пористого СПФ сделана в работе М. Панико 

и Л.К. Бринсон [17], в которой был выполнен расчет 

деформации образца при изотермическом циклическом 

воздействии.  

Структура пористых СПФ, как правило, очень 

сложна и является одним из важнейших факторов, оп-

ределяющих механическое поведение образцов [18–

20]. Таким образом, при моделировании этих материа-

лов необходимо учитывать не только присущие им 

сложные механизмы неупругой фазовой деформации, 
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но и особенности пористой структуры. Существую-

щие модели пористых СПФ учитывают это лишь кос-

венно.  

В работах [21–23] предложена модель механиче-

ского поведения образца из пористого СПФ, позво-

ляющая, основываясь на знании о структуре конкрет-

ного образца и используя микроструктурную модель 

для расчета фазовой деформации СПФ [24], предска-

зать его поведение в условиях изотермического нагру-

жения. При расчете такой сложной структуры прихо-

дится прибегать к определенным упрощениям. Так,  

в работе [22] структуру пористого образца из сплава 

TiNi (см. рис. 1), полученного методом самораспрост-

раняющегося высокотемпературного синтеза, было 

предложено аппроксимировать плоскими прорезными 

пружинами (см. рис. 2). При этом неупругую дефор-

мацию, связанную с протеканием в СПФ обратимого 

мартенситного превращения, рассчитывали с помо-

щью микроструктурной модели [24], позволяющей 

описывать различные функциональные свойства СПФ. 

Для того чтобы избежать решения сложной краевой 

задачи с граничными условиями на свободной поверх-

ности пор, было сделано предположение, что функ-

ционально-механическое поведение каждого сегмента 

перегородок, составляющего структуру пористого те-

ла, определяется поведением его наиболее напряжен-

ного участка. 

 

 

 
 

Рис. 1. Продольное сечение образца из сплава TiNi, по-

лученного методом СВС [19] 

 

 

 
 

Рис. 2. Плоская прорезная пружина –  

математический объект, предлагаемый  

для моделирования пористой структуры 

 

 

При применении к элементам плоской прорезной 

пружины элементарной теории балок возникает вопрос 

о граничных условиях. В работе [22] считали, что гори-

зонтальные балки, составляющие плоскую прорезную 

пружину, закреплены шарнирно, что привело к поста-

новке статически определимой задачи. Вместе с тем 

понятно, что в реальном пористом материале шарниров 

нет, и излишнее упрощение может привести к сущест-

венной погрешности при определении напряжений и де-

формаций.  

Цель настоящей работы – исследование влияния ус-

ловий закрепления балки на результаты моделирования 

деформационного поведения образцов из пористого 

СПФ. Рассмотрены два типа граничных условий: шар-

нирная опора и жесткая заделка.  

 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБРАЗЦА ИЗ ПОРИСТОГО 

СПФ В СЛУЧАЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ МЕЖПО-

РОВЫХ ПЕРЕГОРОДОК КАК «ШАРНИРНО-

ОПЕРТЫХ» БАЛОК 

Горизонтальная перемычка – основной структурный 

элемент плоской прорезной пружины, несущий нагруз-

ку, – была аппроксимирована балкой, в центральной 

части нагруженной распределенной на небольшом уча-

стке длины a нагрузкой интенсивности q. Балка закреп-

лена шарнирно, для расчета ее напряженно-деформиро-

ванного состояния была решена статически определи-

мая задача (см. рис. 3).  

 

 

 

 
 

Рис. 3. Схема деформирования балки  

на шарнирной опоре 

 

 

Вычисления выполняли пошагово. Предполагали, 

что в представительном объеме имеются несколько ха-

рактерных типов балок i-го типа, размеры которых счи-

тали дискретно распределенными величинами со зна-

чениями, соответствующими модам реального распре-

деления. 

Наибольшее нормальное напряжение в каждой та-

кой балке достигалось в ее центральном сечении и рас-

считывалось по формуле сопротивления материалов: 

 

max 2

3 -
2

2
i

i
i

i i

a
P l

b h

 
 
 

  ,

                          

(1) 

 

где max – максимальное напряжение в балке; 

li, bi и hi – соответственно, длина, ширина и толщина 

балки;  

ai – длина участка, на котором распределена нагрузка; 

P=qai – результирующая сила, действующая на балку. 

По заданному приращению силы ΔP с помощью фор-

мулы (1) вычисляли приращение значения максимального 
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напряжения Δmax. Далее при помощи микроструктур-

ной модели [24] определяли приращение деформации 

балки Δεi. Приращение максимального прогиба Δwi 

балки выражали через приращение деформации по 

формуле, полученной методами сопротивления мате-

риалов: 

 
3 2 3( 8 4 )

24 (2 )

i i i i i
i

i i i

l l a a
w

h l a

   
 


.                    (2) 

 

Деформацию представительного объема определяли 

отношением суммарного прогиба к исходной длине об-

разца: 

 

 
ii

i ii

w

h H







E ,                             (3) 

 

где Hi – размер прорези пружины. 

Деформацией сжатия вертикальных элементов пре-

небрегали, а после касания горизонтальными элемен-

тами друг друга приращение деформации образца рас-

считывали как приращение деформации в вертикальном 

стержне при одноосном сжатии. 

Эффективное макроскопическое напряжение S   
с учетом пористости образца p определяли следую-

щим образом: 

 

 

 

2

2

. .

1

1av av

P n

b h n p




 
S ,                     (4) 

 

где n – количество перемычек, попадающих на попе-

речный срез,  

bav. и hav – средние значения поперечных размеров балок. 
 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОВЕДЕНИЯ ОБРАЗЦА ИЗ 

ПОРИСТОГО СПФ ПРИ УСЛОВИИ «ЖЕСТКОЙ 

ЗАДЕЛКИ» ДЛЯ СТРУКТУРНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

В данном разделе считали, что горизонтальные пе-

ремычки, составлявшие плоскую прорезную пружину, 

закреплены жестко (см. рис. 4). Остальные предполо-

жения сохранялись.  

 

 

 

 
 

Рис. 4. Схема деформирования балки  

с жесткой заделкой 

 

 

Для расчета напряжения была решена статически 

неопределимая задача. Наибольшее нормальное напря-

жение, которое достигалось в центральном сечении 

балки, рассчитывалось аналогично формуле (1) по ме-

тодам сопротивления материалов 

2

max 2

3
3

4i

i
i i

i

i i

a
P l a

l

b h

 
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


 .                       (5) 

 

При решении задачи была получена формула (6) для 

вычисления приращения максимального прогиба балки. 

Она подобна выражению (2): 
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24
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(6) 

 

Расчет деформации i-ой балки, а также остальные 

вычисления выполнялись, как и в случае шарнирно-

опертой балки: деформация образца была вычислена по 

формуле (3), напряжение всего образца рассчитывалось 

по формуле (4).  

 

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Из сравнения формул (1) и (5) для напряжений, и (2) 

и (6) для перемещений математически можно сделать 

вывод о том, что напряжения и деформации при моде-

лировании структуры образца при помощи балок с же-

сткой заделкой будут ниже, чем при использовании для 

расчета балок на шарнирной опоре. 

На основании предложенных схем расчета выполне-

но моделирование сжатия пористого образца из сплава 

TiNi со следующими константами материала: Ms=341 K, 

Mf=321 K, As=355 K, Af=375 K, скрытая теплота пре-

вращения qo=−190 МДж/м3. Геометрические размеры 

балок, представленные в таблице 1, были выбраны  

в качестве элементов плоской прорезной пружины на 

основании анализа микрофотографии образца пористо-

го TiNi, приведенной в работе [19]. Пористость модели-

руемого образца p составляла 54 %. 

 

 

Таблица 1. Геометрические параметры балок 

 

l, mm a, мм b, мм h, мм H, мм 

4,7 0,8 1,2 0,4 0,5 

6,7 1,1 1,5 1 1,3 

9,4 1,7 1,2 1,5 1,6 

 

 

На рисунке 5 приведены диаграммы деформирова-

ния модельных образцов в мартенситном и аустенит-

ном состояниях (см. рис. 5 а и 5 б соответственно),  

а также результаты эксперимента [19]. Расчеты выпол-

нены для моделей, состоящих из элементов с шарнир-

ной опорой и жесткой заделкой. Сравнение кривых 

позволяет заключить, что при одинаковом напряжении 

условие жесткой заделки приводит к меньшей дефор-

мации, чем при расчетах, основанных на условии 

шарнирно опертой балки, а результат лучше согласу-

ется с имеющимися экспериментальными данными. 

Рисунок 6 иллюстрирует поведение модельных конст-

рукций с разными типами закрепления при охлаждении 

и нагреве под постоянным напряжением 50 и 100 МПа. 

При охлаждении за счет эффекта пластичности  
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 а) б) 

 

Рис. 5.  Диаграммы деформирования образца из пористого TiNi  

в мартенситном (а) и аустенитном (б) состояниях 

 

 

            

 
 а) б) 

 

Рис. 6. Расчет поведения образца из пористого TiNi при охлаждении и нагреве  

под постоянной нагрузкой 50 МПа (а) и 100 МПа (б) 

 

 

превращения деформация накапливается, а при на-

греве частично возвращается благодаря эффекту 

памяти формы в СПФ. 

 

ВЫВОДЫ 

Таким образом, показано, что выбор граничных ус-

ловий в балочной модели пористого сплава с памятью 

формы существенно влияет на результаты моделирова-

ния его деформации. При одинаковых нагрузках усло-

вия жесткой заделки приводят к меньшим локальным 

напряжениям в структурном элементе, чем при его мо-

делировании шарнирно опертой балкой, а результат 

лучше согласуется с имеющимися экспериментальными 

данными. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 

РФФИ, гранты № 15-01-07657 и № 15-08-05021.  

Статья подготовлена по материалам докладов 

участников VIII Международной школы «Физическое 

материаловедение» с элементами научной школы для 

молодежи, Тольятти, 3–12 сентября 2017 г. 
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Abstract: The authors proposed a model for the description of the functional and mechanical behavior of a sample of 

the porous shape memory alloy, the structural elements of which were approximated by flat slotted springs. These springs, 

in their turn, consist of beams. During the deformation process, beams oriented perpendicular to the loading direction con-

tribute significantly to the sample macroscopic strain. 

The authors investigated the influence of beam supporting conditions on the modeling results. Two types of boundary 

conditions are considered – hinge support and rigid fixing. Within the methods of the strength of materials for the specified 

types of supports, the authors solved the static problems; found the stresses in the most strained area and beam deflections. 

To calculate the anelastic deformation arising from the martensitic transformation in the shape memory alloys, the micro-

structural model allowing describing the functional properties of these materials was used. Basing on the analysis of mi-

crophotography of porous TiNi alloy, the geometrical parameters of beams were chosen. The authors carried out the simu-

lation of the behavior of the porous shape memory alloy sample during the isothermal compression at various temperatures 

when the shape memory alloy is in austenitic and martensitic states. The deformation of a sample during the cooling and 

heating under the constant stress was calculated, in this case, the transformation plasticity and shape memory effects occur. 

It is shown, that the selection of boundary conditions has the important significance when modeling porous shape memory 

alloy behavior. The application of fixed-ended structural elements leads to the lower stresses in the modeled object and 

allows obtaining better correspondence between the calculation results and experimental data. 
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