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нарные связи: помимо уравнений в частных производных, поставляющих

задачи, используются теория управления и систем, асимптотические мето-

ды, функциональный анализ, теория операторов, банаховы алгебры и др.

Цель работы – представить основные идеи и инструменты BC-метода и

дать обзор некоторых результатов. Для презентации выбрано одно из

главных его достижений – реконструкция римановых многообразий по ди-

намическим и спектральным граничным данным.
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Введение

О работе. Предмет работы – один из подходов к обратным задачам матема-
тической физики. За подходом закрепилось название “BC-метод”1, отражаю-
щее его связь с идеями и результатами теории граничного управления. Первая
версия этого метода появилась в заметке [11]; в [14] предложен вариант, наибо-
лее близкий к современному. Дальнейшее развитие и результаты представлены
в обзорах [18], [28]; сжатое изложение см. в [26], [36].

BC-метод – сугубо междисциплинарный подход. В нем, помимо уравнений
в частных производных, поставляющих задачи, используются теория управ-
ления и систем, асимптотические методы (геометрическая оптика), функцио-
нальный анализ и теория операторов. Выявлены перспективные связи с бана-
ховыми алгебрами [22], [62], некоммутативной геометрией [41], [42], [37], функ-
циональными моделями линейных операторов [34], [56]. Разнообразие связей
и их содержательность мы относим к сильным сторонам подхода.

Работа ставит целью представить BC-метод и дать обзор некоторых его ре-
зультатов. Для презентации выбрано одно из наиболее выразительных его до-
стижений – реконструкция риманова многообразия по динамическим и спек-
тральным граничным данным. Первые результаты в этом направлении были
получены в [47], [49].

О содержании.

• К обратным относят задачи, состоящие в восстановлении системы (ее
структуры, параметров) по отображению “вход–выход”, описывающему реак-
цию системы на внешнее воздействие. Под томографией многообразий мы
понимаем круг обратных задач для систем, ассоциированных с римановыми
многообразиями. В них требуется восстановить многообразие по тем или иным
данным о решениях (прямых) граничных задач, известным на крае многооб-
разия. Приведем примеры из приложений, поясняющие и мотивирующие со-
ответствующие постановки.

Импедансная томография (ИТ). Имеется тонкая оболочка Ω сложной фор-
мы (риманова поверхность с краем), проводящая ток. К ее границе Γ прикла-
дывается потенциал f (вход), индуцирующий потенциал uf и ток ∇uf внут-
ри Ω. Внешний наблюдатель, оперирующий на границе, имеет возможность
варьировать f и измерять ток ν · ∇uf , текущий через границу (выход; здесь
ν – внешняя нормаль к Γ). Измерения формализуются заданием оператора
реакции

R : f 7→ ν · ∇uf
∣∣
Γ
.

1от “boundary control”; русский вариант – БЦ-метод или метод граничного управления.
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Это так называемый DN-оператор; он определяется оболочкой: ее геометрией,
проводимостью и т. п. Предположим, что оболочка недоступна для наблюда-
теля и, зондируя ее токами с границы, он пытается определить ее форму и па-
раметры. Иными словами, ставится обратная задача: в какой мере оператор R
определяет оболочку Ω и, если определяет, как ее восстановить?

Акустическая томография (АТ). Пусть оболочка Ω выполнена из упругого
материала и смещение f точек ее границы приводит к появлению волны сжа-
тий uf , распространяющейся по оболочке с конечной скоростью. Волна рассе-
ивается на неоднородностях, появляются вторичные волны, возвращающиеся
к границе и взаимодействующие с ней. Возникающие при взаимодействии си-
лы ν · ∇uf регистрируются наблюдателем на Γ. Измерения задают оператор
реакции

R : f 7→ ν · ∇uf
∣∣
Γ×[0,T ]

(T – время наблюдения). Обратная задача состоит в восстановлении Ω по R.
Задачи ИТ и АТ ставятся и в многомерном случае, а в размерности 3 име-

ют содержательные приложения (дефектоскопия, геофизика, ультразвуковая
диагностика в медицине и др.).

Электромагнитная томография (ЭМТ). Область Ω в искривленном про-
странстве (трехмерное риманово многообразие с краем) просвечивается элек-
тромагнитными волнами uf = {ef , hf}, инициированными граничными источ-
никами f = ν ∧ e. Наблюдатель располагает оператором

R : f 7→ ν ∧ hf
∣∣
Γ×[0,T ]

и ставит цель восстановить Ω.
Задачи АТ и ЭМТ можно объединить термином “волновая томография”.

В них инструментом зондирования Ω служат волны, распространяющиеся с ко-
нечной скоростью.

• Отметим отличие приведенных постановок от традиционных коэффици-
ентных обратных задач. В последних носитель Ω подлежащих определению ко-
эффициентов предполагается известным: есть возможность фиксировать точ-
ку x ∈ Ω и обсуждать, как восстановить в ней искомую функцию (проводимость
оболочки, плотность среды, скорость волн и т. п.). В наших же постановках
определению подлежит сам носитель, что выводит задачу на другой уровень
сложности.

Дополнительным осложнением является то, что соответствие Ω 7→ R неинъ-
ективно. Будем говорить, что многообразия Ω и Ω′ эквивалентны, если они
имеют общий край ∂Ω = ∂Ω′ = Γ и совпадающие операторы реакции R = R′.
Такие многообразия одинаково реагируют на внешнее воздействие и в принци-
пе неразличимы для внешнего наблюдателя. Тривиальным примером служит
случай, когда Ω и Ω′ связаны изометрией i : Ω → Ω′ такой, что i

∣∣
Γ

= id. В этом
случае для общего входа f и отвечающих ему решений uf и u′f выполнено
равенство uf = i∗u′f , что влечет R = R′.

В этой ситуации естественно поставить две задачи:
1) описать класс эквивалентности, отвечающий заданному R (в частности,

выяснить, исчерпывается ли он изометричными многообразиями);
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2) построить (указать, описать, предъявить, . . . ) риманово многообразие Ω̃

с оператором реакции R̃ = R.
Вторая задача ставится в предположении, что R заведомо является опе-

ратором реакции некоторого многообразия (оригинала) Ω, так что речь идет
о его копии Ω̃ – некотором каноническом представителе класса эквивалентно-
сти. Заметим, что, с точки зрения теории систем, для наблюдателя построение
копии Ω̃ по оператору R и есть единственно релевантное понимание самой за-
дачи “восстановить Ω” (см. [87; гл. 10]).

• BC-метод доставляет конкретные способы построения копий по операто-
ру реакции. Образно говоря, решается вопрос о том, из какого “материа-
ла” можно построить Ω̃ и как извлечь его из R. В данной статье представ-
лены два варианта: близкий к оригинальному [11], [13], [26] и алгебраиче-
ский [22], [30], [41], [35], [42]. В обоих вариантах обыгрывается биективность
соответствия x ↔ δx между точками Ω и сосредоточенными в них мерами
Дирака. По оператору R в пространстве входов наблюдатель определяет адек-
ватные копии (представления) δ̃x мер Дирака, выполняющие роль “материала”.
Из них составляется множество {δ̃x} =: Ω̃. Оно оснащается адекватной рима-
новой структурой и, по построению, оказывается изометрической копией ори-
гинала Ω, решающей задачу 2). Вместе с тем решается вопрос 1): в волно-
вой томографии эквивалентные многообразия изометричны, в двумерной ИТ –
конформно эквивалентны.

Варианты отличаются тем, как именно идентифицируются δ̃x. Первый ва-
риант решает задачи волновой томографии. В нем наблюдатель использует
инфинитезимальную конструкцию (“ h̃-лунки”) и предельным переходом полу-
чает δ̃x как функционалы над входами f .

В алгебраическом варианте по R определяется операторная алгебра Ẽ(Ω)
(“алгебра эйконалов”), изометрически изоморфная алгебре непрерывных функ-

ций C(Ω). Роль Ω̃ играет спектр (множество характеров δ̃) алгебры Ẽ(Ω).
Поскольку алгебры изометричны, их спектры гомеоморфны. Как известно,
спектр C(Ω) гомеоморфен Ω. Как следствие, Ω̃ гомеоморфно Ω. Оснастив Ω̃
римановой структурой, наблюдатель получает копию оригинала Ω, решающую
задачу реконструкции.

Двумерная задача ИТ решается по вполне аналогичной схеме. Вместо C(Ω)
используется алгебра голоморфных функций A, спектр которой гомеоморфен Ω.
Наблюдатель по заданному R строит ее изометрическую копию Ã и, определив
спектр Ω̃ последней, получает требуемую копию многообразия Ω.

По существу, в алгебраическом варианте BC-метода реконструкция сводится
к геометризации по Гельфанду адекватной алгебры, определяемой данными
обратной задачи. Тем самым, геометризация доставляет единый подход к об-
ратным задачам для физически весьма далеких друг от друга систем: в волно-
вой томографии процессы описываются эволюционными (гиперболическими)
уравнениями, а в импедансной – стационарными (эллиптическими).

Для полноты изложения мы кратко описываем еще один вариант BC-метода,
использующий геометрическую оптику – амплитудные формулы [14], [48], [18],
[38], [45], [36]. В тексте он помещен вторым. Именно он применяется для
разработки численных алгоритмов.

Подробно рассматривается технически более простая задача АТ.
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Комментарии.

• Термин “граничное управление” в заголовке статьи и названии метода –
дань той роли, которую в волновой томографии играет задача граничного управ-
ления. Она состоит в нахождении входа (управления) f по заданному состо-
янию y, т. е. в решении уравнения uf = y. Качество ее разрешимости имеет
критическое значение. В благоприятных случаях говорят о граничной управ-
ляемости соответствующей системы; на другом языке речь идет о полноте со-
стояний в областях, заметаемых волнами.

• Присутствие “внешнего наблюдателя” для математической работы не ха-
рактерно, но, как мы надеемся, прибавляет наглядности изложению. В мето-
дологии BC-метода, в терминах и понятиях, которыми он оперирует, ясно про-
слеживается философия теории систем. Отдельные приемы и элементы метода
служат выразительной иллюстрацией ее основных тезисов (см. [87; разд. 10.6
“Теория абстрактной реализации”]).

• Алгебраическая версия подхода созвучна общим идеям координатизации,
изложенным в замечательной книге И. Р. Шафаревича [104]. По существу, эта
версия есть координатизация точек x ∈ Ω посредством адекватных алгебраи-
ческих объектов – характеров δx алгебры C(Ω). Наблюдатель извлекает ко-
пию (представление) C̃(Ω) алгебры C(Ω) из данных обратной задачи, находит
характеры δ̃x этой копии и составляет из последних копию Ω̃ недоступного
оригинала Ω.

• Обратные задачи нелинейны. Главное преимущество классических под-
ходов, восходящих к работам И. М. Гельфанда, Б. М. Левитана, М. Г. Крейна,
В. А. Марченко, состоит в том, что решение обратных задач сводится к реше-
нию линейных уравнений. BC-метод в полной мере обладает этим преимуще-
ством: в нем решение обратной задачи фактически равносильно обращению
линейного оператора. Именно, требуется обратить связывающий оператор ди-
намической системы, ассоциированной с многообразием. В многомерных зада-
чах с качеством обратимости возникают проблемы, но линейность сохраняется.

В динамических задачах BC-метод оптимален по времени: глубина восста-
новления параметров пропорциональна длительности наблюдений на грани-
це. Это важное для приложений свойство унаследовано от локального подхода
А. С. Благовещенского [65], [66], учеником которого автор является.

• BC-метод использует многочисленные результаты из весьма далеких друг
от друга областей. В то же время его собственный аналитический аппарат
весьма прост и, грубо говоря, исчерпывается интегрированием по частям.

Схема метода достаточно сложна, что неизбежно в подходе, ставящем целью
восстановить сложный объект – риманово многообразие произвольной размер-
ности и топологии. Копия Ω̃ конструируется в несколько шагов, на каждом из
которых последовательно вводятся вспомогательные объекты (операторы, под-
пространства и др.), определяемые данными обратной задачи. Они суть копии
соответствующих объектов внутреннего пространства, в которое наблюдатель
доступа не имеет. После того как очередной объект-копия введен, он объяв-
ляется доступным наблюдателю и используется в дальнейших рассмотрениях.
В конце концов доступной оказывается копия Ω̃.
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• Используемые в тексте обороты типа “по A восстановим B” (или “най-
дем, определим, перейдем к . . . ”) призваны разнообразить речь, но всякий
раз означают одно: существует единственный объект B, соответствующий A

в текущем адекватном смысле. Эффективность восстановления не обсуждает-
ся ввиду нечеткости самого понятия “эффективный”. Как нам представляется,
определенно о ней можно говорить лишь применительно к результатам числен-
ного моделирования. Оно тоже входит в сферу интересов BC-метода [46], [86].

• Стремясь к максимальной простоте изложения, мы почти не приводим
доказательств: нужные результаты отнесены в предложения и снабжены соот-
ветствующими ссылками. С той же целью приняты завышенные требования
к гладкости многообразий, функций и др.: всюду в работе “гладкий” означает
C∞-гладкий. До раздела 2 все функции, пространства, классы и др. веще-
ственны.

• Автор признателен рецензентам за высказанные замечания и пожелания.
Они помогли существенно улучшить изложение.

1. Волновая томография

1.1. Геометрия. Всюду в работе Ω – гладкое риманово многообразие раз-
мерности n > 2 с краем Γ. Дополнительные предположения (компактность,
ориентируемость, связность края и др.) принимаются отдельно по мере необ-
ходимости.

1.1.1. Эйконалы. Для произвольного A ⊂ Ω определим метрические окрест-
ности

Ωr[A] := {x ∈ Ω | dist(x,A) < r}, Ωr := Ωr[Γ], r > 0.

Множества

Γs[A] := {x ∈ Ω | dist(x,A) = s}, s > 0,

суть эквидистанты A; эквидистанты края обозначим через Γs := Γs[Γ].
Функцию

τA(x) := dist(x,A), x ∈ Ω,

назовем эйконалом множества A; для краткости обозначим τ(x) := τΓ(x). По
общим свойствам расстояния все эйконалы непрерывны: τA ∈ Cloc(Ω).

Пусть

σε(γ) := {γ′ ∈ Γ | dist(γ′, γ) < ε}

есть диск с центром γ ∈ Γ. Имеет место поточечная сходимость

τσε(γ)( · ) −−−→
ε→0

τγ( · ) в Ω.

Положим T∗ := maxΩ τ( · ) 6 ∞. Ниже, в динамических системах, эта ве-
личина имеет смысл времени, за которое волны, идущие от края с единичной
скоростью, заполняют все многообразие.
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Рис. 1. Множество раздела

1.1.2. Множество раздела. Для x ∈ Ω определим геодезическую проекцию

prx := {γ ∈ Γ | τ(x) = dist(x, γ)},

состоящую из ближайших к x точек края. Примем prA := {prx | x ∈ A}.
Будем говорить, что точка m ∈ Ω кратная, если prm состоит более чем из

одной точки края. В дальнейшем c0 есть множество кратных точек.
Пусть lγ есть геодезическая, исходящая из γ ∈ Γ и идущая внутрь Ω по

нормали к Γ, lγ [0, s] – ее отрезок длины s, x(γ, s) – его конец. Величина

τ∗(γ) := sup{s > 0 | τ(x(γ, s)) = s}

называется критической длиной: при s 6 τ∗(γ) (и только при таких s) от-
резок lγ [0, s] является кратчайшей, соединяющей x(γ, s) с Γ. Функция τ∗( · )
непрерывна на Γ [81] и выполнено неравенство τ∗( · ) 6 T∗.

Точка x(γ, τ∗(γ)) называется точкой раздела геодезической lγ . Множество

c :=
⋃

γ∈Γ

x(γ, τ∗(γ))

называется множеством раздела (cut locus) многообразия относительно его
края: см. рис. 1. Справедливы соотношения

vol c = 0, dist(c,Γ) > 0, c = c0 (1.1)

(черта – замыкание в Ω).2

Гладкость эквидистант Γs может нарушаться только на множестве раздела,
их части Γs \ c суть гладкие многообразия.

Введем подмножества края

σs
+ := pr[Γs \ c], σs

0 := pr[Γs ∩ c], σs
− := Γ \ [σs

+ ∪ σs
0];

обозначим Ωs
⊥ := Ω \ Ωs.

2Эти факты хорошо известны в “геометрическом фольклоре”. О плотности кратных точек
в c автору сообщил (и привел доказательство) Ю.Д. Бураго.
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Предложение 1. Пусть 0 6 s < T∗ . Множества σs
± открыты в Γ, и вы-

полнены соотношения

dist([σs
+ ∪ σs

0],Ω
s
⊥) = s; dist(γ,Ωs

⊥) > s ∀ γ ∈ σs
−. (1.2)

Эти факты легко следуют из принятых выше определений и общих свойств
расстояния на римановом многообразии.

1.1.3. Полугеодезические координаты (пгк). Для любого x ∈ Ω \ c проекция
на край состоит из единственной точки γ(x) := prx; при этом x = x(γ(x), τ(x)).
Соответствие

i : x 7→ (γ(x), τ(x))

есть биекция Ω\c на множество Θ := i(Ω\c) ⊂ Γ×[0, T∗], называемое выкройкой
многообразия Ω. График критической длины,

θ := {(γ, τ∗(γ)) | γ ∈ Γ},

служит ее границей в цилиндре Γ× [0, T∗]. Ниже обозначаем Θ := Θ∪ θ. Рис. 2
соответствует T < T∗; указаны ΘT = i(ΩT \ c) и граница выкройки θ, она же –
график критической длины τ∗.

Рис. 2. Выкройка

Пару (γ(x), τ(x)) назовем полугеодезическими координатами (пгк) точки
x ∈ Ω \ c. Выкройка – это область значений пгк; она же – подграфик кри-
тической длины τ∗( · ). Малость множества раздела в смысле (1.1) позволяет
использовать пгк на Ω “в большом”.

Для численной реализации пгк выбирают открытое подмножество σ ⊂ Γ

и локальные координаты γ1, . . . , γn−1 на σ. Наборы

{γ1(x), . . . , γn−1(x), τ(x)}, где γk(x) := γk(prx),

образуют координаты в трубке

Bσ := {x ∈ Ω \ c | γ(x) ∈ σ, 0 6 τ(x) < τ∗(γ(x))}.

В них элементы длины и объема суть

ds2 = dτ2 + gkl(γ, τ) dγ
k dγl, dx = β(γ, τ) dΓ dτ, (1.3)
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где k, l = 1, . . . , n− 1, dΓ – элемент площади края и

β(γ, τ) =

√
det{gkl(γ, τ)}
det{gkl(γ, 0)}

– плотность объема в пгк. Трубки Bσ в совокупности (для разных σ) образуют
атлас на Ω \ c.

Оператор Бельтрами–Лапласа в пгк имеет известный вид:

∆ = g−1/2∂τg
1/2 ∂τ + g−1/2∂γkg1/2gkl ∂γl , (1.4)

где gkl есть матрица, обратная к gkl, и g := det{gkl}. Компоненты вектора
градиента в пгк суть

(∇φ)k = gkl∂γlφ, k = 1, . . . , n− 1; (∇φ)n = ∂τφ. (1.5)

1.1.4. Метрика через эйконалы. Семейство эйконалов E := {τγ( · ) | γ ∈ Γ}
вполне определяет риманову структуру на Ω: атлас карт и метрический тензор.
Приведем факты, из которых это следует.

• Пусть x∗ ∈ Ω \ Γ есть внутренняя точка, Ωε[x∗] – ее окрестность. На крае
выберем точку γ(x∗) ∈ prx∗. Если ε > 0 достаточно мало, то вблизи γ(x∗)

можно выбрать точки γ1, . . . , γn ∈ Γ такие, что эйконалы τγ1
( · ), . . . , τγn

( · )
образуют регулярную систему координат на Ωε[x∗]; в геометрии такие коор-
динаты называют дистанционными. Отсюда видно, что непустые открытые
множества

Ba1,...,an;b1,...,bn
γ1,...,γn

:= {x ∈ Ω | 0 < ai < τγi
(x) < bi, γi ∈ Γ, 1 6 i 6 n}

в совокупности составляют базу метрической топологии, имеющейся на Ω. Эти
множества суть “брусы”, образованные трансверсально пересекающимися “сфе-
рическими” слоями Ωbi [γi] \ Ωai [γi]. Среди них есть те, которые покрываются
координатами τγ1

( · ), . . . , τγn
( · ) и, вместе с последними, образуют дистанцион-

ные карты. Такие карты согласованы и составляют атлас на Ω \ Γ.
Трубки Bσ с пгк образуют атлас на Ω \ c. Отметим, что входящая в пгк

координата τ = τ( · ) также определяется семейством E , поскольку τ( · ) =

infγ∈Γ τγ( · ).
Объединяя оба атласа, получим атлас на Ω, определяемый семейством E .
• Опишем процедуру, позволяющую восстановить метрику по эйконалам.

Пусть Bσ есть трубка с пгк; фиксируем η ∈ σ. Эйконал τη( · ) ∈ E , как и любая
дистанционная функция, удовлетворяет уравнению |∇τη|2 = 1 в Bσ.

Выберем точки η1, . . . , ηn(n+1)/2 и составим уравнения для градиентов соот-
ветствующих эйконалов. С учетом (1.3) получим систему

(∂τ τηi
)2 + gkl(γ, τ)(∂γkτηi

)(∂γlτηi
) = 1, i = 1, . . . ,

n(n+ 1)

2
, (1.6)

относительно компонент gkl. Нетрудно показать, что для точек ηi в общем
положении она невырождена и однозначно определяет все компоненты. Тем
самым, по эйконалам восстанавливается метрический тензор в Ω \ c.
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Остается определить тензор в точках x ∈ c. Для этого достаточно повторить
описанный выше прием, используя вместо пгк подходящие дистанционные ко-
ординаты τγ1

, . . . , τγn
[41].

Полезно отметить локальный характер процедуры восстановления метри-
ки: все γi, ηj , используемые в (1.6) для нахождения gkl в окрестности точ-
ки x∗, можно выбирать из (малой) окрестности σ 3 γ(x∗). В приложениях
локальность дает возможность работать с данными, известными лишь на час-
ти края [21], [29].

• Таким образом, по семейству E можно однозначно определить всю рима-
нову структуру на Ω. О такой возможности мы будем говорить как об опре-
деляющем свойстве системы эйконалов. В то же время, как легко видеть, по
подсемейству E T := {τγ ∈ E | τγ( · ) < T} восстанавливается риманова струк-
тура в части многообразия ΩT , примыкающей к краю.

1.1.5. Копия Ω̃. Забегая вперед, наметим, как определяющее свойство ис-
пользуется в обратной задаче.

В ходе реконструкции наблюдатель получает множество Ω̃, связанное с Ω

некоторой (не известной ему) биекцией b : Ω → Ω̃. Вместе с тем в его распо-
ряжении оказываются функции τ̃σ( · ) := τσ(b−1( · )) (пересаженные на Ω̃ эй-
коналы) для всевозможных σ ⊂ Γ. Из этого материала наблюдатель может
изготовить изометрическую копию оригинала Ω по следующей схеме.

• Поскольку τσ(x) = 0 в точках x ∈ σ ⊂ Γ и только в них, образ b(σ)

определяется в Ω̃ условием b(σ) = {x̃ ∈ Ω̃ | τ̃σ(x̃) = 0}. Далее в Ω̃ распознается
“край”

Γ̃ := b(Γ) =
⋃

σ⊂Γ

b(σ).

Затем идентифицируются его отдельные точки: γ̃ := b(γ) =
⋂

σ3γ
b(σ).

В дальнейшем условимся отождествлять γ̃ с γ, так что у Ω и Ω̃ оказывается
общий край Γ = Γ̃.

• Напомним, что σε(γ) := {γ′ ∈ Γ | dist(γ′, γ) < ε} есть диск с центром γ.
Используя отмеченную в п. 1.1.1 сходимость эйконалов, найдем в Ω̃ функции
τ̃γ = limε→0 τ̃σε(γ). Составим семейство Ẽ := {τ̃γ( · ) | γ ∈ Γ}.

• Используя вместо эйконалов τγ ∈ E их “копии” τ̃γ ∈ Ẽ , оснастим Ω̃ римано-
вой структурой по схеме п. 1.1.4. В результате получим риманово многообразие,
которое имеет общий край с Ω и изометрично Ω по построению. Оно и будет
решением задачи реконструкции.

Если в начале построения наблюдатель располагает только копиями эйкона-
лов с дополнительным ограничением τ̃σ( · ) < T , то описанная процедура при-
ведет его к многообразию Ω̃T , изометричному части ΩT и имеющему общий
с ней край Γ̃ = Γ.

1.1.6. Лунки. Зафиксируем точку γ ∈ Γ; выберем положительное s 6 T∗
и малое ε > 0. Множество

ωs
γ,ε := Ωs[σε(γ)] ∩ [Ωs \ Ωs−ε]

= {x ∈ Ω | dist(x, σε(γ)) < s, s− ε 6 τ(x) < s} (1.7)
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мы называем лункой. Лунки суть инфинитезимальные области в Ω; их назна-
чение – служить метками внутренних точек. Для дальнейшего существенно их
поведение при ε→ 0. Будем говорить, что лунка исчезает, если для некоторого
ε0 = ε0(γ, s) > 0 выполнено равенство ωs

γ, ε = ∅ при всех ε < ε0. Имеет место
следующая альтернатива (см. [28; приложение, лемма 1]).

Предложение 2. Если 0 < s 6 τ∗(γ), то выполнено равенство

⋂

ε>0

ωs
γ,ε = x(γ, s),

т.е. лунка монотонно стягивается к точке x(γ, s). Если s > τ∗(γ), то лун-
ка ωs

γ,ε исчезает.

Такое поведение иллюстрирует рис. 3: на нем лунка ωs
γ,ε затенена, а лун-

ка ωs
γ′,ε исчезла в силу s > τ∗(γ

′).

Рис. 3. Лунки

Подготовим один из фрагментов процедуры реконструкции – характериза-
цию выкройки. Пусть H := L2(Ω). Для измеримого A ⊂ Ω определим подпро-
странство

H 〈A〉 := {χAy ∈ H | y ∈ H },

где χA – индикатор множества A. Подпространства такого вида будем на-
зывать геометрическими. Соответствие A ↔ H 〈A〉 позволяет “кодировать”
области в Ω соответствующими подпространствами, что используется во всех
вариантах BC-метода.

Подпространство H 〈ωs
γ,ε〉 функций, локализованных в ωs

γ,ε, назовем h-лун-
кой. Предложение 2 очевидным образом ведет к следующей альтернативе.

Предложение 3. Либо H 〈ωs
γ, ε〉 6= {0} при всех ε > 0 и тогда s 6 τ∗(γ)

(т.е. (γ, s) ∈ Θ), либо найдется ε0 > 0 такое, что H 〈ωs
γ,ε〉 = {0} при всех

ε < ε0 , и тогда s > τ∗(γ) (т.е. (γ, s) /∈ Θ).
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Таким образом, по поведению h-лунок можно сортировать пары (γ, s), отби-
рая те из них, которые принадлежат выкройке. Как выяснится позже, такой
отбор может провести внешний наблюдатель, располагающий оператором ре-
акции.

1.1.7. Меры Дирака. Пусть X〈A〉 есть проектор в H на H 〈A〉. Геомет-
рические подпространства выделены важным свойством: все такие проекторы
коммутируют между собой, а действие каждого сводится к умножению на со-
ответствующий индикатор: X〈A〉y = χAy, т. е. к срезке функций на A. Как
следствие, из определения лунки (1.7) получаем представление:

X〈ωs
γ, ε〉 = X〈Ωs[σε(γ)]〉[X〈Ωs〉 −X〈Ωs−ε〉]. (1.8)

Пусть 1( · ) ≡ 1 есть единичная функция, а y( · ) – гладкая функция в Ω. Фик-
сируем (γ, s) ∈ Θ; пусть δx(γ,s) – мера Дирака с носителем x(γ, s) ∈ Ω. В этом
случае лунка ωs

γ,ε стягивается к точке x(γ, s), из чего следует представление:

〈δx(γ,s), y〉 = y(x(γ, s)) = lim
ε→0

1

volωs
γ, ε

∫

ωs
γ,ε

y(x) dx = lim
ε→0

(X〈ωs
γ,ε〉y, 1)H

(X〈ωs
γ, ε〉1, 1)H

. (1.9)

Если m = x(γ, s) = x(γ′, s) есть кратная точка, то предельный переход в (1.9)
для разных γ и γ′ приведет к одной и той же мере δm. Отсюда заключаем,
что множество {δx(γ,s)}(γ,s)∈Θ биективно многообразию Ω; при этом индекса-
ция его элементов точками (замкнутой) выкройки не является инъективной:
при переходе от точек Θ к мерам происходит склейка границы θ по точкам,
отвечающим кратным точкам множества раздела.

Поясним, как последнее представление сработает в обратной задаче. По ее
данным, с использованием предложения 3, будет определена выкройка. Затем
по (1.9) найдем функционалы δ̃(γ,s) над пространством входов, являющиеся
адекватными копиями мер δx(γ,s). По ним образуем множество

Ω̃ := {δ̃(γ,s)}(γ,s)∈Θ.

Оснастив его надлежащей римановой структурой, получим изометрическую
копию оригинала Ω. Копия Ω̃ и будет решением задачи реконструкции.

1.2. Волны. В задачах АТ и ЭМТ наблюдатель зондирует многообразие
волнами от граничных источников: это единственный инструмент, с помощью
которого он получает информацию о внутреннем строении Ω. Для реконструк-
ции принципиальны фундаментальные свойства волн: конечность скорости
распространения и локальная полнота.

1.2.1. Задача IT . Распространение акустических волн в Ω описывается на-
чально-краевой задачей IT :

utt − ∆u = 0 в (Ω \ Γ) × (0, T ), (1.10)

u
∣∣
t=0

= ut|t=0 = 0 в Ω, (1.11)

u
∣∣
Γ×[0,T ]

= f, (1.12)
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в которой ∆ есть оператор Бельтрами–Лапласа в Ω, t = T > 0 – финальный
момент времени, f – граничное управление, u = uf (x, t) – решение. С физиче-
ской точки зрения uf (x, t) есть давление в точке x в момент t, а uf – звуко-
вая волна, инициированная граничным источником f и распространяющаяся
в неоднородной среде. Приведем известные свойства решений.

• Пусть

M
T := {f ∈ C∞(Γ × [0, T ]) | supp f ⊂ Γ × (0, T ]}

есть линеал гладких управлений, аннулирующихся вблизи t = 0. При f ∈ M T

задача IT имеет единственное классическое гладкое решение uf .

• Через DT
T−s обозначим оператор запаздывания, действующий на завися-

щие от времени функции по правилу

[DT
T−sy]( · , t) =

{
0, 0 6 t < T − s,

y( · , t− (T − s)), T − s 6 t 6 T,

где ( · ) – другие возможные переменные, s ∈ (0, T ] – параметр: T − s есть
величина задержки, s – время действия задержанной функции. Независимость
определяющего эволюцию волн оператора ∆ от времени приводит к известным
соотношениям:

uDT
T−s f ( · , T ) = uf ( · , s) ; uft = uf

t ; uftt = uf
tt

(1.10)
= ∆u. (1.13)

• Пусть σ ⊆ Γ есть открытое подмножество края, а управление f действует
с σ, т. е. supp f ⊂ σ × [0, T ]. В силу гиперболичности задачи IT имеем соотно-
шение

suppuf ( · , t) ⊂ Ωt[σ], t > 0. (1.14)

Оно означает, что волны в Ω распространяются с конечной скоростью, не пре-
восходящей 1, и локализованы в окрестности носителей управлений. Как след-
ствие, suppuf ( · , t) ⊂ ΩT при всех f и t < T . Это позволяет оптимизировать
постановку (1.10)–(1.12), записав ее в виде задачи IT

∗

utt − ∆u = 0 в (ΩT \ Γ) × (0, T ), (1.15)

u|t<τ(x) = 0, (1.16)

u
∣∣
Γ×[0,T ]

= f. (1.17)

Решение этой задачи вполне определяется окрестностью края ΩT : дополнение
Ω\ΩT в самой постановке не участвует и не оказывает на uf никакого влияния.

• Рассмотрим пространственно-временную область

D
2T := {(x, t) | x ∈ ΩT \ Γ, 0 < t < 2T − τ(x)}.
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Рис. 4. Область D
2T

На рис. 4 показано ее вертикальное сечение (затенено). В силу конечности обла-
сти влияния следующая начально-краевая задача I2T

∗ оказывается корректной:

utt − ∆u = 0 в D
2T , (1.18)

u
∣∣
t<τ(x)

= 0, (1.19)

u
∣∣
Γ×[0,2T ]

= f. (1.20)

При f ∈ M 2T она имеет единственное классическое гладкое решение uf .
Задача I2T

∗ является естественным расширением задачи IT
∗ по гиперболич-

ности. Ее решение тоже вполне определяется частью многообразия ΩT .

1.2.2. Множества единственности. При T < T∗ в Ω есть область ΩT
⊥ = Ω\ΩT ,

не заполненная волнами и ограниченная эквидистантой ΓT .

Предложение 4. Пусть T < T∗ , и пусть ω ⊂ ΩT есть связное открытое
множество, содержащее край Γ и область ΩT

⊥ . Если управление f таково,
что uf ( · , T ) = 0 в ω , то f = 0 и, следовательно, uf ≡ 0.

Приведенные условия, грубо говоря, означают, что ω должно содержать ка-
нал, соединяющий край с незаполненной областью. Приведем набросок дока-
зательства.

• Соответствие f 7→ uf непрерывно из L2(Γ×[0, T ]) в C([0, T ];L2(Ω)) [90], [91].
Поэтому оно расширяется по непрерывности с гладкого линеала M T на все
L2(Γ× [0, T ]). Образы при действии расширения суть обобщенные решения uf

задачи (1.10)–(1.12) для f ∈ L2(Γ × [0, T ]).
• Пусть f ∈ L2(Γ × [0, T ]) таково, что uf ( · , T ) = 0 в ω. Образуем функцию

U(x, t) :=





0, −∞ < t < 0,

uf (x, t), 0 6 t < T,

−uf (x, 2T − t), T 6 t < 2T,

0, 2T 6 t <∞.
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Можно показать, что она является решением уравнения

Utt − ∆U = −2uf ( · , T )δ′(t− T ) в Ω × Rt,

где δ(t) – дельта-функция Дирака. При этом, поскольку suppuf ( · , t) ⊂ ΩT ,
имеем

U = 0 в ΩT
⊥ × Rt. (1.21)

• Применяя преобразование Фурье по времени, для образа Ũ получаем

p2Ũ( · , p) + ∆Ũ( · , p) = 2ipe−ipTuf ( · , T ) в Ω × Rp.

При этом Ũ( · , p)
∣∣
ΩT

⊥

= 0 для всех p в силу (1.21).

• Как видно, Ũ( · , p) есть решение однородного эллиптического уравнения
p2Ũ( · , p) + ∆Ũ( · , p) = 0 вне носителя uf ( · , T ) и, в частности, на открытом
множестве ω. Последнее содержит открытое подмножество ΩT

⊥, на котором
Ũ( · , p) = 0. По теореме единственности Е. М. Ландиса заключаем, что при
всех p равенство Ũ( · , p) = 0 выполнено всюду в ω и, в частности, в окрестности
края Γ.

• Возвращаясь к Фурье-прообразам, получаем, что U( · , t) = 0 в окрестности
края при всех t. Отсюда и из определения U следует, что f = uf

∣∣
Γ×[0,T ]

= 0.

Из последнего имеем uf = 0, что и доказывает предложение.

1.2.3. Полнота. Вернемся к задаче IT . Линеал гладких управлений, дей-
ствующих с σ, обозначим через M T

σ :

M
T
σ := {f ∈ M

T | supp f ⊂ σ × (0, T ]};

при f ∈ M T
σ выполнено (1.14). Справедливо следующее предложение.

Предложение 5. Пусть y есть гладкая в Ω функция и для всех f ∈ M T
σ

выполнено равенство
∫

Ω

y(x)uf (x, t) dx = 0. Тогда y = 0 всюду в Ωt[σ].

Это свойство играет ключевую роль в BC-методе [18], [28]. О нем говорят
как о полноте волн в областях, которые они заполняют (локальной полноте).
В отличие от общеизвестного соотношения (1.14), которое выводится из до-
статочно простых энергетических оценок (см., например, [83]), доказательство
полноты отнюдь не просто. Оно базируется на фундаментальном результате
теории гиперболических уравнений – теореме Хольмгрена–Йона–Татару [106]
о единственности продолжения решения через нехарактеристическую поверх-
ность. До выхода в 1993 г. препринта работы Д. Татару этот результат был
известен лишь для уравнений с аналитическими коэффициентами, а BC-метод
вынужденно позиционировался как подход, пригодный для систем, в которых
полнота волн имеет место. Подробности можно найти в [18], [38].

Отметим еще прямую связь полноты волн с известным в физике правилом
Гюйгенса построения волнового фронта по огибающим [15]. Полнота позволяет
установить соотношение

⋃

f∈MT
σ

suppuf ( · , t) = Ωt[σ], t > 0, (1.22)
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усиливающее вложение (1.14). Из него следует, что волны распространяются
со скоростью, не меньшей 1.

1.2.4. Определяющее свойство. Как решения задачи IT
∗ , волны uf вполне

определяются частью ΩT многообразия Ω. Обратное тоже верно в следующем
смысле.

Предложение 6. Пусть Ω̃T есть множество, связанное с ΩT биекцией
b : ΩT → Ω̃T , и пусть задано отображение f 7→ ũf ( · , T ) := uf (b−1( · ), T )

из M T в множество функций на Ω̃T . Тогда на Ω̃T существует единствен-
ная риманова структура такая, что b оказывается изометрией римановых
многообразий.

Функции ũf ( · , T ) суть пересаженные на Ω̃T волны. Имеются различные
способы определить по ним требуемую риманову структуру [47], [18], [39]. На-
метим один из них.

• В силу первого из соотношений (1.13) и равенства (1.22) имеем:

Ωs[σ] =
⋃

f∈MT
σ

suppuDT
T−sf ( · , T ).

Отсюда находим

Ω̃s[σ] := b(Ωs[σ]) =
⋃

f∈MT
σ

supp ũDT
T−sf ( · , T ) , 0 < s 6 T.

• Для эйконала τσ имеем представление

τσ(x) = inf{s > 0 | Ωs[σ] 3 x}.

Как следствие, его копию τ̃σ( · ) := τσ(b−1( · )) можно идентифицировать в Ω̃T

по представлению τ̃σ(x̃) = inf{s > 0 | Ω̃s[σ] 3 x̃}.
• Копии τ̃σ, σ ⊂ Γ, определяют риманову структуру на Ω̃T по схеме п. 1.1.5.
Извлечение геометрии из картины волн – “фирменный прием” BC-метода,

используемый во всех его вариантах [32], [31], [39].

1.3. Динамика.

1.3.1. Система αT . Задаче (1.15)–(1.17) поставим в соответствие динамиче-
скую систему. Обозначим ее через αT и снабдим стандартными атрибутами
теории управления – пространствами и операторами.

• Пространство управлений (входов) FT := L2(Γ × [0, T ]) со скалярным
произведением

(f, g)FT =

∫

Ω

fg dΓ dt

называется внешним. Класс гладких управлений M T плотен в FT .
• Волны (состояния системы) uf ( · , t) суть элементы пространства H =

L2(Ω), зависящие от времени. В силу (1.14) они входят в подпространство
H T := H 〈ΩT 〉 – внутреннее пространство системы αT .
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• Соответствие “вход–состояние” реализуется оператором управления

WT : F
T → H

T , DomWT = M
T ,

действующим по правилу
WT f := uf ( · , T ).

Специфика акустической системы состоит в том, что оператор WT является
ограниченным [90].

При T < T∗ оператор управления инъективен: KerWT = {0}. Для доказа-
тельства достаточно в предложении 4 взять ω = ΩT .

• Отображение “вход–выход” реализуется оператором реакции

RT : F
T → F

T , DomRT = M
T ,

действующим по правилу
RT f := uf

ν

∣∣
Γ×[0,T ]

,

где ( · )ν есть производная по внешней нормали. В отличие от оператора управ-
ления он не является ограниченным.

С задачей (1.18)–(1.20) связан расширенный оператор реакции

R2T
∗ f := uf

ν

∣∣
Γ×[0,2T ]

,

действующий в F 2T на гладком линеале M 2T . Вместе с решением uf опе-
ратор R2T

∗ вполне определяется частью многообразия ΩT , что и делает его
атрибутом системы αT .3 Он имеет абстрактный аналог, не предполагающий
гиперболичности системы [19].

• Связывающий оператор CT : FT → FT вводится определением

CT := (WT )
∗
WT . (1.23)

Из определения следует, что

(CT f, g)FT = (WT f,WT g)H =
(
uf ( · , T ), ug( · , T )

)
H
, (1.24)

т. е. CT связывает метрики внешнего и внутреннего пространств. При T < T∗
по инъективности WT имеем KerCT = {0}.

Центральную роль в BC-методе играет следующий факт: связывающий опе-
ратор явно и просто выражается через оператор реакции.

Предложение 7. Справедливо представление

CT = 2−1(ST )
∗
R2T

∗ J2TST , (1.25)

в котором ST : FT → F 2T есть продолжение управлений по времени t с Γ ×
[0, T ] на Γ × [0, 2T ] по нечетности относительно t = T , а J2T : F 2T → F 2T –

интегрирование: (J2T f)( · , t) =

∫ t

0

f( · , s) ds.

3Как нетрудно видеть, в силу конечности области влияния оператор R2T
∗

совпадает
с (нерасширенным) оператором реакции R2T системы α2T . Однако последняя в наших рас-
смотрениях никак не участвует и методически правильно эти операторы различать [19]. Так-
же отметим простой факт, следующий из определений и соотношений (1.13): оператор R2T

∗

определяет операторы Rs при всех s 6 2T .
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Опуская вывод (см. [18], [38]), приведем соотношение, на котором он основан.
Для управлений f, g ∈ M T и отвечающих им волн uf , ug имеем:

[∂2
t − ∂2

s ]
(
uf ( · , s), ug( · , t)

)
H

=

∫

Ω

[
uf (x, s)ug

tt(x, t) − uf
ss(x, s)u

g(x, t)
]
dx

=

∫

Ω

[
uf (x, s)∆ug(x, t) − ∆uf (x, s)ug(x, t)

]
dx

=

∫

Γ

[
uf (γ, s)ug

ν(γ, t) − uf
ν(γ, s)ug(γ, t)

]
dΓ

(1.17)
=

∫

Γ

[
f(γ, s)(RT g)(γ, t) − (RT f)(γ, s)g(γ, t)

]
dΓ

=: F (s, t).

Как видно, скалярное произведение волн w = (uf , ug)H удовлетворяет урав-
нению однородной струны �w = F с правой частью, определяемой данными
обратной задачи – оператором реакции. Этот факт был обнаружен А. С. Благо-
вещенским; он сыграл ключевую роль в решении обратной задачи с динамиче-
скими граничными данными. Последующее интегрирование уравнения струны
по Даламберу и привело к (1.25).

Представление (1.25) открывает замечательную возможность: внешний на-
блюдатель, располагающий оператором R2T

∗ в результате измерений на крае,
может по заданным управлениям находить скалярные произведения невиди-
мых ему волн.

Добавим в заключение, что оператор R2T
∗ выражается через операторы RT

и CT явной формулой [19].
• В еще одном важном случае внутреннее скалярное произведение выража-

ется через граничные данные.

Предложение 8. Пусть a ∈ H T – гармоническая в ΩT функция, гладкая
вплоть до края, и f ∈ M T . Справедливо равенство

(a, uf ( · , T ))H =
(
(RT )

∗
[κTa

∣∣
Γ
] − [κTaν

∣∣
Γ
], f
)
FT , (1.26)

в котором κT (γ, t) := T − t.

Приведем вывод:

(a, uf ( · , T ))H =

∫

ΩT

a(x)uf (x, T ) dx
(1.11)
=

∫

ΩT

dx a(x)

∫ T

0

(T − t)uf
tt(x, t) dt

=

∫

ΩT

dx a(x)

∫ T

0

(T − t)∆uf (x, t) dt

=

∫ T

0

dt (T − t)

∫

ΩT

a(x)∆uf (x, t) dx

=

∫ T

0

dt (T − t)

∫

Γ

[
a(γ)uf

ν(γ, t) − aν(γ)uf (γ, t)
]
dΓ

=

∫

Γ×[0,T ]

[
(T − t)a(γ)(RT f)(γ, t) − (T − t)aν(γ)f(γ, t)

]
dΓ dt

=
(
(RT )

∗
[κTa|γ ] − κ

Taν |γ , f
)
FT .
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При интегрировании по частям интеграл по границе ΓT исчезает, так как вол-
на uf ( · , t) аннулируется в ее окрестности.

В частном случае, когда a( · ) ≡ 1 в ΩT , из (1.26) имеем

(1, uf ( · , T ))H =
(
(RT )

∗
[κT 1], f

)
FT . (1.27)

1.3.2. Управляемость. Внешнее пространство содержит подпространства

F
T,s
σ := {f ∈ F

T | supp f ⊆ σ × [T − s, T ]}, 0 < s 6 T,

образованные управлениями, действующими с σ с запаздыванием T − s (s есть
время действия). Упрощая обозначения, примем FT,s := F

T,s
Γ .

Запаздывающие подпространства содержат плотные гладкие линеалы

M
T,s
σ := M

T ∩ F
T,s
σ .

• Множество волн

U
s

σ := {uf ( · , s) | f ∈ M
T
σ } (1.13)

= {uf ( · , T ) | f ∈ M
T,s
σ } = WT

M
T,s
σ (1.28)

называется достижимым (с части границы σ, к моменту t = s); ниже для
краткости обозначаем U s

Γ =: U s.
Из (1.14) следует вложение U s

σ ⊂ H 〈Ωs[σ]〉. Для дальнейшего принципи-
ально важен его характер. В силу предложения 5 оно оказывается плотным,
так что выполнено равенство

U s
σ = H 〈Ωs[σ]〉, s > 0 (1.29)

(замыкание берется в H ). В теории управления это равенство интерпретиру-
ется как приближенная локальная граничная управляемость системы αT . Оно
показывает, что достижимые множества достаточно богаты: любую функцию
с носителем в Ωs[σ] можно аппроксимировать (в H -метрике) волной uf ( · , T )

при надлежащем выборе управления f .
Для обратных задач управляемость есть факт позитивного характера. Со-

гласно общим принципам теории систем [87], чем богаче множество состояний,
которые внешний наблюдатель может создать в системе, тем разнообразней
информация о ее внутренних свойствах, которую он может извлечь из отобра-
жения “вход–выход”.

• Задача граничного управления (ЗГУ) для системы αT состоит в следую-
щем. По заданному y ∈ H 〈Ωs[σ]〉 требуется найти управление f , действующее
с σ и обеспечивающее равенство uf ( · , T ) = y. Другими словами, ставится во-
прос: можно ли создавать волны требуемой формы, манипулируя граничными
источниками?4 Результат (1.29) показывает, что ЗГУ разрешима для плотного
множества целевых функций y.

Заметим, что при T < T∗ равенство (1.29) становится неверным без замыка-
ния: U T

σ 6= H 〈ΩT [σ]〉. В самом деле, если ω ⊂ Ω – множество единственности,

4В зарубежных работах по теории управления эта задача имеет выразительное название
“wave shaping problem”.
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описанное в предложении 4, а supp y ⊂ ΩT \ ω, то уравнение uf ( · , T ) = y за-
ведомо не разрешимо. В то же время на компактных Ω, удовлетворяющих
определенным условиям на геометрию, ЗГУ становится разрешимой при до-
статочно больших T [10], [9]. В этом случае говорят о точной или полной
управляемости системы.

Отсутствие точной управляемости при T < T∗ означает, что оператор управ-
ления WT не является изоморфизмом. Как следствие, оператор CT тоже не изо-
морфизм и обратный к нему операто [CT ]−1 оказывается неограниченным.

Опыт, накопленный в BC-методе, подводит к следующему тезису философ-
ского плана: решить обратную задачу фактически означает решить адекват-
ную ЗГУ, т. е. обратить оператор управления WT .5 Последнее равносильно
обращению соответствующего связывающего оператора. Описанные выше про-
блемы с обратимостью CT типичны для многомерных задач и являются глу-
бинной причиной их некорректности.

• Следствием управляемости является существование волновых базисов –
основного инструмента численной реализации BC-метода [45], [46], [86].

Выберем T > 0 и 0 < s 6 T . В подпространстве FT,s
σ выберем полную

линейно независимую систему управлений {fσ,s
j }∞j=1. В силу равенства (1.29)

волны {ufσ,s
j ( · , T )}∞j=1 образуют полную систему в подпространстве H 〈Ωs[σ]〉.

Проводя ортогонализацию по билинейной форме (CT f ′, f ′′)FT , построим
систему {gσ,s

k }∞k=1, полную в FT,s
σ и такую, что (CT gσ,s

k , gσ,s
l )FT = δkl. Со-

ответствующая система волн

{uσ,s
k ( · , T )}∞j=1, uσ,s

k := WT gσ,s
k ,

полна в H 〈Ωs[σ]〉 и такова, что
(
uσ,s

k ( · , T ), uσ,s
l ( · , T )

)
H

(1.24)
=

(
CT gσ,s

k , gσ,s
l

)
FT = δkl. (1.30)

Другими словами, {uσ,s
k ( · , T )}∞j=1 есть ортонормированный базис в H 〈Ωs[σ]〉.

Такие базисы мы называем волновыми.
Система управлений, порождающая волновой базис, доступна внешнему на-

блюдателю: имея оператор R2T
∗ , он может определить CT по (1.25) и, выполнив

описанные выше построения, получить {gσ,s
k }∞k=1.

• Пусть P s
σ есть проектор в H на достижимое подпространство U s

σ ; обозна-
чим P s

Γ =: P s. Такие проекторы мы называем волновыми. Используя волновой
базис, имеем представление

P s
σ =

∞∑

k=1

(
· , uσ,s

k ( · , T )
)
H
uσ,s

k ( · , T ). (1.31)

Действуя волновым проектором на волны и гармонические функции, получаем:

P s
σu

f ( · , T )
(1.24)
=

∞∑

k=1

(
CT f, gσ,s

k

)
FT u

σ,s
k ( · , T ),

P s
σ1

(1.27)
=

∞∑

k=1

(
(RT )

∗
[κT 1], gσ,s

k

)
FT u

σ,s
k ( · , T ). (1.32)

5О прямой связи обратных задач с ЗГУ см. [51].
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1.3.3. Меры Дирака в волновом представлении. Напомним, что X〈A〉 есть
проектор в H на H 〈A〉, срезающий функции на множество A ⊂ Ω. Обозначим
для краткости

Xs
σ := X〈Ωs[σ]〉, Xs := X〈Ωs〉.

Равенство
P s

σ = Xs
σ (1.33)

является формой записи соотношения (1.29). Представление (1.8) записывается
в виде

X〈ωs
γ,ε〉 = P s

σε(γ)[P
s − P s−ε]. (1.34)

С учетом последнего представление (1.9) преобразуется к виду

〈δx(γ,s), y〉 = y(x(γ, s)) = lim
ε→0

(P s
σε(γ)[P

s − P s−ε]y, 1)H

(P s
σε(γ)[P

s − P s−ε]1, 1)H

. (1.35)

В дальнейшем внешний наблюдатель сможет находить этот предел благодаря
тому, что правая часть выражена в “волновых” терминах.

1.4. Реконструкция в АТ. Вариант 1: лунки. Как отмечалось, опера-
тор реакции R2T

∗ вполне определяется областью ΩT – частью многообразия,
захваченной волнами к финальному моменту t = T . Спрашивается, в какой
мере она сама определяется этим оператором и, если определяется, как вос-
становить ΩT по R2T

∗ . Как разъяснялось во введении, “восстановить” означает
построить по R2T

∗ риманово многообразие (копию) Ω̃T с краем Γ̃ = Γ, имеющее
оператор реакции R̃2T

∗ = R2T
∗ .

Принятая постановка оптимальна по времени в следующем смысле. В силу
конечности скорости волн оператор R

2(T−ε)
∗ не содержит информации о слое

ΩT \ ΩT−ε: волны не успевают доставить ее на край в интервале наблюдений

0 6 t 6 T . Значит, восстановить ΩT по R2(T−ε)
∗ в принципе невозможно. В то

же время информация, содержащаяся в R2(T+ε)
∗ , для поставленной задачи ока-

зывается избыточной.6

Реконструкция проводится в несколько шагов; на каждом из них наблюда-
тель получает в распоряжение объекты, определяемые оператором R2T

∗ . Оче-
редной объект объявляется доступным и используется в дальнейших постро-
ениях. В конце концов доступной окажется копия Ω̃T многообразия ΩT ; она
и решит задачу.

Всюду ниже T > 0 выбрано произвольно и фиксировано; оператор R2T
∗ задан.

1.4.1. Модель. Первый шаг реконструкции – построение модели.
Пусть

WT = UT |WT |, |WT | := [(WT )
∗
WT ]1/2 (1.23)

= [CT ]1/2, (1.36)

6Таким образом, большему времени наблюдения отвечает большая глубина восстанов-
ления, что важно в ряде приложений, например в геофизике (сейсмике). О процедурах,
обладающих этим свойством, говорят, что они восстанавливают параметры в реальном вре-
мени. Такие процедуры для многомерных обратных задач – одно из главных достижений
BC-метода [18], [38], [28].
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есть полярное разложение оператора управления; в нем UT : FT → H T есть
изометрия Ran |WT | на RanWT (см., например, [64]). Образ

RanUT = RanWT = U
T

есть множество, достижимое с края: см. (1.28).
Подпространство

H̃
T := |WT |M T ⊂ F

T

назовем модельным внутренним пространством системы αT , а оператор

W̃T := |WT | = (UT )
∗
WT

– модельным оператором управления. Условимся объекты пространства H T

называть оригиналами, а двойственные им через изометрию UT объекты
в H̃ T называть их копиями. Так, элементы вида

ũf (T ) = (UT )
∗
uf ( · , T ) = W̃T f

суть копии волн, Ũ s
σ = (UT )

∗
U s

σ – копии достижимых множеств и т. д.

Множество U T плотно в H T (управляемость!), а множество Ũ T плотно
в H̃ T по определению. Поэтому изометрия UT расширяется по непрерывнос-
ти до унитарного оператора из H̃ T на H T ; в дальнейшем за расширением
сохраняем обозначение UT .

Модель – промежуточный, но важный объект, используемый во всех вари-
антах BC-метода.

1.4.2. Базисы и проекторы. На втором шаге наблюдатель создает копии вол-
новых базисов и по ним образует копии волновых проекторов.

Выберем γ ∈ Γ, 0 < s < T и малое ε > 0; напомним, что σε(γ) ⊂ Γ есть диск
с центром в γ радиуса ε.

В подпространствах FT,s, FT,s−ε и F
T,s
σε(γ) выберем CT -ортонормированные

системы управлений {gs
k}∞k=1, {gs−ε

k }∞k=1 и {gσε(γ),s
k }∞k=1, порождающие волно-

вые базисы в H s, H s−ε и H 〈Ωs[σε(γ)]〉 соответственно (см. (1.30)). Действуя

на них оператором W̃T , в модельном внутреннем пространстве H̃ T найдем
системы {ũs

k}∞k=1, {ũs−ε
k }∞k=1 и {ũσε(γ), s

k }∞k=1 – копии соответствующих волно-
вых базисов.

По базисам образуем проектор

P̃ s = (UT )
∗
P sUT (1.31)

=
∞∑

k=1

( · , ũs
k) fH T ũ

s
k (1.37)

и, аналогично, проекторы P̃ s−ε и P̃ s
σε(γ) – копии P s−ε и P s

σε(γ). Затем, по по-
строению и представлению (1.34), получаем

X̃〈ωs
γ,ε〉 := (UT )

∗
X〈ωs

γ,ε〉UT = P̃ s
σε(γ)[P̃

s − P̃ s−ε]

– копию проектора, срезающего функции на лунку ωs
γ,ε. Соответственно, под-

пространство
H̃ 〈ωs

γ,ε〉 := X̃〈ωs
γ,ε〉H̃ T = (UT )

∗
H 〈ωs

γ,ε〉
модельного пространства H̃ T есть копия h-лунки.
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Подпространство H̃ 〈ωs
γ,ε〉 естественно назвать h̃-лункой. Она доступна на-

блюдателю: саму лунку ωs
γ,ε он не видит, но кодирующий ее объект – h̃-лунку –

может извлечь из данных обратной задачи.

1.4.3. Выкройка. Далее находятся h̃-лунки для разных γ ∈ Γ, s 6 T и кон-
тролируется их поведение при ε → 0. По предложению 3 либо H̃ 〈ωs

γ,ε〉 6= {0}
при всех ε > 0 и тогда s 6 τ∗(γ) (т. е. (γ, s) ∈ Θ), либо найдется ε0 > 0 такое,
что H̃ 〈ωs

γ,ε〉 = {0} при всех ε < ε0 и тогда s > τ∗(γ) (т. е. (γ, s) /∈ Θ). Ото-

брав пары (γ, s) ∈ Θ, наблюдатель получает множество ΘT – часть выкройки,
отвечающую области ΩT , захваченной волнами.

1.4.4. Функционалы δ̃. В пространстве FT выберем CT -ортонормирован-
ную систему {gT

k }∞k=1, порождающую волновой базис в H T . Найдем его копию

{ũT
k }∞k=1 ⊂ H̃ T .
Напомним, что 1 ∈ H T есть функция, равная 1 всюду в ΩT ; элемент 1̃ =

(UT )
∗
1 – ее копия в H̃ T . В силу (1.37) и (1.32) имеем представление

1̃ =
∞∑

k=1

((RT )
∗
[κT 1], gT

k )FT ũT
k , (1.38)

по которому эта копия доступна наблюдателю.
Пусть f ∈ M T – произвольное управление, uf ( · , T ) – волна, а ũf (T ) =

W̃T f – ее копия в H̃ T . В силу изометричности соответствия “оригинал–ко-
пия” имеем равенства

(P s
σε(γ)[P

s − P s−ε]uf ( · , T ), 1)H = (P̃ s
σε(γ)[P̃

s − P̃ s−ε]ũf (T ), 1̃) fH T ,

(P s
σε(γ)[P

s − P s−ε]1, 1)H = (P̃ s
σε(γ)[P̃

s − P̃ s−ε]1̃, 1̃) fH T ,

правые части которых доступны наблюдателю.
Парам (γ, s) ∈ ΘT поставим в соответствие функционалы δ̃(γ,s), действующие

на линеале M T по правилу

〈δ̃(γ,s), f〉 := lim
ε→0

(P̃ s
σε(γ)[P̃

s − P̃ s−ε]ũf (T ), 1̃) fH T

(P̃ s
σε(γ)[P̃

s − P̃ s−ε]1̃, 1̃) fH T

(1.35)
= uf (x(γ, s), T ), s > 0;

δ̃(γ,0) := δ̃(γ,+0),

(1.39)

так что 〈δ̃(γ,0), f〉 = f(γ, T ) в силу x(γ, 0) = γ.

1.4.5. Копия Ω̃T . Множество Ω̃T := {δ̃(γ,s) | (γ, s) ∈ ΘT , s < T} по построе-
нию биективно области ΩT и доступно наблюдателю по представлению (1.39).
Его подмножество Γ̃ := {δ̃(γ,0) | γ ∈ Γ} биективно краю по соответствию

Γ̃ 3 δ̃(γ,0) ↔ γ ∈ Γ.

На Ω̃T определены и доступны “пересаженные волны”

ũf (δ̃(γ,s), T ) := 〈δ̃(γ,s)f〉 = uf (x(γ, s), T ).



26 М. И. БЕЛИШЕВ

В итоге наблюдатель имеет отображение f 7→ ũf ( · , T ).7 Последнее, по опреде-
ляющему свойству волн (предложение 6), задает метрику и риманову структу-
ру, превращающую Ω̃T в изометрическую копию многообразия ΩT . Отождеств-
ляя края Γ̃ и Γ по упомянутому выше соответствию, наблюдатель получает
копию недоступного ему оригинала ΩT , удовлетворяющую условию R̃2T

∗ = R̃2T

по построению. Реконструкция закончена.
• В дополнение укажем еще один способ извлечения метрики из картины

волн.
Почти весь оригинал ΩT (за исключением множества раздела) покрывает-

ся полугеодезическими координатами (γ, τ). С учетом (1.4) волновое уравне-
ние (1.15) в пгк имеет вид

[
g−1/2∂τg

1/2∂τ + g−1/2∂γkg1/2gkl∂γl

]
uf (x(γ, τ), T ) = uf

tt(x(γ, τ), T )

(1.13)
= uftt(x(γ, τ), T ), (γ, τ) ∈ ΘT , 0 < t < T.

Копии волн суть ũf (δ̃(γ,τ), T ) = uf (x(γ, τ), T ), а их носитель – копия Ω̃T –
координатизирован теми же пгк. Как следствие, копии волн удовлетворяют
уравнению

[g−1/2∂τg
1/2 ∂τ + g−1/2∂γkg1/2gkl∂γl ]ũf (δ̃(γ,τ), T ) = ũftt(δ̃(γ,τ), T ),

(γ, τ) ∈ ΘT , 0 < t < T.
(1.40)

Умея находить ũf ( · , T ) по f и составляя систему уравнений (1.40) для раз-
ных f , наблюдатель может определить из нее gkl – компоненты метрического
тензора в пгк, т. е. восстановить риманову структуру почти всюду на Ω̃T . Ее
продолжение в точки, отвечающие множеству раздела, требует некоторой до-
полнительной работы: см., например, [47].

1.5. Реконструкция в АТ. Вариант 2: амплитудная формула. Вто-
рой вариант реконструкции в АТ использует формулы геометрической оптики,
описывающие эволюцию разрывов волновых полей [8], [83], [107].

1.5.1. Изображения. Напомним, что β есть плотность риманова объема в пгк:
см. (1.3). Пусть y ∈ H T ; функцию на ΣT := Γ × [0, T ] вида

ỹ(γ, τ) :=

{
β1/2(γ, τ)y(x(γ, τ)), (γ, τ) ∈ ΘT ,

0, (γ, τ) ∈ ΣT \ ΘT ,
(1.41)

назовем изображением функции (оригинала) y.
Оператор изображения IT : H T → L2(Σ

T ), IT y := ỹ, есть изометрия, по-
скольку

(u, v)H =

∫

ΩT

u(x)v(x) dx
(1.3)
=

∫

ΘT

u(x(γ, τ))v(x(γ, τ))β(γ, τ) dΓ dτ

=

∫

ΘT

ũ(γ, τ)ṽ(γ, τ) dΓ dτ = (ITu, IT v)L2(ΣT ).

7Т. е. фактически наблюдатель видит волны uf , локализованные в недоступной области!
О такой возможности говорят как о визуализации волн.
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Легко проверяются следующие факты.

Предложение 9. Справедливы соотношения

(IT )
∗
IT = I, IT (IT )

∗
= XΘT ,

в которых I – единичный оператор в H T , XΘT – проектор в L2(Σ
T ), срезаю-

щий функции на выкройку. Имеет место представление в пгк:

∆̃ := IT ∆(IT )
∗

= ∂2
τ + ∂γkgkl∂γl + g0, (1.42)

где g0 – гладкая функция.

Переходя в (1.15) от волн к изображениям, получаем уравнение

ũf
tt − ∆̃ũf = 0 в ΣT × (0, T ), (1.43)

описывающее эволюцию изображений.

1.5.2. Задача IIT . В пространственно-временной области

E
T := {(x, t) | x ∈ [ΩT \ Γ], τ(x) < t < T}

рассмотрим начально-краевую задачу IIT :

vtt − ∆v = 0 в E
T , (1.44)

v
∣∣
t=0

= 0, vt

∣∣
t=0

= y в ΩT , (1.45)

v
∣∣
Γ×[0,T ]

= 0. (1.46)

По принципу конечности области влияния (гиперболичности волнового урав-
нения) она корректна и при y ∈ H T имеет единственное решение с конечной
энергией v = vy(x, t). В работах [90], [91] установлена непрерывность соответ-
ствия y 7→ vy

ν

∣∣
Γ×[0,T ]

в L2-нормах. Реализующий это соответствие оператор

OT : H T → FT называется оператором наблюдения системы αT .

Предложение 10. Справедливо соотношение

OT = −Y T (WT )
∗
, (1.47)

в котором (Y T f)( · , t) := f( · , T − t), 0 6 t 6 T .

Вывод сводится к интегрированию по частям [18]. В теории управления по-
добные равенства называют соотношениями двойственности “управление–наб-
людение”.

1.5.3. Амплитудная формула. Выберем s < T , и пусть Xs есть проектор
в H T , срезающий функции на подобласть Ωs. Дополнительный проектор
Xs

⊥ = I −Xs срезает функции на Ωs
⊥ = ΩT \Ωs. Напомним, что подмножества

края σs
+ = pr[Γs \ c] введены в п. 1.1.

• Выберем начальные данные (1.45) специальным образом. Пусть y есть
гладкая в ΩT функция, а ys

⊥ := Xs
⊥y – ее срезка на область Ωs

⊥. В услови-
ях (1.45) примем vt

∣∣
t=0

= ys
⊥; соответствующее решение есть v = vys

⊥(x, t).
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Предложение 11. Справедливо соотношение

lim
t→s+0

v
ys
⊥

ν (γ, t) =

{
−β1/2(γ, s)y(x(γ, s)), γ ∈ σs

+,

0, γ ∈ σs
−.

(1.48)

Подобные формулы составляют предмет геометрической оптики для данного
класса гиперболических задач; техника их вывода (лучевой метод) основана на
конструкции (анзаце) Адамара [8], [107], [83]. Соотношение (1.48) извлекается,
например, из результатов работы [48], в которой приведены подробный вывод
и обоснование формул лучевого метода (см. также приложение в [38]). Здесь
мы ограничимся соображениями, поясняющими его происхождение.

Начальное возмущение скорости ys
⊥ разрывно на Γs, причем разрыв отделен

от края расстоянием s. Как следствие, при временах t > 0 волна vys
⊥ имеет раз-

рыв скорости, который распространяется вдоль пространственно-временных
лучей, составляющих характеристическую поверхность {(x, t) | t = dist(x,Γs)}.8
При t < s в силу отделенности возмущения от края имеем v

ys
⊥

ν = 0. В момент
t = s разрыв достигает освещенной части края σs

+ и взаимодействует с ней.
Амплитуда взаимодействия рассчитывается лучевым методом и дает верхнюю
строку в (1.48). Нижняя строка – следствие неравенства в (1.2): в момент t = s

волна еще не достигает точек σs
−.

• Условия в первой и второй строках правой части (1.48) равносильны усло-
виям (γ, s) ∈ ΘT и (γ, s) ∈ ΣT \ ΘT соответственно. С учетом определений
операторов имеем:

v
ys
⊥

ν

∣∣
Γ×[0,T ]

= OTXs
⊥y

(1.47)
= −Y T (WT )

∗
Xs

⊥y,

а самой формуле (1.48) можно придать следующий вид:

(IT y)(γ, s) = lim
t→s+0

(
Y T (WT )

∗
Xs

⊥y
)
(γ, s+ 0), (γ, s) ∈ ΣT .

Используя управляемость (1.33), обозначая P s
⊥ := I − P s

⊥ и вспоминая, как
действует Y T , получаем амплитудную формулу

(IT y)(γ, s) = lim
t→T−s−0

(
(WT )

∗
P s
⊥y
)
(γ, t), (γ, s) ∈ ΣT . (1.49)

Она связывает геометрию и динамику: определяемое геометрией изображе-
ние функции представлено в виде совокупности амплитуд волновых разрывов,
прошедших через многообразие и зарегистрированных наблюдателем на крае.

• Выберем управление f ∈ M T и подставим y = uf ( · , T ) = WT f в форму-
лу (1.49). Амплитудная формула

ũf (γ, s;T ) := (ITuf ( · , T ))(γ, s)

= lim
t→T−s−0

(
(WT )

∗
P s
⊥W

T f
)
(γ, t), (γ, s) ∈ ΣT , (1.50)

играет ключевую роль в обратных задачах.
Если в (1.49) взять y = 1, получим

1̃(γ, s) = lim
t→T−s−0

(
(WT )

∗
P s
⊥1
)
(γ, t), (γ, s) ∈ ΣT . (1.51)

8Это явление – распад разрыва – подробно исследовано в [107].



ГРАНИЧНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 29

1.5.4. Реконструкция. Пусть заданы T > 0 и R2T
∗ . Предположим, что уже

построена модель H̃ T , т. е. в распоряжении наблюдателя имеются копии волно-
вых базисов, проекторы P̃ s (см. (1.37)), дополнительные проекторы P̃ s

⊥ = I−P̃ s

и элемент 1̃ ∈ H̃ T (см. (1.38)). Далее, как и в варианте 1, обыгрывается изо-
метричность соответствия “оригинал–копия”.

• Подставляя WT = UT W̃T , P s
⊥ = UT P̃ s

⊥(UT )
∗

и 1 = (UT )
∗
1̃ в амплитудные

формулы (1.50) и (1.51), получаем представления9

ũf (γ, s;T ) = lim
t→T−s−0

(
(W̃T )

∗
P̃ s
⊥W̃

T f
)
(γ, t),

1̃(γ, s) = lim
t→T−s−0

(
(W̃T )

∗
P̃ s
⊥1̃
)
(γ, t), (γ, s) ∈ ΣT , (1.52)

доступные наблюдателю. В них цилиндр ΣT выполняет роль “экрана”, на ко-
тором наблюдатель визуализирует изображения невидимых ему волн. Более
того, используя соотношение

ũf (. . . , t)
(1.13)
= ũDT

T−tf (. . . , T ), 0 < t 6 T,

наблюдатель имеет возможность видеть на экране весь волновой процесс. Оста-
ется извлечь геометрию из картины изображений.

• Поскольку плотность β положительна на выкройке ΘT и

1̃(γ, s)
(1.41)
=

{
β1/2(γ, τ), (γ, τ) ∈ ΘT ,

0, (γ, τ) ∈ ΣT \ ΘT ,

из (1.52) определяются и выкройка и плотность на ней. Другая возможность –
использовать представление

ΘT =
⋃

f∈MT

supp ũf (. . . ;T ), (1.53)

легко следующее из (1.22) с σ = Γ.

• Из (1.43) следуют равенства ∆̃ũf = ũf
tt

(1.13)
= ũftt . Из них получаем пред-

ставление для графика оператора ∆̃:

graph ∆̃ =
{
{ũf (. . . , T ), ũftt(. . . , T )} | f ∈ M

T
}
, (1.54)

доступное наблюдателю вместе с изображениями волн.
График определяет коэффициенты gkl, g0 в (1.42). По ним наблюдатель

находит gkl и, тем самым, оснащает выкройку метрическим тензором, превра-
щающим ΘT в изометрическую копию многообразия ΩT \ c.

Выполняя склейку ΘT по границе θ и продолжая метрический тензор на
образовавшийся при склейке “шов”, наблюдатель получает копию Ω̃T , изомет-
ричную оригиналу ΩT по построению.

Реконструкция выполнена.

9Во избежание конфликта обозначений напомним, что e1(. . .) есть функция на ΣT , а e1 –

элемент модельного внутреннего пространства fH T .
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1.5.5. Комментарии. Приведем несколько замечаний и дополнений к вари-
антам 1 и 2.

• Возможность, которую доставляет амплитудная формула, в известной ме-
ре удивительна. Вспомним задачу АТ, описанную во введении. Пусть обо-
лочка Ω есть полусфера с краем по экватору Γ, сотней ручек и полусотней
вклеенных в нее листов Мёбиуса. Наблюдатель генерирует волны, идущие от
границы; они постепенно заполняют оболочку, многократно отражаются от
неоднородностей и рассеиваются на топологических препятствиях, порождая
волны, возвращающиеся к Γ. Можно представить, насколько сложен этот про-
цесс и сколь сложной оказывается картина волн. Тем не менее наблюдатель, не
покидая границы и регистрируя возвращающиеся волны, может создать себе
экран в виде выкройки и увидеть на нем весь процесс в реальном времени!

• Отметим еще одну опцию в варианте 2. В силу следующего из определе-
ния (1.41) равенства

uf (x(γ, s), T ) =
ũf (γ, s;T )

1̃(γ, s)
, (γ, s) ∈ ΘT ,

наблюдателю доступны не только изображения, но и сами волны, пересажен-
ные на выкройку. Дальше он может сослаться на определяющее свойство волн
(предложение 6) и объявить задачу решенной.

• Если распространение волн в Ω описывается уравнением

utt − ∆u+ qu = 0

с потенциалом q, можно поставить задачу о восстановлении ΩT вместе с q
∣∣
ΩT .

Она решается по той же схеме с использованием только первой амплитудной
формулы в (1.52). Функция 1 не используется (и не может быть использова-
на), но картина изображений волн достаточно богата, чтобы определить вы-
кройку ΘT по (1.53) и восстановить на ней и метрику, и потенциал (в пгк) из
графика оператора

∆̃ = ∂2
τ + ∂γkgkl∂γl + g0 − q.

• Визуализация волн по амплитудной формуле фактически производится
оператором ITWT : FT → L2(Σ

T ). Отождествив “экран” ΣT с пространствен-
но-временным цилиндром Γ × [0, T ], наблюдатель получает оператор

ITWT : F
T → F

T ,

действующий во внешнем пространстве. Вместе с ним наблюдателю доступен
оператор V T := Y T ITWT , действующий в FT . Последний выделен свойством
треугольности: из определения (1.41) и конечности скорости волн (1.14) легко
усматривается вложение V T FT,s ⊂ FT,s при всех 0 < s 6 T . В то же время
в силу изометричности операторов IT и Y T имеем:

(V T )
∗
V T = (Y T ITWT )

∗
Y T ITWT = (WT )

∗
WT = CT .

Таким образом, оператор V T доставляет треугольную факторизацию опера-
тора CT относительно цепочки запаздывающих подпространств {FT,s}0<s6T .
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В работах [54], [18] предложено представление V T в виде операторного инте-
грала, обобщающего классическую конструкцию интеграла треугольного усе-
чения [80].

• В наши дальнейшие планы входит разработка версии BC-метода для трех-
мерной динамической задачи рассеяния для акустического уравнения

utt − ∆u+ qu = 0.

Наиболее подходящим представляется вариант, использующий амплитудную
формулу и связь с треугольной факторизацией. В ходе исследования пря-
мой задачи выяснилось новое обстоятельство: в соответствующей динамиче-
ской системе возможна потеря управляемости (полноты волн). Ее следствием
является интересный эффект: в системе появляются возвращающиеся волны,
приходящие из бесконечности и уходящие на бесконечность по одной и той же
траектории. Существование таких волн оказывается препятствием к фактори-
зации данных рассеяния по Р. Ньютону [59].

• Пусть Ω компактно, {λi}∞i=1 и {ϕi}∞i=1 суть собственные значения и соб-
ственные функции задачи

−∆ϕ = λϕ в Ω,

ϕ
∣∣
Γ

= 0,

нормированные условием (ϕi, ϕj)H = δij . Набор SΩ :=
{
λi; ∂νϕi

∣∣
Γ

}∞
i=1

назы-
вается спектральными данными (Дирихле) многообразия Ω. Обратная спек-
тральная задача состоит в восстановлении Ω по SΩ (см. [49], [18]). Посколь-
ку спектральные данные определяют оператор реакции R2T

∗ для всех T > 0

(см. [23]), спектральная задача сводится к динамической. Обратное тоже вер-
но: из R2T

∗ извлекаются адекватные спектральные данные, отвечающие подоб-
ласти ΩT (см. [23], [28]).

• Оба варианта реконструкции работоспособны, если данные известны лишь
на части края [18], [21], [29]. В этом случае в динамической задаче предполага-
ется известным оператор R2T

∗

∣∣
MT

σ

, описывающий отклик системы на управле-
ния, действующие только с σ. В спектральной задаче задаются редуцирован-
ные спектральные данные Sσ :=

{
λi; ∂νϕi

∣∣
σ

}∞
i=1

. По таким данным восстанав-
ливается “освещенная с σ” часть многообразия – трубка

{x(γ, s) | γ ∈ σ, 0 6 s 6 τfoc(γ)},

где τfoc(γ) есть длина отрезка геодезической lγ от ее основания γ до первой
фокальной точки.

Восстановление параметров по динамическим данным на части границы осо-
бенно актуально в геофизике. Для этого случая наиболее подходит вариант 2,
использующий амплитудную формулу. На его основе разработаны и протести-
рованы численные алгоритмы, решающие двумерную обратную задачу опре-
деления скорости звука в неоднородной среде [46], [86].
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• Модификация варианта, использующего лунки, предложена в работе [31]
в качестве основы для разработки численного алгоритма. План эксперимен-
та включает восстановление топологических особенностей многообразия. Мы
надеемся, что когда-нибудь его удастся реализовать.

• Как отмечалось во введении, требование C∞-гладкости Ω является завы-
шенным. Характер гладкости определяется двумя требованиями: надо, чтобы,
во-первых, была справедлива теорема Татару [106], обеспечивающая локаль-
ную полноту волн, и, во-вторых, можно было оправдать вывод амплитудной
формулы (1.48) лучевым методом. Для первого достаточно C2-гладкости, для
второго – конечной гладкости, зависящей от размерности многообразия [48].

1.6. Реконструкция в АТ. Вариант 3: алгебры. В этой версии ВC-ме-
тода, как и в варианте 1, материалом для построения копии многообразия слу-
жат копии мер Дирака. Различие состоит в способе их извлечения из данных
обратной задачи. Здесь наблюдатель по R2T

∗ определяет адекватную алгебру
и реализует ее по Гельфанду в виде алгебры функций на ее спектре. Точки
спектра суть характеры алгебры δ̃, биективные мерам δx. Спектр оснащает-
ся римановой структурой и в результате оказывается копией Ω̃T , решающей
задачу.

1.6.1. Геометризация. Приводимые ниже минимальные сведения об алгеб-
рах имеются, например, в [89]. Они относятся как к вещественным, так и к ком-
плексным алгебрам, но последние появятся позже (см. раздел 2) в задаче ИТ.

• Kоммутативная банахова алгебра (КБА) есть (вещественное или ком-
плексное) банахово пространство с коммутативным умножением, удовлетворя-
ющим неравенству ‖ab‖ 6 ‖a‖ ‖b‖. Элемент e ∈ A такой, что ea = ae = a,
называется единицей, а алгебра с единицей называется унитальной. В даль-
нейшем унитальность предполагается.

Алгебра называется регулярной, если выполнено равенство ‖a2‖ = ‖a‖2.
Пусть X есть топологическое пространство. Пространство непрерывных

функций C(X ) с поточечными линейными операциями и умножением, нормой
‖f‖ = supX |f( · )| и единицей e( · ) ≡ 1 есть регулярная унитальная КБА.

• Пусть A есть КБА, A′ – сопряженное пространство. Элемент µ ∈ A′ назы-
вается мультипликативным функционалом (или характером), если

µ(ab) = µ(a)µ(b).

Множество характеров MA, снабженное ∗-слабой топологией из A′, называет-
ся спектром алгебры A. Спектр есть компактное хаусдорфово пространство.
Спектры изометрически изоморфных алгебр канонически гомеоморфны.

• Пусть A есть КБА, C(MA) – алгебра непрерывных функций на ее спектре.
Преобразование Гельфанда

A 3 a
G−→ ã ∈ C(MA), ã(µ) := µ(a), (1.55)

реализует элементы алгебры в виде функций на спектре. О переходе от A

к C(MA) говорят как о геометризации этой алгебры. Если A – регулярная
КБА, то преобразование Гельфанда есть изометрия A на образ GA.
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• Пусть X есть топологическое пространство, C(X ) – алгебра непрерыв-
ных функций. Меры Дирака δx ∈ C ′(X ), δx(f) = f(x), очевидно, входят
в ее спектр. Если, кроме того, X компактно и хаусдорфово, то меры Дирака
исчерпывают его: MC(X ) = {δx | x ∈ X }. В силу этого алгебра C(X ) и ее гео-
метризация C(MC(X )) фактически тождественны: преобразование Гельфанда
сводится к пересадке функций с X на MC(X ) по биекции (гомеоморфизму)

x
β7→ δx, т. е. f̃( · ) = f(β−1( · )).
Этот факт иллюстрирует один из центральных тезисов некоммутативной

геометрии: топологическое пространство характеризуется (кодируется) адек-
ватной алгеброй. Если об алгебре A известно, что она изометрична алгеб-
ре C(X ) (но само X неизвестно!), то, определив ее спектр MA, мы получим
гомеоморфную копию пространства X и, в этом смысле, восстановим X по A.

По этой схеме будет решена задача АТ: по R2T
∗ наблюдатель определит адек-

ватную изометрическую копию Ẽ алгебры C(Ω), найдет ее спектр MeE
=: Ω̃

и тем самым получит гомеоморфную копию подлежащего реконструкции ори-
гинала Ω.

1.6.2. Алгебра эйконалов. Наложим два дополнительных условия:
(a) многообразие Ω компактно, так что diamΩ <∞;
(b) время наблюдения достаточно велико: T > diamΩ, так что

Ωs[σ] = Ω при s > T для любого σ ⊂ Γ.

Эти условия позволяют упростить изложение, но не являются необходимыми
и легко обходятся в общем случае.

• Напомним определение эйконала:

τσ(x) := dist(x, σ).

Пусть O есть семейство открытых подмножеств края Γ. Следующие свойства
легко выводятся из общих свойств расстояния:

1) эйконалы суть непрерывные функции: τσ ∈ C(Ω);
2) эйконалы разделяют точки: для любых различных x′, x′′ ∈ Ω найдутся

такие σ′, σ′′ ∈ O, что τσ′(x′) 6= τσ′′(x′′);
3) в Ω нет точек, в которых все τσ одновременно обращаются в 0;
4) семейство эйконалов {τσ | σ ∈ O} определяет риманову структуру в Ω

(см. п. 1.1.4).
• Пусть A есть банахова алгебра и S ⊂ A – подмножество. Через ∨S обозна-

чим минимальную замкнутую (под)алгебру в A, содержащую S. Алгебру

E(Ω) := ∨{τσ | σ ∈ O} ⊂ C(Ω)

назовем алгеброй эйконалов.

Предложение 12. Справедливо соотношение E(Ω) = C(Ω).

Этот факт следует из свойств 1)–3) в силу известной теоремы Стоуна [96].
Таким образом, эйконалы, как образующие, порождают всю алгебру непрерыв-
ных функций.
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• Эйконалам поставим в соответствие операторы умножения τσ : H → H ,
действующие по правилу

(τσy)(x) := τσ(x)y(x), x ∈ Ω,

и для краткости сохраним за ними название “эйконалы”.
Напомним, что Xs

σ = X〈Ωs[σ]〉 суть проекторы в H , срезающие функции на
подобласти Ωs[σ].

Предложение 13. Справедливо представление

τσ =

∫

[0,T ]

s dXs
σ, (1.56)

в котором интеграл есть сильный предел соответствующих операторных
интегральных сумм.

Наметим доказательство. ПосколькуXs
σ = I при s > diamΩ, интегрирование

в (1.56) фактически ведется по конечному промежутку [0, diamΩ], а интеграл
не зависит от T . Выбрав гладкую функцию y, имеем

τσy = lim
r→0

N∑

i=1

si∆X
si
σ y,

где 0 = s0 < s1 < · · · < sN = T – разбиение, r = max16i6N (si − si−1) – его ранг,
∆Xsi

σ := Xsi
σ −X

si−1

σ . Слагаемые интегральной суммы суть

(si∆X
si
σ y)(x) =

{
siy(x) = τσ(x)y(x) + o(r), x ∈ ∆Ωs

i [σ],

0, x ∈ Ω \ ∆Ωs
i [σ],

где
∆Ωs

i [σ] := Ωs
i [σ] \ Ωs

i−1[σ] = {x ∈ Ω | si−1 6 τσ(x) < si}

– “тонкий” слой. Предельный переход при r → 0 приводит к (1.56).
Отметим, что проекторы Xs

σ суть спектральные проекторы оператора эйко-
нала, а (1.56) – его разложение в смысле спектральной теоремы.

• Поскольку ‖τσ‖ = maxΩ τσ 6 diamΩ, то операторные эйконалы ограниче-
ны, т. е. являются элементами B(H ) – банаховой алгебры ограниченных опе-
раторов в H .

• Условимся, говоря об изометрии алгебр, всегда подразумевать изометри-
ческий изоморфизм и писать A ∼= B. Для топологических пространств запись
X ∼= Y будет означать, что X и Y гомеоморфны.

Пусть Eop(Ω) := ∨{τσ | σ ∈ O} ⊂ B(H ) есть алгебра операторных эй-
коналов. В силу известного равенства ‖τσ‖ = ‖τσ‖ соответствие τσ 7→ τσ

есть изометрия алгебр: Eop(Ω) ∼= E(Ω). Отсюда, по предложению 12, имеем
Eop(Ω) ∼= C(Ω), из чего следует гомеоморфность спектров:

MEop(Ω)
∼= MC(Ω)

∼= Ω. (1.57)
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1.6.3. Реконструкция. Отметим, что, поскольку T > diamΩ, для любого σ
выполнено равенство ΩT [σ] = Ω. Поэтому H T = H и, как следствие управ-
ляемости (1.29), имеет место равенство U T

σ = H . При этом оператор UT из
полярного разложения (1.36) есть унитарный оператор из FT на H .

Будем считать, что наблюдатель построил модель H̃ по R2T
∗ и уже распо-

лагает копиями P̃ s
σ всех волновых проекторов. Последующие шаги таковы.

• По представлению

τ̃σ := (UT )
∗
τσUT (1.56)

= (UT )
∗
[∫

[0,T ]

s dXs
σ

]
UT =

∫

[0,T ]

s d[(UT )
∗
Xs

σU
T ]

(1.33)
=

∫

[0,T ]

s d[(UT )
∗
P s

σU
T ] =

∫

[0,T ]

s dP̃ s
σ

наблюдатель получает копии операторных эйконалов, действующие в модель-
ном внутреннем пространстве H̃ . По ним он образует алгебру

Ẽop(Ω) := ∨{τ̃σ | σ ∈ O} = ∨{(UT )
∗
τσUT | σ ∈ O}

= (UT )
∗
[∨{τσ | σ ∈ O}]UT = (UT )

∗
Eop(Ω)UT

∼= Eop(Ω) ∼= E(Ω) = C(Ω)

(см. предложение 12), являющуюся изометрической копией основной алгеб-
ры C(Ω). При этом имеем:

MeEop(Ω)
∼= MEop(Ω)

(1.57)∼= Ω. (1.58)

• Наблюдатель проводит геометризацию алгебры Ẽop(Ω) (см. (1.55)): нахо-
дит ее спектр MeEop(Ω) =: Ω̃ и функции на спектре τ̃σ = Gτ̃σ. По построению Ω̃

есть гомеоморфная копия оригинала Ω (см. (1.58)), а функции τ̃σ суть переса-
женные (по гомеоморфизму β: см. п. 1.6.1) с Ω на Ω̃ эйконалы τσ. В этот момент
можно говорить о визуализации эйконалов, вполне аналогичной визуализации
волн в вариантах 1 и 2.

• Семейство {τ̃σ | σ ∈ O} определяет на Ω̃ риманову структуру. Используя
процедуру п. 1.1.5, наблюдатель получает изометрическую копию Ω̃ с краем
Γ̃ = Γ и оператором реакции R̃2T

∗ = R2T
∗ . Последнее равенство есть очевидное

следствие изометричности Ω̃ и Ω.
Реконструкция закончена.

1.7. Реконструкция в ЭМТ. С должными изменениями, все три приве-
денных выше варианта реконструкции многообразия пригодны для решения
задачи электромагнитной томографии (ЭМТ). Мы приводим соответствующие
результаты, основываясь на параллелях с задачей АТ и обсуждая необходимые
изменения. Параллели подчеркиваются одинаковыми обозначениями подобных
объектов.

В ЭМТ Ω есть трехмерное ориентированное многообразие. На нем опреде-
лены операции на векторных полях: поточечные скалярное произведение a · b
и векторное произведение a∧b, ротор rot a и дивергенция div a. Их определения
имеются в [103; разд. 3.5]; краткая сводка приведена в [39], [41].
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1.7.1. Система αT . • Распространение электромагнитных волн в Ω описы-
вается системой Максвелла

et = roth, ht = − rot e в (Ω \ Γ) × (0, T ), (1.59)

e
∣∣
t=0

= 0, h
∣∣
t=0

= 0 в Ω, (1.60)

etan
∣∣
Γ×[0,T ]

= f, (1.61)

где etan := e − (e · ν)ν есть касательная компонента вектора e на границе, f –
граничное управление (зависящее от времени поле векторов, касательных к Γ),
e = ef (x, t) и h = hf (x, t) суть электрическое и магнитное поля (волны). При f
из класса M T гладких управлений, аннулирующихся вблизи t = 0, система
имеет единственное классическое гладкое решение {ef , hf}. Отклик системы
на воздействие управления описывается оператором реакции, действующим по
правилу

RT f := ν ∧ hf
∣∣
Γ×[0,T ]

(1.59)
= −ν ∧ rot eJT f

∣∣
Γ×[0,T ]

,

где JT – интегрирование по времени:

(JT f)( · , t) :=

∫ t

0

f( · , η) dη.

• Отделяя электрическую компоненту, что мотивировано видом управления,
переходим к электрической подсистеме системы Максвелла (задаче IT ):

ett + rot rot e = 0 в (Ω \ Γ) × (0, T ), (1.62)

e
∣∣
t=0

= et

∣∣
t=0

= 0 в Ω, (1.63)

etan
∣∣
Γ×[0,T ]

= f. (1.64)

Волны распространяются с конечной (единичной) скоростью, в силу чего кор-
ректными оказываются задача IT

∗ :

ett + rot rot e = 0 в (ΩT \ Γ) × (0, T ), (1.65)

e
∣∣
t<τ(x)

= 0, (1.66)

etan
∣∣
Γ×[0,T ]

= f (1.67)

и ее расширение по гиперболичности – задача I2T
∗ :

ett + rot rot e = 0 в D
2T , (1.68)

e
∣∣
t<τ(x)

= 0, (1.69)

etan
∣∣
Γ×[0,2T ]

= f. (1.70)

С последней связан расширенный оператор реакции

R2T
∗ f := − ν ∧ rot eJT f

∣∣
Γ×[0,2T ]

,

играющий роль данных обратной задачи. Он вполне определяется подобла-
стью ΩT , захваченной волнами к финальному моменту t = T .
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• Динамическая система αT ассоциирована с задачей IT
∗ . Ее внешним про-

странством служит пространство квадратично-суммируемых управлений FT

со скалярным произведением

(f, g)FT =

∫

Γ×[0,T ]

f(γ, t) · g(γ, t) dΓ dt .

Гладкий класс M T плотен в FT . Внешнее пространство содержит подпро-
странства

F
T,s
σ := {f ∈ F

T | supp f ⊂ σ × [T − s, T ]}, 0 < s 6 T,

образованные управлениями, которые действуют с σ с запаздыванием T − s

(s есть время действия). Для краткости обозначим FT,s := F
T,s
Γ . Запаздыва-

ющие подпространства содержат плотные гладкие линеалы

M
T,s
σ := M

T ∩ F
T,s
σ .

• Пространство ~L2(Ω) квадратично-суммируемых векторных полей содер-
жит (под)пространство роторов

H := {roth | h, roth ∈ ~L2(Ω)}

со скалярным произведением

(a, b)H :=

∫

Ω

a(x) · b(x) dx.

Пространство H играет роль внутреннего пространства системы αT : по-
ля ef ( · , t) суть его элементы.

Для A ⊂ Ω полагаем

H 〈A〉 := {y ∈ H | supp y ⊂ A};

через X〈A〉 обозначаем проектор в H на H 〈A〉.
Подчеркнем, что, в отличие от скалярного H , в пространстве роторов вклю-

чение y ∈ H , вообще говоря, не влечет за собой включения χAy ∈ H . Соот-
ветственно, действие проекторов X〈A〉 не сводится к срезке, а его описание
довольно сложно: см. предложение 14 в п. 1.7.4. Эти проекторы действуют
нелокально (могут расширять носитель поля) и не коммутируют для разных A.
Именно это делает задачу ЭМТ технически более сложной [44], [20], [68].

• Соответствие “вход–состояние” реализуется оператором управления

WT : F
T → H ,

действующим по правилу
WT f := ef ( · , T )

и определенным на линеале M T . В отличие от своего акустического аналога,
оператор WT не является ограниченным, но допускает замыкание [71]. Для
него справедливо полярное разложение

WT = UT |WT |, |WT | := [(WT )
∗
WT ]1/2,

аналогичное акустическому разложению (1.36).
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• Операторы RT и R2T
∗ , определенные на соответствующих гладких линеа-

лах, реализуют отображение “вход–выход”.

• Связывающий оператор системы αT есть оператор

CT := (WT )
∗
WT ,

действующий в FT на адекватной области определения.10 Выполнены соотно-
шения

(CT f, g)FT = (WT f,WT g)H =
(
ef ( · , T ), eg( · , T )

)
H
,

связывающие гильбертовы метрики внешнего и внутреннего пространств.

Как и в акустической системе, связывающий оператор явно и просто выра-
жается через оператор реакции. Справедливо представление

CT =
1

2
(ST )

∗
R2T

∗ J2TST , (1.71)

в котором стандартные операторы ST и J2T те же, что и в (1.25). Буквальное
совпадение представлений – следствие их весьма общего системного характера:
см. [19].

• Множество

U
s

σ := WT
M

T,s
σ

называется достижимым (с части края σ, в момент t = s). В силу конечности
скорости волн имеем соотношение supp ef ( · , s) ⊂ Ωs[σ], ведущее к вложению
U r

σ ⊂ H 〈Ωs[σ]〉. Вложение оказывается плотным:

U s
σ = H 〈Ωs[σ]〉, s > 0. (1.72)

Этот факт выводится из векторного варианта теоремы единственности Хольм-
грена–Йона–Татару [72]. Он показывает, что ключевое для нашего подхода
свойство – полнота волн в заполняемой ими области – имеет место и в системе
Максвелла. О нем говорят также как о локальной граничной управляемости
электрической подсистемы αT .

1.7.2. Постановка. Как и раньше, восстановить ΩT по R2T
∗ означает постро-

ить риманово многообразие (копию) Ω̃T , имеющее общий с ΩT край и такое,
что R̃2T

∗ = R2T
∗ .

Как и в случае АТ, по (1.71) наблюдатель может найти оператор CT , затем
W̃T = |WT | = [CT ]1/2 и построить во внешнем пространстве модель H̃ T =

W̃T M T . Она используется во всех вариантах реконструкции. В рамках модели
наблюдателю доступны копии достижимых множеств Ũ s

σ = W̃T M T,s
σ .

10Вполне корректно оператор CT вводится через соответствующую билинейную форму:
см. [42].
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1.7.3. Вариант 1. В электрической подсистеме аналогом акустической h-лун-
ки является подпространство H 〈ωs

γ,ε〉, состоящее из соленоидальных полей,
локализованных в лунке ωs

γ,ε. Для него справедливо представление11

H 〈ωs
γ, ε〉 = H 〈Ωs[σε(γ)]〉 ∩ [H 〈Ωs〉 	 H 〈Ωs−ε〉]. (1.73)

С учетом изометрии соответствия “оригинал–копия” и полноты (1.72), копии
h-лунок представимы в виде

H̃ 〈ωs
γ,ε〉 = (UT )

∗
H 〈ωs

γ,ε〉
(1.73)
= Ũ s

σε(γ) ∩ [Ũ s 	 Ũ s−ε] (1.74)

и, следовательно, доступны наблюдателю.
• Контролируя поведение лунок по предложению 3 (с заменой оригиналов

H 〈ωs
γ,ε〉 на копии H̃ 〈ωs

γ,ε〉), наблюдатель получает возможность восстановить
выкройку ΘT .

• h̃-лунки определяют правило склейки выкройки по границе ΘT ∩ θ и мет-
рику distΘT , превращающую склеенную выкройку в изометрическую копию Ω̃T

оригинала ΩT . Подробности можно найти в [39]; здесь мы опишем прием, поз-
воляющий восстановить расстояния на ΘT .

Выберем точку (γ0, s0) на уже восстановленной выкройке и выберем малое
ε > 0. Лунка ωs0

γ0,ε находится в малой окрестности точки x(γ0, s0) ∈ ΩT . На
рис. 5 лунка затенена. На крае выберем точку γ. Наша цель – определить
расстояние от x(γ0, s0) до γ (отмечено волнистой линией).

Рис. 5. Поглощение лунки

При малых s “полушар” Ωs[σε(γ)] отделен от лунки:

ωs0

γ0,ε ∩ Ωs[σε(γ)] = ∅.

С увеличением s он раздувается и, начиная с некоторого s = s(γ0, γ, ε), погло-
щает лунку:

ωs0

γ0,ε ∩ Ωs[σε(γ)] 6= ∅ при s > s(γ0, γ, ε).

11Проектирование на подпространства H 〈A〉 не сводится к срезке (см. предложение 14
в п. 1.7.4), и это представление приходится доказывать: см. [28], [39].
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Как нетрудно видеть, s(γ0, γ, ε) ≈ distΩ(x(γ0, s0), γ), причем точность равенства
возрастает при ε→ 0. Поэтому, положив

distΘT

(
(γ0, s0), (γ, 0)

)
:= lim

ε→0
inf{s > 0 | ωs0

γ0,ε ∩ Ωs[σε(γ)] 6= ∅},

мы получим distΘT

(
(γ0, s0), (γ, 0)

)
= distΩ(x(γ0, s0), γ) по построению. Перехо-

дя от областей к подпространствам, приходим к представлению

distΘT

(
(γ0, s0), (γ, 0)

)
= lim

ε→0
inf
{
s > 0 | H 〈ωs0

γ0,ε〉 ∩ H 〈Ωs[σε(γ)]〉 6= {0}
}
.

Наблюдатель может воспользоваться этим представлением, заменяя подпро-
странства доступными ему волновыми копиями согласно (1.74):

distΘT

(
(γ0, s0), (γ, 0)

)
= lim

ε→0
inf
{
s > 0 | H̃ 〈ωs0

γ0,ε〉 ∩ H̃ 〈Ωs[σε(γ)]〉 6= {0}
}
.

Этот способ вполне корректен для γ, близких к γ0. Варьируя положение γ

и используя дистанционные координаты, наблюдатель восстановит метрику
в окрестности (γ0, s0) на ΘT . Такие окрестности покрывают всю выкройку.

• К этим кропотливым построениям уместен следующий комментарий ме-
тодического плана. По правилам игры в обратных задачах, внешний наблю-
датель оперирует на крае многообразия, не имея доступа к его внутренности.
Волны, порожденные граничными источниками, – единственный инструмент,
с помощью которого он получает информацию о внутренности многообразия.
Через модель наблюдателю доступны копии таких волн. Вместе с последними
ему доступны копии тех (и только тех!) объектов – областей, подпространств,
операторов и др., – которые могут быть охарактеризованы в волновых тер-
минах.12 Информацию о внутренней геометрии наблюдатель может извлечь
только из волновых копий. Осознание этого принципиального ограничения
и разработка адекватного “волнового” языка, описывающего оригиналы, есть
стержневая тема в BC-методе.

1.7.4. Вариант 2. Разработка версии BC-метода для обратной задачи элек-
тродинамики началась с естественного вопроса: что получит наблюдатель, при-
менив в системе Максвелла прямой аналог акустической амплитудной фор-
мулы (1.52)? Что за изображения он увидит на выкройке? Ответ оказался
нетривиальным и привел к серии работ по восстановлению переменной скоро-
сти волн в Ω ⊂ R

3. В работе [44] задача решена в регулярной зоне – области ΩT

с T < Tc := dist(c,Γ), в которой регулярны полугеодезические координаты.
В работе [69] это ограничение снято и получено в известном смысле оконча-
тельное решение задачи. Здесь мы кратко изложим ответ на заданный вопрос –
что дает амплитудная формула – и опишем, как она используется для восста-
новления метрики. Для простоты ограничимся восстановлением в регулярной
зоне. С той же целью будем считать Ω компактным.

• Выберем положительное T < Tc. В этом случае все эквидистанты края Γs

(0 < s 6 T ) суть гладкие поверхности, а выкройка ΘT области ΩT совпадает
с цилиндром Γ × [0, T ].

12Как пример: лунку ωs
γ, ε наблюдатель не видит, но h̃-лунка fH 〈ωs

γ, ε〉 ему доступна по
волновому представлению (1.74).
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Во внутреннем пространстве H T выделено семейство подпространств H s

(0 < s 6 T ), состоящих из полей, локализованных в подобластях Ωs. Пусть Xs

есть проектор в H T на H s; важный вопрос – как он действует.

Предложение 14. Пусть y ∈ H T есть гладкое поле. Справедливо пред-
ставление

Xsy =

{
y −∇p в Ωs,

0 в ΩT \ Ωs,
(1.75)

в котором p есть решение задачи

∆p = 0 в Ωs, (1.76)

p = 0 на Γ, (1.77)

∇τ · ∇p = ∇τ · y на Γs, (1.78)

где τ = dist( · ,Γ) – эйконал края.

Как видно, в отличие от акустического случая, действие Xs не сводится
к срезке. Тем не менее поле Xsy, вообще говоря, разрывно на Γs, причем
в силу (1.78) разрыв Xsy

∣∣
Γs−0 оказывается полем, касательным к Γs.

• Пусть
L

T := {y ∈ ~L2(Ω
T ) | ∇τ · y = 0 в ΩT }

есть пространство поперечных полей (с ~L2-метрикой). Определим преобразо-
вание MT : H T → L T формулой

MT y := Xsy
∣∣
Γs−0 на Γs, 0 < s 6 T.

Как видно, образ MT y послойно состоит из разрывов, образующихся при про-
ектировании поля y на подпространства H s.

Предложение 15. Преобразование MT расширяется по непрерывности
с гладких полей на все H T до унитарного оператора из H T на L T .

Добавим, что при T > Tc преобразование MT может стать лишь частич-
но-изометрическим – приобрести ядро. Это происходит, когда на эквидистан-
тах Γs образуются складки [68].

Преобразование MT – главный инструмент варианта, использующего гео-
метрическую оптику в ЭМТ. Оно корректно определено для любого трехмер-
ного риманова многообразия с краем и может оказаться полезным в других
приложениях.

• Пусть v ∈ L T есть поперечное поле; через v̌(γ, s) обозначим резуль-
тат параллельного переноса вектора v(x(γ, s)) из точки x(γ, s) ∈ ΩT в точку
x(γ, 0) = γ ∈ Γ вдоль геодезической lγ . Очевидно, что этот результат есть
вектор, касательный к краю.

Пусть ~L2(Σ
T ) := L2([0, T ]; ~L2(Γ)) есть пространство касательных к краю

полей, зависящих от параметра 0 6 τ 6 T . Элемент этого пространства вида

ṽ(γ, τ) = (IT v)(γ, τ) := β1/2(γ, τ)v̌(γ, τ),
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где β есть плотность риманова объема в пгк, назовем изображением поля v.
Как нетрудно проверить, IT есть унитарный оператор из L T на ~L2(Σ

T ).
• С использованием лучевого метода для уравнений Максвелла [8] устанав-

ливается соотношение

ẽf (γ, s;T ) := (IT ef ( · , T ))(γ, s)

= lim
t→T−s−0

(
(WT )

∗
Xs

⊥W
T f
)
(γ, t), (γ, s) ∈ ΣT ,

где Xs
⊥ := I − Xs. Технику вывода см. в [44]; как и в акустике, в ее основе

лежит анализ эволюции разрывов волновых полей.
В последнем соотношении, в силу равенства (1.72) (полнота волн!) можно за-

менитьXs на волновой проектор P s в H T на достижимое подпространство U s.
Наконец, используя изометрию “оригинал–копия”, этому соотношению можно
придать вид амплитудной формулы

ẽf (γ, s;T ) = lim
t→T−s−0

(
(W̃T )

∗
P̃ s
⊥W̃

T f
)
(γ, t), (γ, s) ∈ ΣT , (1.79)

где
P̃ s
⊥ = I − P̃ s = I − (UT )

∗
P sUT .

Все операторы в правой части (1.79) доступны внешнему наблюдателю. Задав
управление f , наблюдатель может получить на “экране” ΣT изображение ẽf

невидимой ему волны ef .
• Переходя в (1.65) от волн к изображениям, получаем уравнение

ẽf
tt + ∆̃ẽf = 0 в ΣT × (0, T ) (1.80)

с оператором ∆̃ := IT rot rot(IT )
∗
, определяющим эволюцию изображений. Ана-

лиз, вполне аналогичный проведенному в [44] для Ω ⊂ R
3, приводит к пред-

ставлению
∆̃ = −∂2

τ − ∂γkgkl∂γl + · · · , (1.81)

в котором опущенные члены суть псевдодифференциальные операторы поряд-
ка не выше первого.

В силу независимости ∆̃ от времени имеем ∆̃ẽf (1.80)
= −ẽf

tt = −ẽftt . Как
следствие, имеем представление для графика:

graph ∆̃ =
{
{ẽf (. . . , T ),−ẽftt(. . . , T )} | f ∈ M

T
}
, (1.82)

аналогичное акустическому (1.54).
• Наблюдатель, располагающий оператором R2T

∗ , может визуализировать
изображения волн по амплитудной формуле (1.79). Как следствие, ему досту-
пен график (1.82). Выделяя главные члены в представлении (1.81), наблюда-
тель восстановит gkl – метрический тензор в пгк. Определяемая этим тензором
метрика по построению превращает ΣT в изометрическую копию многообра-
зия ΩT . Реконструкция закончена.

Преобразование MT корректно определено на любом трехмерном римано-
вом многообразии с краем. Это один из канонических объектов, открытых
BC-методом.
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1.7.5. Вариант 3. Алгебраическая версия BC-метода для ЭМТ следует той
же схеме, что и варианты 1, 2. За основу берется инструмент, работающий в АТ,
и определяется его адекватный “электромагнитный” аналог. Он и используется
для реконструкции. В данном случае речь идет об алгебре эйконалов.

Как и в акустике, для простоты полагаем, что Ω компактно, а время наблю-
дения достаточно велико: T > diamΩ. В этом случае ΩT = Ω и, соответственно,
H T = H .

• Пусть σ ∈ O есть открытое подмножество края. По аналогии с (1.56)
определим в H оператор (эйконал)

εσ :=

∫

[0,T ]

s dXs
σ. (1.83)

В силу компактности Ω он ограничен, но вопрос о том, как он действует, отнюдь
не тривиален, поскольку действие проекторов Xs

σ не сводится к срезке. Ответ
содержится в следующем результате, установленном М. Н. Демченко в [41].

Пусть E := ∨{εσ | σ ∈ O} есть (под)алгебра в B(H ), порожденная электри-
ческими эйконалами, и K ⊂ B(H ) – идеал компактных операторов. Обозначим
K[E] := K ∩ E, и пусть E? := E/K[E] есть факторалгебра, а π : E → E? – кано-
ническая проекция. Как и раньше, C(Ω) есть алгебра непрерывных функций;
напомним, что она порождается скалярными эйконалами: см. предложение 12.

Предложение 16. 1) Справедливо представление

εσ = τσ +KT
σ , (1.84)

в котором τσ есть умножение поля на функцию τσ( · ) = dist( · , σ), а KT
σ –

компактный оператор из H в ~L2(Ω).13

2) Алгебра E? коммутативна, а соответствие πεσ 7→ τσ между образую-
щими алгебр E? и C(Ω) продолжается до изометрии этих алгебр.

Следствием утверждения 2) является гомеоморфизм спектров:

ME?
∼= MC(Ω)

∼= Ω. (1.85)

• Приступим к реконструкции. Пусть наблюдатель уже построил по R2T
∗

модель H̃ со всеми ее атрибутами: модельным оператором управления W̃T ,
копиями волновых проекторов P̃ s

σ и др.
По представлению

ε̃σ := (UT )
∗
εσUT (1.83)

=

∫

[0,T ]

s d[(UT )
∗
Xs

σU
T ]

(1.72)
=

∫

[0,T ]

s d[(UT )
∗
P s

σU
T ] =

∫

[0,T ]

s dP̃ s
σ

13Отметим, что в правой части (1.84) действие каждого слагаемого по отдельности, вооб-
ще говоря, выводит из пространства роторов H .
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наблюдателю доступны копии электрических эйконалов. Они определяют ал-
гебру

Ẽ := ∨{ε̃σ | σ ⊂ O} ⊂ B(H̃ ).

Факторизуя ее по содержащимся в ней компактным операторам, наблюдатель
получает алгебру

Ẽ? = ∨{πε̃σ | σ ⊂ O}
– изометрическую копию алгебры E?.

Проводя геометризацию алгебры Ẽ? по Гельфанду, наблюдатель получает
спектр

Ω̃ := MeE?

∼= ME?

(1.85)∼= Ω

и визуализирует на нем образующие πε̃σ в виде непрерывных функций. Эти
функции по построению суть эйконалы τσ, пересаженные с Ω на Ω̃ по соответ-
ствующему гомеоморфизму. Они определяют риманову структуру, превраща-
ющую Ω̃ в изометрическую копию оригинала Ω. Реконструкция выполнена.

В оставшейся части раздела 1 дается обзор других результатов BC-метода.

1.8. Волновая модель. Поиски материала для построения копии Ω̃ при-
вели к новому объекту теории операторов – волновому спектру [34]14. Это
топологическое пространство, каноническим образом определяемое симметри-
ческим полуограниченным оператором L0 с ненулевыми индексами дефекта.
Определение использует абстрактную динамическую систему с граничным уп-
равлением, ассоциированную с оператором; ее эволюция определяется уравне-
нием

utt + L∗
0u = 0,

а волновой спектр конструируется из достижимых множеств U s. Сама кон-
струкция довольно сложна и проводится в несколько шагов [34], [40]. В ко-
нечном итоге волновой спектр определяется как множество атомов адекватной
решетки подпространств. Из них и составляется копия Ω̃. Здесь, на примере
задачи АТ, мы кратко поясним, откуда берутся решетки и атомы. Относящиеся
к решеткам определения и термины см. в [63].

• Для A ⊂ Ω условимся обозначать At := Ωt[A], A0 := A. Через O обозначим
решетку открытых множеств в Ω. Она не содержит атомов15.

Пусть L есть решетка (замкнутых) подпространств пространства H = L2(Ω)

с частичным порядком A ⊆ B, операциями A ∨ B := A+B, A ∧ B := A ∩ B,
наибольшим и наименьшим элементами H и {0}, а также топологией, опреде-
ляемой сильной сходимостью проекторов:

Aj → A ⇔ PAj
→ PA.

Решетка L содержит (под)решетку геометрических подпространств

O := {H 〈A〉 | A ∈ O}.
Атомов в ней нет.

14В этой работе обнаружен ряд неточностей. Мы предполагаем устранить их в ближайших
публикациях по данной теме.

15Атомом (минимальным элементом) частично-упорядоченного множества P называет-
ся элемент a ∈ P такой, что из 0 < p 6 a следует p = a.



ГРАНИЧНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 45

От O перейдем к решетке FO, состоящей из O-значных функций от t > 0

с поточечными порядком, операциями и сходимостью. Она содержит множе-
ство

F∗ := {fA ∈ FO | fA(t) = H 〈At〉, A ∈ O, t > 0},
которое тоже не имеет атомов. Однако в замыкании F∗ появляются функции
вида ax(t) = H 〈{x}t〉, являющиеся атомами. Множество атомов AtF∗ биек-
тивно многообразию Ω по соответствию ax ↔ x.

• Проводя адекватные построения в доступной ему модели H̃ , внешний
наблюдатель последовательно определяет копии нужных подпространств и ре-

шеток, копию F̃∗ и, в конце концов, получает множество атомов At F̃∗. Оно и
используется в качестве искомой копии Ω̃.

В построениях существенным образом используется доступная наблюдателю
унитарная копия оператора L∗

0, определяющего эволюцию в системе αT . Мно-
жество атомов AtF∗ =: ΩL0

и есть волновой спектр оператора L0. Кроме того,
наблюдатель может реализовать элементы недоступного ему пространства H

как функции на ΩL0
и получить функциональную (волновую) модель опера-

тора L0, определяемую данными обратной задачи. Волновая модель – объект,
перспективный для дальнейшей разработки. Ее систематическое изучение на-
чато в [56].

1.9. Система Ламе. Здесь кратко обсуждаются результаты по динамиче-
ской обратной задаче для системы Ламе – основной изотропной модели тео-
рии упругости. В отличие от рассмотренных выше задач на многообразиях,
это задача об определении параметров (скоростей волновых мод) в заданной
трехмерной области, так что вопрос о восстановлении носителя параметров не
стоит. Тем не менее попытка решить ее средствами BC-метода, работающи-
ми в АТ и ЭМТ, вполне мотивирована: система Ламе – “гибрид” акустической
и электрической систем. В ней имеются два типа волн, распространяющихся
с разными скоростями и взаимодействующих друг с другом. Взаимодействие
сильно усложняет картину волн и затрудняет исследование системы. Задача
интересна для теории и вполне актуальна в ряде важных приложений. Полно-
стью она не решена, и здесь мы объясним, в чем состоит главное затруднение.

• Пусть Ω ⊂ R
3 – ограниченная область с гладкой границей Γ. Уравне-

ние Ламе описывает распространение волн в упругой среде, заполняющей Ω.
Записанное покомпонентно в декартовых координатах, оно имеет вид

ρ(ui)tt = (λ+ µ)∂xi
div u+ µ∆ui + (∂xi

λ) div u+

3∑

k=1

(∂xk
µ)
(
∂xk

ui + ∂xi
uk

)

(i = 1, 2, 3) с гладкими

ρ(x) > 0, µ(x) > 0, 3λ(x) + 2µ(x) > 0

в Ω. В инвариантной (бескоординатной) форме уравнение Ламе может быть
записано в виде ρutt = Lu с оператором

L := ∇κ div− rotµ rot+2
(
[∇µ ∧ rot] + [∇µ ∧ rot]∗ +Hµ − q

)
,
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где κ := λ + 2µ, u = u(x, t) есть решение (векторное поле), [. . .]∗ – оператор,
сопряженный к [. . .] по Лагранжу, Hµ – оператор умножения на матрицу-функ-
цию вторых производных (Hµ)ik = ∂xi

∂xk
µ, q – оператор умножения на функ-

цию q = ∆µ [77].
• С параметрами Ламе λ, µ связаны функции

cp :=

√
κ

ρ
и cs :=

√
µ

ρ
,

которые интерпретируются как скорости продольной и поперечной волновых
мод (p-волн и s-волн соответственно); при этом cp > cs всюду в Ω. Ско-
рости определяют две конформно-евклидовых метрики с элементами длины
dl2 = |dx|2/c2α, α = p, s (|dx|2 – элемент длины в R

3). Каждая метрика опре-
деляет в Ω свою риманову структуру и соответствующие объекты: окрестно-
сти Ωr

α[A], эйконалы τα, геодезические lαγ , лунки ωr
γ,ε;α и др. В силу соотноше-

ния скоростей всегда выполнено вложение Ωr
s[A] ⊂ Ωr

p[A].
• Рассмотрим начально-краевую задачу IT вида

ρutt = Lu в Ω × [0, T ], (1.86)

u|t=0 = ut|t=0 = 0 в Ω, (1.87)

u = f на Γ × [0, T ] (1.88)

с граничным управлением (R3-значной функцией) f = f(γ, t). Управление
описывает смещения точек границы, инициирующие волновой процесс в Ω. Ре-
шение u = uf (x, t) (волна) есть R

3-значная функция, описывающая смещения
точек среды в Ω. Для гладких f , аннулирующихся вблизи t = 0 (класса M T ),
задача имеет единственное классическое гладкое решение uf .

• Во всех вариантах BC-метода для динамических задач принципиальны два
свойства волн: конечность скорости распространения и полнота.

Первое свойство в системе Ламе имеет место: для управлений, действующих
с σ ⊂ Γ (класса M T

σ ), выполнено соотношение

suppuf ( · , t) ⊂ Ωt
p[σ], t > 0, (1.89)

вполне аналогичное (1.14). Оно означает, что упругие волны распространяют-
ся со скоростью быстрой моды. Как следствие, можно оптимизировать поста-
новку (1.86)–(1.88), перейдя к аналогу акустической задачи IT

∗ (с заменой ΩT

на ΩT
p и τ на τp). Корректным оказывается и соответствующее расширение по

гиперболичности – аналог акустической задачи I2T
∗ в области

D
2T
p := {(x, t) | x ∈ ΩT

p \ Γ, 0 < t < 2T − τp(x)}.

С расширенной задачей связан адекватный аналог R2T
∗ расширенного акустиче-

ского оператора реакции (см. [50], [27], [79]). Он вполне определяется парамет-
рами Ламе λ, µ в “быстрой” подобласти ΩT

p , заполняемой волнами к моменту
t = T .

С полнотой ситуация сложнее. Пусть

U
T

σ := {uf ( · , T ) | f ∈ M
T
σ }
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суть достижимые множества в системе Ламе; обозначим

H := L2(Ω; R3) и H 〈A〉 := χAH := {χAy | y ∈ H }.

Отметим вложение U T
σ ⊂ H 〈ΩT

p [σ]〉, следующее из (1.89). В отличие от аку-
стической и электромагнитной систем, в системе Ламе это вложение, вообще
говоря, не плотно.

Предложение 17. Пусть σ есть открытое подмножество границы. При
любом положительном T < inf{t > 0 | Ωt

s[σ] = Ω} справедливы соотношения

χΩT
s [σ]U

T
σ = H 〈ΩT

s [σ]〉, H 〈ΩT
p [σ]〉 	 U T

σ 6= {0}.

Доказательство см. в [50]; оно основано на векторном варианте теоремы
Хольмгрена–Йона–Татару [72]. О первом соотношении можно говорить как
о полноте волн в “медленной” подобласти ΩT

s [σ], заметаемой волнами обоих
типов. Второе показывает, что в зазоре ΩT

p [σ] \ ΩT
s [σ], который покрывается

только p-волнами, полноты нет.
Строение достижимого множества в зазоре – открытый вопрос, без ответа на

который невозможно определить характер действия волновых проекторов P r
σ

в H на U r
σ . Продвинуться удалось лишь в модельной задаче для системы

типа Ламе, в которой эволюция волн описывается более простым оператором
L = ∇κ div− rotµ rot и ρ = 1. В этом случае U T

σ

∣∣
ΩT

p [σ]\ΩT
s [σ]

состоит из потен-

циальных полей и действие волновых проекторов описывается вполне эффек-
тивно, подобно (1.75): см. [20].

• Динамическая обратная задача для системы Ламе состоит в восстановле-
нии скоростей cp и cs в областях ΩT

p и ΩT
s соответственно по заданному операто-

ру R2T
∗ . Такая постановка оптимальна по времени и мотивирована, в частности,

приложениями в геофизике.
Для системы типа Ламе эта задача решена тремя способами. В [27] в систе-

ме выделяются две подсистемы – акустическая (для p-волн) и электрическая
(для s-волн). Все управления удается разделить на два класса, каждый из ко-
торых возбуждает только волны одного типа. В результате обратная задача
распадается на отдельные задачи для подсистем, каждая из которых решается
BC-методом. Слабость подхода в том, что разделение управлений использует
специфические свойства оператора реакции, отсутствующие в полной системе
Ламе.

Более перспективны два других варианта, которые используют лунки16 и ам-
плитудные формулы [78], [79]. Есть основания полагать, что оба они непосред-
ственно, без каких-либо изменений, применимы в задаче для полной системы
Ламе, но это гипотеза. Проблема в том, что не удается эффективно описать
действие волновых проекторов.

16Отметим любопытный эффект: в системе типа Ламе h-лунка состоит из двух компо-
нент H 〈ωr

γ,ε;p〉 и H 〈ωr
γ,ε;s〉, локализованных вблизи концов быстрой и медленной геодезиче-

ских l
p
γ [0, r] и lsγ [0, r]. При этом p-лунка содержит только потенциальные поля, а s-лунка –

только соленоидальные [43]. Наше предположение состоит в том, что аналогичное расщепле-
ние лунок имеет место и в полной системе Ламе. Подтвердив его, можно было бы существенно
продвинуться в решении обратной задачи.
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1.10. Комментарии. BC-метод существует уже тридцать лет и имеет в ак-
тиве ряд выразительных достижений. К ним мы, в частности, относим решение
многомерных динамических обратных задач в оптимальных по времени поста-
новках (восстановление по R2T

∗ ). Такие задачи вряд ли могут быть решены
другими средствами. В то же время “передний край” подхода весьма изрезан:
остается нерешенным ряд важных задач. Обсудим некоторые из них и наметим
возможные направления дальнейшей работы.

Проблема младших членов. В BC-методе есть давняя “больная” тема:
восстановление переменных коэффициентов σ и b = {b1, . . . , bn} в волновом
уравнении

utt − ∆u+ σut + b · ∇u+ qu = 0.

Подчеркнем, что речь идет об оптимальной постановке: требуется опреде-
лить σ, b

∣∣
ΩT по R2T

∗ . Восстановление диссипации σ актуально в медицинской
томографии и геофизике (сейсмике).

Известные результаты в этом направлении – классическая теорема единст-
венности В. М. Исакова [85] и вариант BC-метода [17] – не оптимальны: ис-
комые коэффициенты определяются лишь в некоторой подобласти ΩT

∗ ⊂ ΩT ,
выделяемой условиями геометрического характера. Важные результаты полу-
чены Л. Н. Пестовым в работах [99], [100]: автором предложен вариант BC-ме-
тода, использующий технику билинейных форм. Этот вариант тоже не оптима-
лен, но за счет увеличения времени наблюдения T дает устойчивую линейную
процедуру восстановления. Числовой алгоритм на базе этого варианта разра-
ботан и успешно протестирован (Л. Н. Пестов, В. М. Филатова и др.).

Отметим, что оптимального результата до сих пор нет даже в одномерной
задаче с σ. Главная трудность выявлена в [16]: определение диссипации рав-
носильно восстановлению нелокального оператора, но к решению задачи это
понимание не привело.

Многоскоростные системы. Речь идет о системах, в которых имеется
несколько волновых мод, распространяющихся с разными скоростями и взаи-
модействующих друг с другом. Один из примеров – система Ламе – обсуждался
выше. Важное и интересное обобщение – обратные задачи для анизотропных
моделей теории упругости. Работ на эту тему много, но оптимальное по вре-
мени восстановление – трудный открытый вопрос. То же относится к задачам
кристаллооптики в электродинамике. Разработка вариантов BC-метода для
таких систем – одно из наиболее интересных и перспективных направлений его
развития.

Нестационарные системы. Так называют системы, в которых эволю-
ция определяется параметрами (операторами), зависящими от времени. Об-
ратные задачи для таких систем с одной пространственной переменной изуча-
лись, в частности, в [97]. Многомерные задачи – важная, но малоисследованная
область. К ним относится, например, электромагнитная томография поля тя-
готения “живой” звезды: восстановление нестационарной метрики в режиме
реального времени. Здесь отметим пионерские работы Г. И. Эскина [73], [75],
использующие идеи и инструменты BC-метода. Упомянем работу того же ав-
тора [74] по восстановлению параметров движущейся среды.
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Устойчивость. В обратных задачах вопрос об устойчивости решений в об-
щей форме ставится так: обеспечивает ли близость данных (например, опера-
торов реакции) близость подлежащих восстановлению объектов (коэффициен-
тов, метрик и др.)? Этой важной теме посвящено большое количество статей
и книг: см. [85], [101], [102] и др. Такие результаты имеются в многомерных об-
ратных спектральных задачах: см. [2], [84]. В задачах для волнового уравнения
их гораздо меньше [105], [108].

В BC-методе адекватной устойчивостью обладает версия, использующая тех-
нику билинейных форм (Л. Н. Пестов [99], [100]). Однако она использует вре-
мена наблюдения T > T∗, а вопрос об устойчивости вариантов 1–3, доставляю-
щих оптимальную по времени реконструкцию в многомерных задачах, оста-
ется открытым. Причина – в сложности процедур, по которым выполняется
реконструкция. Возможным подходом является изучение устойчивости тре-
угольной факторизации CT = (V T )

∗
V T , описанной в п. 1.5.5. Однако факто-

ризация связана с обращением CT , и проблема состоит в уже упоминавшемся
факте: в многомерных задачах связывающий оператор не является изоморфиз-
мом. Остается надеяться, что задача факторизации все же условно-корректна
в каком-то слабом смысле.

Характеризация данных. Под характеризацией понимается описание
данных, дающее необходимые и достаточные условия разрешимости соответ-
ствующей обратной задачи. Не вполне четкое пожелание к такому описанию
состоит в его “эффективности”. Под этим понимают возможность проверить
условия, не решая саму обратную задачу. В многомерных обратных спектраль-
ных задачах такие результаты известны [76], [98]; в динамических задачах,
особенно в оптимальных постановках, их мало. В [19] предложена характери-
зация R2T

∗ , обеспечивающая разрешимость “в малом”; в недавней работе [60]
приведены условия разрешимости в задаче для волнового уравнения с потен-
циалом. В обеих работах эти условия обеспечивают выполнимость процедуры
реконструкции по BC-методу. Список условий довольно велик, и считать ли
их эффективными – все же дело вкуса. К примеру, в [60] одним из ключе-
вых условий является коммутирование модельных волновых проекторов P̃ s

σ .
Допускает ли оно проверку – скорее вопрос дефиниций. С большей определен-
ностью об эффективности можно говорить в одномерных задачах: см. ниже
раздел 3. В многомерных задачах длинный список условий типичен и, вероят-
но, неизбежен; как пример, приведем характеризацию в задаче реконструкции
риманова многообразия по спектральной тройке [67].

2. Импедансная томография

2.1. Постановки. В общем случае задача ИТ ставится для гладкого ком-
пактного риманова многообразия произвольной размерности n > 2 с краем.

Прямая задача имеет вид

∆u = 0 в Ω \ Γ, (2.1)

u
∣∣
Γ

= f. (2.2)
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При гладком f она имеет единственное классическое гладкое решение u = uf (x).
С задачей ассоциируется оператор Кальдерона17

Λ: C∞(Γ) → C∞(Γ), Λf := uf
ν

∣∣
Γ
,

где ( · )ν – производная по внешней нормали.
Обратная задача (задача ИТ ) состоит в восстановлении Ω по оператору

Кальдерона. В точном смысле, как и в волновой томографии, требуется по Λ

построить копию Ω – риманово многообразие Ω̃ с краем Γ̃ = Γ и оператором Λ̃

такое, что Λ̃ = Λ.

2.2. Случай n = 2. Отметим специфику случая dimΩ = 2. Пусть Ω и Ω′

суть два многообразия с метриками g и g′ и общим краем Γ, связанные диф-
феоморфизмом j : Ω′ → Ω таким, что g′ = ρj∗g, где ρ – гладкая положительная
функция (т. е. Ω и Ω′ конформно-эквивалентны). Тогда Λ′ = ρ−1/2Λ, а допол-
нительное условие ρ

∣∣
Γ

= 1 ведет к равенству Λ′ = Λ. Это означает, что класс
эквивалентных многообразий не исчерпывается изометричными многообрази-
ями, а, как минимум, содержит все конформно-эквивалентные. Как будет по-
казано, последние этот класс исчерпывают18.

2.2.1. Алгебры. Дополнительно предположим, что Ω ориентировано и со-
гласованным образом ориентирован его край Γ. Пусть CC(Ω) есть коммутатив-
ная банахова алгебра непрерывных на Ω комплекснозначных функций с нормой
‖a‖ = supΩ |a( · )|, символ ? обозначает оператор Ходжа на Ω и i =

√
−1 .

Главную роль в реконструкции сыграет алгебра голоморфных функций

A :=
{
a = u+ u∗i | a ∈ CC(Ω) ∩ C∞

C (Ω \ Γ); du∗ = ? du в Ω \ Γ
}
. (2.3)

Приведем ее известные свойства.
1. Алгебра A есть замкнутая подалгебра в CC(Ω). Ее гладкая часть A∞ :=

A ∩ C∞
C

(Ω) плотна в A.
2. Меры Дирака δx : a 7→ a(x) исчерпывают спектр MA алгебры A. Как

следствие, соответствие β : x 7→ δx есть гомеоморфизм Ω на MA, а пре-
образование Гельфанда (1.55) сводится к пересадке функций с Ω на MA

по этому соответствию: Ga( · ) = a(β−1( · )).
По второму свойству19 алгебра A кодирует многообразие в нужном нам

смысле: каким-либо образом получив ее изометрическую копию Ã, внешний
наблюдатель найдет спектр MeA

, который в силу соотношений MeA
∼= MA

∼= Ω

окажется искомой копией оригинала Ω.
• Пусть

B :=
{
a
∣∣
Γ
| a ∈ A

}
⊂ CC(Γ)

17другое название – DN-оператор; по принятой нами терминологии это оператор реакции.
18Этот результат впервые был представлен в статье [92]. К сожалению, полностью понять

ее содержание и подтвердить правильность доказательства мы не смогли. Другой подход
к двумерной задаче ИТ, использующий технику многомерных интегралов типа Коши, см.
в [82]. Подход предлагает процедуру реконструкции, приводит к характеризации данных
(оператора Λ) и, что важно, допускает численную реализацию: см. [1].

19оно хорошо известно в “фольклоре”; набросок доказательства имеется в [22].



ГРАНИЧНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 51

есть алгебра граничных значений. Гладкая подалгебра

B∞ :=
{
a
∣∣
Γ
| a ∈ A∞

}
⊂ C∞

C (Γ)

плотна в B.
В силу принципа максимума соответствие a 7→ a

∣∣
Γ

есть изометрия алгебр A

и B. Отсюда имеем гомеоморфизм MA
∼= MB и его следствие MB

∼= Ω. Зна-
чит, алгебра B подойдет в качестве копии алгебры A. Наблюдателю остается
извлечь B из оператора Λ.

2.2.2. Оператор Гильберта. На вещественном гладком линеале C∞(Γ) опре-
делим дифференцирование f 7→ ḟ по длине в направлении, задаваемом ориен-
тацией края. Обозначим

Ċ∞(Γ) := {ḟ | f ∈ C∞(Γ)}

и отметим, что оператор Λ аннулирует постоянные функции. В силу послед-
него, в Ċ∞(Γ) корректно определен оператор Гильберта

H := ΛJ,

где J есть интегрирование: Jḟ = f (mod const).20

В определении (2.3) функции u = Re a и u∗ = Im a сопряжены по Коши–Ри-
ману. Как следствие, обе они гармоничны: ∆u = ∆u∗ = 0 в Ω \ Γ. Каждая
является решением задачи (2.1), (2.2), первая – с f = u

∣∣
Γ
, а вторая – с f∗ = u∗

∣∣
Γ
:

u = uf и u∗ = uf∗ .

Условия Коши–Римана на крае приводят к соотношению ḟ∗ = Hḟ и его
следствию ḟ = −H2ḟ . Последнее равносильно равенству

(I +H2)ḟ = 0 для f ∈ C∞(Γ). (2.4)

Будем говорить, что функция f имеет сопряженную f∗, если uf + uf∗ i ∈ A,
т. е. если решения uf и uf∗ задачи (2.1), (2.2) суть гармонически сопряжен-
ные функции. Если Ω гомеоморфно кругу D ⊂ C, то любая гладкая f имеет
сопряженную f∗. Если же Ω 6∼= D, то это не верно, а равенство (2.4) дает необ-
ходимое условие существования сопряженной функции. Как показано в [22],
оно является и достаточным.

Предложение 18. Гладкая функция f имеет (гладкую) сопряженную f∗
тогда и только тогда, когда (I +H2)ḟ = 0. В этом случае

ḟ∗ = Hḟ и f + f∗i ∈ B∞.

20Если Ω = D ⊂ C – единичный круг, то H совпадает с классическим преобразованием
Гильберта, связывающим вещественную и мнимую части функции, голоморфной в D.
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2.2.3. Реконструкция. Пусть наблюдателю известен оператор Λ на линеа-
ле C∞(Γ). Вместе с ним он располагает оператором Гильберта H = ΛJ , дей-
ствующим в Ċ∞(Γ).

• Критерий предложения 18 позволяет отобрать гладкие f такие, что ḟ ∈
Ker(I +H2), и найти соответствующие f∗. Всевозможные функции f + f∗i об-
разуют подалгебру B∞. Замыкая последнюю по норме в CC(Γ), наблюдатель
получает алгебру граничных значений B, изометричную недоступной ему ал-
гебре A.21

• Проводя геометризацию алгебры B по Гельфанду, наблюдатель опреде-
ляет спектр MB, связанный с многообразием (неизвестным) гомеоморфизмом
β : Ω → MB, и восстанавливает на спектре функции ã( · ) = a(β−1( · )). Послед-
ние суть функции из A, пересаженные с Ω на MB.

• Семейство функций {ã = GF | F = f + f∗i ∈ B∞} определяет на MB

структуру риманова многообразия с краем следующим образом.

Край Γ̃ = βΓ ⊂ MB состоит из мер δγ , γ ∈ Γ, и отождествляется с краем Γ

по правилу δγ ≡ γ.

Функции u = Re a и u∗ = Im a можно использовать как локальные коорди-
наты x1, x2 на Ω. Соответственно, наблюдатель может использовать функции
x̃1 = Re ã, x̃2 = Im ã в качестве локальных координат на MB и тем самым
оснастить последнее структурой вещественного двумерного гладкого многооб-
разия.

В Ω, в координатах x1, x2, уравнение ∆uf = 0 имеет известный вид

∂xig1/2gij∂xjuf = 0 (i, j = 1, 2).

В MB ему отвечает “пересаженное” уравнение

∂x̃i g̃1/2g̃ij∂x̃j ũf = 0 (i, j = 1, 2)

для ũf := Re ã с ã = G(f + f∗i). Записывая его для разных f ∈ C∞(Γ), наблю-
датель может использовать это уравнение для нахождения функций g̃1/2g̃ij .
Зная последние, он определит компоненты метрического тензора g̃ij с точно-
стью до произвольного гладкого положительного множителя ρ. Выбрав этот
множитель так, чтобы выполнялось условие ρ

∣∣
Γ

= 1, наблюдатель получает

риманово многообразие Ω̃ := MB с некоторой метрикой g̃ij .

В результате многообразия (Ω̃, g̃ij) и (Ω, gij) по построению конформно-эк-
вивалентны, имеют общий край и выполнено равенство Λ̃ = Λ. Реконструкция
закончена.

2.3. О случае n > 3. Задача ИТ в размерностях больше 2 является одной
из центральных в теории обратных задач. До сих пор должным образом она
не решена: известные результаты относятся к многообразиям с весьма специ-
альными типами метрик.

21В терминах BC-метода B есть доступная наблюдателю копия алгебры A.
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Один из подходов использует геометро-оптические решения, являющиеся прод-
винутой версией экспоненциально растущих функций Грина–Фаддеева [88], [70].

В работе [37] предпринята попытка использовать алгебры в трехмерной за-
даче ИТ. Проиллюстрируем ее идею простым примером.

• Пусть Ω ⊂ R3 есть ограниченная область с гладкой границей Γ. Для
упрощения записи удобно включить границу в состав самой области, так что
Ω = Ω. Пару p := {α, u}, состоящую из вещественной функции α и векторного
поля u, заданных в Ω, будем называть кватернионным полем.

Множество непрерывных полей

C (Ω) := {p | α ∈ C(Ω), u ∈ C(Ω; R3)}

с нормой

‖p‖ = sup
x∈Ω

[α2(x) + |u(x)|2]1/2

является банаховым пространством.
Для p = {α, u} и q = {β, v} определим “кватернионное” произведение

pq := {αβ − u · v, αv + βu+ u ∧ v}. (2.5)

Пространство C (Ω) с таким умножением есть банахова алгебра. Она не ком-
мутативна.

• Введенная алгебра содержит (под)пространство гармонических полей

Q(Ω) := {p ∈ C (Ω) | ∇α = rotu, div u = 0 в Ω \ Γ}. (2.6)

Первое из определяющих его элементы условий в эквивалентной записи имеет
вид dα = ?du′, где u′ есть 1-форма, отвечающая полю u.

Родство условий Коши–Римана в (2.6) и (2.3) мотивирует попытку рассмат-
ривать Q(Ω) как трехмерный аналог алгебры A. Однако такая попытка встре-
чает немедленное препятствие: пространство Q(Ω) не является алгеброй (умно-
жение (2.5) таково, что из p, q ∈ Q(Ω), вообще говоря, не следует pq ∈ Q(Ω)).
Тем не менее Q(Ω) содержит подпространства-алгебры, к описанию которых
мы переходим.

• Пусть e ∈ R3, |e| = 1, есть орт и e( · ) ≡ e – постоянное векторное поле
в Ω. Функцию ϕ назовем аксиальной (осевой, с осью e), если ∇ϕ · e = 0. Бу-
дем говорить, что кватернионное поле p = {ϕ, ψe} является аксиальным, если
аксиальны ϕ и ψ. Следующие факты проверяются несложными вычислениями.

Предложение 19. Пусть ϕ, ψ – функции, гладкие в Ω. Поле p = {ϕ, ψe}
является гармоническим в том и только том случае, если ∇ϕ∧ e = ∇ψ . При
этом функции ϕ и ψ аксиальны с осью e и гармоничны: ∆ϕ = ∆ψ = 0 в Ω \Γ.
Если p и q = {λ, µe} суть два таких поля, то их произведение имеет вид
pq = {ϕλ− ψµ, [ϕµ+ ψλ]e} и тоже является гармоническим полем.

Как видно, содержащиеся в Q(Ω) аксиальные поля образуют коммутативные
алгебры Ae, индексируемые ортами e ∈ S2.
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• Пусть e1, e2, e3 есть стандартный базис в R3. Пары {число, вектор} вида
{a0, a1e1 + a2e2 + a3e3} будем отождествлять с кватернионами a0 + a1i + a2j +

a3k ∈ H.
Линейные операторы

δx : Q(Ω) → H, δx(p) := p(x), x ∈ Ω,

суть кватернионные аналоги мер Дирака. На аксиальных алгебрах они муль-
типликативны: для p, q ∈ Ae выполнено равенство

δx(pq) = δx(p)δx(q).

Для некоторого класса областей последнее свойство характеризует меры δx
среди прочих H-значных линейных функционалов на Q(Ω).

• Работа [37] – попытка найти аналоги аксиальных алгебр и кватернион-
ных мер на трехмерном римановом многообразии и использовать их для ре-
конструкции. Поиски стимулирует важное обстоятельство: во всех размер-
ностях > 3 имеют место адекватные версии предложения 18. Они играют
ключевую роль в построении копий сопряженных (по Коши–Риману) полей
и позволяют напрямую извлекать из оператора Λ содержательную информа-
цию о топологии Ω: см. [25], [55].

Успех попытки оказался ограниченным. Как выяснилось, аксиальные ал-
гебры “выживают” только на многообразиях с метриками весьма специального
вида. Именно, требуется, чтобы элемент длины допускал представление

dl2 = dτ2 + ρ(τ)hij(γ) dγ
i dγj

в подходящих полугеодезических координатах γ1, γ2, τ .
Тем не менее мы сохраняем надежду на подход: предполагается, что Ω все

же можно идентифицировать как “спектр” некоторого алгебраического объек-
та, копия которого доступна внешнему наблюдателю, располагающему опера-
тором Λ. Остается понять, что это за объект.

3. Одномерный BC-метод

Оригинальный вариант подхода [11] и его последующие разработки предна-
значались для решения многомерных коэффициентных обратных задач. Поз-
же BC-метод использовался и в задачах с одной пространственной переменной.
Приведем некоторые результаты.

• Речь идет о классических интегральных уравнениях теории обратных задач.
Уравнения Гельфанда–Левитана появились в обратной спектральной задаче

для оператора Штурма–Лиувилля L = −d2/dx2 + q, состоящей в восстановле-
нии потенциала q на полуоси по спектральной функции оператора L. В соответ-
ствующей динамической задаче требуется определить потенциал q в уравнении
utt + Lu = 0 по оператору реакции R2T

∗ .
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Уравнения М.Г. Крейна используются для решения обратной задачи о вос-
становлении плотности неоднородной струны по ее спектральной функции. Ди-
намическая задача состоит в нахождении функции ρ в уравнении utt + Lu = 0

с L = −ρ−1 d2/dx2 по оператору R2T
∗ .

Уравнения Марченко решают обратную спектральную задачу рассеяния для
оператора L = −d2/dx2 + q: требуется восстановить потенциал q на полуоси по
заданному коэффициенту отражения (элементу матрицы рассеяния). Динами-
ческая задача состоит в определении потенциала в уравнении utt + Lu = 0 по
адекватному оператору реакции R.

Связи и параллели между этими задачами и уравнениями хорошо известны.
Тем не менее наиболее четко их родство и общая динамическая природа про-
являются в BC-методе: каждое из уравнений равносильно соответствующей
задаче граничного управления uf ( · , T ) = y с целевой функцией y, удовлетво-
ряющей уравнению Ly = 0 [51]. Такой взгляд на классические уравнения при-
водит к их естественным многомерным версиям [12]. Адекватный BC-аналог
уравнений Крейна решает обратные задачи на графах [57].

BC-метод дает еще одну единую интерпретацию: в каждой из задач реше-
ния классических уравнений суть ядра модельных волновых проекторов P̃ s.
В работе [58] это прослежено на примере уравнения Марченко в динамической
задаче рассеяния с локально возмущенным центробежным потенциалом. Ее
особенность состоит в нарушении управляемости аналога системы αT : прихо-
дящие из бесконечности волны не полны в областях (частях полуоси), которые
они заметают. Нарушение имеет ту же природу, что и в трехмерной задаче [59],
но “недостижимые” подпространства H T 	 U T здесь конечномерны.

• Ряд работ по BC-методу посвящен одномерным двухскоростным динами-
ческим системам вида

ρutt − (Gux)x +Aux +Bu = 0, x > 0, 0 < t < T,

u
∣∣
t=0

= ut

∣∣
t=0

= 0, x > 0,

u
∣∣
x=0

= f, 0 6 t 6 T,

где коэффициенты ρ,G,A,B суть (2×2)-матрицы-функции от x (при этом ρ иG
диагональны и положительны), f = f(t) – граничное управление (R2-значная
функция), u = uf (x, t) – решение (R2-значная функция). Оператор реакции
RT : f 7→ uf

x

∣∣
x=0

имеет адекватное расширение по гиперболичности R2T
∗ . Об-

ратная задача состоит в восстановлении коэффициентов по R2T
∗ .

Как и в трехмерной системе Ламе, здесь имеются два типа волн, распро-
страняющихся с разными скоростями и взаимодействующих друг с другом.
Пример из приложений – балка Тимошенко. Как и в системе Ламе, из-за
различия в скоростях волновых мод нарушается управляемость: достижимые
множества U T не полны в естественных объемлющих пространствах H T . Тем
не менее в одномерной системе все проще: удается разобраться со строением
достижимых множеств и действием соответствующих волновых проекторов.
Как следствие, получена характеризация данных – необходимые и достаточные
условия на оператор, при которых он является оператором реакции одномерной
двухскоростной системы [33], [53].
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• Осложнения, связанные с отсутствием управляемости, встречаются и в од-
носкоростных системах. Помимо упоминавшейся задачи рассеяния [58], этот
эффект имеет место в системе Дирака

iut + Jux + V u = 0, x > 0, 0 < t < T,

u
∣∣
t=0

= 0, x > 0,

u1

∣∣
x=0

= f, 0 6 t 6 T,

где J :=

(
0 1

−1 0

)
, V =

(
p q

q −p

)
– матричный потенциал, в котором p = p(x)

и q = q(x) суть вещественные функции, f = f(t) есть C
2-значное гранич-

ное управление, u =

(
uf

1 (x, t)

uf
2 (x, t)

)
есть C

2-значное решение. Оператор реакции

RT : f 7→ uf
2(0, · ) имеет адекватное расширение R2T

∗ . Обратная задача состоит
в восстановлении V

∣∣
ΩT по R2T

∗ .
Волны в системе распространяются с единичной скоростью и заметают ин-

тервалы ΩT := [0, T ) полуоси x > 0. При этом достижимые множества U T =

{uf ( · , T ) | f ∈ L2([0, T ]; C2)} в заметаемых областях не полны:

L2(Ω
T ; C2) 	 U

T 6= {0} при любом T > 0.

Осложнение с неполнотой волн преодолевается с помощью приема, предло-
женного В. С. Михайловым: за счет удвоения размерности пространства управ-
лений удается достичь управляемости соответствующей расширенной системы.
В последней обратная задача решается стандартными средствами BC-метода:
см. статью [52]; в ней же приводится характеристическое описание операто-
ра R2T

∗ .
• В свое время в обратных задачах превалировал идущий от классических

работ интерес к спектральным постановкам. Подходы к решению динамиче-
ских задач сводились к рекомендации: 1) сделав преобразование Фурье по вре-
мени, перейти к спектральной задаче и определиться с ее решением; 2) вернув-
шись к Фурье-прообразам, оформить результат для динамической постановки.
Образно говоря, частотно-временной дуализм работал лишь в одном направ-
лении.

Разработка BC-метода показала, что обратное направление тоже вполне про-
дуктивно: целый ряд фактов спектральной теории получил прозрачную дина-
мическую интерпретацию. Выявлены тонкие связи между разными типами
данных в обратных задачах [94].

Решена динамическая обратная задача для дискретного оператора Шрёдин-
гера. Полученная в ней характеризация данных дала ответ на вопрос Б. Сай-
мона о том, чем выделены спектральные данные дискретного оператора Шрё-
дингера среди таковых для прочих разностных операторов Якоби [93].

Выявлены соответствия с теорией Де Бранжа. В частности, достижимые
множества U T оказались напрямую связаны с пространствами Де Бранжа,
а решения BC-версии уравнений Гельфанда–Левитана – с воспроизводящими
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ядрами этих пространств. В развитие этих связей построены аналоги про-
странств Де Бранжа для системы Дирака и дискретного оператора Шрёдинге-
ра [95].

Планируется изучение связей с теорией Де Бранжа для канонических систем
и разработка версии BC-метода для соответствующей обратной задачи.

• Одномерный BC-метод успешно справляется с характеризацией данных.
Во всех случаях [58], [53], [52], [93] главное из условий на оператор R (канди-
дат на роль оператора реакции R2T

∗ ) состоит в положительной определенности
оператора C = 2−1(ST )

∗
RJ2TST (кандидата на роль связывающего операто-

ра CT : см. (1.25)). Во многих случаях нетрудно предложить простые доста-
точные условия на R, которые обеспечивают положительную определенность.
В этом смысле характеризация эффективна, в отличие от ситуации в много-
мерных задачах, где эффективность весьма проблематична.

Главное действие при решении обратной задачи – это обращение операто-
ра C . Положительная определенность обеспечивает хорошую обратимость.
Как следствие, решение задачи является устойчивым: близким R отвечают
близкие искомые коэффициенты. В этом смысле одномерные задачи, в от-
личие от многомерных, корректны. Отсутствие устойчивости в многомерных
задачах и их неизбежная некорректность объясняются неограниченностью опе-
ратора C−1, что обсуждалось в п. 1.3.2.

• Отдельная тема в BC-методе – обратные задачи на графах. Относить их
к одномерным можно лишь условно: граф имеет топологию, что радикально
отличает эти задачи от таковых с x ∈ R. По той же причине прослеживает-
ся четкий водораздел: задачи для деревьев и задачи для графов с циклами.
Последние значительно сложнее по многим причинам; некоторые мы затронем
здесь.

В [57] по спектральным и динамическим данным восстанавливается конеч-
ный граф-дерево Ω, состоящий из струн переменной плотности. Струны скреп-
лены во внутренних вершинах так, что выполнены стандартные условия Кирх-
гофа. Данные задаются в граничных вершинах Γ = {γ1, . . . , γn}. По ним тре-
буется определить структуру графа и плотности струн. Задачу решает адек-
ватная BC-версия уравнений Крейна. Существенным образом используется
управляемость дерева: для любой точки x0 ∈ Ω за счет подбора (обобщенного)
граничного управления f наблюдатель может создать волну uf ( · , T ) = δx0

за
время T , не превосходящее половины оптического диаметра дерева. На приме-
ре показано, что версия допускает численную реализацию.

Как отмечалось, одно из преимуществ BC-метода – восстановление пара-
метров в реальном времени: глубина восстановления увеличивается с увели-
чением длительности наблюдений. Эта возможность использовалась в серии
работ [3]–[7], в том числе для более сложных механических систем: графов из
двухскоростных балок и др.

Основной тренд BC-метода – идентификация мер Дирака по граничным дан-
ным – ясно прослеживается в подходе первой работы по графам [24]. Наблю-
датель распознает их по характеристическому признаку: меры

{cδx0
| x0 ∈ Ω, c = const}
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суть функционалы на гладких волнах, имеющие носители нулевого оптическо-
го диаметра. Определять диаметр с границы удается благодаря тому, что граф
является деревом. Выделив множество функционалов нулевого диаметра, на-
блюдатель снабжает его адекватной метрикой и получает оптический образ
дерева Ω̃ – изометрическую копию оригинала Ω.

Попытка распространить этот прием на графы с циклами дала некоторый
результат. В [61] приведен критерий, по которому наблюдатель в принципе
может проверить, является исследуемый граф деревом или содержит циклы.
Однако конструктивного рецепта – как определить структуру графа с цикла-
ми – этот критерий не дает. Глубинная причина в том, что присутствие циклов
приводит к нарушению управляемости динамической системы αT , ассоцииро-
ванной с графом.

• Успешное применение алгебр в АТ и ЭМТ мотивировало попытку исполь-
зовать их в задачах на графах. Ожидалось, что подход, восстанавливающий
столь сложный объект – многообразие произвольной размерности и тополо-
гии, – способен без особых проблем справиться с реконструкцией конечного
графа. Имелась в виду та же программа: по данным обратной задачи, через
модель, наблюдатель находит копию алгебры эйконалов, проводит ее геометри-
зацию и получает в качестве спектра копию графа. Жизнь оказалась сложней
и интересней.

В [62] введен аналог алгебры акустических эйконалов для произвольного
конечного связного графа, состоящего из однородных струн. Для соответству-
ющей динамической системы αT удалось выяснить строение достижимых мно-
жеств U s

γ , отвечающих управлениям, которые действуют с граничных вершин
γ ∈ Γ, и описать действие волновых проекторов P s

γ и операторных эйконалов

τγ =

∫ T

0

s dP s
γ .

Описание оказалось достаточно эффективным для того, чтобы делать заклю-
чения о строении алгебры E, порожденной эйконалами. Установлено, что она
допускает представление в виде конечной прямой суммы

E =
⊕

j

bj , (3.1)

в которой слагаемые bj суть блок-алгебры. Каждая bj изометрична подалгебре
b̃j ⊂ B

(
L2([0, hj ]; R

Mj )
)
, образованной операторами, которые умножают эле-

менты пространства L2([0, hj]; R
Mj ) (векторнозначные функции от r ∈ [0, hj ])

на матрицы-функции вида B∗
γ,jDγ,j(r)Bγ,j (γ ∈ Γ). Здесь каждая Bγ,j есть

постоянная матрица-проектор; Dγ,j – диагональная матрица, диагональные
элементы которой суть линейные функции вида Tγ,j ± r, где Tγ,j ∈ (0, T ].
Эти функции непрерывны, и, следовательно, имеет место вложение алгебр
b̃j ⊂ C

(
[0, hj ]; M

Mj
)
, где последняя есть алгебра непрерывных вещественных

(Mj ×Mj)-матриц-функций на [0, hj].
Алгебра (3.1) не коммутативна, и превратить ее в коммутативную какой-ли-

бо факторизацией невозможно. Как следствие, вместо преобразования Гель-
фанда ее геометризация должна использовать другие средства: примитивные
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идеалы, спектр и топологию по Джекобсону и др. На простых примерах пока-
зано, что возможен интересный обусловленный некоммутативностью эффект:
соответствующий спектр может оказаться нехаусдорфовым пространством, со-
держащим группы неразделимых точек (кластеры). Есть основания полагать,
что их наличие и состав связаны с внутренними вершинами и их кратностью.
В представлении (3.1) прослеживается связь строения алгебры E со структу-
рой графа, но эта связь имеет весьма неявный характер. Предстоит разработка
увлекательной темы – связи алгебраических инвариантов E с топологическими
инвариантами и структурой Ω.

Добавление при корректуре. Найден кандидат на роль “алгебраического
объекта”, о котором говорилось в самом конце п. 2.3. Для Ω ⊂ R3 это алгебра

B := ∨{p|Γ | p ∈ Q(Ω)} ⊂ C(Γ; H),

порожденная граничными значениями гармонических полей; она имеет адек-
ватный аналог в случае, когда Ω – риманово многообразие. Пусть MB есть ее
структурное пространство (множество примитивных идеалов: см. [96]). Мы по-
лагаем и надеемся на то, что MB

∼= Ω. Подтверждение этой гипотезы было бы
существенным продвижением в решении трехмерной задачи ИТ.
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