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Новая метрика в пространстве кеплеровых орбит
М. Д. Губина1, В. Ш. Шайдулин1
1. Санкт-Петербургский государственный университет (СПбГУ), Санкт-Петербург, Россия
	В данной работе предлагается новая метрика, основанная на фундаментальных физических инвариантах орбитального движения. В отличие от существующих подходов, в предлагаемой метрике непосредственно используются интегралы движения. Такой подход обеспечивает естественную физическую интерпретацию и устойчивость к вырожденным случаям. Доказано, что предложенная функция удовлетворяет всем аксиомам метрического пространства. Проведен сравнительный анализ с классическими критериями Саутворта-Хокинса, Драммонда, Йопека и одной из метрик Холшевникова.
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	This paper proposes a new metric based on the fundamental physical invariants of orbital motion. Unlike existing approaches, the proposed metric directly employs integrals of motion. This method provides a natural physical interpretation and robustness to degenerate cases. It is proven that the proposed function satisfies all axioms of a metric space. A comparative analysis with the classical Southworth–Hawkins, Drummond, and Jopek criteria, as well as the Kholshevnikov metric, is conducted.
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Введение
Одной из ключевых задач небесной механики является оценка близости орбит небесных тел. Классические подходы, основанные на сравнении орбитальных элементов, сталкиваются с принципиальными трудностями при работе с вырожденными случаями – почти круговыми орбитами, где традиционные метрики теряют свою применимость. Первый критерий был предложен Саутвортом и Хокинсом (Southworth & Hawkins, 1963) Dsh для сравнения орбит, основанный на различии эксцентриситетов, перигелийных расстояний и взаимного наклона. Однако данный критерий обладает существенным недостатком – неопределенностью аргумента Π при e→0, поскольку долгота перицентра становится неопределенной для круговых орбит, что делает критерий неприменимым в таких случаях. Драммонд (Drummond, 1981) предложил улучшенную версию критерия, учитывающую относительные различия орбитальных элементов, однако функция DD слабо различает орбиты с сильно различающимися перицентрическими расстояниями. Йопек (Jopek, 1993) предложил собственный критерий DJ, представляющий собой комбинацию элементов из критериев Саутворта-Хокинса и Драммонда. Несмотря на прогресс, данный подход сохраняет сингулярности при e→0, i→0, что ограничивает его применимость. Как было показано в работах Холшевникова (Kholshevnikov et al., 2016), все традиционные D-критерии обладают серьезными математическими недостатками. Основной проблемой является нарушение аксиомы треугольника, что означает, что эти функции не являются метриками в строгом математическом смысле.

Значительный прогресс был достигнут в работах Холшевникова (2004 – 2016) (Kholshevnikov & Vassiliev, 2004, Kholshevnikov, 2008, Kholshevnikov et al., 2016) впервые построившего настоящие метрики в пространствах кеплеровых орбит. Однако вычислительная сложность этих подходов ограничивает их практическое применение.

Предлагаемый подход
	В данной работе предлагается новая метрика, основанная на фундаментальных физических инвариантах орбитального движения. В отличие от существующих подходов, используются непосредственно интегралы движения, что обеспечивает естественную физическую интерпретацию и устойчивость к вырожденным случаям.
	Рассматривается пятимерное пространство H непрямолинейных кеплеровых орбит с
метрикой следующего вида:


где:

 – полная энергия

 – модуль момента импульса

 – расстояние между ориентациями орбит, задаваемыми единичными кватернионами  и 

 и   – масштабные коэффициенты, обеспечивающие безразмерность и сопоставимость вкладов от разности энергий и моментов импульса в метрике

Замечание: в формуле рассматривается разность модулей момента импульса

Для параметризации ориентации орбитальной плоскости в пространстве используется единичный кватернион , который строится по орбитальным элементам следующим образом:



Учитывая, что кватернионы  задают идентичную ориентацию орбиты, расстояние определяется на , где эти пары отождествлены:

Доказательство метрических свойств
Теорема 1.  Функция g, является метрикой в пространстве кеплеровых орбит.
Доказательство. 1. Неотрицательность и тождество неразличимых:
· , так как все слагаемые неотрицательны
·  тогда и только тогда, когда:

· Совместное выполнение этих условий означает 
2. Симметричность:

Симметричность очевидна из определения.
3. Неравенство треугольника:
Для доказательства достаточно показать, что каждая компонента метрики удовлетворяет неравенству треугольника. Предварительно докажем вспомогательную лемму:
Лемма 1.  Функция  задаёт метрику на .
Доказательство. Для  определим:

Рассмотрим три единичных кватерниона .
Существуют  такие, что:


Положим . Тогда:

Что и требовалось доказать. 
·  (свойство модуля)
·  (свойство модуля)
·  (см. лемму выше)
Поскольку все три компоненты удовлетворяют неравенству треугольника, а функция g представляет собой взвешенную евклидову норму, то g также удовлетворяет неравенству треугольника.
Таким образом, функция g удовлетворяет всем аксиомам метрического пространства. 
[bookmark: заключение]Заключение
Разработанная метрика представляет собой эффективный инструмент для решения широкого круга задач небесной механики, включая идентификацию метеорных потоков, классификацию орбит и поиск объектов общего происхождения. В отличие от критериев (Southworth & Hawkins, 1963, Drummond, 1981, Jopek, 1993), она лишена сингулярностей и применима ко всем типам орбит. По сравнению с метриками, предлагаемый подход обладает более простой вычислительной реализацией. Величины, входящие в её определение – энергия E, модуль момента импульса |L| и параметры ориентации – просто выражаются через стандартные кеплеровы элементы, что позволяет избежать сложных тригонометрических преобразований и вычислительных процедур, необходимых при использовании метрик(Kholshevnikov & Vassiliev, 2004, Kholshevnikov, 2008, Kholshevnikov et al., 2016). Таким образом, предложенная метрика является перспективным инструментом для исследований.
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