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Упруго-спиновые волны в ферромагнитной среде
с диэлектрической прослойкой

Агаян К. Л., Атоян Л. А.
Институт механики НАН Армении, Ереван

Как известно, в магнитоупорядоченных упругих средах на определенных ча-
стотах возникают взаимосвязанные (гибридные) магнитоупругие волны (МУВ)
или иначе упруго-спиновые волны. Впервые описание движения намагниченно-
сти в магнитоупорядоченных средах было дано Ф.Блохом в 1930 году, им же был
введен термин «спиновая волна».

Взаимодействие спиновых и упругих волн происходит на ультразвуковых
и гиперзвуковых частотах порядка 109 Гц, верхняя граница для МУВ равна
5 · 1010 Гц.

В качестве ферромагнитного материала чаще используется железо-иттриевый
гранат (ЖИГ), который обладает низкими потерями при прохождении, как спи-
новых, так и МУВ.

В предлагаемой работе рассматривается конструкция, состоящая из двух оди-
наковых полупространств, разделенных диэлектрической упругой прослойкой.
Вся конструкция находится во внешнем постоянном магнитном поле, направ-
ленном перпендикулярно распространению МУВ. Предполагается, что изнутри
нижнего ферромагнитного полупространства на его поверхность соприкосновения
с диэлектрическим слоем падает упруго-спиновая волна с парциальными компо-
нентами, соответствующими механическому перемещению, вектору намагничен-
ности, а также магнитному потенциалу.

Волновая картина в рассматриваемой конструкции описывается системой ос-
новополагающих уравнений в ферромагнитной среде и диэлектрическом слое. Си-
стема включает в себя уравнение упругости в ферромагнитной среде, уравнение
движения плотности намагниченности и уравнение магнитостатики.

Граничные и контактные условия включают в себя условия непрерывности
механических перемещений, непрерывность напряжений, магнитного потенциала,
магнитных индукций на нижней и верхней поверхностях диэлектрического слоя.

Проведено численное исследование с целью выявления зависимостей ампли-
туд парциальных волн от толщины диэлектрического слоя и от интенсивности
внешнего магнитного поля. Результаты численных исследований представлены
в виде графиков, анализ которых позволяет заключить, что с увеличением ин-
тенсивности внешнего постоянного магнитного поля при фиксированной толщине
диэлектрического слоя амплитуда преломленной волны в диэлектрическом слое
угасает.

Также угасает амплитуда волны в верхнем ферромагнитном полупространстве
с увеличением толщины диэлектрического слоя при фиксированной интенсивно-
сти внешнего магнитного поля.
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Сдвиговые электроупругие волны
в составном пьезоэлектрическом пространстве

с полубесконечным электродом на контактной поверхности

Агаян К. Л., Закарян В. Г.
Институт механики НАН Армении, Ереван

Исследование закономерностей и особенностей возбуждения и распростране-
ния электроупругих возмущений в пьезоэлектрических средах при взаимодей-
ствии упругих и электрических полей, особенно в неоднородных, составных, элек-
тромеханических конструкциях, занимает ключевое место в современной динами-
ческой теории деформируемого твердого тела. Особое внимание уделяется зада-
чам возникновения и распространения поверхностных волн, локализованных по
граничным поверхностям неоднородных структур при взаимодействии различных
физических полей. В связи со сложной картиной этого взаимодействия, вопросы
распространения и дифракции электрических волн в неоднородных составных
средах, несомненно, относятся к числу наиболее актуальных проблем динамики
контактного взаимодействия упругих конструкций.

Исследована задача возникновения и распространения сдвиговых плоских
электроупругих волн в составном пьезоэлектрическом пространстве. Простран-
ство состоит из двух, соединенных между собой, пьезоэлектрических полупро-
странств, занимающих области Ω1 (|x| <∞, y > 0, |z| <∞) и Ω2 (|x| < ∞, y < 0,
|z| < ∞) в декартовой системе координат Oxyz. Главная ось этих пьезоэлектри-
ческих полупространств параллельна оси Oz. На контактной плоскости y = 0
имеется полубесконечный электрод в виде металлизированной тонкой полуплос-
кости с постоянным значением электрического потенциала. В пьезоэлектрическом
полупространстве Ω1 распространяется заданная сдвиговая плоская упругая вол-
на антиплоской деформации с сопутствующим потенциалом электрического поля,
падающая из бесконечности под определенным углом к граничной плоскости.

Задача определения дифрагированного электроупругого волнового поля в со-
ставном пространстве, на основе квазистатической постановки задачи, сводит-
ся к краевой задаче Римана на действительной оси относительно образов Фурье
скачка индукции электрического поля и значения потенциала этого поля на от-
рицательной полуоси.

Решение задачи удается построить при частично-неоднородном случае, ко-
гда принимается равенство волновых чисел пьезоэлектрических полупространств.
Для этого случая вычислены и приведены окончательные выражения амплитуд-
ных значений упругих перемещений, электрических потенциалов и скачка элек-
трической индукции на электроде. В явном виде получены амплитудные выра-
жения поверхностных волн с соответствующими волновыми числами. В частном
однородном случае полубесконечный электрод возбуждает поверхностные волны
Гуляева — Блюстейна только в полупространстве x > 0.
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О динамике косимметричных систем жертва – хищник – суперхищник
с двумя запаздываниями

Алмасри А.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Рассматривается влияние запаздывания на динамику трехвидовой модели
со всеядным хищником – суперхищником, питающимся жертвой и хищником. Си-
стема дифференциальных уравнений имеет вид:

ẋ = x
(
1− x− y − z

)
, (̇) = ∂t

ẏ = −µ1y + η1 x(t− τ1) y(t− τ1)− d1zy

ż = −µ2z + η2 x(t− τ1) z(t− τ1) + d2 y(t− τ2) z(t− τ2).

(1)

Первое уравнение описывает логистический рост популяции жертвы с ограни-
чениями, возникающими как от саморегуляции, так и от хищничества. Второе
и третье уравнения моделируют взаимодействия хищников. Воспроизводство y со-
держит единственное слагаемое с запаздыванием η1, x(t− τ1), y(t− τ1), в то время
как динамика z включает два запаздывающих взаимодействия — одно с базо-
вым ресурсом, а другое с промежуточным хищником — через члены η2, x(t− τ1),
z(t− τ1) и d2, y(t− τ2), z(t− τ2) соответственно. Параметры η1, η2 характеризуют
потребление жертвы хищником и суперхищником, d1, d2 — определяют потребле-
ние хищника суперхищником, а µ1, µ2 — естественную смертность для хищника
и суперхищника.

При отсутствии запаздывания задача сводится к автономной системе обык-
новенных дифференциальных уравнений, для которой мультистабильность полу-
чается при дополнительных условиях на параметры1. Для ненулевых τj система
обладает косимметрией на подпространстве функций, не зависящих от време-
ни. Таким образом, семейство стационарных решений (равновесий) сохраняется,
но устойчивость этих решений зависит от значений параметров запаздывания.

При выполнении условий µ2 = d2 (1 + µ1/d1), η2 = d2 (1 + η1/d1) система (1)
имеет семейство равновесий, которое существует при любых значениях парамет-
ров τ1 и τ2

Q =

{
x ∈

[
µ1

η1
,
d1 + µ1

d1 + η1

]
, y = 1 +

µ1

d1
− (1 +

η1
d1

)x, z =
η1x− µ1

d1

}
(2)

и косимметрию L = [yz,−xz/d1, xy/d2]T .
Запаздывание избирательно дестабилизирует часть непрерывного семейства

равновесий, формируя сложную динамическую структуру, в которой сосуществу-
ют устойчивые и неустойчивые равновесия, а также изолированные периодиче-
ские решения. Это подчёркивает критическую роль начального соотношения хищ-
ник – суперхищник в долгосрочной динамике системы с запаздыванием внутри-
гильдейного хищничества.

Автор выражает благодарность В. Г. Цибулину за внимание к работе.
1Алмасри А., Цибулин В.Г. Анализ динамической системы «жертва – хищник – суперхищ-

ник»: семейство равновесий и его разрушение // КИМ. 2023. Т. 15, №. 6. С. 1601 – 1615.
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Испытательный комплекс для оценки износа экструдерных узлов
3D-принтеров и модернизация сопел ионно-плазменными покрытиями

Антипов П. Е., Кароткиян Р. В., Гайдай Р. Р.
Донской государственный технический университет, Ростов-на-Дону

Интеграция аддитивных технологий в современную биомедицинскую инжене-
рию открывает новые возможности для создания персонализированных имплан-
татов и хирургических шаблонов. Использование высокотемпературных термо-
пластов, таких как полиэфирэфиркетон, обусловлено их биосовместимостью, ме-
ханической прочностью и способностью выдерживать стерилизацию. Однако, пе-
чать данными материалами требует поддержания температур экструзии свыше
350–400◦C. В сочетании с применением армированных (абразивных) композитных
филаментов это создает экстремальные условия работы для печатающей голов-
ки. Критическим элементом системы является экструдерная головка, а именно
канал сопла, где наблюдается ускоренная деградация поверхности вследствие аб-
разивного износа и термического старения. Износ сопла приводит к изменению
геометрии экструзии, что недопустимо при изготовлении медицинских изделий,
требующих высокой размерной точности и воспроизводимости свойств.

Целью настоящей работы является разработка и создание экспериментального
стенда, представляющего собой испытательный комплекс для экструдерных узлов
FFF/FDM-принтеров. Установка предназначена для количественной оценки про-
хождения филамента через сопло, прецизионного измерения усилия экструзии,
контроля температурных градиентов и анализа износа внутренней поверхности
канала в различных температурно-скоростных режимах.

Созданный испытательный комплекс заполняет существенный пробел в ме-
тодическом обеспечении исследований аддитивных технологий для медицины.
Конструкция стенда позволяет исследовать влияние различных параметров про-
цесса (температура, скорость подачи, материал филамента) на износ инстру-
мента. В рамках настоящей работы на базе разработанного стенда реализован
комплекс исследований, направленных на усовершенствование ресурса печатаю-
щих узлов. Проведены испытания сопел с нанесенными функциональными ионно-
плазменными (включая эпитаксиальные) покрытиями. Результаты работы могут
быть непосредственно использованы при модернизации серийного оборудования
для печати высокотемпературными пластиками. Внедрение сопел с покрытиями
на основе тантала и использование методик тестирования на созданном стенде по-
высит надежность производства хирургических шаблонов и имплантатов, снизит
процент брака и обеспечит стабильность механических свойств готовых изделий.
Таким образом, работа вносит вклад в развитие метрологической базы аддитив-
ного производства для задач персонализированной медицины.

Исследование выполнено при поддержке гранта в рамках конкурса «Наука-
2030». Сканирующая электронная микроскопия выполнена на оборудовании Ре-
сурсного центра коллективного пользования НОЦ «Материалы» Донского госу-
дарственного технического университета (РЦКП ДГТУ).
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Математическое моделирование взаимодействия
жёсткого наконечника ленсотома с аморфным веществом хрусталика
и выбор оптимального варианта разрушения с максимальным КПД

Бардакова Р. А.1, Соловьев А. Н.2, Германчук М. С.2
1Донской государственный технический университет, Ростов-на-Дону

2Крымский федеральный университет им. В.И. Вернадского, Симферополь

При проведении факоэмульсификации катаракты важную роль играет не
только режим работы хирургического инструмента, но и то, как именно нако-
нечник взаимодействует с веществом хрусталика. В процессе контакта могут воз-
никать динамические эффекты, из-за которых хрусталик смещается, а нагрузка
на поддерживающие структуры увеличивается. Это может снижать эффектив-
ность разрушения и повышать риск осложнений во время операции. Поэтому
представляет интерес исследование того, как геометрия наконечника, парамет-
ры его движения и условия вакуумной фиксации влияют на процесс разрушения
вещества хрусталика.

Целью работы является построение математической модели взаимодействия
жёсткого наконечника ленсотома с аморфным веществом хрусталика и определе-
ние таких параметров воздействия, при которых разрушение происходит наиболее
эффективно и при этом снижается травматичность для окружающих структур.
Для решения поставленной задачи использовалось конечно-элементное моделиро-
вание. Рассматривались различные значения скорости, амплитуды, частоты и на-
правления движения наконечника. Также проводилась оценка вакуумного удер-
жания ядра хрусталика при разных режимах воздействия. Отдельное внимание
было уделено сравнению нескольких вариантов геометрии наконечника, отлича-
ющихся формой рабочей части и углом скоса.

В результате моделирования были определены параметры возвратно-посту-
пательного движения наконечника, при которых уменьшается эффект отталки-
вания хрусталика и повышается эффективность его разрушения. Был прове-
дён сравнительный анализ наконечников диаметром 0.7 – 1.0 мм, который по-
казал влияние их размеров на интенсивность механического воздействия. Кро-
ме того, установлено, что форма рабочей части наконечника заметно влияет на
напряжённо-деформированное состояние вещества хрусталика и на характер его
разрушения. Полученная модель может быть использована для дальнейшей оп-
тимизации конструкции наконечника ленсотома, выбора наиболее рациональных
режимов его работы, а также для повышения безопасности хирургического вме-
шательства за счёт снижения нежелательной нагрузки на капсульно-связочный
аппарат глаза. Полученные результаты имеют практическое значение для совер-
шенствования технологий микрохирургии катаракты.

Исследование поддержано Министерством науки и высшего образования Рос-
сийской Федерации (соглашение № 075-02-2026-1313).
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Возникновение бесконечного числа бифуркаций
в изолированной точке свободной границы при охлаждении

Батищев В. А.
АО «Финам», Ростов-на-Дону

В пограничном слое Марангони вблизи свободной границы рассчитаны тер-
мокапиллярные режимы течений жидкости на основе уравнений Навье —Стокса.
При неравномерном охлаждении свободной поверхности и в случае осевой сим-
метрии в потоке возникает пара вращательных режимов, каждый из которых
однозначно определяется внешними условиями. Если эта симметрия не имеет ме-
ста, то в точке бифуркации возникает бесконечное число вращательных режимов,
содержащих свободные параметры, которые не определяются постановкой зада-
чи.

На основе системы Навье—Стокса и уравнения теплопроводности рассчитаны
как стационарные симметричные решения, так и несимметричные невращатель-
ные режимы, на свободной границе которых задан перепад температуры. Учи-
тывая малость вязкости, методом пограничного слоя в первом приближении вы-
ведена краевая задача для уравнений пограничного слоя Прандтля. Отметим,
что эти уравнения описывают «основные» режимы, которые обладают симмет-
рией и не зависят от радиальной координаты. Вне пограничного слоя возника-
ет внешнее течение, которое удовлетворяет уравнениям Эйлера идеальной жид-
кости. Проведено численное исследование невязкой задачи. Рассчитаны скоро-
сти и компоненты теплового потока для точек свободной границы в зависимости
от градиента температуры. Решение задачи исследовано на устойчивость. Ком-
плексные декременты найдены численно.

Построена асимптотика вращательных режимов вблизи точек бифуркации.
Приведена краевая задача для конечных возмущений. Путем линеаризации по-
лучена однородная задача, определяющая собственные числа U = U1, которые
и дают точки бифуркации «основных» режимов. Параметр U — значение скорости
внешнего потока на свободной границе. Рассчитаны вращательные собственные
режимы, у которых окружная компонента скорости отлична от нуля. Найдены
собственные решения с нулевой окружной скоростью. Введены два малых пара-
метра, причем выполнение условия связи между этими параметрами позволяет
найти коэффициенты асимптотических рядов по которым разлагается решение.

Построено точное решение уравнений пограничного слоя в виде отрезков ря-
дов Фурье по окружной координате в двух случаях 0 < U < U1 и U = U1. Здесь
U1 = 0.8355 — собственное число задачи. Отметим, что в случае осевой симметрии
от точки бифуркации ответвляется два решения. При отсутствии этой симметрии
ответвляется бесконечное число решений, зависящих от двух независимых пара-
метров. Ответвление бесконечного числа вторичных режимов, зависящих от про-
извольного параметра, не определяемого из краевых условий рассмотрено в за-
даче о конвекции жидкости в пористой среде Любимовым Д.В.1.

1Любимов Д.В. О конвективных движениях в пористой среде, подогреваемой снизу // При-
кладная механика и техническая физика. 1975. Т. 2. С. 131 – 137.
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О математических моделях лазерной коррекции миопии

Бауэр С. М.1, Венатовская Л. А.1, Качанов А. Б.2, Корников В. В.1
1Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург

2Санкт-Петербургский филиал МНТК «Микрохирургия глаза»
им. акад. С.Н. Федорова, Санкт-Петербург

Первые опубликованные работы по коррекции зрения с использованием тех-
нологии ЛАСИК в России относятся к началу 1990-х годов. На сегодняшний
день кажется, что существует огромный выбор технологий лазерной коррек-
ции. Но по-прежнему все разнообразие укладывается в 3 типа методов: 1 тип —
PRK (акроним Photorefractive keratectomy) — когда роговицу «жгут» через эпи-
телий до стромы. 2 тип — LASIK и Femto LASIK (акроним Laser-Assisted in
Situ Keratomileusis) — когда эпителий и верхнюю часть стромы срезают (лезвием
или фемтолазером) и потом «жгут» лазером. И 3 тип — KLEx (kerato-refractive
lenticule extraction) — когда эпителий не трогают, вырезают слой в роговице фем-
толазером и через маленький вход (или несколько) извлекают его, т. е. без выпа-
ривания происходит эндоскопическое извлечение среднего слоя роговицы. Он объ-
единяет технологию SMILE от Zeiss (Германия), появившуюся в 2006 году, а также
несколько новых методик, появившихся в 2020 году, с похожим принципом дей-
ствия: технология CLEAR, предложенная в Швейцарии, и технология SmartSight,
разработанная в Германии. По мнению ряда офтальмологов эти технологии не яв-
ляются новыми и связаны просто с использованием другого типа лазера и нового
программного обеспечения для лазерной установки. Однако есть работы, в ко-
торых отмечается, что при новых операциях экстракция лентикулы проводится
на другой глубине роговицы. И, таким образом, удается удалять меньший слой
стромы при изменении зрения на одну диоптрию (т. е. при получении такой же
деформации роговицы).

В связи с этим исследуется изменение напряженно-деформируемого состояния
внешней оболочки глаза в случае роговицы, ослабленной в ее центральной ча-
сти в результате хирургической коррекции миопии. Корнеосклеральная оболочка
глаза моделируется двумя сопряженными трансверсально-изотропными сфериче-
скими сегментами переменной толщины с разными радиусами кривизны и био-
механическими свойствами. Предполагается, что составная оболочка заполнена
несжимаемой жидкостью. В программном пакете Ansys выполняется построе-
ние математической модели, описывающей операции лазерной коррекции зрения,
связанные с удалением лентикулы через небольшой разрез. Однако, в отличие
от предыдущей модели, построенной авторами в 2021 году, основной слой рого-
вицы — строма — рассматривается как неоднородная по толщине оболочка. Про-
водятся оценки, как глубина удаляемого слоя влияет на деформацию роговицы.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Санкт-Петербургского
государственного университета (проект № 116636233).
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Биомеханика деформации и коррекции первого пальца стопы

Бессонов Л. В., Киреев С. И., Коссович Л. Ю.
Саратовский национальный исследовательский государственный университет

им. Н. Г.Чернышевского, Саратов

Деформация первого пальца стопы, прежде всего hallux valgus, представляет
собой не локальное отклонение фаланги, а сложное нарушение биомеханики пер-
вого луча, затрагивающее кости, суставы, связочный аппарат, мышцы и распреде-
ление опорной нагрузки. В основе патологии лежит изменение пространственного
положения первой плюсневой кости и проксимальной фаланги, сопровождающе-
еся перераспределением подошвенного давления, снижением стабильности меди-
альной колонны стопы и нарушением функции переката. Поэтому исследование
данной деформации требует объединения клинических наблюдений, эксперимен-
тальных измерений и вычислительного моделирования.

С биомеханической точки зрения ключевым фактором является изменение
работы первого луча как опорного и пропульсивного элемента. В норме область
первой плюсневой кости и первого пальца участвует в передаче нагрузки при
стоянии и особенно в финальной фазе шага. При деформации hallux valgus на-
грузка частично смещается на латеральные отделы переднего отдела стопы, что
ведёт к перегрузке головок плюсневых костей, изменению схемы контакта с опо-
рой и снижению эффективности отталкивания. Одновременно возрастает роль
мягкотканных факторов, включая капсульно-связочные структуры и мышечно-
сухожильный баланс.

Существенное значение имеет состояние икроножной мышцы. Её повышенный
тонус или ригидность ограничивают тыльное сгибание в голеностопном суставе,
изменяют кинематическую цепь нижней конечности и способствуют смещению
нагрузки к переднему отделу стопы. Экспериментальные данные показывают,
что амплитуда пассивной дорсифлексии может рассматриваться как клинический
маркер, связанный с эффективностью разгрузки области первой плюсневой ко-
сти. Тем самым деформация первого пальца должна рассматриваться не толь-
ко как проблема локальной костной геометрии, но и как следствие нарушенного
мышечно-фасциального взаимодействия.

Для количественной оценки этих процессов перспективно сочетание двух под-
ходов. Первый — экспериментальная регистрация подошвенного давления в ха-
рактерных зонах стопы, включая область головки первой плюсневой кости. Такой
подход позволяет выявить индивидуальные варианты перераспределения нагруз-
ки и оценить влияние ортопедических средств или послеоперационной обуви. Вто-
рой — конечно-элементное моделирование первого луча и полной стопы, позволя-
ющее анализировать напряжённо-деформированное состояние костей, винтовой
фиксации и зоны остеотомии при различных вариантах коррекции. Модели пока-
зывают, что величина смещения фрагментов, число и положение винтов, а также
качество костной ткани существенно влияют на первичную стабильность и уро-
вень локальных напряжений.
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О некоторых обратных задачах определения характеристик
вязкоупругих тел, описываемых моделями дробного порядка

Богачев И. В.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Современные подходы к моделированию биологических тканей требуют обя-
зательного учета существенной неоднородности их механических характеристик.
Для объективной оценки физиологического состояния тканей и органов необходи-
мы надежные методы реконструкции их свойств, причем в случае живых тканей
ключевым требованием выступает неинвазивность применяемых подходов. Это-
му требованию отвечают акустические методы: они отличаются высокой точно-
стью, просты в практической реализации и позволяют определять неизвестные
характеристики тканей по измеренным физическим полям в отдельных участках
объектов. Большинство биологических тканей имеют выраженные реологические
свойства, для учета которых применяются различные модели вязкоупругости,
в том числе дробно-дифференциальные. Современные исследования показывают,
что во многих случаях они точнее описывают их поведение при меньшем числе
параметров по сравнению с классическими моделями.

В докладе представлен обзор применяющихся при описании биологических
тканей моделей вязкоупругости дробного порядка, для которых выписаны ком-
плексные модули, характеризующие их механические свойства при рассмотрении
установившихся колебаний. Сформулирована соответствующая общая постановка
задачи об установившихся колебаниях неоднородного вязкоупругого тела, в рам-
ках которой может быть использована любая из представленных в обзоре моделей
вязкоупругости. В качестве примера рассмотрены обратные задачи (ОЗ) опреде-
ления функций-параметров дробно-дифференциального обобщения модели стан-
дартного вязкоупругого тела для продольных и изгибных колебаний неоднород-
ных стержней на основе анализа акустического отклика. Модель включает четы-
ре параметра: мгновенный и длительный модули упругости (в рассматриваемом
неоднородном случае являющихся функциями продольной координаты), время
релаксации и параметр дробности. Для обеих ОЗ проведен анализ чувствитель-
ности акустического отклика для каждого параметра двумя способами: при по-
очередном варьировании каждого из параметров при фиксации остальных; на ос-
новании анализа производных Фреше по каждому параметру. Результаты анализа
чувствительности использованы при разработке итерационного метода решения
сформулированных ОЗ, сочетающего метод линеаризации с элементами проек-
ционного подхода, дополненного проверкой соответствия получаемых поправок
ограничениям модели, что существенно улучшает его сходимость. Проведены вы-
числительные эксперименты, демонстрирующие эффективность предложенного
подхода при восстановлении различных наборов функций и параметров для рас-
сматриваемых постановок ОЗ.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Южного федерального
университета (проект № ВнГр/26-01-ММ).

Автор выражает благодарность А. О. Ватульяну за внимание к работе.
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Об идентификации неоднородностей в композиционных материалах

Бочарова О. В.1, Анджикович И. Е.2
1Южный научный центр РАН, Ростов-на-Дону

2Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Неразрушающий контроль и диагностика композиционных материалов явля-
ется одним из актуальных направлений современной дефектоскопии. Значитель-
ные напряжения, возникающие в конструкциях как при производстве, так и при
эксплуатации в условиях высоких нагрузок, могут привести к появлению в них
расслоений, скрытых дефектов, резко снижающих их прочностные характеристи-
ки, что может стать причиной их разрушения.

В настоящей работе предложен эффективный метод низкочастотного нераз-
рушающего контроля композиционных материалов по изменению параметров по-
верхностных волн, которые возбуждаются путем импульсного (ударного) воздей-
ствия на контролируемый объект. Метод заключается в аналоговом контроле ха-
рактеристик поверхностного волнового поля за счет измерения ускорения задан-
ных точек на поверхности контролируемого объекта, преобразовании аналогового
сигнала в цифровой и последующей его обработке на компьютере. Математи-
ческая обработка заключается в специальном преобразовании регистрируемого
сигнала за счет использования оригинальных математических методов в двумер-
ный образ. Такой подход позволяет обеспечить визуализацию контроля измене-
ния сигнала за счет преобразования исходного амплитудно-временного сигнала
в определенную точку в двумерном пространстве. Любое изменение параметров
волнового поля приводит к изменению положения точки на плоскости. Тем са-
мым реализуется возможность визуального контроля изменения структуры среды
по положению точки в двумерном пространстве.

Результаты проведенных экспериментов показали достаточно хорошую чув-
ствительность предложенного метода к определению структуры среды, типу неод-
нородности (расслоение, жесткое включение), а также к определению размера
неоднородности. Разработанный подход может стать основой для создания эф-
фективных систем контроля напряженного состояния и ресурсной способности
деталей и узлов конструкций, выполненных из композиционных материалов.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства науки
и высшего образования Российской Федерации: в части проведения эксперимен-
тальных работ — в рамках государственного задания в области научной деятель-
ности для Южного федерального университета (проект № FENW-2023-0012); в ча-
сти разработки методов и проведения численного анализа — в рамках реализации
государственного задания для Южного научного центра Российской академии на-
ук (№ госрегистрации 125011200151-9).
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Об упрощенной модели деформирования
упругих призматических образцов

Ватульян А. О., Гусаков И. В., Узлов М. Н.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Определение механических характеристик материалов при сжатии цилиндри-
ческих и призматических образцов является одной из фундаментальных задач
экспериментальной механики деформируемого твердого тела, которая имеет при-
ложения в задачах идентификации свойств новых композитов и твердых биоло-
гических тканей. Актуальность исследования обусловлена необходимостью учета
реальных условий нагружения, в частности, контактного трения на торцах, су-
щественно влияющего на интерпретацию экспериментальных данных.

В рамках линейной неоднородной теории упругости рассмотрены задачи о сжа-
тии вытянутых призматических образцов. Сформулирована общая прикладная
теория для неоднородных по продольной координате призматических тел произ-
вольного поперечного сечения. Путем введения гипотез относительно компонент
поля перемещений в виде разложений по поперечным координатам и применения
метода Канторовича в сочетании с вариационным принципом Лагранжа исходная
трехмерная задача сведена к системе ОДУ с переменными коэффициентами с со-
ответствующими граничными условиями. Особое внимание уделено учету трения
на торцах при сжатии образца жесткими плитами. Введен интегральный пара-
метр трения. Представлены аналитические решения для ряда геометрий попе-
речного сечения: узкого прямоугольного сечения, круга и квадрата. Для каждой
конфигурации разработаны и проанализированы модели первого и второго поряд-
ка. Верификация моделей проведена путем сравнения с результатами численного
моделирования методом конечных элементов в пакете FlexPDE.

Решен ряд обратных задач (ОЗ) по определению упругих характеристик
и параметра трения по информации о смещениях боковой поверхности. Для уз-
кого прямоугольного и кругового сечений (при отсутствии трения на торцах)
ОЗ по восстановлению законов неоднородности сформулированы как некоррект-
но поставленные задачи; для их решения использован метод регуляризации Ти-
хонова. В качестве базисных функций для аппроксимации искомых параметров
использовались мономы, B-сплайны, полиномы Лежандра. Для призмы квадрат-
ного сечения при наличии трения на торцах рассмотрена ОЗ по одновременному
нахождению упругих характеристик и параметра трения. Разработан итерацион-
ный алгоритм на основе принципа сжимающих отображений для решения систе-
мы трансцендентных уравнений ОЗ. Кроме того, предложены упрощенные явные
формулы для оценки параметров, полученные путем асимптотического анали-
за уравнений модели. Результаты вычислительных экспериментов показали, что
неучет трения на торцах и использование стержневой модели приводит к система-
тическим ошибкам порядка 5 – 40% при оценке модулей упругости в зависимости
от параметра трения. Предложенный комплексный подход позволяет повысить
точность определения упругих характеристик широкого класса неоднородных ма-
териалов, включая горные породы, древесину и твердые биологические ткани.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 22-11-00265-П) в Южном федеральном университете.
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Большие деформации растяжения и раздувания упругой трубы
с распределенными винтовыми дислокациями

Гайбарян С. А.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Дислокационные модели широко используются для теоретического описания
механического поведения твердых тел. Дефекты микроструктуры твердых тел иг-
рают существенную роль в механическом поведении нанотрубок, наностержней,
нитевидных кристаллов, а также в таких явлениях, как пластическое течение
и разрушение металлов. В данной работе исследуется влияние распределенных
винтовых дислокаций, ориентированных по координатным линиям цилиндриче-
ских координат, на нелинейные деформации растяжения и раздувания упругой
трубы. Соответствующая постановке задачи система уравнений определяется кон-
тинуальной теорией непрерывно распределенных дислокаций, основанной на пре-
дельном переходе от дискретного набора дислокаций к их непрерывному распре-
делению.

Рассматривается упругое тело в форме полого кругового цилиндра конечной
длины. На внутренней боковой поверхности трубы действует гидростатическое
давление, на торцах — продольная сила, кручение трубы предотвращено. Упру-
гий материал предполагаем изотропным и несжимаемым. Распределение дисло-
каций задается тензорным полем плотности дислокаций. Исходная трехмерная
задача сводится к нелинейной краевой задаче для системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. Граничные условия на торцах трубы удовлетворяются
в интегральном смысле Сен-Венана.

Исследуется влияние распределенных дислокаций на диаграммы нагружения
трубы из неогуковской модели нелинейно-упругого тела с потенциалом вида

W = d (I1 − 3)

и материала Бидермана:

W = d0 (I2 − 3) + d1 (I1 − 3) + d2 (I1 − 3)2 + d3 (I1 − 3)3 ,

где d0 = 0, d1 = d, d2 = −20

9
d, d3 =

80

27
d. Рассматривается условие выпуклости

погонной энергии трубы с дислокациями в случае двухпараметрического нагру-
жения (продольная сила и внутреннее давление).

Найдено точное решение в квадратурах задачи о больших деформациях растя-
жения и раздувания трубы, содержащей распределенные прямолинейные винто-
вые дислокации, ориентированные по координатным линиям. Исследование диа-
грамм нагружения трубы с учетом дислокаций позволило установить, что нали-
чие дислокаций в теле может качественно менять поведение тела, что определя-
ется устранением появления точки максимума при заданной скалярной плотно-
сти дислокаций, которое характерно для некоторых моделей упругих материалов.
Численно определены значения параметров нагружения трубы, при которых на-
рушается условие выпуклости погонной энергии с учетом дислокаций.
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Интерактивные средства изучения
полуобратного метода теории упругости

Генералова А. А., Егорова С. А.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Для процесса обучения специалистов в области механики и математическо-
го моделирования актуальной задачей является формирование у обучающихся
компетенций по корректной постановке и верификации результатов решения за-
дач механики деформируемого твердого тела. В настоящей работе предлагается
подход к обучению, объединяющий классические аналитические методы и совре-
менные средства компьютерного моделирования. В качестве методологической
основы выбран полуобратный метод теории упругости. Он позволяет упрощать
решение задач деформирования за счет введения априорных гипотез о полях на-
пряжений или перемещений, снижать размерность задачи. Несмотря на ограни-
чения в геометрии исследуемых образцов и типах нагрузок (растяжение, изгиб,
кручение и др.), метод обладает высокой ценностью для образовательного процес-
са: он позволяет строить точные аналитические решения, пригодные для созда-
ния тестовых задач и верификации численных алгоритмов. Алгоритмизируемость
метода позволяет автоматизировать и ускорить процесс решения задач, снизить
вероятность ошибок, связанных с ручным вводом данных и вычислениями.

Целью настоящейработыявляется разработка структуры лабораторного прак-
тикума и сопровождающего его открытого электронного ресурса, формирующих
у студентов навыки постановки и анализа задач механики деформируемого твер-
дого тела на основе полуобратного метода с последующей верификацией методом
конечных элементов (МКЭ). Студентам будет предложено провести анализ пре-
имуществ и недостатков изучаемого метода, систематизировать области его при-
менения, а главное — сопоставить полученные решения с результатами примене-
ния конечно-элементных вычислительных схем. Это позволит студентам вырабо-
тать навык критической оценки адекватности выбранной математической модели
реальному физическому процессу, самостоятельно формулировать и решать за-
дачи механики сплошных сред. Такой подход закладывает базу для грамотного
выбора метода исследования на этапе проектирования сложных технических си-
стем.

Для реализации курса планируется создание открытого электронного образо-
вательного ресурса на базе «записных книжек» (jupyter-файлов формата ipynb).
Данная технология позволяет интегрировать в едином документе теоретический
материал, математические выкладки и исполняемый код на языке Python. В рам-
ках практикума аналитические решения сопоставляются с результатами МКЭ, по-
лученными с использованием пакета FEniCSx в облачных платформах (Kaggle,
Colab). Подобный подход повышает наглядность обучения, он не только фор-
мирует навыки постановки задач механики сплошных сред, но и обучает работе
с инструментами высокопроизводительных вычислений, что является критически
важной компетенцией современного инженера. Создание открытого электронного
образовательного ресурса обеспечит доступность материалов для студентов раз-
личных форм обучения и позволит масштабировать опыт на другие дисциплины,
связанные с моделированием сплошных сред.
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Интерфейсные сдвиговые электроупругие волны в плоскости контакта
функционально-градиентных пьезокерамических полупространств

с двухфакторной экспоненциальной приповерхностной неоднородностью

Глухов А. А.1, Карасев Д. С.1, Сторожев С. В.2, Фоменко М. В.1
1Донецкий государственный университет, Донецк

2Донбасская национальная академия строительства и архитектуры, Макеевка

Представлены результаты анализа проблемы распространения интерфейсных
электроупругих волн сдвигового типа, локализованных у плоскости контакта
двух разнородных пьезоактивных функционально-градиентных полупространств
из пьезокерамических материалов с отличающимися вариантами поперечной
двухфакторной приповерхностной неоднородности. Рассматривается случай опи-
сания свойств материалов контактирующих полупространств одними законами
одноосной двойной экспоненциальной неоднородности для параметра плотности
и другими — для всех остающихся модулей электромеханических свойств. На гра-
нице раздела полупространств задаются условия идеального электромеханическо-
го контакта, либо предусматривается наличие тонкой абсолютно гибкой безинер-
ционной электропроводящей микропанцирной вставки.

Алгоритм построения дисперсионного соотношения для интерфейсных элек-
троупругих волн рассматриваемого типа в качестве исходного этапа предполагает
решение задачи аналитического интегрирования систем двух обыкновенных диф-
ференциальных уравнений с переменными коэффициентами, записываемых от-
носительно комплексных амплитудных функций поперечной координаты в пред-
ставлениях сдвиговых колебательных перемещений и потенциала связанного ква-
зистатического электромеханического волнового поля для обоих контактирующих
полупространств. Их решения на основе применения итерационной методики по-
следовательных приближений получены в векторных экспоненциальных рядах,
для которых реализовано исследование свойств абсолютной равномерной сходи-
мости.

Трансцендентные дисперсионные уравнения для интерфейсных электроупру-
гих волн рассматриваемого типа получены из граничных условий контакта пье-
зокерамических полупространств одного из задаваемых видов в форме равенств
нулю функциональных определителей четвертого порядка. Реализуемый с при-
менением численных методов анализ полученного дисперсионного соотношения
позволяет установить эффекты влияния факторов учитываемых усложненных
физико-механических свойств рассматриваемых волноводов, прежде всего пара-
метров двухфакторной приповерхностной неоднородности, описываемой двойны-
ми экспоненциальными функциями, на заключение относительно существования
в них бегущих интерфейсных электроупругих волн рассматриваемого типа, осо-
бенности их спектров, кинематические и энергетические свойства.

Исследование выполнено в рамках государственного задания «Алгоритми-
зированные численно-аналитические методы исследования моделей комплексно-
го деформирования инновационных материалов и конструкций с усложненными
свойствами» (№ FRRE-2026-0021).
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Система базисных однородных решений вихревого типа
для трансверсально-изотропных функционально-градиентных плит
с двухфакторной экспоненциальной неоднородностью по толщине

Глухов А. А.1, Сторожев С. В.2, Бумага А. И.2, Жмыхова Т. В.2
1Донецкий государственный университет, Донецк

2Донбасская национальная академия строительства и архитектуры, Макеевка

Представлено решение проблемы обобщения численно-аналитического метода
динамических однородных решений для пластин произвольной толщины на про-
странственную модель трансверсально-изотропных функционально-градиентных
пластин с одноосной двухфакторной экспоненциальной неоднородностью по тол-
щине, на плоских гранях которых задаются краевые условия жесткого закрепле-
ния либо отсутствия силовых воздействий. Рассматривается случай построения
системы базисных элементарных однородных решений вихревого типа с примене-
нием полуобратного метода на основе введения представлений для функций ди-
намических упругих перемещений в функциях с разделенными координатными
переменными — в функциях от координатной переменной по толщине пластины
и метагармонических функциях координат, введенных в ее срединной плоскости.
Алгоритм получения базисных решений вихревого типа включает задачу ана-
литического интегрирования ОДУ с переменными коэффициентами, записывае-
мого относительно комплексной амплитудной функции поперечной координаты.
Его решение получено в экспоненциальных рядах на основе применения итера-
ционной методики последовательных приближений. Последующим этапом алго-
ритма является получение трансцендентных уравнений относительно значений
спектральных параметров в метагармонических уравнениях для функций коор-
динат срединной плоскости в виде равенств нулю функциональных определителей
второго порядка из граничных условий.

Представлен анализ свойств сходимости функциональных рядов в представ-
лениях амплитудных функций волновых перемещений. Рассмотрен вопрос о по-
лучении асимптотических представлений для корней формулируемых дисперси-
онных уравнений в различных частотных диапазонах, и описаны подходы к их
численному исследованию.

Для построенных базисных элементарных однородных решений вихревого
типа получены представления в цилиндрических координатах. Записаны раз-
ложения компонент связанного симметричного и антисимметричного по тол-
щине динамического напряженно-деформированного состояния функционально-
градиентных пластин с одноосной двухфакторной экспоненциальной неоднород-
ностью в рядах по базисным однородным решениям с произвольными коэффици-
ентами, подлежащими определению из краевых условий на боковых поверхностях
пластин в соответствующих формулируемых краевых задачах. Рассмотрена схема
использования полученных представлений в задаче о возбуждении в пластинах
рассматриваемого типа стационарных крутильных колебаний.

Исследование подготовлено в рамках проекта «Исследование моделей динами-
ческого деформирования неоднородных анизотропных плит произвольной толщи-
ны с вырезами и включениями».
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Бифуркации в конечномерных моделях конвекции Дарси — Лэпвуда
с косимметрией

Говорухин В. Н.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

В докладе представлены результаты анализа бифуркаций в системах обыкно-
венных дифференциальных уравнений, обладающих косимметрией. Рассматри-
ваются абстрактные модели, предложенные В.И. Юдовичем, а также галёркин-
ские маломодовые аппроксимации уравнений фильтрационной конвекции (Дар-
си—Лэпвуда) в прямоугольной области. Наличие нетривиальной косимметрии
в динамической системе может приводить к возникновению непрерывного семей-
ства равновесий, спектр устойчивости которых изменяется вдоль этого семей-
ства. При изменении бифуркационного параметра равновесия могут терять устой-
чивость, что ведёт к появлению континуальных множеств седловых равновесий
и к специфическим бифуркациям.

В простейшей трёхмерной абстрактной модели аналитически исследовано се-
мейство равновесий и его устойчивость, обнаружена бифуркация рождения пе-
риодического режима. Выявлены дискретные и непрерывные «вспыхивающие»
симметрии. Численные эксперименты по селекции равновесий показали: в косим-
метричном случае при начальных данных, достаточно удалённых от цикла, тра-
ектории выходят к единственному равновесию; в симметричном случае реализа-
ция равновесий равновероятна. В четырёхмерной абстрактной модели обнаружен
каскад гомоклинических бифуркаций, приводящих к ответвлению периодических
режимов.

Проведён аналитический и численный анализ галёркинских моделей четвёрто-
го и шестого порядка. Проанализированы топологические перестройки их фазово-
го пространства — от рождения однопараметрических семейств равновесий в ви-
де замкнутых кривых до их разрушения. Найдены бифуркации возникновения
«вспыхивающих» двухпараметрических гиперплоскостей из равновесий, а также
новые сценарии рождения и гибели кривых равновесий. Исследованы внутрен-
ние бифуркации на семействах, обусловленные существованием скрытого пара-
метра (координаты на кривой равновесий) и зависимостью спектра устойчиво-
сти от него. Численно представлены сценарии, демонстрирующие экстремальную
мультистабильность в рассмотренных системах. Показано, что сложная структу-
ра бассейнов притяжения равновесий, принадлежащих семейству в шестимерной
системе, связана с существованием скрытого хаоса на инвариантных подпростран-
ствах.

Рассмотренные системы с косимметрией демонстрируют необычные бифур-
кационные сценарии и расширяют представления о многообразии и сложности
нелинейных явлений в динамических системах. Автор выражает надежду, что
полученные результаты, а также использованные постановки задач и подходы
к их решению, послужат образцом при исследовании более сложных динамиче-
ских систем с косимметрией.
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Моделирование внедрения сферического индентора в материал
с покрытием сложной структуры

Головатенко Д. В., Айзикович С. М., Лесняк О. Н., Голубович Д. Д.
Донской государственный технический университет, Ростов-на-Дону

Метод индентирования широко применяется для определения таких механиче-
ских характеристик материалов, как твердость и модуль упругости. Анализ экс-
периментальных кривых нагружения позволяет оценивать механические свойства
как материала, так и покрытия. При этом корректная интерпретация результа-
тов индентирования требует использования адекватной математической модели
контактного взаимодействия индентора с исследуемым материалом.

Наиболее распространённые подходы к анализу результатов индентирования
основаны на решении классической задачи контактной механики о взаимодей-
ствии штампа с упругим полупространством. В рамках таких моделей обычно
предполагается однородность материалов и линейно-упругое поведение системы.
Однако в практических задачах часто исследуются материалы с покрытиями,
представляющие собой многослойные системы, в которых механические свойства
покрытия и подложки могут существенно различаться. Кроме того, в ряде задач
необходимо учитывать неоднородность материала.

В настоящей работе рассматривается задача внедрения сферического инденто-
ра в материал с покрытием сложной структуры. Задача формулируется в осесим-
метричной постановке. Исследуемое покрытие представляет собой многослойную
структуру, при этом механические свойства слоев могут существенно отличаться.

Численное моделирование выполнялось методом конечных элементов в про-
граммном комплексе Ansys 24. В ходе расчётов к индентору прикладывалось
заданное вертикальное перемещение, после чего определялись контактная сила,
распределения напряжений и деформаций, а также размеры контактной обла-
сти. Особое внимание уделялось анализу напряженно-деформированного состоя-
ния в зоне контакта, а также вблизи границы раздела покрытия и подложки, где
могут возникать локальные концентрации напряжений.

Результаты моделирования показали, что неоднородность материалов систе-
мы существенно влияет на характер распределения напряжений и деформаций.
При индентировании происходит перераспределение напряжений между покры-
тием и подложкой, что приводит к изменению размеров контактной зоны и фор-
мы отпечатка. Учет пластического деформирования приводит к дополнительному
увеличению контактной области за счет вытеснения материала из-под индентора
и изменения локального напряженно-деформированного состояния.

Проведённый анализ показывает, что использование упрощённых моделей,
предполагающих однородность материалов, допустимо лишь при малых дефор-
мациях и незначительном различии механических свойств слоев.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 22-19-00732-П, https://rscf.ru/project/22-19-00732/).
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Определение упругих модулей полимерных материалов
в слоистых волноводах по медленностям упругих бегущих волн

Голуб М. В.1, Арсенов М. А.2, Канищев К. К.2, Дорошенко О. В.2,
Еремин А. А.2, Ханазарян А. Д.2, Шилько С. В.3

1Институт математики, механики и информатики, Кубанский
государственный университет, Краснодар

2Кубанский государственный университет, Краснодар
3ГНУ Институт механики металлополимерных систем им. В.А. Белого

НАН Беларуси, Гомель

Широкое внедрение аддитивных технологий требует надежных методов нераз-
рушающего контроля механических свойств готовых изделий. Исследование на-
правлено на решение обратной коэффициентной задачи для многослойных мате-
риалов по определению упругих модулей отдельных изотропных слоев в двухслой-
ном волноводе. Основная сложность заключается в корректном восстановлении
параметров по регистрируемым медленностям упругих волн. В работе рассмотрен
подход к определению упругих модулей, используемых в FDM-печати полимер-
ных материалов, в том числе композитов на их основе, путем анализа дисперсион-
ных характеристик. Экспериментальная часть включала регистрацию B-сканов
образцов с помощью лазерного доплеровского виброметра, что позволяет изучать
распространение упругих волн на поверхности прямоугольных пластин, изготов-
ленных с помощью аддитивных технологий. На основе полученных временных
и пространственных данных были найдены экспериментальные дисперсионные
зависимости.

Для определения эффективных упругих характеристик материала решалась
обратная задача — подбирались теоретические дисперсионные кривые, рассчитан-
ные для изотропной пластины, которые наилучшим образом идентифицировались
с экспериментальными данными. В качестве входных параметров использовались
модуль Юнга, коэффициент Пуассона, плотность и толщина слоя. Полученные
ультразвуковым методом значения модуля Юнга были сопоставлены с результата-
ми стандартных механических испытаний на растяжение. Установлено отличное
согласие между двумя методами, что подтверждает достоверность предложенной
неразрушающей диагностики. Исследовались как чистые термопласты, так и по-
лимерные композитные материалы, наполненные дисперсными частицами меди
и бронзы, а также углеродными и стеклянными волокнами. Установлено, что тип
и концентрация наполнителя оказывают значимое влияние на дисперсионное по-
ведение, что открывает возможности для регулирования механических свойств
изделий на этапе проектирования.

Точное знание упругих модулей композитов необходимо для конечно-элемент-
ного моделирования напряженно-деформированного состояния культеприёмных
гильз — ключевого элемента протезов нижних конечностей, что определяет ком-
форт пациента и долговечность указанных изделий.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Кубанского научного
фонда, ООО «Орто-Маркет» в рамках проекта № НТИП-25.1/8.
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Контактная задача кручения полупространства с неоднородным
покрытием для упругих и упругопластических моделей

Голубович Д. Д., Головатенко Д. В., Айзикович С. М., Лесняк О. Н.
Донской государственный технический университет, Ростов-на-Дону

Методы контактной механики применяются для исследования НДС матери-
алов и покрытий сложной фактуры. Особый интерес представляют ФГМ, в ко-
торых механические свойства изменяются по глубине по непрерывному закону.
Для описания их поведения под нагрузкой необходимо построить адекватную
модель контактного взаимодействия. При этом в реальных условиях возникают
не только упругие, но и пластические деформации.

В настоящей работе рассматривается задача кручения упругого полупростран-
ства с покрытием, обладающим непрерывной неоднородностью упругих свойств.
При этом свойства материала покрытия описываются в рамках как упругих,
так и упругопластических моделей. Модуль сдвига в покрытии предполагает-
ся изменяющимся по глубине согласно синусоидальному закону неоднородно-
сти. В безразмерном виде данный закон можно представить следующим образом:
f(z) = f0+1

2f0
+ f0−1

2f0
· cos(2πk z

H
), где f0 — параметр неоднородности, характеризу-

ющий отношение модулей сдвига на поверхности и в подложке, k — параметр,
определяющий число осцилляций функции по глубине, H — высота покрытия.
Данный закон описывает покрытия, в которых жесткие и мягкие участки чере-
дуются по глубине. Такие структуры могут возникать, например, при диффузии
слоев в многослойных покрытиях или при использовании технологий напыления
функционально-градиентных материалов.

Для построения приближенного решения упругой задачи в аналитической
форме используется метод интегральных преобразований, позволяющий свести
исходную краевую задачу теории упругости к парному интегральному уравне-
нию относительно неизвестного распределения контактных напряжений. Транс-
форманта ядра определяется численно с учетом заданного закона изменения мо-
дуля сдвига по глубине. Аналитическое решение строится двусторонне асимп-
тотическим методом. Численное моделирование выполнялось МКЭ в программ-
ном комплексе Ansys 24. В ходе расчётов задавался угол поворота штампа, затем
определялась контактная сила, распределения напряжений и деформаций. В чис-
ленной модели учитывается упругопластическое поведение материала покрытия.
Для проверки корректности численной модели проводилось сравнение получен-
ных результатов с аналитическим решением для упругой задачи, которое показа-
ло хорошее совпадение численного и аналитического решения для контактных на-
пряжений. Погрешность численного решения при малых деформациях составила
менее 0.1%. Исследовалась физическая нелинейность. Показано, что при слож-
ном изменении упругих свойств по глубине покрытия, учет пластических свойств
материала является важным фактором. Используя модели, учитывающие неодно-
родность и пластические свойств материала, удается более корректно описывать
НДС материала и это позволяет уточнить методы идентификации механических
свойств функционально-градиентных покрытий.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 22-19-00732-П, https://rscf.ru/project/22-19-00732/).
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Метод восстановления функции береговой линии
на конечном множестве точек

Горбенко Л. В., Бондаренко А. Ю., Литвинов В. Н.
Донской государственный технический университет, Ростов-на-Дону

В задачах гидрологии, геоинформатики и природопользования одной из клю-
чевых проблем является построение точной математической модели береговой
линии водоёмов. Современные технологии лазерного сканирования и фотограм-
метрии предоставляют исходные данные в виде «облака точек». Однако переход
от дискретного набора координат к непрерывной математической функции, при-
годной для последующего анализа, требует выбора оптимального метода интерпо-
ляции. Актуальность работы обусловлена необходимостью определения баланса
между скоростью вычислений, гладкостью результирующей кривой и точностью
совпадения с исходными данными для последующего построения непрерывной
модели береговой линии.

Конечной целью исследования является получение непрерывной функции,
точно описывающей береговую линию по данным облака точек. На текущем эта-
пе работы был проведён сравнительный анализ трёх методов интерполяции для
определения наиболее подходящего алгоритма. Для достижения цели решались
следующие задачи:

1) подготовка эталонного тестового изображения береговой линии и формиро-
вание контрольного облака точек;

2) реализация алгоритмов линейной интерполяции, интерполяции методом
Лагранжа и кубическими сплайнами;

3) сравнительный анализ методов по критериям скорости вычислений и точ-
ности совпадения с исходной линией.

В качестве исходных данных использовалось тестовое растровое изображение
береговой линии сложной формы. С изображения было синтезировано облако то-
чек, аппроксимирующее результаты сканирования.

Проведённое исследование показало, что для аппроксимации береговой ли-
нии на основе облака точек наиболее перспективным является метод кубических
сплайнов. Он сочетает необходимую гладкость (кривизну) будущей непрерывной
функции и устойчивость к локальным изменениям, избегая глобальных искаже-
ний, свойственных полиному Лагранжа. Линейная интерполяция может быть ре-
комендована только для задач, критичных к времени вычислений, но не требую-
щих математической гладкости.

Результаты работы позволяют перейти к следующему этапу исследования —
построению итоговой непрерывной параметрической функции береговой линии
на основе сплайн-интерполяции с возможностью дальнейшего её дифференциро-
вания и анализа морфометрии водоёма.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 22-71-10102-П, https://rscf.ru/project/22-71-10102/).
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О новых конечных элементах комплекса ACELAN-COMPOS

Горшков С. А., Оганесян П. А., Фоменко Е. И.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Среди существующих методов генерации представительных объем пористой
керамики для последующего вычисления эффективных материальных свойств
чаще всего используется подход, при котором геометрия композитного материа-
ла строится как геометрическое представление и затем разбивается на конечные
элементы в форме тетраэдров. При этом исходная структура геометрии на эта-
пе построения конечно-элементной сетки может сильно измениться. Особенно это
заметно при моделировании сферических включений, таких как поры, в матери-
алах со связностью 3− 0. Улучшение качества сетки в таком случае достигается
только увеличением числа конечных элементов, что затрудняет последующие рас-
четы. Анализ микроструктуры пьезоматериала, моделируемого в данной работе,
показал, что керамика представляет собой скорее каркас из нерегулярных много-
гранных включений, чем сплошное тело с регулярными изолированными порами.

В настоящей работе рассматривается использование составленных из много-
гранников замощений с последующим удалением случайных элементов для фор-
мирования пустот. Такой подход позволяет уйти от криволинейных поверхностей,
разбиение которых создавало большое число элементов в форме тетраэдров. Кро-
ме того, удаление элементов соты с пересчетом графа смежности многогранников
гарантирует связность сплошного тела. Геометрическая дискретизация при этом
согласована с конечно-элементным моделированием: в качестве конечных элемен-
тов могут использоваться как стандартные тетраэдры, полученные разбиением
ячеек, так и сами многогранники соты.

Разработан модуль генерации полигональных сеток представительных объе-
мов пористых материалов, взявший за основу октаэдрально-тетраэдральные соты.
Модуль принимает на вход настройки процента пористости и количество элемен-
тов. Формируемая сетка допускает использование в конечно-элементном анали-
зе как стандартных тетраэдральных элементов, так и укрупнённых многогран-
ных элементов, соответствующих ячейкам замощения (октаэдрам и тетраэдрам).
В случае тетраэдральной дискретизации каждому конечному элементу присваи-
вается метка ячейки, к которой он принадлежит, что позволяет однозначно вос-
становить структуру соты и при необходимости агрегировать элементы на уровне
многогранника.

Кроме того, в рамках работы были проведены результаты решения задачи
идентификации свойств пьезокомпозита конечно-элементным пакетом ACELAN-
COMPOS с использованием полигональной сетки представительного объема на
основе тетраэдрально-октаэдральных сот. Проведен анализ решений с использо-
ванием тетраэдральных и многогранных конечных элементов.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 22-11-00302-П, https://rscf.ru/project/22-11-00302/).
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Применение методов искусственного интеллекта
для оценки состояния бетона

Греф А. А.1, Ершов И. С.1, Кириллова Е. В.2
1Кубанский государственный университет, Краснодар
2Университет прикладных наук Рейн-Майн, Висбаден

Цель исследования — разработка системы искусственного интеллекта для
оценки состояния градиентных материалов и ее применение к бетонным конструк-
циям. Градиентные материалы важны для многих ключевых отраслей промыш-
ленности. В бетонных конструкциях процессы повреждения, возникающие в ре-
зультате внешних воздействий, могут вызывать постепенное изменение свойств
бетона — прочность бетона ослабевает и процесс этот распространяется от поверх-
ности в глубь структуры. Возникает зависимость физических свойств от глубины.
Оценка прочности служит основой для оценки и определения необходимых мер
по техническому обслуживанию и ремонту железобетонных компонентов, обеспе-
чивая их сохранность и долгосрочное использование с минимальным потребле-
нием ресурсов. Разработка системы искусственного интеллекта для оценки меха-
нических свойств направлена на значительное упрощение интерпретации данных
ультразвуковых измерений, что позволит расширить практическое применение
конструкций из градиентных материалов.

В настоящее время неразрушающий структурный анализ включает возбуж-
дение поверхности конструкции на различных частотах, а полученные сигналы
измеряются или рассчитываются. Изменяя ультразвуковую частоту, можно целе-
направленно изменять глубину проникновения волны, что позволяет получать ин-
формацию с разных глубин материала. Создание нейронных сетей требует боль-
шого объема входных данных в качестве обучающих наборов. Для разработки
экспертной системы было проведено численное моделирование волновых полей
с помощью конечно-элементного пакета COMSOL. Модель учитывает градиент-
ное распределение упругих свойств и частотно-зависимое затухание, отражаю-
щее процесс деградации материала. Возбуждение задавалось волновым пакетом,
а граничные условия типа слабого отражения позволили минимизировать отра-
жения. Проведено моделирование при 50, 100 и 200 кГц для различных толщин
деградированного слоя. Полученные сигналы были проанализированы, и для этих
трех частот были определены информативные области.

На основе результатов серии систематических численных расчетов были изу-
чены закономерности распространения волн для различных значений входных па-
раметров и сформированы обучающая, валидационная и тестовая выборки. Тип
созданной нейронной сети — многослойный персептрон. В качестве алгоритма
обучения был выбран стохастический градиентный спуск. Для достижения наи-
лучшего процента распознавания весовые характеристики скрытых слоев были
нормализованы. Выходными параметрами созданной нейронной сети являются
толщина верхнего деградированного слоя бетона и степень деградации. Доказа-
но, что количество используемых данных достаточно для успешного обучения
созданной модели нейронной сети и получения хороших результатов при опреде-
лении параметров деградации бетона.
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Численное моделирование задач теории упругости
методом конечных разностей

Гукасян Л. С.
Донской государственный технический университет, Ростов-на-Дону

В эпоху цифровой трансформации и перехода к прецизионным технологиям
коэффициентные обратные задачи становятся фундаментом для развития мето-
дов неразрушающего контроля и диагностики. В отличие от прямых задач, описы-
вающих реакцию системы на внешнее воздействие, обратные задачи направлены
на идентификацию внутренних параметров объекта — его структуры, жесткости
или плотности — по косвенным измерениям на границе и в отдельных точках. Та-
кие задачи получили широкое применение в биомедицинской инженерии. С раз-
витием методов эластографии появилась возможность выявить патологии тканей
на ранних стадиях. Например, опухолевая ткань значительно жестче здоровой
и реконструкция поля упругости в таком случае представляет собой математи-
ческую задачу поиска неизвестных коэффициентов уравнений теории упругости.
Также актуальной задачей является осуществление контроля состояния инженер-
ных конструкций, что требует решения соответствующих обратных задач механи-
ки, в которых по акустическому отклику необходимо определять скрытые дефек-
ты или неоднородности, деградацию материала, предотвращая катастрофические
отказы.

В данной работе проведено комплексное исследование коэффициентных обрат-
ных задач теории упругости для сред с переменными характеристиками. Пред-
ложены подходы к численному моделированию в прямых задачах с применением
конечно-разностных аппроксимаций и метода конечных элементов. Проведены
вычислительные эксперименты по расчету полей напряжений, перемещений и де-
формаций для разных областей. Проведен сравнительный анализ рассмотренных
методов, подтвердивший высокую сходимость и устойчивость предложенных чис-
ленных схем. Рассмотрены постановки обратных задач по реконструкции неодно-
родных свойств упругого тела в рамках акустического зондирования. В отличие
от классических подходов, здесь используются данные о смещениях в дискретном
наборе точек на фиксированной частоте. На примере канонической прямоуголь-
ной области доказана эффективность схемы для восстановления широкого класса
гладких функций, а также некоторых кусочно-гладких функций. Результаты по-
казывают достаточную эффективность предложенных алгоритмов.
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О реконструкции упругих модулей трансверсально-изотропной призмы

Гусаков И. В.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Исследование деформирования биологических тканей свидетельствует о том,
что они обладают анизотропными свойствами, которые можно моделировать
в рамках трансверсально-изотропного материала. Учет анизотропии существенно
влияет на механическое поведение и точность инженерных расчётов. Идентифи-
кация полного набора из пяти независимых упругих констант таких материалов
является важной задачей для оценки прочности и деформативности биомехани-
ческих конструкций.

Рассмотрены задачи о деформировании трансверсально-изотропной призмы
в рамках линейной теории упругости. Для редукции трехмерной задачи использо-
вана прикладная теория деформирования вытянутых упругих образцов на основе
вариационного принципа Лагранжа в рамках метода Канторовича. Гипотезы от-
носительно поля перемещений выбраны в виде разложений по пространственным
координатам с неизвестными коэффициентными функциями. Решена прямая за-
дача для длинных призматических образцов произвольного сечения в двух вари-
антах: 1 — ось симметрии призмы совпадает с продольной координатой; 2 — ось
симметрии перпендикулярна продольной координате. В обоих случаях нижний
торец жестко закреплен, боковая поверхность свободна от напряжений, а к верх-
нему торцу приложена нормальная нагрузка. Получены аналитические решения,
содержащие стержневую и погранслойную часть (локализованную вблизи задел-
ки). Проведена численная верификация с помощью метода конечных элементов
(МКЭ), реализованного в пакете FeniCSx. Сравнение показало высокую точность
предложенных моделей при малом параметре относительной толщины, что поз-
воляет использовать их при решении обратных задач (ОЗ).

Разработана и применена схема решения ОЗ по восстановлению пяти упру-
гих констант трансверсально-изотропной призмы по информации о перемещениях
в наборе точек на боковой поверхности образца. Установлена необходимость ис-
пользования данных двух экспериментов на сжатие при разном направлении оси
симметрии образцов. Описаны рекомендации по выбору точек измерения переме-
щений на боковой поверхности для обеспечения восстановления упругих модулей
с наибольшей точностью. Результаты свидетельствуют о возможности примене-
ния предложенного подхода для восстановления искомых характеристик.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект № 22-11-00265-П, https://rscf.ru/project/22-11-00265/) в Южном федеральном
университете.

Автор выражает благодарность А. О. Ватульяну за внимание к работе.
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Экспериментальное исследование кровеносных сосудов:
методика и проблемные моменты

Доль А. В.1, Лисовенко Д. С.2, Ченцов А. В.2, Гандилян Д. В.2,
Генералов М. И.3, Гавриленко А. В.4, Аль-Юсеф Н. Н.4

1Саратовский национальный исследовательский государственный университет
им. Н. Г.Чернышевского, Саратов

2Институт проблем механики им. А.Ю.Ишлинского РАН, Москва
3Российский научный центр радиологии и хирургических технологий

им. акад. А.М. Гранова, Санкт-Петербург
4Российский научный центр хирургии им. акад. Б.В. Петровского, Москва

Исследование механических свойств кровеносных сосудов и атеросклеротиче-
ских бляшек представляет значительный интерес для биомеханики, сосудистой
хирургии и медицинской диагностики. Определение механических характеристик
сосудов необходимо для построения адекватных механических моделей. В то же
время проведение экспериментов с биологическими тканями связано с рядом ме-
тодических трудностей: отсутствуют единые стандарты подготовки образцов, ре-
жимов нагружения и условий хранения.

В докладе кратко рассматриваются основные подходы к экспериментально-
му исследованию сосудистых тканей, включая методику сдвиговой эластографии,
одноосное растяжение стенок артерий и вен, а также одноосное сжатие атероскле-
ротических бляшек.

Экспериментальная часть включает результаты испытаний стенок сонных
и бедренных артерий, бедренных вен, а также атеросклеротических бляшек. По-
казано, что при механических испытаниях существенную роль играют геометри-
ческие параметры образца. Исследование влияния относительной длины образца
показывает, что отношение длины к характерному поперечному размеру долж-
но составлять не менее 5.5. Это позволяет снизить влияние краевых эффектов
и повысить сопоставимость данных между сериями экспериментов.

Еще одним важным проблемным моментом является выбор режима предва-
рительного нагружения. Для мягких биологических тканей характерны нелиней-
ность, вязкоупругость и выраженный эффект гистерезиса, поэтому начальные
циклы деформирования могут существенно отличаться от последующих. Резуль-
таты показывают, что для выхода на более стабильный отклик необходимо про-
водить не менее пяти циклов преднагрузки перед регистрацией основных харак-
теристик.

Кроме того, в докладе обсуждается влияние хранения образцов в физиологи-
ческом растворе на их механические свойства. Показано, что предпочтительным
является проведение испытаний на свежих образцах. Таким образом, ключевы-
ми условиями достоверного исследования являются отказ от применения сдвиго-
вой эластографии, стандартизация геометрии образцов, учет предварительного
циклического нагружения и минимизация времени хранения. Совокупность этих
факторов определяет надежность получаемых механических характеристик со-
судов и атеросклеротических поражений.
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Применение биомеханического моделирования для оценки
эффективности фиксации при несращении трубчатых костей

Донник А. М., Гуляева А. О.
Саратовский национальный исследовательский государственный университет

им. Н. Г.Чернышевского, Саратов

Переломы нижних конечностей являются распространенной травмой. Среди
них выделяют нестабильные переломы бедренной кости. Лечение зачастую прово-
дится оперативными методами, включающими в себя репозицию и последующую
фиксацию. Наиболее надёжным методом является остеосинтез. Выделяют следу-
ющие виды остеосинтеза: блокируемый интрамедуллярный остеосинтез, накост-
ный остеосинтез и наружный. По степени прочности соединения отломков разли-
чают стабильный остеосинтез и нестабильный. К стабильному относятся случаи,
когда не требуется дополнительная фиксация, к нестабильному — случаи, когда
между обломками сохраняется подвижность и требуется дополнительная внеш-
няя фиксация. Важность правильно подобранного способа лечения обусловлена
возможными осложнениями. К числу таких относятся образование ложных су-
ставов, укорочение конечности или отсутствие сращения. Последнее может быть
вызвано нарушением кровоснабжения, характером перелома или несостоятель-
ностью установленных металлоконструкций. Таким образом, прочность системы
фиксации играет важную роль при лечении переломов бедренной кости, посколь-
ку она несет основную нагрузку в послеоперационном периоде.

Работа посвящена биомеханическому моделированию различных вариантов
внутренней фиксации бедренной кости с межотломковой щелью на уровне ниж-
ней трети диафиза, образованной вследствие несращения костных тканей. Цель
исследования — используя метод биомеханического моделирования, обосновать
наиболее эффективный с точки зрения биомеханики выбор систем фиксации при
образовании зоны несращения в диафизе бедренной кости. Для этого решена за-
дача по определению напряженно-деформированного состояния бедренной кости
без перелома, и с травмой и двумя вариантами фиксации. Построена модель бед-
ренной кости, которая состояла из кортикального слоя костной ткани и губча-
того слоя костной ткани, а также включала костный канал. Выполнено модели-
рование травмы. В нижней трети диафиза моделировалась межотломковая щель
путём образования зазора высотой 1.5 мм. Отдельно построены блокирующие
и компрессирующие винты, дистально-латеральная и реконструктивная пласти-
ны для дальнейшего моделирования двух вариантов фиксации бедренной кости.
Первый вариант — установка на бедренной кости дистально-латеральной пласти-
ны, второй — установка дистально-латеральной и дополнительной реконструктив-
ной пластины. Выполнены численные эксперименты по нагружению моделей без
травмы и с металлоконструкциями. Моделировались следующие виды нагрузок:
осевая, изгибающая и ротационная. Оценены эквивалентные напряжения в ко-
сти и фиксирующих металлоконструкциях. Проведён сравнительный анализ ре-
зультатов экспериментов. В результате исследования показаны преимущества ис-
пользования двухпластинной системы фиксации по сравнению с однопластинной
в случае образования зоны несращения после перелома тела бедренной кости.
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Методы определения упругих модулей полимерных материалов
и их валидация на синтетических дисперсионных свойствах

упругих бегущих волн
Дорошенко О. В., Арсенов М. А.

Институт математики, механики и информатики, Кубанский
государственный университет, Краснодар

Для применения ультразвуковых методов неразрушающего контроля оценки
целостности конструкций важно точное определение волновых или механических
характеристик материалов их изготовления. К современным подходам опреде-
ления упругих свойств материалов относятся методы на основе ультразвуковых
бегущих волн, в частности, волн Лэмба, как для оценки состояния крупномас-
штабных конструкций, так и в биомедицинских приложениях. Ультразвуковой
метод показывает хорошую повторяемость и точность, однако преобразование из-
меренных сигналов в упругие свойства является сложной задачей с точки зрения
мультимодальной обработки дисперсионных кривых.

В данной работе рассматриваются методы, основанные на рассмотрении ха-
рактеристик упругих бегущих волн. Первый подход предложен Е.В. Глушковым
и Н. В. Глушковой и предполагает построение целевой функции для задачи восста-
новления свойств с использованием значений символа матрицы Грина. Он позво-
ляет избежать вычислительно дорогостоящей процедуры нахождения значений
теоретических медленностей, а также нетривиальных методов поиска, разделе-
ния и сопоставления дисперсионных кривых. В этом алгоритме эксперименталь-
ные медленности подставляются непосредственно в аналитическое выражение для
компонент преобразования Фурье матрицы Грина, что обеспечивает более глад-
кую поверхность функционала, но приводит к смещению оценок. Выбранные ин-
дексы используемых компонент матрицы Грина являются параметрами метода.

Второй подход построения целевой функции для задачи восстановления
свойств предлагается в данной работе и основан на минимизации невязки мед-
ленностей в локальном частотном окне. Он не требует точного разделения и со-
поставления экспериментальных и теоретических мод. В алгоритме используются
расстояния от каждой экспериментальной точки до ближайшего теоретического
значения из множества. Для учёта частотного смещения дисперсионных кривых
при варьировании параметров в процессе оптимизации, поиск ближайшего сосе-
да выполняется не только на текущей частоте, но и на нескольких ближайших
(в окне) без добавления штрафа за сдвиг по частоте. Для валидации данных ал-
горитмов был предложен подход к генерации синтетических данных, имитирую-
щих типичные экспериментальные данные: синтезированные данные получаются
на основе теоретических медленностей для заданных значений упругих модулей,
к которым применяется двухэтапное искажение данных (добавление шума и уда-
ление определенной доли значений). В работе приводятся результаты численного
анализа двух подходов на синтетических данных для широкого класса материа-
лов. Предложенный метод локального частотного окна показывает более высокую
точность восстановления, но при этом является более вычислительно дорогим.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Кубанского научного
фонда, ООО «Орто-Маркет» в рамках проекта № НТИП-25.1/8.
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К исследованию деформированного состояния
двусоставных упругих объектов

Дударев В. В., Мнухин Р. М.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

При рассмотрении биологических или искусственно созданных объектов ста-
новятся актуальными задачи об исследовании напряженно-деформированного со-
стояния двусоставного тела, компоненты которого обычно существенно разли-
чаются своими механическими свойствам. Такие задачи могут рассматриваться,
например, при моделировании сочетания импланта и костной ткани, различных
металлов и т. д. Их решение для широкого класса геометрии и граничных условий
может быть построено с помощью метода конечных элементов (МКЭ). В настоя-
щее время этот численный метод получил широкое распространение. В качестве
его недостатка можно отметить сложность проведения наглядного анализа влия-
ния конкретных параметров материала или геометрии объекта на решение. Этот
аспект оказывает существенное влияние на исследование коэффициентных обрат-
ных задач об определении значений параметров.

В настоящей работе рассматриваются одномерные и двумерные задачи для
двусоставных упругих объектов, компоненты которых различаются значениями
модуля Юнга и коэффициента Пуассона. В рамках модели сопротивления ма-
териалов построены аналитические решения об одноосном растяжении и изгибе
двусоставного стержня. Левый конец жестко закреплен, на правом конце прило-
жена нагрузка. Построены графики функции смещения для различных значений
модуля Юнга и точки стыка компонентов. Проведено сравнение с численными ре-
шениями, построенными с помощью метода пристрелки. Сформулированы и ис-
следованы коэффициентные обратные задачи об определении значений модуля
Юнга и границы стыка по данным о функции смещения, измеренной в несколь-
ких точках. Для решения задачи о растяжении упругой прямоугольной двусо-
ставной области использована приближенная модель. Предложены представления
для описания компонент вектора перемещений. На их основе, по аналогии с ра-
ботой1, с использованием вариационного принципа Лагранжа решение прямой
задачи сведено к системе обыкновенных дифференциальных уравнений с посто-
янными коэффициентами для каждой части области. Исследованы особенности
поля перемещения вблизи области закрепления и границы стыка двух материа-
лов. Проведено сравнение с численным решением, полученным с помощью МКЭ
в пакете FlexPDE. Предложены подходы к решению коэффициентной обратной
задачи об определении значений параметров материала по данным о поле смеще-
ния, измеренных на боковой поверхности объекта.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект № 22-11-00265-П, https://rscf.ru/project/22-11-00265/) в Южном федеральном
университете.

1Ватульян А.О., Юров В.О., Гусаков И.В. О прикладной теории растяжения прямоуголь-
ника // Известия Российской академии наук. Механика твердого тела. 2025. № 6. С. 114 – 127.
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Биомеханическое и физиологическое обоснование
универсальной дыхательной трубы для плавания

Дышко Б. А.
ООО «Спорт Технолоджи», Москва

Одним из основных факторов, лимитирующих работоспособность пловцов, яв-
ляется кардиореспираторная система, которая напрямую зависит, как от количе-
ства поступающего кислорода, так и от способности организма его усваивать.
Управление гипоксией и гиперкапнией внешнего дыхания в процессе выполне-
ния упражнений с использованием дыхательных тренажеров «Новое дыхание»
увеличивает интенсивность адаптационных изменений в организме пловца.

Дыхательная труба для плавания (ДТ) является устройством для дыхания
во время плавания на поверхности воды с опущенным в воду лицом и позволяет
не поднимать голову из воды при вдохе и легко держаться на воде. Различают
три типа ДТ: для снорклинга, скоростного плавания в ластах и для спортивного
и оздоровительного плавания. Все типы ДТ объединены одной характеристикой —
свободный и комфортный вдох и выдох в воздух. В то же время главным отличием
спортивного и оздоровительного плавания является обязательное формирование
навыка выдоха в воду во время упражнения. Помимо формирования навыка вы-
доха в воду, ДТ для спортивного и оздоровительного плавания должна решать
следующие задачи при выполнении соревновательных упражнений в условиях
бассейна и открытой воды:

1. Сопряженное совершенствование силы и мощности дыхательных мышц
и устойчивости спортсмена к гипоксическо – гиперкапническому феномену.

2. Повышение жизненной емкости легких, форсированной жизненной емкости
легких, проходимости мелких и средних бронхов.

3. Снижение частоты дыхания при выполнении основного упражнения с одно-
временным повышением коэффициента использования кислорода.

4. Совершенствование емкости и мощности аэробной и гликолитической си-
стем энергообеспечения движений пловца с одновременным увеличением быстро-
ты «врабатывания» или «включения» этих систем.

5. Совершенствование способности спортсмена выполнять упражнения с за-
данной мощностью в условиях недостатка кислорода.

6. Моделирование условий среднегорья на равнине, подготовка к работе в усло-
виях среднегорья, повышение устойчивости организма спортсмена к гипоксии.

7. Ускорение адаптации дыхательной системы спортсменов, мужчин и жен-
щин, к условиям среднегорья, способствование более интенсивному, по сравнению
с обычными тренировочными средствами, увеличению эффективности внешней
вентиляции и бронхиальной проходимости.

На сегодняшний день в мире существует только одна дыхательная труба для
плавания, которая позволяет делать выдох в воду при любом стиле плавания,
кроме плавания на спине. Кроме того, труба имеет нагрузочное устройство, поз-
воляющее создавать регулируемую вибрационную нагрузку на выдохе. Это рос-
сийская разработка, универсальная дыхательная труба для плавания, запатенто-
ванная в России и США, выпускается под брендом «Русский сноркель — Новое
дыхание».
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Идентификация упругих постоянных на основе конечно-элементного
моделирования и генетической оптимизации

Егорова С. А., Карякин М. И.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Существующие технологические требования к точности прогнозирования по-
ведения полимерных и композиционных материалов, используемых для изготов-
ления биопротезов и имплантатов, диктуют необходимость разработки надеж-
ных методов определения их механических характеристик. В условиях конечных
деформаций определяющие соотношения становятся существенно нелинейными,
что делает классическую теорию малых деформаций неприменимой. Особую ак-
туальность это приобретает в задачах биомеханики, где разработка вычислитель-
ных схем идентификации упругих постоянных, применимых как для конструкци-
онных, так и для биологических материалов, является важной задачей.

В работе рассматривается обратная задача восстановления материальных кон-
стант для ряда моделей нелинейно-упругого поведения. Для определения механи-
ческих свойств биологических тканей проводят различные эксперименты, среди
которых растяжение тонкого диска, раздувание оболочки, раздувание толстостен-
ной трубки, кручение цилиндра и другие1,2.

Задача восстановления материальных параметров формулируется как задача
минимизации среднеквадратичного отклонения диаграммы нагружения образца,
построенной для этих параметров, от «экспериментальной» диаграммы. Входны-
ми данными для ее решения служат диаграммы нагружения, полученные в ре-
зультате моделирования статических испытаний. Например, в случае кручения
такими диаграммами служат зависимость приложенного момента от угла пово-
рота образца при скручивании и описывающая эффект Пойнтинга зависимость
расширения образца в направлении, перпендикулярном плоскости скручивания,
от угла поворота.

Для моделирования реальных экспериментов в работе применяются вычисли-
тельные схемы МКЭ на платформе с открытым кодом FEniCSx, интегрируемой со
средой разработки на Python, что обеспечивает совместимость с разработанными
ранее программами для восстановления коэффициентов функции удельной потен-
циальной энергии на основе эволюционных алгоритмов, продемонстрировавшими
устойчивость к овражистому характеру целевой функции. Проведенные вычис-
лительные эксперименты подтвердили состоятельность предложенного подхода.
Показано, что комбинирование метода конечных элементов и генетического алго-
ритма позволяет удовлетворительно восстанавливать упругие постоянные даже
при зашумлении входных данных, имитирующем погрешности реальных измере-
ний. Разработанная схема может быть применена к другим типам экспериментов
и форм образцов.

1Navindaran K., Kang J.S., Moon K. Techniques for characterizing mechanical properties of soft
tissues // J. Mech. Behav. Biomed. Mater. 2023. DOI: 10.1016/j.jmbbm.2022.105575.

2Balbi V., Trotta А., Destrade М., Ni Annaidh A. Poynting effect of brain matter in torsion //
Soft Matter. 2019. V. 15, № 25. P. 5147 – 5153.
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Социальное поведение как механизм группирования животных

Епифанов А. В.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Исследуется влияние социального поведения особей на их группирование.
Влияние социального поведения на распределение вида по ареалу определяется
эволюцией миграции этого вида. Для исследования эволюции миграции особей,
участвующих в некотором социальном поведении, применяется подход, извест-
ный как «адаптивная динамика», в котором рассматриваются последовательные
инвазии в среду, условия которой задаются резидентными популяциями и дру-
гими взаимодействующими видами, популяций мутантов со стратегией, близкой
к стратегии некоторой резидентной популяции, и предполагается, что между му-
тациями система успевает прийти к установлению к некоторому аттрактору.

Если из инвазии мутантной популяции следует вытеснение ею единственной
резидентной популяции, то вид остается мономорфным, и можно ограничиться
рассмотрением, например, следующей двухточечной системы:

ẋ1 = x1 [(x1 + z1) (1− x1 − z1)− ay1] +m1x2 − nx1

ẋ2 = x2 [(x2 + z2) (1− x2 − z2)− ay2]−m1x2 + nx1

ẏ1 = y1 [−d+ b (x1 + z1)− y1] +m (y2 − y1)

ẏ2 = y2 [−d+ b (x2 + z2)− y2]−m (y2 − y1)

ż1 = z1 [(x1 + z1) (1− x1 − z1)− ay1] +m2z2 − nz1

ż2 = z2 [(x2 + z2) (1− x2 − z2)− ay2]−m2z2 + nz1

Здесь xi — численности резидентной популяции жертвы, yi — численности хищ-
ников, zi — численности мутантной популяции жертвы.

Стратегия m1 = n называется эволюционно сингулярной относительно устой-
чивого однородного равновесия системы без мутанта (x∗, x∗, y∗, y∗), если
∂σ
∂m2

|m2=n = 0, где σ — главное собственное значение σϕ1 = [x∗ (1− x∗)− ay∗]ϕ1 +
m2ϕ2 − nϕ1, σϕ2 = [x∗ (1− x∗)− ay∗]ϕ2 −m2ϕ2 + nϕ1.

Эволюционно сингулярная стратегия m1 = n называется эволюционно притя-
гивающей (convergence stable strategy), если существует δ > 0, такое что

sign σ =

{
−1, если n < m1 < m2 < n+ δ или n− δ < m2 < m1 < n,

1, если n < m2 < m1 < n+ δ или n− δ < m1 < m2 < n.

Найдены условия, при которых стратегия m1 = n является эволюционно при-
тягивающей/отталкивающей.

Для определения того, следует ли из инвазии мутантной популяции вытес-
нение ею резидентной популяции, можно выделить медленную переменную pα =
α (t) z1

x1+z1
+(1− α (t)) z2

x2+z2
, и, если в медленном времени динамическое уравнение

для данной переменной имеет только равновесия, соответствующие мономорфной
популяции жертв (остается только резидентная популяция или только мутант-
ная), а также при m2 = m1 равновесия получающегося в этом случае семейства
имеют только одно собственное значение с нулевой действительной частью, то,
согласно теореме Феничеля, из инвазии следует вытеснение.
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Моделирование гидробиомеханики передней камеры глаза
при хирургическом лечении глаукомы

Захаров И. Н.1, Балалин С. В.2, Солодкова Е. Г.2,
Джаши Б. Г.2, Лэ В.1

1Волгоградский государственный технический университет, Волгоград
2МНТК «Микрохирургия глаза» им. акад. С.Н. Федорова, Волгоград

Глаукома является одной из основных причин необратимой слепоты в ми-
ре, а ее патогенез напрямую связан с нарушением гидродинамики внутриглаз-
ной жидкости (ВГЖ) и повышением внутриглазного давления (ВГД). Эффек-
тивность хирургического вмешательства определяется сложным взаимодействи-
ем между деформацией оболочек глаза и фильтрацией ВГЖ через пути оттока.
В данной работе предлагается комплексная математическая модель, описываю-
щая гидробиомеханику передней камеры глаза для прогнозирования исходов раз-
личных антиглаукомных операций.

Деформации корнеосклеральной оболочки, в частности, гиперупругой рого-
вицы, описываются в рамках нелинейной теории упругости с использованием по-
тенциала материала Йео. Учитываются анизотропия и нелинейные свойства стро-
мы роговицы, обусловленные архитектоникой коллагеновых фибрилл. Граничные
условия включают исходное ВГД и его изменение в послеоперационном периоде.

Течение ВГЖ в передней камере описывается уравнениями Навье—Стокса
для вязкой несжимаемой жидкости. На входе в переднюю камеру задается гра-
ничное условие второго рода — физиологически обоснованный приток ВГЖ, что
позволяет моделировать динамическое равновесие. Фильтрация ВГЖ через тра-
бекулярную сеть (ТС) и внутреннюю стенку Шлеммова канала моделируется по
закону Дарси — Бринкмана. На выходе из системы, в области интрасклерального
венозного сплетения и эписклеральных вен, задается граничное условие в виде
интрасклерального давления.

Проницаемость трабекулярной ткани рассчитывается по эмпирической фор-
муле Козени —Кармана, связывающей ее с пористостью и удельной поверхно-
стью. Далее модель описывает течение в Шлеммовом канале и коллекторных
канальцах. Ключевыми свободными параметрами модели, идентифицируемыми
в процессе калибровки, являются пропускная способность трабекулы и эффектив-
ный диаметр просвета коллекторных каналов. Калибровка осуществляется путем
сравнения рассчитанного уровня ВГД с клинически измеренными значениями (то-
нометрия) у конкретного пациента до и после хирургического вмешательства.
Совпадение модельного ВГД с реальным в этих двух точках позволяет уточнить
индивидуальные значения свободных параметров и верифицировать модель.

Разработанная конечно-элементная реализация позволяет воспроизводить из-
менение геометрии и проницаемости путей оттока в результате различных вме-
шательств: при трабекулоэктомии моделируется создание сквозного отверстия
в склеро-трабекулярной зоне, при лазерной трабекулопластике воспроизводится
локальное увеличение коэффициента проницаемости в зонах лазерного воздей-
ствия. Решение сопряженной задачи позволяет количественно оценить снижение
ВГД в зависимости от параметров операции.
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Депенсаторный рост популяций: пороговые и непороговые сценарии

Зеленчук П. А.
Научно-технологический университет «Сириус», Сириус

Согласно классическим моделям популяционной динамики (например, логи-
стическая и др.) рост популяции в условиях конкурентной борьбы за ресурсы
будет испытывать снижение при более высокой и увеличение при более низкой
плотности. Однако у многих видов наблюдается обратная зависимость: сниже-
ние удельной скорости роста при падении плотности ниже определенного уровня.
Это явление называется депенсацией (от англ. depensation) или эффектом Олли.
Оно критически важно для оценки рисков вымирания редких видов и управления
эксплуатируемыми популяциями (вылов рыбы и пр.).

Среди механизмов депенсации выделяют трофические, генетические, демогра-
фические, кооперативные и др. Так, например, при малой численности живот-
ным трудно находить партнеров для размножения, защищаться от хищников или
коллективно добывать пищу. Кроме того, может произойти потеря генетического
разнообразия.

При сильной депенсации может реализоваться так называемый пороговый сце-
нарий или сильный эффект Олли, характеризующийся наличием критической
численности (порога), ниже которой популяция обречена на вымирание даже
при отсутствии внешних неблагоприятных факторов.

В противном случае имеет место «плавное замедление» (непороговый сцена-
рий) или слабый эффект Олли. Депенсация проявляется как постепенное сниже-
ние удельной скорости роста по мере уменьшения численности, но критическая
точка отсутствует. В этом случае даже маленькая популяция способна к орга-
ническому росту (пусть и очень медленному). Однако, такое положение уязвимо
перед случайными колебаниями соотношения полов, возрастных групп и других
факторов, что может привести к демографической катастрофе.

В работе рассматриваются математические модели депенсаторного роста для
различных сценариев. Проводится их сравнительный анализ и ряд вычислитель-
ных экспериментов, направленных на выявление ключевых факторов, которые
могут быть использованы при построении эволюционно стабильных стратегий,
как альтернативного варианта развития событий.

Показано, что депенсаторный рост — ключевой фактор динамики редких ви-
дов и его игнорирование ведет к переоценке устойчивости популяций. Для борьбы
с этим явлением требуется точная диагностика типа сценария, в зависимости от
которого вырабатывается та или иная стратегия противодействия. В наиболее
простых случаях, при непороговом сценарии достаточно регулировать внешнюю
смертность, а при пороговом — необходимы активные меры по достижению без-
опасной численности (разведение в неволе, реинтродукция и т.д.).

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 25-21-00419, https://rscf.ru/project/25-21-00419/).



37

Роль фактора фон Виллебранда при тромбозе:
математическое моделирование пространственно-временной динамики

Зеленчук П. А.
Научно-технологический университет «Сириус», Сириус

Фактор фон Виллебранда (vWF) — крупный мультимерный гликопротеин
плазмы крови, имеющий важное значение в первичном гемостазе и тромбозе.
Его роль не ограничивается пассивным склеиванием тромбоцитов: концентрация
и степень полимеризации vWF определяют кинетику роста тромба.

Кроме того, vWF является критическим компонентом тромбообразования
в условиях артериального кровотока. Если поврежден сосуд, vWF опосредует ад-
гезию тромбоцитов к субэндотелиальному коллагену и их агрегацию, особенно
при высоких скоростях сдвига. Однако гиперактивность системы vWF или из-
быточный выброс его ультракрупных мультимеров (например, при стенозах или
воспалении) ведет к патологическому тромбозу.

Экспериментальное изучение динамики vWF затруднено из-за микроскопиче-
ских масштабов времени и скорости течения. Для анализа сложных нелинейных
взаимодействий между vWF, тромбоцитами и ингибиторами (ADAMTS13) пер-
спективно использование математических моделей в виде систем обыкновенных
дифференциальных уравнений и уравнений диффузии – адвекции – реакции. Та-
кой подход позволяет исследовать временные сценарии развития тромбоза («хи-
мическая кинетика» гемостаза) и выявлять пороговые явления (бифуркации),
недоступные для прямого экспериментального наблюдения.

Цель исследования — анализ роли концентрации и степени полимеризации
vWF в развитии тромбоза методами математического моделирования.

Разработана простая математическая модель, описывающая изменение кон-
центраций ключевых компонентов во времени и включающая уравнения для:

• концентрации покоящихся и активированных тромбоцитов (T и Ta);
• концентрации фактора фон Виллебранда в двух состояниях: нативной (гло-

булярной) форме (vWFn) и активной (развернутой) форме (vWFa), способ-
ной к связыванию с тромбоцитами;

• концентрации комплекса «vWF–тромбоцит» (C);
• концентрации протеазы ADAMTS13, расщепляющей мультимеры vWF.

Модель демонстрирует существование двух устойчивых стационарных состо-
яний: «здоровье» (низкий уровень Ta, тромб отсутствует) и «тромбоз» (высо-
кий уровень Ta, агрегат растет). Переход между ними происходит скачкообразно
при превышении критической концентрации активного vWF.

Результаты получены при финансовой поддержке проекта «Развитие техно-
логии для проектирования численного моделирования и аддитивного производ-
ства сетчатых конструкций для транскатетерной имплантации аортального кла-
пана», реализуемого в рамках государственной программы федеральной террито-
рии «Сириус» «Научно-технологическое развитие федеральной территории «Си-
риус» (Соглашение № 27-03 от 07 июля 2025 г.).
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Цифровые двойники сердца для определения оптимальной абляции
фибрилляции предсердий

Золотарев А. М.
Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ», Москва

Сердечно-сосудистые заболевания продолжают оставаться основной причиной
смертности в современном мире. Одной из причин этого является низкая персо-
нализированность лечения. Представляется необходимым разработка новых ме-
тодов персонализированной медицины, в частности, с помощью методов матема-
тического моделирования и машинного обучения. Методы математического мо-
делирования позволяют симулировать распространение электрического сигнала
по сердечной ткани, то есть сконструировать цифровые двойники сердца с уче-
том индивидуальной геометрии сердца и областей накопления фиброзной ткани.
Доклад будет посвящен использованию цифрового двойника сердца во время эпи-
зодов одной из сердечных аритмий, фибрилляции предсердий.

Фибрилляция предсердий является наиболее частым нарушением ритма серд-
ца и ведущим предрасполагающим фактором инсульта. Хирургическое лечение
фибрилляции предсердий (ФП) включает абляцию, основной целью которой яв-
ляется изоляция патологических источников сигналов ФП. Рекомендуемой ба-
зовой хирургической стратегией лечения ФП, согласно клиническим рекоменда-
циям, является изоляция лёгочных вен. Однако одной лишь изоляции легочных
вен часто оказывается недостаточно, и долгосрочная эффективность абляционной
терапии при персистирующей ФП обычно составляет от 50 до 60%. Для предот-
вращения распространения аномальной электрической активности в предсердиях
могут потребоваться дополнительные абляционные воздействия, такие как абля-
ция фиброза предсердий. Оценка всех возможных вариантов абляции и выбор оп-
тимальной стратегии и её мишеней могут представлять значительную сложность.
Одним из потенциальных решений является использование цифровых двойников
сердца.

Для построения электрофизиологических цифровых двойников сердца могут
использоваться биофизические модели, основанные на методе конечных элемен-
тов для анализа распространения волнового фронта в сочетании с ионной моде-
лью кардиомиоцита. Такие модели могут быть персонализированы посредством
их решения на анатомиях предсердий, специфичных для конкретного пациента
(геометрии, реконструированные на основе данных медицинской визуализации).
Данный подход представляет ценность для прогнозирования оптимальных, инди-
видуализированных стратегий лечения и их исходов при различных нарушениях
сердечного ритма, включая ФП. Цифровые двойники сердца позволяют модели-
ровать паттерны ФП, а также способствовать моделированию и анализу эффек-
тов различных стратегий лечения ФП, адаптированных к каждому пациенту.

Доклад будет посвящен определению оптимальной терапии для конкретного
пациента на основании цифровых двойников, а также использованию методов
машинного обучения для ускорения математических расчётов и практическому
применению цифровых двойников в рутинной клинической практике.
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О колебаниях неоднородного пьезодиска с затуханием

Зубков Ю. Н.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

В рамках модели связанной неоднородной электроупругости рассматривает-
ся задача об установившихся колебаниях тонкого пьезокерамического диска при
наличии затухания. Предполагается, что упругие и пьезоэлектрические свойства
материала диска являются неоднородными и зависят от радиальной координаты,
что характерно для функционально-градиентных пьезоматериалов. Учет затуха-
ния осуществлен в рамках использования дробно-дифференциального обобщения
модели стандартного вязкоупругого тела (модели Зинера). Согласно принципу
соответствия, упругие модули заменяются комплексными.

С использованием гипотезы о плоском напряженном состоянии исходная кра-
евая задача сведена к канонической системе дифференциальных уравнений пер-
вого порядка относительно безразмерных радиального смещения и радиального
напряжения, где коэффициенты являются комплексными и зависят от обобщен-
ных вязкоупругих и пьезоэлектрических свойств материала.

Прямая задача решается численно методом пристрелки. Проведен анализ вли-
яния параметра дробности и неоднородности свойств на амплитудно-частотные
характеристики (АЧХ) и значения резонансных частот диска. Показано, что
уменьшение параметра дробности приводит к снижению затухания и росту ам-
плитуд в окрестности резонансов, приближая поведение материала к модельному
случаю отсутствия затухания.

Сформулирована коэффициентная обратная задача идентификации законов
неоднородности вязкоупругих и пьезоэлектрических характеристик по данным
акустического зондирования. В качестве дополнительной информации использу-
ется АЧХ смещений на внешней границе диска в заданном частотном диапазоне,
расположенном до первого резонанса.

Для решения обратной задачи использован метод линеаризации и построен
итерационный процесс. На каждом шаге для текущих приближений искомых
функций из решения прямой задачи определяется расчетная АЧХ. Поправки
находятся из решения системы интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода
с гладкими ядрами, полученной после разделения вещественной и мнимой частей.
Для регуляризации этой некорректной задачи применялся метод А. Н. Тихонова
в сочетании с проекционным подходом, позволяющим искать поправки в виде
линейной комбинации базисных функций.

Представлены результаты вычислительных экспериментов по восстановлению
различных типов законов неоднородности при разных значениях параметра дроб-
ности.

Автор выражает благодарность А. О. Ватульяну за внимание к работе.
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Моделирование тел геликоидальной формы

Зубов Л. М., Карякин М. И.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Тонкостенные тела геликоидальной формы встречаются в различных при-
ложениях механики и материаловедения — от биомиметических композитов
с Bouligand-архитектурой до инженерных элементов винтовых лестниц, оболочек
транспортных сооружений и мета-оболочек с винтовой периодичностью, обеспе-
чивающих повышенную устойчивость к крутильной потере устойчивости. В био-
логических и биоинспирированных структурах геликоидальная геометрия слу-
жит эффективным средством повышения удельной жёсткости, ударной вязкости
и устойчивости к локализации деформаций, что мотивирует разработку строгих
математических моделей тонкостенных геликоидальных тел для последующего
оптимального проектирования.

Для описания напряжённо-деформированного состояния таких конструкций
в работе используется общая геометрически нелинейная теория упругих оболо-
чек типа Коссера (микрополярная модель, или шестипараметрическая теория),
в которой оболочка трактуется как двумерный континуум с шестью степенями
свободы абсолютно твёрдого тела в каждой точке материальной поверхности.
Предложен новый подход к учёту физической нелинейности материала в теории
микрополярных оболочек. Введена специальная многопараметрическая модифи-
цированная мера деформации, позволяющая более точно описывать нелинейно-
упругие эффекты растяжения материала, что важно для анализа больших дефор-
маций геликоидальных оболочек, работающих в режимах растяжения – кручения,
близких к потере устойчивости. Предложенная модификация определяющих со-
отношений сохраняет преимущества микрополярной кинематики, но расширяет
область применимости модели на диапазоны, где материал демонстрирует суще-
ственную физическую нелинейность.

Отдельно рассмотрен случай тонкостенного прямого геликоида как оболоч-
ки постоянной толщины с геликоидальной средней поверхностью. Применение
полуобратного метода к задаче о растяжении и кручении такой оболочки поз-
волило свести исходную краевую задачу нелинейной теории оболочек к системе
обыкновенных дифференциальных уравнений относительно радиального смеще-
ния точек оболочки и угла собственного поворота её частиц, построить диаграмму
нагружения и проследить переходы между режимами деформирования.

Для проверки полученных аналитических и полуобратных решений выполнено
конечно-элементное моделирование геликоидальной оболочки в рамках линейной
и геометрически нелинейной теории упругости. Рассмотрены различные вариан-
ты постановки краевых условий. Сравнение распределений перемещений и напря-
жений, полученных по полуобратным решениям и МКЭ-моделям, демонстрирует
хорошее согласование и подтверждает применимость предложенного микрополяр-
ного подхода к моделированию тел геликоидальной формы в широком диапазоне
деформаций.
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Автоматический анализ позвоночно-тазового баланса
на фронтальных и боковых рентгенограммах: роль качества данных

в достижении экспертного уровня
Иванов Д. В., Бессонов Л. В., Доль А. В., Ковзалов А. А.,

Лемешкин М. О., Магомедов И. М., Кисель А. А.
Саратовский национальный исследовательский государственный университет

им. Н. Г.Чернышевского, Саратов

Количественная оценка параметров сагиттального и фронтального баланса яв-
ляется основой планирования хирургической коррекции деформаций позвоночни-
ка. Ручные измерения на рентгенограммах трудоемки и подвержены межэксперт-
ной вариабельности. Развитие методов глубокого обучения открывает перспекти-
вы для автоматизации этого процесса, однако точность моделей лимитируется не
только архитектурой, но и согласованностью обучающих данных.

Цель данной работы состояла в разработке веб-сервиса для автоматической
сегментации анатомических структур на рентгенограммах позвоночника с после-
дующим расчетом фактических и персонализированных (PI-зависимых) парамет-
ров баланса, а также оценке влияния вариабельности разметки на качество моде-
ли.

В ретроспективное исследование включены цифровые рентгенограммы 1076
пациентов (прямые и боковые проекции, положение стоя). Разработан детальный
протокол ручной разметки тел позвонков (C1 –L5), крестца, головок бедренных и
подвздошных костей. Разметка выполнена в специализированном веб-приложении
с трехэтапным контролем качества. Для сегментации использована архитектура
U-Net с энкодером ResNet34 (PyTorch). Оценка качества проводилась по метри-
кам Dice и IoU. Проведен анализ межэкспертной вариабельности (3 эксперта,
50 снимков) и сравнение результатов модели с экспертной разметкой.

Окончательная выборка включила 973 пациента (1946 снимков). Модель до-
стигла средних показателей Dice 0.74 и IoU 0.59 на тестовой выборке. Анализ
межэкспертной согласованности выявил диапазон Dice от 88.5% (между размет-
чиками разной квалификации) до 93.4% (повторная разметка одним экспертом).
Показатель Dice при сравнении «модель – эксперт» составил 90.1%, что находит-
ся внутри диапазона человеческой вариабельности. Автоматический расчет пара-
метров баланса (PI, SS, PT, LL) выполнялся менее чем за 3 секунды со средним
отклонением от экспертных измерений не более 2.5◦. Выявлено, что наличие про-
тиворечивых меток в обучающей выборке (ошибки нумерации, геометрии конту-
ров) приводит к формированию у модели устойчивых ошибочных паттернов.

Разработанный веб-сервис обеспечивает автоматическое определение парамет-
ров позвоночно-тазового баланса с точностью, сопоставимой с уровнем экспертов.
Ключевым фактором, ограничивающим дальнейшее улучшение качества, явля-
ется не архитектура нейросети, а естественная вариабельность референтной раз-
метки. Полученные результаты подчеркивают необходимость совершенствования
протоколов разметки и внедрения многоэтапного контроля качества для создания
надежных клинических инструментов на основе искусственного интеллекта.

Исследование выполнено при поддержке Фонда содействия инновациям (до-
говор 325ГС1ИИС12-D7/102640 от 23.12.2024).
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От эксперимента к механическим свойствам:
редизайн магистерского курса по биомеханике губчатой кости

Иванов Д. В.
Саратовский национальный исследовательский государственный университет

им. Н. Г.Чернышевского, Саратов

Современное развитие персонализированной медицины требует подготовки
специалистов, способных решать задачи биомедицинского инжиниринга, предопе-
рационного планирования и выбора индивидуализированных имплантатов с уче-
том механических свойств тканей конкретного пациента. В этой связи особую зна-
чимость приобретает обновление образовательных продуктов, связывающих фун-
даментальную механику, биомеханику, экспериментальные методы и практико-
ориентированное обучение.

В работе представлен подход к редизайну магистерского курса «Научно-
производственная практика» по направлению «Механика и математическое мо-
делирование», реализуемого в Саратовском государственном университете. Пред-
лагаемое обновление курса основано на включении в учебный процесс натурных
экспериментов по подготовке и одноосному сжатию образцов губчатой костной
ткани, а также на анализе связи между механическими и структурными харак-
теристиками кости.

Методическая новизна проекта состоит в разработке простой, надежной и без-
опасной для учебного процесса технологии изготовления длинных образцов ко-
сти круглого поперечного сечения и проведении их механических испытаний. Та-
кой подход ориентирован на современные тенденции биомеханических исследова-
ний и позволяет формировать у магистрантов компетенции, выходящие за рамки
традиционных лабораторных работ с типовыми конструкционными материала-
ми. Важной особенностью курса является непосредственное участие студентов
в полном цикле работы: от подготовки образцов и проведения эксперимента до
обработки результатов и их интерпретации в контексте задач биомедицинского
моделирования.

Ожидается, что редизайн курса повысит качество подготовки магистров в об-
ласти биомеханики и математического моделирования, усилит их исследователь-
ские и прикладные навыки, а также создаст основу для последующего внедрения
технологий пациент-ориентированного моделирования в травматологии и ортопе-
дии. Дополнительным результатом станет разработка полного комплекта учебно-
методических материалов, апробированных с участием экспертного сообщества
и Ассоциации биомехаников.

Предлагаемый образовательный продукт может быть тиражирован в другие
инженерные и медико-технические программы, а его реализация способствует ин-
теграции научных исследований, экспериментальной биомеханики и современного
университетского образования.
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О реализации алгебраического мультигрида
в качестве предобуславливателя для решения СЛАУ

с симметричной разреженной матрицей

Игнатенко И. Д., Муратова Г. В., Крылов В. В., Мартынова Т. С.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Многосеточные методы (multigrid methods) считаются одними из самых быст-
рых численных алгоритмов для решения эллиптических уравнений в частных
производных, интегральных уравнений и других задач, задаваемых матричными
или решетчатыми структурами. Многосеточные методы характеризуются линей-
ной асимптотической сложностью O(n), при которой вычислительные расходы на
решение дискретной системы прямо пропорциональны числу неизвестных. В от-
личие от традиционных итерационных методов, эффективность которых снижа-
ется при уточнении сетки, скорость сходимости многосеточных методов не зави-
сит от количества узлов, что позволяет эффективно решать задачи сверхбольших
размерностей.

В основе классического геометрического мультигрида лежит взаимодействие
двух принципов: сглаживание ошибок и коррекция на грубой сетке. Стандартные
релаксационные процедуры, такие как метод Гаусса— Зейделя, обладают силь-
ным сглаживающим эффектом. Результатом их применения является быстрое
устранение осциллирующих компонент ошибки, однако низкочастотные компо-
ненты при этом практически не изменяются. Многосеточный подход устраняет
это ограничение за счет представления ошибки, гладкой на мелкой сетке, как
высокочастотной на более грубой сетке с меньшим числом узлов, где она может
быть эффективно устранена при помощи классических методов релаксации.

При помощи алгебраического многосеточного метода (AMG) изложенные
принципы могут быть применены для решения задач, в которых трудно или вовсе
невозможно построить иерархию геометрических сеток. Примерами таких задач
являются неструктурированные сетки, анизотропные задачи и декомпозиция об-
ласти. В отличие от геометрического мультигрида, AMG не требует определения
исходной задачи на сетке и работает непосредственно с матрицей коэффициентов,
автоматически выстраивая иерархию «грубых» уровней и операторы переноса ис-
ключительно на основе алгебраических связей между переменными.

В данной работе рассматривается реализация метода алгебраического муль-
тигрида с простым интерполяционным шагом применительно к задачам теории
упругости в статической постановке. Результаты решения задач сравниваются
с решениями, полученными с помощью прямых и итерационных методов, приме-
няемых в пакете ACELAN-COMPOS.

Исследование поддержано грантом № FENW-2026-0031, выполняемом в Юж-
ном федеральном университете.
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Влияние фюзеляжа БПЛА на акустическое поле:
сравнение натурного и вычислительного эксперимента

Казаков Е. А.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

В задаче современного дизайна мультироторного БПЛА выбор формы фюзе-
ляжа определяют в первую очередь показатели аэродинамики и эргономики. Тем
не менее, акустические характеристики, влияющие на заметность БПЛА, про-
стоту идентификации и степень его экологической безопасности, также весьма
существенны. В данной работе рассматривается влияние распространённого типа
фюзеляжа квадрокоптера в виде вытянутого прямоугольного параллелепипеда
на картину его акустического поля.

Для постановки натурного эксперимента был использован квадрокоптер клас-
сической компоновки Hyper Paladin (размах пилонов 160×230 мм, четыре двухло-
пастных пропеллера с длиной лопасти 70 мм), задействованный в режиме висения
(«hover»), анализатор спектра DEWESoft SIRIUS для записи и обработки акусти-
ческого сигнала и система из трёх всенаправленных микрофонов, расположенных
в плоскости БПЛА на дистанции в 1 метр в направлениях строго перед квадро-
коптером и с поворотом на 30 и 90 градусов, что позволяет регистрировать аку-
стический сигнал, распространяемый прямо по курсу (два передних пропеллера
не перекрываются никакими другими элементами конструкции), сбоку (остаются
не перекрытыми один передний и один задний пропеллер), а также гибридный
диагональный вариант.

В среде моделирования Ansys CFX система была представлена упрощённой
моделью, в которой было решено пренебречь пилонами и мотогондолами, а кор-
пус представлял собой прямоугольный параллелепипед. Основной исследуемый
объём воздуха представлен в виде цилиндра радиуса 1.2 м и высотой 0.15 м.
4 вспомогательных объёма воздуха содержат в себе подробные 3D-модели левых
и правых воздушных винтов, по форме являются телами вращения и вращают-
ся с частотой, соответствующей реальной скорости вращения пропеллера, полу-
ченной экспериментально. Расчёт нестационарный, размеры элементов и шаг по
времени подобраны таким образом, чтобы монитор – точки, расположенные в ле-
вой полуокружности радиуса 1 м с шагом в 30 градусов, регистрировали подроб-
ный акустический сигнал в виде показателей давления воздуха. Такое располо-
жение позволяет смоделировать позиции всенаправленных микрофонов, а также
несколько дополнительных положений регистрации сигнала. Также в ходе расчё-
та отслеживалась сила тяги каждого из пропеллеров.

Используя такую конфигурацию пропеллеров, были найдены зависимости кар-
тины акустического поля от размеров фюзеляжа и его исходной формы в виде
параллелепипеда, цилиндра и усечённого конуса.
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Моделирование нестационарных термомеханодиффузионных процессов
в сплошном цилиндре под действием объемных возмущений

Казимиров Д. О., Земсков А. В.
Московский авиационный институт (национальный исследовательский

университет), Москва

В работе рассматриваются явления взаимодействия механических, темпера-
турных и диффузионных полей в деформируемых твердых телах. Подобные про-
цессы имеют широкую область практического применения и особенно актуальны
для анализа нестационарных состояний в цилиндрических элементах конструк-
ций, широко используемых в авиационно-космической технике, энергетике и ма-
шиностроении. Кроме того, аналогичные модели востребованы при описании био-
механических систем. В частности, при исследовании костных тканей и систем ти-
па «кость – имплант» принципиальное значение имеет учет конечных скоростей
распространения тепловых и диффузионных возмущений, обусловленных нали-
чием релаксационных эффектов.

Предлагается полярносимметричная модель термомеханодиффузии для мно-
гокомпонентной ортотропной сплошной среды. Математическая постановка за-
дачи включает линеаризованное уравнение движения сплошной среды, а также
линеаризованные уравнения тепло- и массопереноса — обобщение теории Лорда—
Шульмана и закона Фика с учетом релаксации тепловых и диффузионных пото-
ков. Постановка задачи дополняется нулевыми начальными условиями, соответ-
ствующими невозмущённому состоянию цилиндра в начальный момент времени,
а также граничными условиями на перемещения и на тепловые и диффузионные
потоки.

Для решения нестационарной задачи используется алгоритм, основанный
на интегральных представлениях искомых полей в виде сверток функций Гри-
на с функциями, задающими объемные возмущения. Для построения функций
Грина применяется преобразование Лапласа по времени, после чего по радиаль-
ной координате выполняется разложение по собственным функциям, определя-
емым из соответствующей спектральной задачи с учетом граничных условий.
Это позволяет свести исходную систему уравнений и граничных условий к си-
стеме линейных алгебраических уравнений относительно изображений искомых
величин. Обращение преобразования Лапласа осуществляется с использованием
теории вычетов и таблиц операционного исчисления.

Таким образом, предложенная модель позволяет исследовать взаимное вли-
яние механических, температурных и диффузионных полей в цилиндрических
элементах конструкций с учетом релаксационных эффектов тепло- и массопе-
реноса. Преимуществом предложенного подхода является возможность получе-
ния аналитического решения задачи, что обеспечивает детальный анализ меха-
низмов взаимодействия полей и параметрическое исследование влияния физико-
механических характеристик среды.
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Цифровые модели персонализированных культеприемных гильз,
изготавливаемых с помощью аддитивных технологий

Канищев К. К., Октябрьская А. М., Дзуцев Г. А., Сайченко Н. Д.
Институт математики, механики и информатики, Кубанский

государственный университет, Краснодар

Протезирование является важным этапом реабилитации пациентов после ам-
путации конечностей, способствующим восстановлению их физической активно-
сти и улучшению психологического состояния. Одним из факторов, способству-
ющих повышению качества жизни после протезирования, является учет индиви-
дуальных физиологических особенностей пациента при изготовлении протезно-
ортопедического изделия и, в первую очередь, такой его важной части, как куль-
теприемная гильза, которая находится в постоянном контакте с телом человека
и обеспечивает правильное распределение нагрузки и фиксацию протеза на оста-
точной конечности. На практике пока сохраняется традиционный подход к про-
тезированию нижних конечностей, который опирается на изготовление слепков
из гипса вручную. Этот процесс не только трудоёмкий и длительный, но и требу-
ющий высококвалифицированных специалистов узкого профиля. Внедрение со-
временных цифровых технологий должно позволить облегчить процесс проте-
зирования. Такой подход включает следующие этапы: оптическое сканирование
культи, цифровое моделирование и непосредственно 3D-печать. Это обеспечивает
высокую точность, воспроизводимость и возможность создания сложных функци-
ональных структур (например, градиентной жёсткости или ячеистых демпфиру-
ющих зон), недоступных или чрезвычайно трудоемких при ручном изготовлении.

В работе рассматривается механический анализ культеприемных гильз, напе-
чатанных из композитных полимеров, с целью выявить причины, по которым па-
циенты принимают или отклоняют те или иные конструкции. В качестве входных
данных используются уточненные значения упругих модулей (модуль Юнга, ко-
эффициент Пуассона, плотность), полученные неразрушающим ультразвуковым
методом. Для моделирования поведения моделей культеприемных гильз использо-
вался COMSOL Multiphysics и CAE Fydesis. Геометрия поверхностей получалась
из реальных клинических случаев ООО «ОртоМаркет».

Реализованы численные эксперименты, включающие в себя статический ана-
лиз, моделирующий взаимодействие внутренней поверхности гильзы с культей,
моделирование деформационного отклика при динамических нагрузках, соответ-
ствующих фазам походки, параметрическое исследование влияния толщины сте-
нок и локальной архитектуры на общую податливость конструкции.

Получены результаты между распределением контактного давления и пред-
почтениями пациентов, выявлены критические диапазоны локальной жёсткости,
а также сформулированы рекомендации по подбору материала и топологии гиль-
зы в зависимости от морфологии культи и массы пациента. Полученные модели
могут быть интегрированы в специализированное программное обеспечение, де-
лая возможным переход от эмпирического подбора к предиктивному проектиро-
ванию и повышая эффективность 3D-печатных медицинских изделий.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Кубанского научного
фонда, ООО «Орто-Маркет» в рамках проекта № НТИП-25.1/8.



47

Получение пористых полимерных и ячеистых металлических
конструкций имплантатов

Килина П. Н., Дроздов А. А., Зубенин Я. И.
Пермский национальный исследовательский политехнический университет,

Пермь

Создание имплантатов для замещения и восстановления костной ткани на се-
годняшний день является наиболее изучаемой биомедицинской областью приме-
нения аддитивных технологий, в основном из-за повышенных требований с точки
зрения прочности и пористости конструкций, размера пор и соответствия анато-
мической структуре, которые невозможно обеспечить другими методами. В зави-
симости от степени дефекта и места его локализации используются как металли-
ческие, так и полимерные изделия.

Целью работы является селективное лазерное сплавление металлических яче-
истых конструкций и FDM/FFF-печать пористых полимерных имплантатов.

Селективное лазерное плавление (SLM) порошков Ti6Al4V и TiNi проводилось
на установке Realizer SLM 50 в защитной атмосфере аргона высокой чистоты.
В качестве полимера был выбран модельный материал PET-G. Для FDM/FFF-
печати был использован 3D-принтер P3 steel 200 pro с модифицированной печа-
тающей головкой. Технология включала получение исходного полимерного прут-
кового материала, растворение, введение порообразователя, последующая сушка
материала, формование, сушка и калибровка прутка. Исследование микропори-
стости полимерных и металлических материалов проводилось на сканирующем
электронном микроскопе COXEM EM-30AXPlus. Также для анализа металличе-
ских материалов был задействован микрофокусный томограф Nikon XT H 225
ST, для полимерных — конфокальный микроскоп Olympus LEXT OLS4100.

На основе порошков Ti6Al4V и TiNi со средним размером частиц 39.48 мкм
и 26.12 мкм соответственно получены регулярные ячеистые структуры при мощ-
ностях лазера в диапазоне 30 – 40 Вт и скоростях 0.2 – 0.8 м/с. Толщина перемычек
ячеистых образцов, полученных селективным лазерным плавлением, составила
от 150 мкм, макропористость 93 – 97%. По данным томографических и металло-
графических исследований микропористость образцов составила менее 1%, раз-
мер пор от 1 до 20 мкм.

Для модельного материала (PET-G) была отработана технология и напечата-
ны образцы с пористой нерегулярной структурой. В процессе FDM/FFF-печати
были определены рациональные режимы и содержание порообразователя, обес-
печивающего наибольшую пористость. При температуре печати 220◦C, скорости
печати 20 мм/с, добавки порообразователя в 1.5% по массе пористость составила
59.8%, размер пор варьировался от 3 до 200 мкм. В результате проведенного экс-
периментального исследования была показана возможность получения пористых
полимерных материалов из прутковой заготовки, полученной введением порооб-
разователя в раствор полимера.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 25-79-10169, https://rscf.ru/project/25-79-10169/).
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Исследование влияния кубической анизотропии меди
на диаграмму направленности бегущих волн

Киселев О. Н., Дьяченко К. В., Татаркин А. А., Еремин А. А.,
Глушков Е. В., Глушкова Н. В.

Институт математики, механики и информатики, Кубанский
государственный университет, Краснодар

Известно, что монокристаллы меди обладают сильной кубической анизотро-
пией с фактором анизотропии A = 2C44/(C11 − C12) ∼ 3.19. К тому же в неко-
торых направлениях, например, при растяжении вдоль оси <011> коэффициент
Пуассона становится отрицательным, т. е. медь является ауксетиком. Такие свой-
ства существенно сказываются на направленности упругих волн, возбуждаемых
в образцах из меди, в частности, поверхностных рэлеевских волн в однородном
полупространстве или бегущих волн Лэмба в пластине. Численное моделирование
показывает зависимость скорости и амплитуды волн, возбуждаемых локальным
поверхностным источником, от направления распространения вплоть до появле-
ния доминирующих лепестков диаграмм направленности, резонансных пиков ам-
плитуды, каустик и дополнительных мод.

Для проверки выявленных в ходе моделирования эффектов проведены экс-
периментальные измерения характеристик поверхностных волн, возбуждаемых
в медных пластинах круговыми пьезоактуаторами, генерирующими широкопо-
лосные нестационарные сигналы. Механические колебания образца регистриро-
вались с помощью лазерного виброметра вдоль лучей, прочерченных из центра
источника вдоль различных направлений. В результате эксперимента получена
серия B-сканов, дискретное преобразование Фурье которых по радиусу измере-
ния r и времени t дает H-функции, визуализирующие дисперсионные кривые бе-
гущих волн на плоскости волновое число – частота. Для анализа угловой зави-
симости амплитуды поверхностных волн, которая теоретически характеризуется
наличием резких пиков, проводились измерения вдоль дуг постоянного радиуса.

В процессе моделирования высокочастотных волн Рэлея, а также бегущих
волн Лэмба, которые возбуждаются в упругой пластине, изготовленной из меди,
применяется полуаналитический метод. Данный метод предполагает использо-
вание явных асимптотических представлений, выраженных через элементы мат-
рицы Грина, соответствующей исследуемым образцам. Полученные результаты
численного моделирования сопоставляются с данными, полученными в экспери-
ментальных исследованиях.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 24-11-00140, https://rscf.ru/project/24-11-00140/).
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Методы глубокого обучения для автоматической идентификации
маркеров в системах захвата движений

Клишковская Т. А.1, Аксенов А. Ю.2
1Независимый исследователь, Санкт-Петербург

2Национальный медицинский исследовательский центр травматологии
и ортопедии им. акад. Г.А.Илизарова МЗ России, Курган

Автоматическая идентификация маркеров является одним из ключевых эта-
пов обработки данных оптических систем захвата движений, позволяющим суще-
ственно сократить трудоёмкость подготовки кинематических данных для биоме-
ханического анализа. Именование маркеров, как правило, выполняется вручную
или полуавтоматически с участием оператора, что занимает значительное вре-
мя и может быть подвержено ошибкам. Применение методов глубокого обучения
открывает новые возможности для автоматизации данного процесса.

Задача состоит в присвоении меток точкам облака, где каждой точке необ-
ходимо присвоить метку из множества известных анатомических классов либо
отнести её к категории неизвестных. При этом метод должен обеспечивать инва-
риантность к перестановке точек во входных данных, к положению, ориентации
и масштабу субъекта, а также учитывать, что каждая метка может быть назна-
чена только один раз.

Среди современных подходов можно выделить несколько направлений. Пол-
носвязные нейронные сети используют признаки отдельных маркеров, однако не
учитывают глобальный контекст облака. Рекуррентные архитектуры, в частно-
сти BiLSTM, эффективно используют временную согласованность траекторий,
но применимы только при наличии динамических данных. Архитектуры для обла-
ков точек, такие как PointNet, обрабатывают всё облако целиком, обеспечивая ин-
вариантность к перестановкам. Графовые нейронные сети моделируют маркеры
как вершины графа, что естественным образом отражает анатомическую струк-
туру. Перспективным направлением являются архитектуры Transformer, позво-
ляющие каждой точке учитывать информацию обо всех остальных. Отдельным
направлением является обучение на синтетических данных, генерируемых на ос-
нове параметрических моделей тела. Однако, применение данных методов со-
пряжено с рядом сложностей: необходимость больших размеченных датасетов,
чувствительность к качеству входных данных и пропускам маркеров, значитель-
ная вариабельность антропометрических параметров (дети и взрослые), а также
сложность адаптации к различным протоколам маркировки.

Несмотря на имеющиеся ограничения, методы глубокого обучения показы-
вают более высокую точность в ряде задач. Наиболее перспективны архитекту-
ры, учитывающие глобальную структуру облака и взаимное расположение точек.
Дальнейшее развитие данного направления позволит автоматизировать обработ-
ку данных захвата движений, что особенно актуально для клинического анализа
походки и спортивной биомеханики.
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Исследование устойчивости и чувствительности математической
модели клетки эукариот при статическом сдвиговом нагружении

Князев Н. А., Никитюк А. С., Наймарк О. Б.
Институт механики сплошных сред УрО РАН, Пермь

Эукариотическая клетка представляет собой фундаментальную структурно-
функциональную единицу организма человека и принимает участие во множе-
ственных процессах его жизнедеятельности: деление и пролиферация, миграция,
адгезия, поддержание формы, транспорт веществ, синтез белков и АТФ, апоптоз
и т. д. Описание этой сложной динамической системы обусловлено с одной сторо-
ны взаимодействием клетки с окружающей средой (соседними клетками, внекле-
точным матриксом, сигнальными молекулами), а с другой стороны необходимо-
стью учёта изменения внутренней структуры клетки, непосредственно влияющей
на её свойства. Морфологические и функциональные изменения клеток происхо-
дят под влиянием различных биохимических и физических стимулов. Установ-
ление механизмов, лежащих в основе фенотипических изменений клеток, пред-
ставляет большой интерес как с фундаментальной, так и с практической точки
зрения для определения новых методов диагностики патологических заболеваний
человека.

В настоящей работе выполнено численное моделирование статического сдвиго-
вого нагружения клетки с использованием нелинейной статистико-термодинами-
ческой модели, учитывающей ориентационные и вязкоупругие свойства цитоске-
лета клетки. Проведена модификация предложенной модели с целью сокращения
числа идентифицируемых параметров модели с пяти до четырёх. В процессе моде-
лирования построена кривая зависимости сдвиговой деформации клетки от вре-
мени при постоянных сдвиговых напряжениях в клетке. Для идентификации па-
раметров модели была решена задача оптимизации для достижения наилучшего
совпадения численных результатов с сглаженной экспериментальной зависимо-
стью, полученной для клеток линии A549.

Главным этапом работы стало исследование чувствительности и устойчиво-
сти модели при возмущении начальных данных, идентифицируемых параметров
и оператора правой части, определяющего соотношения модели. Методом Монте-
Карло были заданы множества возмущений численного решения с предельной
величиной отклонения от 1 до 5%. В рамках каждой отдельной реализации бы-
ли вычислены относительные нормы разности возмущенного и базового решений.
В результате были построены графики зависимости математического ожидания
и среднеквадратичного отклонения полученных норм для каждого отдельного
множества от предельной величины возмущений начальных данных, параметров,
оператора правой части, сделаны выводы об устойчивости модели. При возму-
щении идентифицируемых параметров также проведён анализ чувствительности
модели, выделены наиболее чувствительные параметры модели.
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Об оценке параметров упругого опирания пластины
для модели Тимошенко

Козаченко И. С.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Изучение деформирования неоднородных структур, в том числе пластин, в по-
следние годы имеет множество приложений, в таких областях, как геофизика,
авиа- и машиностроение, приборостроение и биомеханика. В частности, важной
стороной этого вопроса является решение обратных задач по восстановлению
параметров изучаемого объекта, если известно его деформированное состояние
в некоторой области или в наборе точек. В настоящей работе ставится цель по-
строения решения ряда обратных задач по восстановлению параметров дефор-
мированной пластины на краю, характеризующих ее упругое опирание, и оценка
влияния входных данных на точность полученных результатов при решении об-
ратной задачи.

В работе рассматривается осесимметричное деформирование неоднородной
круглой упругой изотропной пластины переменной жесткости заданного радиуса
при наличии упругого опирания на краю, которое моделируется двумя коэффици-
ентами. Решена задача о деформировании пластины под действием постоянного
или переменного давления на основе вариационного принципа Лагранжа в рамках
модели Тимошенко. Численное решение задачи о минимизации функционала по-
тенциальной энергии производилось с помощью метода Ритца. Была исследована
сходимость и точность решения в зависимости от числа координатных функций.
Получено аналитическое решение при постоянной жесткости и решен ряд обрат-
ных задач по восстановлению параметров, моделирующих упругую заделку для
этого случая, изучены предельные случаи.

В ходе исследования получены приближенные решения для прогиба и угла
поворота при различных параметрах пластины в случае переменной жесткости,
оценено их влияние на положение точки перегиба. Решены две обратные задачи
по восстановлению параметров, характеризующих упругую заделку в случае по-
стоянной жесткости. В первой постановке задачи полагалось, что известен прогиб
и угол поворота деформированной пластины в одной точке, во второй — что из-
вестен прогиб деформированной пластины в двух различных точках. Проведен
ряд вычислительных экспериментов при различных законах изменения жестко-
сти, оценено влияние параметров системы на точность полученных результатов
в ходе решения обратных задач.

Автор выражает благодарность А. О. Ватульяну за внимание к работе.



52

Влияние эффектов релаксации электрического заряда,
поверхностного натяжения и вязкости на капиллярные осцилляции

излучающей заряженной капли

Колбнева Н. Ю.
Ярославский государственный университет им. П. Г. Демидова, Ярославль

Осциллирующая заряженная жидкая капля играет важную роль в много-
численных приложениях: от разработки жидкометаллических источников ионов
и каплеструйной печати до проблем грозового электричества и химической тех-
нологии. Однако, характерное гидродинамическое время субмикронных и мик-
ронных капель сравнимо с характерным временем релаксации. В связи с этим
релаксационные явления могут оказать заметное влияние на затухание капилляр-
ных осцилляций и изменение интенсивности электромагнитного излучения капли,
несущей ускоренно движущийся нескомпенсированный заряд.

Математическая модель задачи о капиллярных осцилляциях заряженной кап-
ли вязкой жидкости с конечной проводимостью и возникающего при этом элек-
тромагнитного излучения состоит из основных уравнений электрогидродинамики
с граничными и естественными дополнительными условиями, а также содержит
граничные условия для учета эффекта релаксации заряда. Для учета эффектов
релаксации вязкости и поверхностного натяжения введены комплексная кинема-
тическая вязкость и комплексный динамический коэффициент поверхностного
натяжения по формулам Максвелла. Задача решалась аналитически асимптоти-
чески в линейном приближении по малому параметру безразмерной амплитуды
осцилляций.

Установлено, что эффект релаксации заряда приводит к возникновению заря-
дово-релаксационного апериодического течения и затухающих капиллярных ос-
цилляций вязкой жидкости. Конечность скорости переноса электрического заряда
приводит к изменению величины интенсивности радиоизлучения: на порядок ни-
же по сравнению с идеальным проводником и на два порядка выше по сравнению
с идеальным диэлектриком.

Выявлено, что эффект релаксации поверхностного натяжения полярной жид-
кости приводит к появлению релаксационного апериодического течения жидко-
сти и затухающих капиллярных осцилляций релаксационной природы, обуслов-
ленных перестройкой двойного электрического слоя. В затухании осцилляций об-
лачных капель определяющую роль играет эффект релаксации поверхностного
натяжения.

Обнаружено, что эффект релаксации вязкости жидкости приводит к появле-
нию релаксационного апериодического упругого течения жидкости и затухающих
вязкоупругих осцилляций. Выявлен нечетко выделенный диапазон частот внеш-
него воздействия, в котором жидкость обладает вязкоупругими свойствами при
наличии крайних ситуаций: упругих свойств течения жидкости при отсутствии
влияния вязкости на затухание в случае малых облачных капель и вязкого тече-
ния жидкости внутри крупных дождевых капель.
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Индентирование мембраны из материала Муни —Ривлина

Колесников А. М.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

В данной работе представлены результаты математического моделирования
задачи индентирования сферическим индентором круговой мембраны, изготов-
ленной из материала Муни —Ривлина, сплошной и с отверстием по центру, ре-
зультаты экспериментов по индентированию высокоэластичной тонкой пластинки
и рассмотрены методы определения постоянных материала для модели Муни—
Ривлина (и как частного случая для неогуковской модели).

Математическая модель строится в рамках нелинейной теории высокоэластич-
ных мембран при конечных деформациях. Процесс считается квазистатичным,
а деформация — осесимметричной. Контактное взаимодействие индентора с мем-
браной описывается с учётом трения, которое моделируется с помощью закона
Кулона. Построенная модель представляет собой краевую задачу с параметром
для системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, решение
которой находится численно с помощью метода пристрелки.

Основным результатом моделирования является построение зависимости меж-
ду силой вдавливания и перемещением индентора, двумя основными интеграль-
ными характеристиками, регистрируемыми в экспериментах при индентировании.
Численные результаты получены для различных значений параметров задачи:
материальных постоянных, размера сферического индентора, коэффициента тре-
ния, предварительного натяжения мембраны и размера отверстия.

Результатами экспериментов являлись зависимости между силой вдавлива-
ния и перемещением индентора при различных условиях контакта (со смазкой
и без смазки) для сплошных образцов и образцов с отверстиями разных разме-
ров. Для проведения опытов была разработана специальная оснастка для универ-
сальной испытательной машины Shimadzu AGS-X, позволяющая предварительно
растягивать образцы.

На основе массива данных математического моделирования рассмотрены
два метода определения материальных постоянных для модели Муни—Ривлина
и неогуковской модели. Для сплошных круговых мембран метод основан на со-
поставлении теоретической и экспериментальной кривых «сила вдавливания —
перемещение индентора». Для мембраны с отверстием сопоставляются данные
о максимальной силе и соответствующем ей перемещении. В работе приводится
сравнение найденных значений материальных постоянных со значениями, полу-
ченными из опытов на одноосное и равномерное двухосное растяжение.

Автор выражает благодарность А. В. Попову за помощь в проведении экспе-
риментов.
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Сравнение методов рефракционной лентикулярной хирургии
ReLEx SMILE и SmartSight

Корников В. В.1, Качанов А. Б.2, Бауэр С. М.1
1Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург

2Санкт-Петербургский филиал МНТК «Микрохирургия глаза»
им. акад. С.Н. Федорова, Санкт-Петербург

Сегодня миопия занимает лидирующую позицию среди аномалий рефракции.
С увеличением числа пациентов с различными аномалиями рефракции проис-
ходит эволюция лазерной коррекции зрения, появляются современные методы
и технологии рефракционной хирургии. Новейшими технологиями лентикуляр-
ной хирургии в настоящее время являются ReLEx SMILE, CLEAR и SmartSight.

Ставится задача провести статистический сравнительный анализ современ-
ных методов рефракционной лентикулярной хирургии. Для этого анализирова-
лась база клинических данных, полученных у пациентов, обследованных до про-
ведения операции по технологии SmartSight и CLEAR до и после операции. База
включала в себя 208 глаз пациентов с различной степенью миопии. Для анали-
за вводится новый параметр — сфероэквивалент рефракции (SEq) по формуле
SEq = Sph + 1

2
Cyl. Миопия слабой степени характеризовалась значениями по-

казателя SEq в диапазоне от −3.25 до 0. Миопия средней степени определялась
в диапазоне от −6.25 до −3.25 и миопия высокой степени задавалась диапазоном
до −6.25 или ниже. Для анализа возможных различий в планируемых операци-
ях по коррекции зрения были выбраны показатели: CCT (центральная толщина
роговицы), Avg K 6.0 mm (средняя кривизна роговицы в зоне 6.0 мм), IOP (внут-
риглазное давление, ВГД), Axial (передне-задняя ось глаза, ПЗО), ACD (глуби-
на передней камеры), LENS (толщина хрусталика по передне-задней оси), полу-
ченные до проведения операции по коррекции зрения. Для каждой из степеней
миопии были вычислены основные статистические характеристики и построены
гистограммы для визуальной оценки нормальности распределения изучаемых по-
казателей. Чтобы проверить предположение о равенстве средних в трех группах
миопии использовали однофакторный дисперсионных анализ.

Показано, что предположение о равенстве средних в трех группах миопии под-
тверждается только для характеристик LENS и CCT. Для попарного выявления
различия в средних значениях в группах использовали t-критерий Стьюдента
для независимых выборок. Получили значимое различие средних только по ха-
рактеристике Axial. Далее была поставлена задача построения дискриминантных
функций, с помощью которых могли бы проверить статистическую достоверность
вхождения анализируемых глаз в установленные группы степени миопии. Были
построены две ортогональные функции:

y1 = 1.399 · Avg K 6 mm + 1.666 · Axial − 0.767 · ACD,
y2 = −0.380 · Avg K 6 mm + 0.367 · Axial + 0.618 · ACD

В результате 78.8% исходных сгруппированных наблюдений были классифициро-
ваны правильно.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Санкт-Петербургского
государственного университета (проект № 116636233).
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Асимптотическая теория нестационарного
напряженно-деформированного состояния оболочек вращения

при ударных нагрузках общего вида

Коссович Л. Ю., Кириллова И. В., Крылова Е. Ю., Куликова С. В.
Саратовский национальный исследовательский государственный университет

им. Н. Г.Чернышевского, Саратов

Доклад посвящён построению асимптотических схем декомпозиции неста-
ционарного напряженно-деформированного состояния тонких упругих оболочек
вращения на составляющие с различными значениями показателей изменяемо-
сти по пространственным координатам и показателей динамичности по времени.
При этом полнота рассматриваемых систем декомпозиции обеспечивается опре-
делением так называемых областей согласования соседних (в области продольная
координата – время) составляющих, в которых с некоторыми асимптотическими
погрешностями совпадают их разрешающие уравнения.

В предыдущих работах авторов построена такая асимптотическая теория для
случая ударных торцевых нагрузок, изменяющихся для напряжений по времени
как функция Хевисайда, и являющихся постоянными по нормальной координа-
те в случаях тангенциальных воздействий продольного типа и нормальных воз-
действий, а также линейных в случае тангенциальных воздействий изгибающего
типа.

В зависимости от типа нагрузки используются такие составляющие напря-
женно-деформированного состояния, как безмоментная и моментная составляю-
щие Кирхгофа —Лява, антисимметричная и симметричная по нормальной коор-
динате коротковолновые высокочастотные составляющие, а также симметричные
и антисимметричные гиперболические погранслои в окрестности фронтов волн
расширения и сдвига, параболический погранслой в окрестности ложного фронта
двумерной волны растяжения – сжатия, эллиптический погранслой в окрестно-
сти условного фронта волны Рэлея и квазистатический погранслой в окрестности
торца.

В общих случаях торцевых ударных воздействий следует выделять сначала
вышеназванные составляющие, обеспечивающие наиболее полное представление
нестационарного напряженно-деформированного состояния оболочек вращения
своими компонентами. Оставшиеся составляющие торцевых ударных воздействий
можно разделить на две группы: ударные самоуравновешенные и гладкие по вре-
мени составляющие.

Ударные самоуравновешенные составляющие определяют картину в соответ-
ствии с принципом Сен-Венана, обобщенным на случай нестационарного напря-
женно-деформированного состояния в тонких конструкциях: оно является суще-
ственным только в окрестности торца (квазистатический погранслой) и в окрест-
ности соответствующих волновых фронтов расширения и сдвига (гиперболиче-
ский погранслой).

Гладкие по времени составляющие нагрузки дают, в зависимости от типа воз-
действия, только безмоментную или изгибную составляющую, корректируемую
в окрестности торца квазистатическим погранслоем.
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Численное и аналитическое исследование
влияния формы края цилиндрического штампа с плоской подошвой
на напряженно-деформированное состояние градиентного покрытия

Кренев Л. И., Кренев Д. А.
Донской государственный технический университет, Ростов-на-Дону

В работе рассмотрена осесимметричная статическая задача о внедрении глад-
кого цилиндрического штампа с плоской подошвой в градиентное покрытие, сцеп-
ленное с упругим полупространством. Модуль Юнга и коэффициент Пуассона
покрытия изменяются по его глубине по произвольным заданным законам.

Для аналитического решения поставленной задачи использовано преобразова-
ние Ханкеля, полученная система обыкновенных дифференциальных уравнений
с функциональными коэффициентами интегрируется численно. Таким образом,
решение смешанной задачи о внедрении плоского штампа с острым или округлым
краем в непрерывно-неоднородное по глубине полупространство сводится к реше-
нию системы парных интегральных уравнений.

С помощью специальных преобразований она приводится к более простому
виду. Затем ядро аппроксимируется дробно-рациональным выражением.

Решение системы дифференциальных уравнений, полученной с помощью опе-
рационного исчисления, представляется суммой общего решения однородного
и частного неоднородного на отдельных участках области определения с неиз-
вестными комплексными константами.

Обратным преобразованием Фурье находится выражение для трансформанты
распределения контактных давлений, затем с помощью обратного преобразова-
ния Ханкеля находится распределение контактных давлений. Подстановкой най-
денного решения в исходное уравнение (в упрощенном виде) строится система
линейных уравнений для определения коэффициентов.

Численное (конечно-элементное) решение получено с помощью комплекса
Ansys. При разбиении на конечные элементы покрытия и подложки применен
восьмиузловой Plane82. Для описания жестко-податливого контакта использова-
ны элементы Targe169 и Conta172. Непрерывное изменение упругих характери-
стик покрытия моделируется послойным разбиением на элементы со свойствами
материала, соответствующими середине слоя. Подробно рассмотрен случай, когда
радиус штампа с плоской подошвой равен толщине покрытия. Проанализировано
влияние размеров элементов и границ исследуемой области на точность получен-
ного решения.

Проведено сравнение численных результатов, отражающих напряженное со-
стояние под штампом для различных случаев изменения свойств в приповерхност-
ном слое. Также в работе проанализировано влияние геометрических параметров
штампа на распределение контактных давлений.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 22-19-00732-П, https://rscf.ru/project/22-19-00732/).
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Выявление ограничений интубации методом прямой ларингоскопии
с помощью предоперационного ультразвукового исследования гортани

Кренева Е. Л., Штрымов М. В., Малышев А. А., Лыхин В. Н.,
Лебедев С. С., Кренева М. Е., Болдырева Л. В.

Московский многопрофильный научно-клинический центр им. С.П. Боткина,
Москва

В настоящее время остается актуальным вопрос обеспечения безопасности ин-
тубации пациентов во время проведения анестезии. К сожалению, стандартные
шкалы оценки трудных дыхательных путей не обладают высокой диагностиче-
ской эффективностью. В последние годы появились клинические исследования,
которые посвящены интеграции ультразвукового исследования (УЗИ) в оценку
гортани и трахеи, а также поверхностных структур в области шеи для прогнози-
рования трудностей при интубации.

Авторами на базе ММНКЦ ГБУЗ им. С. П. Боткина обследовано 39 паци-
ентов перед проведением общей анестезии в условиях операционной. Пациенты
разделены на 2 группы по полу: 15 мужчин и 24 женщины, средний возраст муж-
чин составил 66.8 лет (95% ДИ: 59.6 – 74.0), женщин 64.6 лет (95% ДИ: 60.2 – 69.0).
УЗИ проведено конвексным и линейным датчиком Lumify (Philips). Контрольные
сканы оценивали толщину языка (TTS), расстояние от кожи до надгортанника
(DE), расстояние от кожи до голосовых связок (DSVC), расстояние от надгор-
танника до голосовых связок (SDEVC). Первая попытка интубации проводилась
методом прямой ларингоскопии клинком по типу Макинтош с последующей визу-
альной оценкой по шкале Кормака —Лихейна. Статистическая обработка данных
проведена с помощью IBM SPSS.

Во время исследования были выявлены различия в группах по возрасту
F = 1.55 (p = 0.16), антропометрических данных F = 5.92 (p = 0.00), а так-
же в размерах анатомических структур гортани F = 2.64 (p = 0.02). В груп-
пе женщин трудные дыхательные пути были выявлены в 1.5 чаще. По данным
обследования трудные дыхательные пути у женщин (Кормака—Лихейна более
3 баллов) показали сильную корреляционную связь с расстоянием между надгор-
танником и голосовыми связками менее 1 см (r = 0.78, p = 0.00), что соотносилось
с нашей гипотезой, согласно которой обзор голосовой щели при прямой ларинго-
скопии клинком Макинтош возможен не более, чем на 0.26 см. Также ROC-анализ
показал высокую зависимость расстояния между надгортанником и голосовыми
связками менее 1 см со значением более 3 баллов по шкале Кормака—Лихейна
(AUC 0.96 (95% ДИ: 0.88 – 1.00)).

УЗИ верхних дыхательных путей позволяет с высокой диагностической эф-
фективностью оценить риск трудной интубации и своевременно изменить тактику
ведения пациента.
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Сравнительный анализ блочно-разреженных форматов
хранения матриц для метода конечных элементов

Крылов В. В., Игнатенко И. Д.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Неотъемлемой частью моделирования методом конечных элементов является
решение систем линейных алгебраических уравнений для разреженных матриц
большой размерности.

Для эффективного решения таких задач матрицы обычно хранятся в сжатых
форматах. Это позволяет повысить локальность представления ненулевых эле-
ментов и ускорить вычислительные операции, например умножение разреженной
матрицы на вектор (операция SpMV, Sparse Matrix-Vector multiplication).

Одним из наиболее часто используемых сжатых форматов является Compres-
sed Sparse Row (CSR). В нём матрица представляется тройкой массивов:

• data, где последовательно хранятся ненулевые элементы исходной матрицы;

• row_ptr, где i-й элемент содержит позицию начала i-й строки в data;

• col_idx, где i-й элемент содержит номер столбца i-го элемента в data.

При параллельной реализации умножения по строкам формат CSR даёт суще-
ственный прирост производительности, особенно когда каждая строка содержит
небольшое число ненулевых элементов (например, матрица близка к диагональ-
ной). Вместе с тем асимптотическая сложность умножения отдельной строки рав-
на O(n), где n — количество столбцов исходной матрицы.

В рамках данной работы предложен альтернативный блочно-сжатый формат
хранения. По матрице строится регулярная сетка, которая объединяет группы
соседних элементов в блоки фиксированного размера. Хранятся только те блоки,
которые содержат ненулевые элементы; каждый блок однозначно задаётся парой
индексов — номером строки и номером столбца в наложенной сетке.

Разбиение матрицы на блоки позволяет построить параллельную реализацию
умножения на вектор: умножение каждого блока на соответствующий фрагмент
вектора выполняется независимо, в отдельных потоках. Такая схема позволяет
эффективнее распараллеливать вычисления.

В рамках тестирования разработанных программ использовались матрицы
из датасетов CYLSHELL, BFWAVE, SuiteSparse Matrix Collection. Проведено
сравнение производительности блочного алгоритма с реализацией на базе CSR,
а также с реализацией в MATLAB. Кроме того, изучена зависимость производи-
тельности операции умножения матрицы на вектор от размера блока.

В результате показан рост производительности блочного алгоритма: до 10 раз
по сравнению с MATLAB. Также отмечен прирост производительности до 5 раз
по сравнению с реализацией на основе CSR для матриц с нерегулярной разрежен-
ностью.
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Исследование влияния степени варусной деформации
на напряженно-деформированное состояние менисков коленного сустава
Крылова Е. Ю.1, Папкова И. В.1, Салтыкова О. А.2, Римский А. А.3

1Саратовский национальный исследовательский государственный университет
им. Н. Г.Чернышевского, Саратов

2Российский университет дружбы народов, Москва
3Первый МГМУ им. И.М. Сеченова, Москва

Артроз коленного сустава занимает лидирующие позиции в структуре заболе-
ваний опорно-двигательного аппарата человека. Он приводит к значительному на-
рушению функции коленного сустава и ухудшению качества жизни. К быстрому
развитию данной патологии может привести повреждение заднего корня внутрен-
него мениска коленного сустава, которое нередко совмещено с перегрузкой корня
мениска вследствие варусной деформации коленного сустава. В работе на основа-
нии результатов компьютерной томографии здоровой правой нижней конечности
человека была построена ее трехмерная модель в положении полного разгиба-
ния, включающая в себя бедренную, малоберцовую, большеберцовую, таранную
кость (с учетом как кортикальных, так и трабекулярных компонент), элементы,
моделирующие хрящи, покрывающие апексы бедренной и большеберцовой кости,
медиальный и латеральный мениски, межкостную мембрану, связочный аппарат
коленного и части голеностопного сустава. На основе этой модели построена мо-
дель с учетом варусной деформации за счет изменения внутрисуставной щели
коленного сустава.

В случае приобретенной варусной деформации коленного сустава, вследствие
изменения геометрии внутрисуставной щели, ткани мениска находятся в предна-
пряженном состоянии. Был проведен численный эксперимент с целью выявить
особенности НДС менисков коленного сустава в зависимости от степени варусной
деформации. Рассматривались углы варусности — 2◦, 4◦, 6◦. К модели прикла-
дывалась нагрузка моделирующая вес человека в 350 Н. Численный эксперимент
показал, что увеличение угла варусной деформации ведет к существенному росту
напряжений как на латеральном, так и на медиальном мениске. Малый варусный
угол (в 2◦) приводит к появлению зон повышенных напряжений в области заднего
корня медиального мениска. Максимальное значение напряжений не превышает
3.5 МПа. Рост угла варусности до 4◦ влечет появление зон повышенных напря-
жений в центральной части тела медиального мениска и областях, прилегающих
к переднему и заднему корню медиального мениска, максимум напряжений —
5.2 МПа. Напряжения на латеральном мениске также повышаются, область мак-
симальных напряжений в данном случае расположена на переднем корне, макси-
мальные значения напряжений не превышают 3 МПа.

В случае угла варусной деформации в 6◦ области максимальных напряже-
ний на медиальном мениске не меняют расположения, значения максимальных
напряжений выросли до 9.3 МПа. Локация области высоких напряжений на ла-
теральном мениске сохранилась, значения напряжений в ней поднялись до 5 МПа.
Данные значения напряжений не являются критическими, так как не превосходят
значения в 23 МПа, однако показывают серьезное влияние угла внутрисуставной
щели на НДС менисков.
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Математическая модель транспорта многокомпонентной взвеси
в русловых потоках

Кузнецова И. Ю.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Исследование процессов транспорта взвеси представляет собой одну из ак-
туальных задач русловой динамики и экологии водных систем. Традиционные
подходы к моделированию, основанные на концепции монодисперсного (однород-
ного) грунта, позволяют адекватно описывать широкий класс русловых процес-
сов. Однако, в природных условиях подавляющее большинство водных потоков
транспортирует взвешенный материал, неоднородный по своим физическим ха-
рактеристикам — размерам, плотности и форме частиц, что соответствует много-
компонентной (полидисперсной) взвеси. К числу таких систем относятся речные
потоки, переносящие смесь песчаных, илистых и глинистых частиц; сточные во-
ды, содержащие гетерогенные загрязняющие примеси; селевые потоки и другие
природные и антропогенные явления.

В настоящей работе предлагается математическая модель транспорта много-
компонентной взвеси на основе трехмерного уравнения конвекции – диффузии,
интегрированная с моделью гидродинамики мелководного водоема, базирующей-
ся на системе уравнений Навье—Стокса. При построении гидродинамического
блока в уравнение неразрывности вводится малый временной параметр — гипер-
болизатор, в соответствии с методом регуляризации Б.Н. Четверушкина. Приме-
нение данного подхода позволяет снизить вычислительную сложность решения
наиболее ресурсоемкого этапа гидродинамического расчета — задачи определе-
ния поля давления. Это, в свою очередь, создает предпосылки для разработки
эффективных параллельных алгоритмов, обеспечивающих численную реализа-
цию вычислительно трудоемких задач за регламентированное время, в том числе
с использованием суперкомпьютерных систем.

С целью повышения точности моделирования процессов переноса и седимен-
тации многокомпонентной взвеси предлагается использовать явно-неявную схему
расщепления, а также вихреразрешающие разностные схемы, обладающие устой-
чивостью при больших сеточных числах Пекле, что соответствует доминированию
конвективных механизмов переноса над диффузионными.

Для численной реализации предложенной математической модели разработан
программный комплекс на языке C++. В рамках вычислительных экспериментов
проведено моделирование процессов транспорта трех- и четырехкомпонентных
взвесей. В ходе экспериментов варьировались гранулометрический состав взвеси,
а также параметры отдельных фракций (размер, форма и плотность частиц). Раз-
работанный программный инструментарий позволяет моделировать как перенос
взвешенного материала в толще воды, так и процесс его осаждения на дно, что
дает возможность исследовать динамику изменения рельефа русла, процессы бе-
реговой эрозии, а также оценивать влияние взвешенных частиц на экологическое
состояние водоема.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 22-71-10102-П, https://rscf.ru/project/22-71-10102/).
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Рассматриваются динамические системы в окрестности нулевого равновесия
в критическом случае устойчивости. Типичным шагом при локальном исследо-
вании таких уравнений является применение метода центрального многообразия.
Этот метод заменяет изучение исходных уравнений системой на нейтральной по-
верхности (СНП). При этом размерность исходной системы уменьшается до раз-
мерности нейтрального спектра. Выражение коэффициентов СНП через коэф-
фициенты исходной системы традиционно считается отдельной задачей. Доклад
посвящен одному из решений этой задачи — полуинвариантным формулам для
коэффициентов СНП (Юдович В. И., Куракин Л. Г., ПММ, 1986), примененным
впоследствии во множестве работ. Полуинвариантность означает, что формула
использует не весь спектр устойчивости, а лишь его нейтральную часть. Такие
формулы особенно эффективны, когда нейтральный спектр имеет малую размер-
ность, в то время как размерность устойчивого спектра может быть велика.

Приведем пример. Задано автономное вещественное дифференциальное урав-
нение в Rn с нулевым равновесием:

u̇ = Au+K2u
2 +K3u

3 + . . . .

Здесь A : Rn → Rn — линейный оператор; Kmu
m — однородный степени m

оператор u 7→ Kmu
m, действующий в Rn, определяемый симметричным m-

линейным отображением (u1, u2, . . . , um) 7→ Km(u1, u2, . . . , um), причем Kmu
m :=

Km(u, u, . . . , u), u, u1, u2, . . . , um ∈ Rn.
Предположим, что спектр σ(A) оператора A представим в виде объединения

нейтрального σ0(A) и устойчивого σ1(A) спектральных множеств, причем:

σ0(A) := {±iω} (ω > 0), σ1(A) := {λ : λ ∈ σ(A), Reλ < 0}.

Комплексифицируем естественным образом пространство Rn, а K2, K3, . . . про-
должим до соответствующих комплексных отображений в Cn. За величинами,
связанными с векторным полем, сохраним прежние обозначения.

Нейтральным с. з. λ1,2 = ±iω отвечают с. в. {φ, φ∗}, {Φ,Φ∗} операторов A, A∗:
Aφ = iωφ, A∗φ∗ = −iωφ∗, A∗Φ = −iωΦ, A∗Φ∗ = iωΦ∗, ⟨φ, Φ⟩ = ⟨φ∗, Φ∗⟩ = 1.
Модельная система имеет вид:

ż = iωz + az|z|2, ż∗ = −iωz∗ + a∗z∗|z|2,

где a ∈ C, a = ⟨4K2(φ, h0) + 2K2(φ
∗, h) + 3K3(φ

2, φ∗), Φ⟩, Ah0 = −K2(φ, φ
∗),

h = (2iωI − A)−1K2φ
2.

В заключение в докладе рассматривается обобщение полуинвариантных фор-
мул на случай динамических систем с параметрами.

Работа Л. Г. Куракина выполнена в рамках темы № FMWZ-2025-0001 государ-
ственного задания ИВП РАН (регистрационный номер 122041100222-7).
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клапана

Кучумов А. Г.1, Селезнев М. А.1, Селиванов Г. Д.1, Пиль Н. Е.1,
Хорошев Д. В.2, Кутузова А. М.2

1Научно-технологический университет «Сириус», Сириус
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Пермь

Транскатетерная имплантация аортального клапана (ТИАК) является одним
из современных методов лечения аортального стеноза. Существующие протезы
имеют ограниченный выбор линейки размеров, что может приводить к регургита-
ции из-за недостаточно плотного прилегания протеза к аорте, низким градиентам
давления или повышенной тромбогенности после проведения операции. Поэто-
му необходимо развивать технологии создания новых конструкций с помощью
биомеханического подхода. Сетчатые конструкции с прогнозируемой геометрией
и физико-механическими свойствами позволят не только сократить сроки про-
изводственного цикла, но и решить ряд задач материаловедческого характера
с учетом биологических аспектов, например, обеспечивать адекватную радиаль-
ную жёсткость протезов.

Для исследований были разработаны 6 геометрий протезов, а также в каче-
стве референса использованы две модели коммерческих клапанов: Sapien и Evolut.
Также была разработана геометрическая модель корня аорты. В данном иссле-
довании была реализована математическая модель, основанная на методе взаи-
модействия жидкости и твёрдого тела, для оценки и прогнозирования гемодина-
мических и механических характеристик транскатетерных аортальных клапанов.
Численное моделирование позволяет оценить гидродинамические характеристи-
ки. В качестве начальных условий на входе в аорту задавалась функция скорости,
которая основана на данных эхокардиографии, а на выходе — физиологическое
давление, определённое двухэлементной моделью Виндкесселя. Результаты бы-
ли получены путем численного моделирования в программном пакете COMSOL
Multiphysics. В результате моделирования были получены основные метрики, ко-
торые позволяют оценить пригодность протеза и проанализировать изменение
гемодинамики после проведения ТИАК. Среди оценивающих параметров бы-
ли: пристеночные касательные напряжения, максимальные скорости потока кро-
ви, полезная площадь открытия створок, их перемещение, градиенты давления
и коэффициент изменения направления пристеночных касательных напряжений
на створках.

Наилучшие результаты по совокупности параметров показали две модели:
коммерческий имплант Evolut и одна из 6 разработанных геометрий.

Результаты получены при финансовой поддержке проекта «Развитие техно-
логии для проектирования численного моделирования и аддитивного производ-
ства сетчатых конструкций для транскатетерной имплантации аортального кла-
пана», реализуемого в рамках государственной программы федеральной террито-
рии «Сириус» «Научно-технологическое развитие федеральной территории «Си-
риус» (Соглашение № 27-03 от 07 июля 2025 г.).
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Перенос и перемешивание пассивных частиц
в периодических по времени режимах конвекции Дарси

Лавриненко Н. В.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Задача конвекции Дарси в прямоугольном контейнере D в переменных функ-
ции тока ψ(x, y, t) и отклонения температуры θ(x, y, t) от равновесного линейного
профиля описывается системой уравнений

∆ψ = θx, θt + ψyθx − ψxθy = ∆θ + λψx, (1)

где λ — фильтрационное число Рэлея. На границе D заданы граничные условия

ψ|∂D = 0, θ|∂D = 0. (2)

Задача обладает косимметрией, что проявляется в первом бифуркационном пере-
ходе: от состояния покоя ответвляется однопараметрическое семейство устойчи-
вых стационарных режимов. При увеличении λ происходит ряд нетривиальных
бифуркаций, в частности, приводящих к возникновению различных периодиче-
ских режимов. В работах В. Н. Говорухина и И.В. Шевченко показано, что сце-
нарии возникновения нестационарных режимов зависят от размеров D и λ. К ним
относятся: рождение устойчивого и неустойчивого периодических режимов в ре-
зультате односторонней бифуркации; рождение устойчивого периодического ре-
жима вследствие косимметричной бифуркации Андронова —Хопфа; возникнове-
ние хаотического аттрактора; ответвление устойчивого квазипериодического ре-
жима от точки однопараметрического семейства стационарных решений, а также
рождение неустойчивых периодических режимов при распаде гомоклинных тра-
екторий.

Доклад посвящен исследованию связи между типом периодического гидро-
динамического режима и лагранжевой динамикой пассивных частиц. Рассмат-
риваются два устойчивых предельных цикла: возникающий в результате распа-
да гомоклинического контура равновесия семейства и ответвившийся от одного
из равновесий в результате специальной бифуркации Андронова—Хопфа.

Задача (1) – (2) решается методом Галёркина, а движение пассивной частицы
с координатами (x(t), y(t)) описывается системой

ẋ = −ψy(x, y, t), ẏ = ψx(x, y, t).

Для анализа фазового пространства динамики частиц и свойств переноса исполь-
зуются локальные показатели Ляпунова и отображение Пуанкаре.

В докладе представлены результаты обширных вычислительных эксперимен-
тов. Показано, что свойства переноса периодическим потоком определяются ти-
пом породившей его бифуркации. В гомоклиническом режиме формируется слож-
ная лагранжева структура потока, сопровождающаяся развитием обширных об-
ластей хаотической динамики траекторий с эффективным перемешиванием пас-
сивных частиц в них. В режиме, возникающем через бифуркацию Хопфа, имеются
инвариантные сепаратрисные кривые, которые разделяют фазовое пространство
и тем самым ограничивают перенос частиц, препятствуя их глобальному переме-
шиванию.
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Моделирование процесса наноиндентирования
мягких биологических тканей в рамках модели Био

Лапина П. А., Зеленцов В. Б.
Донской государственный технический университет, Ростов-на-Дону

Наноиндентирование биологических тканей — развивающаяся область, кото-
рая имеет много особенностей, как медико-биологического характера, так и тех-
нического оснащения, и нашла свое применение во многих направлениях, как для
разработки клинических методов лечения, так и для фундаментальных биологи-
ческих исследований. Методы наноиндентирования предоставляют уникальные
возможности для локальной характеристики биологических материалов, изуче-
ния их поведения и отклика на механическую нагрузку. Большим преимуществом
наноиндентирования является способность измерять зависящие от времени свой-
ства, часто связанные с потоком жидкости в мягких тканях.

Наиболее часто при моделировании индентирования биологических тканей ис-
пользуется двухфазная модель Био, которая объединяет упругий материал с жид-
кой фазой и описывает их взаимодействие под нагрузкой. В настоящей работе
процесс наноиндентирования имитируется постановкой и решением контактной
задачи дилатационной теории упругости об осадке индентора с плоской формой
основания в жидконасыщенную пороупругую среду Био в виде полупространства.
Смешанные граничные условия задачи формулируются на контакте относительно
контактных напряжений и контактных давлений поровой жидкости. Сформули-
рованная контактная задача сводится к решению системы двух двумерных инте-
гральных уравнений 1-го рода относительно неизвестных распределений контакт-
ных напряжений и контактного давления поровой жидкости. Понижение размер-
ности системы двумерных интегральных уравнений приводит её к эквивалентной
системе двух одномерных интегральных уравнений 1-го рода относительно транс-
формант Лапласа неизвестных контактных напряжений и контактного давления
поровой жидкости. Выделение и обращение особых и сингулярных интеграль-
ных операторов приводит систему интегральных уравнений 1-го рода к системе
интегральных уравнений 2-го рода треугольного вида. Методом последователь-
ных приближений определяются трансформанты Лапласа ее нулевого прибли-
жения, обращение которых определяет нулевое приближение решения исходной
двумерной системы интегральных уравнений. Контактные напряжения определе-
ны в классе интегрируемых функций с корневой особенностью на краях контак-
та, а контактное давление поровой жидкости определено в классе непрерывных
функций с полуторной степенью гладкости на краях контакта.

Наличие в результатах решения контактной задачи формул, описывающих по-
ведение упругого скелета и поровой жидкости жидконасыщенной пороупругой
среды, является существенным при сравнении экспериментальных и теоретиче-
ских данных, что позволяет определить основные механические характеристики
упругого скелета и поровой жидкости жидконасыщенной пороупругой среды.

Исследование выполнено за счет гранта РНФ № 22-19-00732-П.
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Робастный нелинейный решатель для расчёта гиперупругих оболочек
под давлением неявными схемами с большим шагом по времени

Легкий А. А.1, Саламатова В. Ю.2
1Институт вычислительной математики им. Г.И. Марчука РАН, Москва

2Первый МГМУ им. И.М. Сеченова, Москва

Структурные механические модели тонкостенных материалов возникают в
различных актуальных клинических задачах, например, при моделировании сте-
нок сосудов, трахеи, полых органов, биологических клапанов и при исследовании
ряда стентов. Часто интересно воспроизведение именно квазистатического пове-
дения материала, для чего рассматривают динамическую постановку уравнений,
но вводя сильное демпфирование или игнорируя инерцию вовсе.

Будем исследовать квазистатическое поведение системы из нескольких гипер-
упругих оболочек, деформируемых под действием внешнего давления и испыты-
вающих контакты между собой. Для организации устойчивых расчётов неявными
схемами будем моделировать контакт с помощью потенциальных барьерных сил
отталкивания. После дискретизации по пространству имеем:

Mẍ+Cẋ− Fcontact(x)− Felast(x)− Fpressure(x) = 0, t ∈ [0, T ],

где x — вектор степеней свободы, описывающий положения створок, Fcontact,
Felast — потенциальные контактные и упругие силы, а Fpressure — сила давления.

Использование слишком большого шага по времени может приводить к потере
устойчивости. На основе рассмотрения устойчивости задачи об изгибе давлением
пружинно-закреплённой пластины вводится предельный шаг времени τ ∗, и си-
стема дискретизируется с шагом τ < τ ∗. После дискретизации задачи на шаге
времени получается нелинейная алгебраическая система вида:

R(x) = −Finertion(x)− Fviscous(x)− Fcontact(x)− Felast(x)− Fpressure(x) = 0,

где Finertion ∼ −Mẍ и Fviscous ∼ −Cẋ — инерционные и вязкие силы, при-
чём все слагаемые за исключением силы давления Fpressure можно описать с по-
мощью скалярных функций энергии, записываемых явно. Относительно произ-
вольного x0 можно ввести локальную функцию потенциальной энергии системы
U(x,x0) =

∫ 1

0
R(x0 + t∆x) · ∆xdt и силу Fgyroscop(x,x0) = R(x) − ∇U(x,x0). Ра-

венство Fgyroscop(x0,x0) = 0 означает, что R(x) ≈ ∇U(x,x0) вблизи x0.
В качестве метода решения данной системы предлагается использовать метод

предиктора – корректора: на этапе предиктора минимизируется U → min до тех
пор, пока |∇U | > α|Fgyroscop|, после чего наступает этап коррекции, где произво-
дится попытка произвести несколько полных шагов метода Ньютона для R(x),
затем обновляется x0 и процесс перезапускается. Для минимизации предлагается
использовать метод Левенберга—Марквардта, который позволяет успешно нахо-
дить минимум даже в случае вырожденного гессиана. Результат коррекции от-
брасывается, если не удаётся решить линейную систему или шаг Ньютона недо-
статочно сильно уменьшает общую невязку системы.



66

Исследование эффективности
многослойных сферических пьезоизлучателей

из пористой пьезокерамики при работе в акустической среде

Леднов А. С., Наседкин А. В.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Сферические излучатели из пористой пьезокерамики были разработаны в
НИИ физики Южного федерального университета для ультразвуковых меди-
цинских применений. Различные конфигурации этих устройств применялись для
ультразвуковой липосакции жировых клеток, для нагрева биологических тканей
и в качестве активного элемента литотриптора. Пористая пьезокерамика имеет
меньший акустический импеданс по сравнению со сплошной, а, следовательно,
лучшее акустическое согласование с рабочей акустической средой, в частности,
с мягкими биологическими тканями. При этом пористая пьезокерамика имеет до-
статочно большие продольные пьезомодули заряда, гидростатические коэффици-
енты и показатели качества. В пьезопреобразователях из плотной пьезокерамики
обычно используются переходные согласующие слои с понижающими акустиче-
скими импедансами, но для пористой пьезокерамики можно попытаться обойтись
без переходных слоев, что упрощает конструкцию пьезоизлучателя.

В настоящей работе был проведен сравнительный анализ однослойного, двух-
слойного и трехслойного пьезоизлучателей с различной пористостью сегнетожест-
кой пьезокерамики. При расчетах использовались эффективные модули пористой
пьезокерамики, вычисленные из решения отдельных задач гомогенизации с уче-
том различных моделей поляризации (однородной и неоднородной). Для предва-
рительных расчетов использовались численно-аналитические одномерные моде-
ли для плоских и сферических пьезоизлучателей, а для реальных конструкций
пьезоизлучателей в виде сферических сегментов с технологических отверстием
в центре применялось конечно-элементное моделирование в пакете Ansys APDL
в осесимметричной постановке. В серии расчетов толщины пьезоизлучателей ва-
рьировались в зависимости от пористости керамики для обеспечения приблизи-
тельного равенства основной рабочей частоты толщинных резонансов.

Упрощенные одномерные модели позволили провести оптимизационные расче-
ты, результаты которых использовались при выборе подходящих конфигураций
для реальных конструкций. В частных случаях численные результаты сравни-
вались с экспериментальными. Было получено достаточно хорошее согласование
с данными экспериментов, и по результатам сопоставительного анализа серии вы-
числительных экспериментов был сделан вывод об эффективности использования
пористой пьезокерамики в сферических излучателях медицинского ультразвука
без переходных слоев.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект № 22-11-00302-П, https://rscf.ru/project/22-11-00302/) в Южном федеральном
университете.
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Геометрическое моделирование роговицы для задач биомеханики:
аппроксимация томографических данных

Лэ В.1, Захаров И. Н.1, Солодкова Е. Г.2
1Волгоградский государственный технический университет, Волгоград
2МНТК «Микрохирургия глаза» им. акад. С.Н. Федорова, Волгоград

Компьютерные модели всё шире применяются в современной офтальмологии,
например, при диагностике и лечении кератоконуса — заболевания роговицы,
связанного с её деформацией и прогрессирующим истончением. Для построения
трёхмерной модели и диагностики патологий роговицы важно точно восстановить
переднюю и заднюю поверхности роговицы на основе исходных данных диагно-
стического оборудования.

Исходными данными для моделирования являются результаты обследования
пациента с помощью анализатора переднего отрезка глаза Pentacam HR, работа-
ющего на основе технологии вращающейся камеры Шаймпфлюга. Прибор фор-
мирует трехмерное изображение, регистрируя до 138 000 точек по сечениям рого-
вицы. Экспортируемые данные включают карты высот, пахиметрии и кривизны
передней и задней поверхностей, представленные в виде дискретных двумерных
массивов (матриц 141× 141 элементов).

Однако, исходные матрицы имеют неполное заполнение: релевантные данные
покрывают лишь центральную оптическую зону диаметром 10 – 11 мм, тогда как
анатомический диаметр роговицы составляет 11 – 12 мм. Это обусловлено ана-
томическими ограничениями и особенностями съемки, что затрудняет постро-
ение полной геометрической модели и корректное задание граничных условий
в биомеханических расчетах. Для восстановления полной поверхности предлага-
ется метод аппроксимации, заключающийся в подборе единого аналитического
уравнения регрессии для описания всей поверхности роговицы в виде дробно-
квадратичной функции двух переменных координат точек.

Ввиду индивидуальных особенностей формы роговицы, коэффициенты вы-
числяются отдельно для каждого клинического случая. Решение обратной за-
дачи осуществляется методом наименьших квадратов в два этапа: интерполяция
внутри зоны измерений и экстраполяция на периферические области до полного
диаметра матрицы. Для минимизации погрешностей на границах применялась
фильтрация буферной зоны, обеспечивающая сглаживание переходов между экс-
периментальными данными и расчетной моделью.

Разработанный метод позволяет восстановить полные координаты передней
и задней поверхностей роговицы. Верификация модели показала, что среднеквад-
ратичное отклонение аппроксимированной поверхности от исходных клинических
данных в зоне измерения не превышает 0.02%, что обеспечивает точность постро-
ения модели до 99.98%.
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Экспериментально-теоретическое исследование процесса
тепловлагопереноса в пористых телах при сушке замороженного тела

Макаренко А. А.1,2, Шорсткий И. А.2
1Институт математики, механики и информатики, Кубанский

государственный университет, Краснодар
2Кубанский государственный технологический университет, Краснодар

Сублимационная сушка пористых материалов имеет широкий спектр приме-
нений — от простых задач в быту до сложных промышленных процессов. В по-
следние годы сложилось общее мнение, что процесс сублимационной сушки —
это процесс, в котором одновременно происходит перенос тепла и водяного пара,
и что для полного описания процесса сушки необходимо использовать систему
связанных уравнений для учета влияния температуры, влажности и давления.

В данной работе для моделирования процесса сублимации построено две од-
номерные модели, описывающие интенсивную сушку при наличии молярного пе-
реноса в области испарения. Эта модель включает в себя две основные области:
высушенную пористую часть и замороженную, которые разделены линией мороз-
ного фронта. Решение прямой задачи в одномерном случае достигается сведени-
ем исходной системы уравнений в частных производных к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений. Эта система включает уравнения теплопроводно-
сти и уравнения Лыкова, которые посредством матричных преобразований и за-
мены переменных сводятся к эквивалентной форме уравнений теплопроводности.
Для условий на морозном фронте вводится безразмерная переменная, которая
вычисляется численным методом из трансцендентного уравнения, полученного
из уравнения теплового баланса. В модели, предложенной М.Д. Михайловым,
температура на фронте задается исходя из экспериментальных данных, в то время
как в модели, предложенной У. С. Феем, она определяется из уравнения баланса
влаги.

Коэффициенты уравнений, описывающих процесс тепловлагопереноса, явля-
ются неизвестными. Основной целью данной работы является их нахождение пу-
тем решения обратной задачи. Для этого используются экспериментальные дан-
ные об изменении фазового фронта и массе образца из замороженного яблочно-
го пюре, а также решения прямой задачи, найденного с помощью жордановой
нормальной формы. Была произведена серия экспериментов на нескольких за-
мороженных брусках в виде прямоугольных параллелепипедов, которые подвер-
гались сушке в вакуумной камере в течение заданного периода времени, после
чего взвешивались и разрезались вдоль осей симметрии для измерения расстоя-
ния от верхней поверхности до фазового фронта. Используя эти данные, строится
функция невязки, которая минимизировалась для нахождения двух неизвестных
коэффициентов в одномерных моделях.

Решение обратной задачи позволяет уточнить параметры модели для построе-
ния трехмерных моделей и улучшить понимание механизма сушки в двухфазной
системе, что имеет важное значение для оптимизации технологических процессов
и повышения эффективности сушки материалов и продуктов питания.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного
фонда и Кубанского научного фонда (проект № 25-16-20114).
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Особенности моделирования восстановления костной ткани
в объеме пористого имплантата из биоразлагаемого материала

Маслов Л. Б., Ильина Е. Э.
Ивановский государственный энергетический университет им. В.И. Ленина,

Иваново

Восстановление костной ткани в области костной мозоли после перелома или
во внутреннем пространстве пористого имплантата (скаффолда) представляет со-
бой сложный биофизический процесс, в результате которого поврежденная кость
должна полностью восстановить свою целостность и структуру. Статистика ко-
личества операций с использованием костных скаффолдов подтверждает акту-
альность исследований по разработке новых моделей скаффолдов, замещающих
участки длинных трубчатых костей человека. Данная работа направлена на по-
строение алгоритмов, математически описывающих процессы репаративной ре-
генерации кости, что представляет собой фундаментальную задачу биомеханики
тканей, в то время как разработка пористых имплантатов из биоразлагаемых ма-
териалов имеет практическую ценность для высокотехнологичной регенератив-
ной медицины.

В ходе работы разработаны математические модели и алгоритмы регенерации
биологической ткани при наличии механического стимула в виде суперпозиции
статической силы, изменяющейся по заданному закону за время процесса регене-
рации, и динамической составляющей заданной частоты с учетом биодеградации
материала пористого имплантата. Математические модели регенерации костной
ткани представлены двумя вариантами, отражающими особенности внутренней
структуры биоразлагаемого скаффолда: 1) пороупругая модель скаффолда с по-
рами относительно большого размера, сопоставимого с размерами твердотельной
структуры метаматериала, которым может быть описан имплантат; 2) пороупру-
гая модель скаффолда с достаточно произвольной, не обязательно структуриро-
ванной, системой поровых каналов малого диаметра, что позволяет применить
процедуру гомогенизации биофизических и механических свойств имплантата
и адаптировать алгоритм регенерации к гомогенизированной среде. Обе модели
включают формулы, описывающие деградацию материала скаффолда как уве-
личение пористости материала, приводящей к изменению упругих свойств и по-
роупругих констант материала имплантата совместно с изменением морфотипов
ткани и, соответственно, физико-механических свойств ткани в процессе регене-
рации.

Математические модели регенерации с учетом изменения свойств скаффол-
да и алгоритмы решения динамической задачи пороупругости в гармонической
постановке реализованы на основе метода конечных элементов.

Разработаны тестовые компьютерные модели скаффолда на основе материала
с изменяющимися по заданному закону упругими свойствами и фрагмента кости
скелета человека, сформулированы математические постановки задач регенера-
тивной биомеханики, проведена верификация алгоритмов и выполнены тестовые
расчеты регенерации в объеме имплантата с учетом резорбции материала скаф-
фолда.

Исследование выполнено за счет гранта РНФ № 25-21-20118.
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Методика применения полиномиального вида конформных
отображений в задачах о распространении нормальных волн

в протяженных радиально-неоднородных цилиндрах кольцевого сечения

Моисеенко И. А., Дзундза А. И.
Донецкий государственный университет, Донецк

При построении аналитических решений уравнений линейной пространствен-
ной математической модели волновой динамики в задачах о распространении нор-
мальных упругих волн вдоль протяженных радиально-неоднородных цилиндров
кольцевого поперечного сечения возникают ограничения на функциональные за-
коны радиальной неоднородности для части упругих характеристик материала
волновода. Одним из подходов в направлении снятия указанных ограничений бу-
дет привлечение полиномиального вида конформных отображений единичного
круга на псевдоэллипсы с заданными характеристиками.

Рассматривается представление ξ
(
z, {bn}Nn=1

)
=

N∑
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bn z
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введено название — псевдоэллипсы. Апробирована методика
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при построении аналити-

ческих решений в задаче об исследовании свойств распространяющихся нормаль-
ных упругих волн крутильного типа в протяженных радиально-неоднородных
изотропных цилиндрах кольцевого сечения.

Исследование выполнено в рамках государственного задания «Алгоритми-
зированные численно-аналитические методы исследования моделей комплексно-
го деформирования инновационных материалов и конструкций с усложненными
свойствами» (№ FRRE-2026-0021).
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Резонансные бифуркационные режимы в задачах конвекции
с круговой симметрией

Моршнева И. В.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Рассматриваются пересечения элементарных бифуркаций (бифуркации кораз-
мерности 2) в конвективных системах, инвариантных относительно линейного
ортогонального действия группы O(2). Примеры систем с такого рода круговой
симметрией дают задачи о возникновении конвективных течений вязкой несжи-
маемой жидкости и жидкости с примесью, расположенной в бесконечном горизон-
тальном или вертикальном слое. Изучается случай, когда в спектре устойчивости
основного течения имеются две пары чисто мнимых собственных значений.

Точке пересечения нейтральных кривых (точке пересечения бифуркаций) в за-
дачах с круговой симметрией отвечает несколько независимых нейтральных мод.
Когда параметры системы изменяются в малой окрестности такой точки, стано-
вится возможным сильное взаимодействие всех этих (точнее, слегка измененных)
мод, которое описывается нелинейной системой амплитудных уравнений на цен-
тральном многообразии.

Впервые системы амплитудных уравнений для задачи Куэтта —Тейлора с ци-
линдрической симметрией были построены в работах В. И. Юдовича (1986),
G. Iooss, P. Chossat (1987) с помощью осреднения по быстрому времени и ме-
тода сведения на центральное многообразие. Вид амплитудных систем зависит
от соотношений между волновыми числами, а также между частотами. Если не
выполняется ни одно из резонансных соотношений, то система сильно упроща-
ется, в ней остаются только обязательные резонансные слагаемые, которые при-
сутствуют во всех резонансных системах. Впервые все возможные резонансные
системы были получены для задач с цилиндрической симметрией В. И. Юдови-
чем и С. Н. Овчинниковой (2001).

В данной работе построены возможные резонансные амплитудные системы
для задач с круговой симметрией. Изучены решения этих систем на инвариант-
ных подпространствах. Показано, что в условиях общего положения возможно
возникновение периодических решений типа бегущих волн и их нелинейных су-
перпозиций, а также возникновение квазипериодических решений. Получены яв-
ные выражения для асимптотик возникающих решений и для величин, опреде-
ляющих характер их ветвления и устойчивость. Рассмотрено применение теории
к задачам конвекции.
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Исследование связи между параметрами гиперупругих моделей
и упругими свойствами материалов на примере тканей

барабанной перепонки, сухожилий и связок среднего уха
Муслов С. А.1, Сухочев П. Ю.2, Никишенко А. Н.3, Зайцева Н. В.1,

Корнеев А. А.1, Чистяков М. В.1, Давлетьярова К. В.1,
Постнова Е. А.1

1Российский университет медицины, Москва
2Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова, Москва

3ООО «Конструкторское бюро технических средств реабилитации»,
Севастополь

В биомеханике актуально исследование связи между параметрами гиперупру-
гих моделей и упругими свойствами биологических тканей. В работе приведены
результаты расчётов направления и тесноты упомянутой связи для мягких тканей
анатомических структур среднего уха: барабанной перепонки (Eлин = 3.77 МПа),
сухожилия мышцы стремени (Eлин = 1.52 МПа), передней связки молоточка
(Eлин = 1.12 МПа) и сухожилия мышцы, напрягающей барабанную перепон-
ку (Eлин = 0.58 МПа). Параметры моделей тканей рассчитывали с помощью
функционала genfit системы Mathcad 15.0. В качестве деформационных моде-
лей рассматривали модели: гиперупругие феноменологические, а также микро-
механические и формально определенные линейную σ = Eε и экспоненциальную
σ = a(exp(bε)− 1) модели.

Расчеты показали, что из 9 использованных гиперупругих моделей в 4 из них
(неогуковская, Огдена, Йео и Фанга) рост упругого модуля Eлин (в 6.5 раз) сопро-
вождался ростом всех параметров гиперупругих моделей (от 1.7 раз — α в модели
Огдена, до 10.8 раз — C в модели Фанга). В остальных пяти моделях часть пара-
метров увеличивалась, другая часть уменьшалась. Увеличение или уменьшение
параметров определяли по угловому коэффициенту линии тренда.

Наибольшие коэффициенты детерминации R2 были у моделей с небольшим
числом параметров: у однопараметрической неогуковской 0.9983 (параметр µ)
и двупараметрической Муни —Ривлина 0.9858 и 0.9898 (параметры C10 и C01, со-
ответственно), а также у модели Огдена. Наименьшие значения R2 продемонстри-
ровала пятипараметрическая полиномиальная модель (в среднем 0.648). Близкие
результаты показал анализ коэффициента корреляции параметров упругих и ги-
перупругих моделей. Коэффициент корреляции составил: неогуковская модель:
0.999 (µ); Муни —Ривлина: 0.993 (C10), −0.995 (C01); Огдена: 0.960 (µ), 0.919 (α);
полиномиальная: 0.507 (C10), −0.437 (C01), 0.965 (C20), 0.966 (C02), −0.965 (C11);
Йео: 0.988 (C1), 0.958 (C2), 0.964 (C3); Веронда— Вестманн: −0.002 (C1), 0.937
(C2), −0.947 (C3); Фанга: 0.981 (C), 0.952 (β); Арруда—Бойс: 0.995 (C1), −0.902
(β); Гента: 0.997 (µ), −0.892 (Jm); экспоненциальная: 0.924 (a), 0.923 (b), т. е. в по-
давляющем числе случаев больше 0.9 по абсолютной величине.

Таким образом, вопрос о связи параметров гиперупругих моделей и упругих
свойств материалов остается открытым и в общем виде не имеет простого реше-
ния ни для феноменологических, ни для микромеханических гиперупругих моде-
лей материалов и требует дополнительных исследований. Однако отметим, что
выполненный анализ позволяет приблизиться к решению этого вопроса.
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Гомогенизация пьезоэлектрических метаматериалов
при периодических и непериодических граничных условиях

Наседкин А. В.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Проведенные недавно исследования регулярных пьезоэлектрических структур
на примере ячеек Гибсона—Эшби (ГЭ) и решеток из этих ячеек продемонстри-
ровали их большой потенциал для различных применений. Как и обычные пори-
стые пьезоматериалы, пенные пьезоэлектрические структуры имеют малый аку-
стический импеданс и большие коэффициенты пьезочувствительности и гидро-
статические показатели качества. Кроме того, пьезоэлектрические пены за счет
своей геометрии и поляризации могут иметь другие типы анизотропии по сравне-
нию с соответствующими сплошными пьезоматериалами, различные направления
поляризации на отдельных участках и обладать механическими и/или электри-
ческими ауксетическими свойствами. Эти результаты для ячеек и решеток ГЭ
различных конфигураций были представлены в статьях 1,2,3.

Для определения эффективных модулей пьезоэлектрических пен можно ре-
шать набор краевых задач гомогенизации с линейными по пространственным
переменным главными граничными условиями (ЛГГУ) для перемещений и элек-
трического потенциала, что было сделано в отмеченных выше работах с использо-
ванием программных средств конечно-элементного (КЭ) пакета Ansys Mechanical
APDL. Однако при этом для одной ячейки ГЭ были получены завышенные значе-
ния эффективных жесткостей по сравнению с результатами для решеток, состав-
ленных из многих ячеек. Эффективные диэлектрические проницаемости и пье-
зомодули также заметно отличались. В связи с этим в продолжение данных ис-
следований были решены задачи гомогенизации с периодическими граничными
условиями (ПГУ). Для этого в APDL для КЭ структур с одинаковыми сетками на
противоположных торцевых гранях ячеек или решеток были разработаны макро-
сы автоматической реализации ПГУ с использованием уравнений связей степеней
свободы в соответствующих узлах. Хотя ПГУ сложнее в реализации, чем ЛГГУ,
они более предпочтительны, поскольку дают практически идентичные результа-
ты для эффективных модулей ячеек и решеток. Также оказалось, что результаты
для одной ячейки с ПГУ хорошо коррелировали с результатами для решеток при
ЛГГУ. Таким образом, разработанная технология реализации ПГУ позволяет ис-
следовать свойства решеток более экономно и качественно, рассматривая только
одну ячейку периодичности.

Исследование выполнено за счет гранта РНФ (проект № 22-11-00302-П,
https://rscf.ru/project/22-11-00302/) в Южном федеральном университете.

1Kornievsky A., Nasedkin A., Volkov A. Comparative analysis of piezoelectric regular foams from
two types of Gibson —Ashby cells with uniform and piecewise homogeneous polarizations // Acta
Materialia. 2025. V. 286. Article number 120744. DOI: 10.1016/j.actamat.2025.120744.

2Kornievsky A., Nasedkin A., Volkov A. Numerical analysis of the effective properties of
piezoceramic metamaterials modeled by Gibson— Ashby cells under various models of inhomogeneous
polarization // Acta Mechanica. 2025. DOI: 10.1007/s00707-025-04352-3.

3Nasedkin A., Nasedkina A. About various types of anisotropy in piezoelectric metamaterials //
Advanced Structured Materials. 2026. V. 245. P. 123–138. DOI: 10.1007/978-3-032-11462-4_9.
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Численный анализ пьезоэлектрических ячеек Гибсона —Эшби,
поляризованных в различных направлениях

Наседкина А. А.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

В докладе представлены результаты1, касающиеся исследования свойств несим-
метричных пьезокерамических ячеек Гибсона—Эшби (ГЭ) с разнонаправленной
поляризацией. Как можно предположить, расположенные в разных направлениях
внешние торцевые грани ячеек ГЭ позволяют реализовывать различные экзоти-
ческие модели поляризации в воздухе, когда электроды наносятся на торцевые
грани, перпендикулярные различным направлениям, или при приложении элек-
трических полей разной полярности вдоль одной оси. Для простоты принимались
модели кусочно-однородной поляризации, когда различные ребра ячеек поляри-
зованы в направлениях ±x, ±y, ±z, или являлись неполяризованными.

Показывается, что геометрия и модели поляризации оказывают определяющее
влияние на значения эффективных модулей и на результирующий тип анизотро-
пии. Так, однородно поляризованная ячейка, изготовленная из пьезокерамиче-
ского материала класса гексагональной анизотропии 6mm, имеет эффективные
модули ромбической симметрии 2mm. Такой же результат имеет место и для яче-
ек ГЭ при кусочно-однородно моделях поляризации блоков, вызванных поляри-
зацией в воздухе вдоль одной оси. Однако одновременная или последовательная
поляризация ячеек вдоль различных направлений может приводить к матрицам
эффективных модулей, отличным от стандартных типов сингоний.

Для модели, инициированной поляризацией по оси z левых и правых частей
ячейки в противоположных направлениях, эффективные пьезомодули оказыва-
ются равными нулю, т. е. гомогенный материал является упругим диэлектриком
без пьезоэлектрических свойств. Матрицы упругих и диэлектрических эффек-
тивных модулей соответствуют по структуре материалам ромбической сингонии.
Если вначале ячейку поляризовать по направлению +x, а потом — в направлении
+z, то некоторые блоки переполяризуются, и ячейка будет демонстрировать ком-
бинацию свойств пьезокерамических материалов, поляризованных относительно
двух перпендикулярных осей. Структура матрицы эффективных пьезомодулей
оказывается соответствующей материалам моноклинной системы m, а структу-
ры матриц эффективных модулей жесткости и диэлектрических проницаемостей
соответствует материалам ромбической сингонии.

Были рассмотрены также другие модели поляризации в различных направле-
ниях и проанализированы их типы анизотропии. В продолжении данных иссле-
дований были рассмотрены аналогичные модели для симметричных ячеек ГЭ.
Данные примеры показали, что, поляризуя ячейки различным образом, можно
изменять тип анизотропии эффективного пьезоэлектрического материала и до-
биваться увеличения конкретных пьезомодулей.

Исследование выполнено за счет гранта РНФ (проект № 22-11-00302-П,
https://rscf.ru/project/22-11-00302/) в Южном федеральном университете.

1Nasedkin A.V., Nasedkina A.A. About Various Types of Anisotropy in Piezoelectric
Metamaterials. V. 245. DOI: 10.1007/978-3-032-11462-4_9.
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Нелинейные асимптотические модели растяжения упругой полосы
и их применение в обратных задачах

Недин Р. Д.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

В биомеханике при исследовании механических свойств биологических тканей
(сухожилий, связок, костной ткани) часто используются образцы прямоугольной
формы малых размеров. Из-за ограничений на размеры образцов отношение их
длины к ширине не всегда является достаточно большим для применения клас-
сических стержневых теорий. Кроме того, многие биологические материалы про-
являют существенно нелинейное поведение даже при умеренных деформациях.
В связи с этим актуальной является разработка уточненных прикладных моде-
лей, учитывающих геометрию образца, условия закрепления и нелинейность де-
формирования.

В настоящей работе в рамках обобщённого плоского напряжённого состояния
рассматривается нелинейная задача растяжения упругой прямоугольной полосы
(|x1| ⩽ a/2, 0 ⩽ x2 ⩽ H) с жёсткой заделкой на нижнем торце (x2 = 0) и распре-
деленной нагрузкой на верхнем. Используется гипотеза Канторовича первого по-
рядка: продольное и поперечное перемещения представляются в виде u2 = w(x2),
u1 = x1φ(x2), соответственно, где φ и w — искомые функции. На основе вариа-
ционного принципа Лагранжа для материального закона Сен-Венана—Кирхгофа
при рассмотрении нелинейного тензора деформаций Грина—Лагранжа построена
геометрически нелинейная краевая задача, включающая два дифференциальных
уравнения второго порядка.

Для исследования задачи применяется асимптотический подход. Осуществ-
лено регулярное разложение по амплитуде деформаций δ, в котором ε = a/H
остаётся свободным параметром, что расширяет область применимости модели
на образцы с произвольным соотношением сторон. Построены линейные прибли-
жения, содержащие экспоненциально затухающие пограничные слои, а также пер-
вые нелинейные поправки, структура которых включает дополнительные члены,
выражаемые через экспоненты. Проведённое сравнение решений с МКЭ, что про-
демонстрировало их высокую степень согласованности для широкого диапазона
геометрических параметров (от тонких до умеренно толстых образцов). Показано,
что отличие от линейной теории становится заметным при конечных деформаци-
ях и должно учитываться в прецизионных расчётах.

Рассмотрена обратная задача по определению упругих постоянных λ∗ и µ по
дополнительной информации о смещениях, измеренных в нескольких точках гра-
ни образца, составлена система линейных алгебраических уравнений, решение ко-
торой определяет материальные параметры. Численные эксперименты по рекон-
струкции подтверждают эффективность предложенного подхода. Разработанные
модели могут служить основой для создания методик неразрушающего контроля
упругих свойств материалов, в том числе в биомеханических приложениях.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект № 22-11-00265-П, https://rscf.ru/project/22-11-00265/) в Южном федеральном
университете.
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Идентификация и оптимизация законов неоднородности
упругих стержней методами машинного обучения

Недина Е. А.
Донской государственный технический университет, Ростов-на-Дону

Современные функционально-градиентные материалы с заданной неоднород-
ностью свойств позволяют создавать конструкции с уникальными механическими
характеристиками. Ключевыми задачами управления механическими характери-
стиками функционально-градиентных материалов являются идентификация рас-
пределения упругих свойств по данным измерений и определение оптимального
распределения, минимизирующего деформации.

Развитие методов машинного обучения предлагает новые эффективные ин-
струменты для решения таких задач механики деформируемого твердого тела,
позволяя обрабатывать большие объемы данных и выявлять скрытые закономер-
ности.

Исследуется возможность применения методов машинного обучения для реше-
ния этих задач на примере упругого неоднородного консольного стержня с пере-
менным модулем упругости при различных способах нагружения. Закон неодно-
родности задается в простых классах функций (в частности, степенных). В рам-
ках работы решаются две задачи: 1) обратная задача — восстановление коэффи-
циентов разложения модуля упругости по базисным функциям (далее — коэф-
фициенты) по дополнительной информации об измеренных перемещениях в кон-
трольных точках; 2) оптимизационная задача — подбор оптимального распреде-
ления модуля упругости с целью минимизации перемещения свободного конца
стержня.

При формировании датасета часть решений получена аналитически. Датасет
включает в себя коэффициенты, координаты контрольных точек и соответствую-
щие им перемещения. Датасет сформирован в Jupyter Notebook на основе анали-
тических и численных решений. Обучение моделей проводится на платформе Ян-
декс DataSphere, что обеспечивает доступность и удобство вычислительных экс-
периментов, а также воспроизводимость результатов. Сравниваются различные
методы машинного обучения: линейная регрессия (базовый уровень), ансамбле-
вые методы (случайный лес, градиентный бустинг) и нейронная сеть. Критерия-
ми сравнения являются точность предсказания коэффициентов, вычислительная
эффективность и зависимость от числа точек замера.

При решении обратной задачи выявлено, что ансамблевые методы и нейросети
показывают высокую точность при наличии информации о перемещениях. Сфор-
мулированы условия и рекомендации для наиболее эффективной реконструкции,
в частности, рекомендуемое количество точек замера. Выявлена проблема неедин-
ственности — разные распределения модуля упругости могут приводить к одина-
ковым перемещениям в точках замера. Подтверждена возможность идентифика-
ции параметров неоднородности методами машинного обучения, продемонстри-
рована проблема неединственности решений, определены оптимальные законы,
минимизирующие перемещения.
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О микро-дилатационной модели осевого сжатия пористого
трансверсально-изотропного цилиндра и ее применении в биомеханике

Нестеров С. А.
Южный математический институт — филиал ВНЦ РАН, Владикавказ

Компактная костная ткань является природным композитом, состоящим из
минерализованной коллагеновой матрицы с иерархической системой пор (остеон-
ные каналы, лакуны, канальцы). Механически кость демонстрирует ярко выра-
женную трансверсальную изотропию, где плоскость изотропии перпендикулярна
длинной оси кости (оси остеона). В лабораторной практике для исключения слож-
ных временно-зависимых эффектов, связанных с жидкостной фазой, часто ис-
следуются обезвоженные (сухие) образцы кости, что позволяет сфокусироваться
на механике упругого пористого каркаса. Для теоретического описания дефор-
мирования таких материалов микро-дилатационная теория Ковина—Нунзиато
представляется адекватным аппаратом, поскольку она позволяет моделировать
эволюцию пористости и ее обратное влияние на НДС.

В рамках микро-дилатационной теории Ковина —Нунзиато исследована зада-
ча об осевом сжатии конечного пористого трансверсально-изотропного цилиндра,
нижний торец которого жёстко защемлён, верхний нагружен равномерным нор-
мальным давлением, боковая поверхность свободна от напряжений. На основе
метода Канторовича и вариационного принципа Лагранжа построена приближён-
ная аналитическая модель, позволяющая свести исходную двумерную краевую
задачу к системе обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными
коэффициентами. Получены явные аналитические выражения для физических
полей, разделяющие стержневое и погранслойное поведение. Модель верифици-
рована сравнением с конечно-элементным решением в пакете FlexPDE. Проведен
систематический анализ структуры погранслойных мод и их зависимости от ма-
териальных и геометрических параметров.

На примере параметров кортикальной кости человека исследовано влияние
неклассических параметров микро-дилатационной теории на распределение фи-
зических полей. Разработаны два метода идентификации неклассических пара-
метров: полный (с использованием данных об изменении пористости) и упрощен-
ный (с использованием только полей перемещений на боковой поверхности, изме-
ряемых методом цифровой корреляции изображений). Показано, что пренебре-
жение анизотропией приводит к систематической ошибке в оценке, как упругих
характеристик, так и параметров, описывающих эволюцию пористости. Выпол-
нена оценка допустимой осевой нагрузки для сухой кортикальной костной ткани
на основе трех критериев: прочности, малости деформаций и малости изменения
пористости с учетом краевых эффектов. Результаты расчетов допустимых нагру-
зок могут быть использованы для оценки физиологических пределов нагружения
костной ткани и служить основой для разработки диагностических критериев её
состояния.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект № 22-11-00265-П, https://rscf.ru/project/22-11-00265/) в Южном федеральном
университете.
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Решение коэффициентных обратных задач пороупругости
модели Ковина — Нунзиато в простых классах функций

при статическом нагружении

Нестеров С. А.
Южный математический институт — филиал ВНЦ РАН, Владикавказ

В последние десятилетия функционально-градиентные пористые материалы
(ФГПМ) привлекают все большее внимание исследователей и инженеров благода-
ря уникальной возможности сочетать высокую прочность с малой массой, а также
создавать материалы с заданным распределением свойств. Развитие аддитивных
технологий, в частности, 3D-печати, открыло новые перспективы для изготовле-
ния изделий из ФГПМ со сложной внутренней структурой.

Однако широкое внедрение таких материалов сдерживается отсутствием на-
дежных методов неразрушающего контроля, позволяющих верифицировать соот-
ветствие фактического распределения свойств проектному. Поэтому важной за-
дачей является контроль законов неоднородности, например, с использованием
неразрушающих технологий и решения коэффициентных обратных задач для по-
ристых тел.

Для математического описания деформирования пористых тел наиболее адек-
ватной является микро-дилатационная теория, предложенная Ковиным и Нунзиа-
то. В отличие от классической теории упругости, эта модель вводит дополнитель-
ную кинематическую переменную — функцию микро-дилатации, интерпретируе-
мую как изменение объемной доли матрицы материала в рассматриваемой точке
среды, что позволяет описывать независимое движение порового пространства.
Определяющие соотношения этой теории содержат ряд неклассических матери-
альных параметров. В настоящий момент теоретические и экспериментальные
методы определения параметров модели Ковина—Нунзиато разработаны только
для однородных пористых тел.

В докладе представлены постановки одномерных коэффициентных обратных
задач пороупругости модели Ковина—Нунзиато для неоднородных тел (стержня,
балки и трубы) при статическом нагружении. Восстанавливается один из перемен-
ных модулей при известных других по дополнительной информации о смещении
(прогибе), снимаемой на части границы, свободной от нагружения. Предложено
два подхода к решению поставленных обратных задач. В обоих подходах приме-
няется сужение класса поиска до полиномиальных функций.

В первом подходе после разложения по малому параметру связанности полей
получены явные выражения для функций смещения стержня и прогиба пористой
балки, зависящие от коэффициентов полиномиальных функций, которые нахо-
дятся из решения линейных алгебраических систем. Второй подход, основанный
на слабой постановке прямой задачи, применен к нахождению модулей жестко-
сти пор стержня, балки и трубы. В результате вычислительных экспериментов
выяснено, что квадратичные законы неоднородности модуля Юнга стержня, из-
гибной жесткости балки, модуля жесткости пор стержня и трубы восстанавли-
ваются с небольшой погрешностью. Однако модуль диффузии пор невозможно
восстановить при статическом нагружении.
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Гибридная численно-аналитическая схема для моделирования
возбуждения, распространения и рассеяния упругих волн в ортотропных
многослойных волноводах с множеством локальных неоднородностей

Нец П. А., Евдокимов А. А., Полежаева В. А.
Институт математики, механики и информатики, Кубанский

государственный университет, Краснодар

Численные методы для моделирования возбуждения, распространения и рас-
сеяния упругих бегущих волн имеют важное значение для разработки систем
неразрушающего контроля и мониторинга состояния конструкций, развития тон-
коплёночных сенсорных устройств и других смежных приложений.

В данной работе предлагается дальнейшее развитие гибридной численно-
аналитической схемы1 для анализа волновых явлений в ортотропных многослой-
ных упругих структурах, содержащих произвольное число локализованных неод-
нородностей. В рамках схемы волновод разделяется на два набора областей: обла-
сти, содержащие в себе локальную неоднородность (повреждение, сенсор, актуа-
тор и т. п.), и однородные части волновода. Решение краевых задач для областей
с дефектами строится численно, а затем стыкуется с аналитическими представ-
лениями в виде сумм бегущих волн в однородных частях волновода.

Отличительной особенностью предложенной схемы является то, что численное
решение краевых задач для областей с неоднородностями не требует реализации
собственных конечно-элементных решений, а сопряжение соответствующих МКЭ-
решений с разложениями по нормальным модам осуществляется без необходимо-
сти решения систем линейных алгебраических уравнений, получаемых в рамках
МКЭ. Для построения численного решения в конечной области с неоднородно-
стью используется стандартный МКЭ-пакет (Ansys, COMSOL, Fidesys и др.), что
позволяет задавать геометрию любой сложности. Предлагаемая схема разрабо-
тана для волноводов с несколькими областями, содержащими неоднородности,
что обеспечивает более детальное изучение механизмов взаимодействия отдель-
ных волн с указанными дефектами. Кроме того, рассматриваемая гибридная схе-
ма позволяет сократить затрачиваемые ресурсы на построение решения (память,
время расчета).

Схема верифицирована на основе сопоставлений численных результатов, по-
лучаемых как в рамках гибридной схемы, так и другими методами решения.
Для демонстрации возможностей гибридной схемы рассматривается задача о вза-
имодействии бегущих упругих волн с частично отслоенным Т-образным ребром
жесткости или повреждениями, вызванными ударом, в многослойных ортотроп-
ных волноводах. Оценивается вклад отдельных нормальных мод, рассеиваемых
такими дефектами, в отклик поверхностно закреплённого или встроенного пье-
зоэлектрического сенсора. Подобного рода анализ возможен лишь частично с ис-
пользованием традиционных численных или аналитических подходов.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 24-71-00105, https://rscf.ru/project/24-71-00105/).

1Глушков Е.В., Глушкова Н.В., Евдокимов А.А. Акустический журнал. 2018. Т. 64, № 1.



80

Оптимизационный алгоритм разбиения вычислительного графа
для выполнения связной задачи на гетерогенных GPU в fog-edge среде

Орда-Жигулина Д. В.
Южный научный центр РАН, Ростов-на-Дону

Описываемый оптимизационный алгоритм предназначен для разбиения вы-
числительного графа связной задачи G = (V,E) на N подграфов и их назначения
гетерогенным GPU-узлам fog-edge среды с учетом ресурсов, ограничений памяти
и топологии (например, NVLink/PCIe).

Для каждого GPUi формируется вектор ресурсов Si = (pi,Mi, bi, li), где pi —
эффективная производительность, Mi — доступная память, bi — эффективная
полоса обмена, li — латентность/топологический штраф, используемый далее
при оценке «стоимости» межузловых коммуникаций.

Оценивается суммарная нагрузка h(V,E) = α |V | + β |E|, где α и β — веса
вершин и ребер соответственно, затем вычисляются доли φi (векторная нормали-
зация по pi,Mi, bi): φi = λc

∑
j

ρj
ρi
+λM

∑
j

Mj

Mi
+λb

∑
j

bj
bi

, где λc — доля нагрузки GPUi,

λc, λM , λb — коэффициенты важности (для мощности, памяти, полосы связи), pi —
вычислительная производительность GPUi, Mi — объем доступной памяти, bi —
пропускная способность канала связи,

∑
j

— сумма по всем GPU в системе.

Веса вершин задаются эмпирической вычислительной стоимостью, зависящей
от модели/алгоритма; для граничных зависимостей оценивается объем обмена
признаков/градиентов k(e).

Строится граф топологии GPU, где веса ребер обратно пропорциональны про-
пускной способности. Выполняется кластеризация в NVLink-подсети и гипер-
граф – партиционирование G (vertex-cut/edge-cut по типу задачи) с повышенны-
ми весами разрезов по низкопропускным каналам, что минимизирует межустрой-
ственный обмен по «дорогим» соединениям τ(path).

Применяются классические эвристические алгоритмы KL и FM локального
улучшения в задачах разбиения графов. В целевую оценку вводится коммуника-
ционный вклад разреза: Ccut =

∑
e∈cut k(e) τ(path(e)), где τ учитывает пропускную

способность, латентность (через li) и конкуренцию за каналы. Также дополни-
тельно вводится штрафной коэффициент за увеличение веса разреза. На каждом
шаге строго проверяется ограничение Mem(Gi) ⩽Mi для предотвращения исчер-
пания видеопамяти.

Каждые T итераций по телеметрии (Nsight/NVML/CUPTI) обновляются эм-
пирические параметры (реальная полоса NVLink/PCIe, время итераций, cut-
traffic). При выявлении дисбаланса выполняется частичная корректировка без
полной репартиции — микро-репликация и миграция наиболее нагруженных гра-
ничных узлов (streaming rebalancing). Результатом является разбиение, мини-
мизирующее makespan с учетом вычислительных и коммуникационных затрат
при ресурсных ограничениях.

Исследование выполнено в ЮНЦ РАН по теме государственного задания
(№ госрегистрации 125011200147-2).
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Устойчивость альфвеновских вихревых нитей

Островская И. В.1, Куракин Л. Г.1,2,3
1Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

2Институт водных проблем РАН, Москва
3Южный математический институт — филиал ВНЦ РАН, Владикавказ

Рассматривается модель двухжидкостной плазмы в сильном магнитном по-
ле в z-направлении. Движение конфигурации, состоящей из N вихревых нитей
единичной интенсивности и одного вихря произвольной интенсивности Γ, описы-
вается гамильтонианом1

H = − 1

4π

[
Γ

N∑
k=1

V (|z0 − zk|) +
∑

1⩽j<k⩽N

V (|zj − zk|)
]
, V (ξ) = ln ξ + cK0(ξ).

Здесь zk = xk + iyk — комплексные переменные, (xk, yk) — декартовы координаты
k-го вихря. Двухжидкостную плазму характеризует параметр c = c2k > 0, где ck
может принимать значения одного из трех типов c−, c+, c0:

c± =
1∓ λλe
±λe − λ

, c0 = −λ,

λ = cA/uz — обратное число Альфвена Маха, uz — равномерная скорость распро-
странения в игнорируемом z-направлении, cA — скорость Альфвена, λe = de/ρs —
отношение глубины скин-слоя без столкновений электронов de к ионно-звуковому
гирорадиусу ρs.

Исследована устойчивость решения

z0(t) = 0, zj(t) = uje
iωN t, uj = Re2πi(j−1)/N , j = 1, ..., N,

отвечающего стационарному вращению конфигурации, состоящей из N одинако-
вых вихрей, расположенных равномерно на окружности радиуса R, вокруг цен-
трального вихря интенсивности Γ. Угловая скорость вращения ωN постоянна и за-
висит от параметров задачи.

Впервые линейный анализ устойчивости этого решения был проведен числен-
но в работе Bergmans J. для некоторых значений параметра c при N = 2, . . . , 10.
В продолжение этих исследований были аналитически получены достаточные
условия спектральной неустойчивости, орбитальной и спектральной устойчивости
при N = 2, . . . , 6. Исследована зависимость устойчивости от параметров задачи
(R,Γ, c).

Исследование выполнено в рамках темы № FMWZ-2025-0001 государственного
задания ИВП РАН (регистрационный номер 122041100222-7).

1Bergmans J. et al. Spectral stability of Alfven filament configurations // Physics of Plasmas.
2000. V. 7, No. 6. P. 2388 – 2403.
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Оценка напряженно-деформированного состояния, механических
свойств и микроструктуры бедренного эндопротеза из сплава Ti6Al4V

Панфилов И. А.1, Садырин Е. В.1, Николаев А. Л.1,
Вилковыский И. Ф.2, Васильев А. С.1

1Донской государственный технический университет, Ростов-на-Дону
2Российский университет дружбы народов, Москва

Эндопротезирование тазобедренного сустава является одной из наиболее вос-
требованных хирургических процедур, направленных на купирование болевого
синдрома и восстановление мобильности пациентов с тяжелыми патологическими
изменениями сустава (остеоартроз, посттравматические изменения и т.д.). Акту-
альность исследования обусловлена недостатком предоперационного моделирова-
ния прочности имплантатов, что создает риск их разрушения или повреждения
костной ткани вследствие сложного напряженно-деформированного состояния.

В работе методом конечных элементов проанализированы напряженно-дефор-
мированные состояния и предельные нагрузки на бедренные компоненты эндо-
протеза типа «S» из титанового сплава Ti6Al4V, предназначенные для ветери-
нарной ортопедии. Геометрия изделия и параметры микроструктуры материа-
ла были определены с помощью рентгеновской микрокомпьютерной томографии
на системе Xradia Versa 520. Отметим, что неразрушающий контроль качества
имплантатов перед медицинским вмешательством имеет особое значение в со-
временной практике в связи с вероятностью наличия артефактов во внутренней
структуре изделий. Механические свойства исследованы методом наноиндентиро-
вания на установке Nanotest 600 Platform 3 с алмазным индентором Берковича.
Прочностной анализ выполнен в программной среде Ansys.

В результате выявлены зоны концентрации напряжений и установлены пре-
дельные нагрузки на имплантат, а также оценено влияние жесткости опоры
на стабильность ножки эндопротеза. Практическая значимость работы заклю-
чается в возможности оптимизации конструкции имплантата на ранних этапах
проектирования для снижения риска усталостного разрушения. Полученные дан-
ные позволяют хирургам более обоснованно подбирать тип эндопротеза в зави-
симости от качества костной ткани пациента, что способствует снижению коли-
чества ревизионных операций и сокращению периода реабилитации. Кроме того,
предложенная методика комплексной оценки, включающей микротомографиро-
вание, наноиндентирование и конечно-элементный анализ, может быть адапти-
рована для предоперационного планирования в клинической практике. Что ка-
сается дальнейших исследований, планируется более детальное изучение гранич-
ных условий на напряженно-деформированное состояние, в частности, неравно-
мерной жесткости костной ткани и бикортикальных винтов эндопротеза. Кроме
того, планируется изучение влияния химического состава сплавов на напряженно-
деформированное состояние и предельные нагрузки при статической, динамиче-
ской и циклической нагрузке.

Садырин Е. В. благодарит за финансовую поддержку грант Российского науч-
ного фонда № 25-29-00829, https://rscf.ru/project/25-29-00829/. Микротомографи-
рование и наноиндентирование выполнены в РЦКП НОЦ «Материалы» ДГТУ.
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К вопросу о стандартизации экспериментов
по одноосному сжатию образцов губчатой кости

Паршина И. Ф.
Саратовский национальный исследовательский государственный университет

им. Н. Г.Чернышевского, Саратов

Одноосное сжатие используется для определения эффективного модуля упру-
гости губчатой кости. Некоторые авторы отмечают, что при сжатии губчатой
кости повреждения получает ткань в области захватов, что приводит к заниже-
нию эффективного модуля упругости на 20 – 40%. По их мнению, ошибок в изме-
рении эффективного модуля упругости можно избежать, если защищать торцы
образцов от разрушения с помощью торцевых заглушек. Другими авторами было
показано, что при использовании торцевых заглушек механические характери-
стики губчатой кости до 45% превышают соответствующие параметры образцов,
нагружаемых напрямую. Стоит отметить, что использовались короткие образцы
с соотношением сторон 2 к 1.

Известно, что жесткость губчатой кости чувствительна к граничным услови-
ям, особенно к трению на контакте образца с траверсами испытательной машины.
Хотя этот эффект подробно изучен для коротких образцов, его влияние на длин-
ные образцы, удовлетворяющие предположениям теории стержней, остается недо-
статочно оцененным.

На одноосное сжатие были испытаны образцы губчатой кости крупного ро-
гатого скота, имеющие относительную высоту порядка 5 единиц. Чтобы исследо-
вать влияние способа нагружения образцов на их эффективный модуль упругости
образцы поделили на три равные группы. В первой группе нагрузка приклады-
валась непосредственно к верхнему торцу образца. Во второй группе к верхнему
и нижнему торцам приклеивались заглушки из пластика. В третьей группе при-
клеивались заглушки из алюминия.

Чтобы оценить эффект торцевого трения, образцы были случайным обра-
зом распределены по трем условиям контакта: прямой контакт с траверсами ис-
пытательной машины, повышенное трение с использованием наждачной бумаги
и уменьшенное трение с применением смазки. Эффективный модуль упругости
рассчитывался по данным на линейных участках экспериментальных кривых на-
пряжение – деформация.

Установлено, что применение торцевых заглушек не влияет на вычисление по
стержневой теории эффективного модуля упругости губчатой кости при одноос-
ном сжатии образцов с относительной высотой не менее 5 единиц. Статистиче-
ски значимых различий в эффективном модуле упругости или объемной плотно-
сти между разными условиями трения не обнаружено. Во всех группах модуль
упругости демонстрировал сильную экспоненциальную зависимость от объемной
плотности. Эти результаты демонстрируют, что геометрия образца является опре-
деляющим фактором при испытаниях на сжатие, и поддерживают использование
длинных образцов в качестве простой и эффективной стратегии стандартизации
экспериментальных протоколов в биомеханике губчатой кости.
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Анализ асимметрии тазовых костей при планировании операции
по реконструкции вертлужной впадины

Пашковский Д. М.1, Лобода О. С.1, Умнов В. В.2, Жарков Д. С.2
1Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,

Санкт-Петербург
2НМИЦ детской травматологии и ортопедии им. Г.И. Турнера Минздрава РФ,
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Симметрия костей таза является ключевым фактором биомеханики опорно-
двигательного аппарата, влияющим на нагрузки в тазобедренных суставах и по-
звоночнике. Патологическая асимметрия, обусловленная травмами, дегенератив-
ными заболеваниями или неврологическими нарушениями, приводит к быстро-
му разрушению суставов и утрате функции ходьбы. Современные методы рекон-
структивной хирургии требуют не только визуальной оценки, но и точных коли-
чественных характеристик пространственного положения костей. Существующие
подходы к оценке симметрии зачастую ограничены статическими измерениями
или субъективными критериями, что вызывает необходимость разработки объек-
тивных методов анализа на основе инвариантных механических характеристик.

В данной работе разработаны и проанализированы два подхода к количествен-
ной оценке асимметрии тазовых костей на основе трехмерных моделей, реконстру-
ированных по данным компьютерной томографии: вероятностно-геометрического
метода, основанного на антропометрических точках, и метода, использующего
тензоры инерции сегментов таза. Исходными данными служат КТ-изображения
пациентов, на основе которых с применением сверточных нейронных сетей про-
изводится автоматическая сегментация костных структур. После трехмерной ре-
конструкции и оптимизации получаются триангулированные модели таза в ре-
альном масштабе. Для анализа симметрии реализованы два алгоритма. Пер-
вый (вероятностно-геометрический) основан на выделении парных анатомических
ориентиров и вычислении векторов между ними; степень асимметрии оценивается
как мера отклонения этих векторов от эталонных значений. Второй метод базиру-
ется на расчете тензоров инерции для левой и правой половин таза. Собственные
векторы тензора и собственные значения являются интегральными характеристи-
ками распределения массы кости. Сравнение ориентации главных осей и разницы
моментов инерции позволяет количественно оценить асимметрию, включая скры-
тые вращательные деформации, не определяемые по дискретным точкам.

Проведен сравнительный анализ двух методов на клинических данных. По-
казано, что геометрический подход обладает высокой чувствительностью к ло-
кальным деформациям и удобен для быстрой клинической оценки. Метод на ос-
нове тензора инерции демонстрирует большую устойчивость к артефактам сег-
ментации и позволяет выявить интегральные нарушения симметрии, такие как
торсия половин таза, что критически важно для прогнозирования биомеханики
сустава при динамических нагрузках. В перспективе объединение этих подходов
с конечно-элементным моделированием позволит перейти от статической диагно-
стики к персонализированному прогнозу напряженно-деформированного состоя-
ния тазобедренного сустава в условиях ходьбы, что открывает новые возможности
для оптимизации хирургической коррекции пациентов с патологиями таза.



85

Экстремальная задача параметрического возбуждения
билинейной системы второго порядка
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Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова, Москва

Одним из способов воздействия на вестибулярную систему является калори-
ческая вестибулярная стимуляция (CVS), основанная на изменении температуры
окружающей среды. В математических моделях, описывающих динамику первич-
ных афферентных нейронов, в частности, в модифицированной системе Ходжки-
на — Хаксли Александрова— Сото, температурный параметр входит мультипли-
кативно и способен вызывать переходы между стационарными и периодически-
ми режимами. Таким образом, изменение температуры выступает как механизм
параметрического возбуждения, способный качественно изменять характер дина-
мики системы.

Как правило, в подобных моделях температура задаётся как произвольная
функция времени, допускающая достаточно быстрые изменения. Однако в реаль-
ных физиологических условиях температурное воздействие обладает собственной
инерционностью: процессы теплопереноса накладывают ограничения на скорость
изменения температуры. Это обстоятельство делает естественным рассмотрение
параметрически возбуждаемых систем при наличии ограничений не только на ам-
плитуду управляющего параметра, но и на его производную по времени. Игнори-
рование таких ограничений может приводить к завышенной оценке достижимых
эффектов возбуждения.

В качестве модельной задачи исследуется система второго порядка с пара-
метрическим управлением и ограничениями на величину и скорость изменения
возмущения. Рассматривается экстремальная задача поиска управления, обеспе-
чивающего наибольшее отклонение решения на полупериоде колебаний. Для спе-
циально выделенного однопараметрического семейства кусочно-гладких функций
получены явные аналитические выражения для траекторий системы на отдель-
ных участках движения с последующим склеиванием по условиям непрерывности.
Такой выбор класса управлений позволяет свести исходную вариационную задачу
к минимизации по одному параметру, что существенно упрощает анализ.

Дальнейшая численная минимизация приводит к определению экстремального
значения параметра, при котором реализуется максимальное отклонение за полу-
период. Показано, что введение ограничения на производную управления приво-
дит к качественному изменению структуры экстремального решения по сравне-
нию с классическим случаем без ограничения на скорость изменения параметра.
В частности, момент смены знака возмущения не совпадает с моментом обраще-
ния угла отклонения маятника в нуль, что свидетельствует о перестройке меха-
низма параметрического возбуждения под влиянием инерционности управления.
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Распространёнными формами поражения аортального клапана являются сте-
ноз и регургитация. Лечение заключается в замене нативного клапана на био-
протез или механический протез хирургическим либо транскатетерным способом.
Поскольку гемодинамические условия вблизи створок и в корне аорты могут быть
связаны с прогрессированием стеноза, кальцификацией и деградацией биоматери-
ала, количественная оценка гемодинамики биопротезов имеет ключевое значение.
Параметры материала створок получены из двуосных испытаний свиного пери-
карда. Для численного моделирования выбраны две анизотропные конститутив-
ные модели с наилучшим согласованием с двуосными данными — Holzapfel-2005
и Four-fibers family. Задача решалась в связной постановке взаимодействия жидко-
сти и твердого тела. Кровь моделировалась как несжимаемая ньютоновская жид-
кость с плотностью 1060 кг/м3 и вязкостью 0.004 Па ·с, среднее число Рейнольдса
составляло 3685. На выходе использована двухэлементная модель Виндкесселя,
обеспечивавшая значения давления 80 и 120 мм рт. ст. Оценивались скорость пото-
ка, деформации створок, эквивалентные напряжения по Мизесу, завихренность,
WSS, а также интегральные показатели GOA, EOA, dPmax и dPrec. Для первой
модели наблюдались более высокие скорости. Пиковая скорость во восходящей
аорте составила 1.77 м/с при 323 мс для первой модели и 1.94 м/с при 315 мс
для второй. В фазе закрытия формировались множественные вихревые струк-
туры и зоны рециркуляции. Для первой модели получены GOAmax = 2.46 см2

и EOA = 2.15 см2, для второй — 2.36 см2 и 2.38 см2, соответственно. Максималь-
ный градиент давления dPmax составил 6.8 и 5.1 мм рт. ст., а dPrec изменялось
в пределах 0 – 7.75 и 0 – 9.34 мм рт. ст. соответственно. Максимальные деформации
достигали около 30% в фазе открытия. Для первой модели спад деформаций при
закрытии был более протяжённым и сопровождался остаточными колебаниями,
а для второй снижение происходило быстрее. Напряжения по Мизесу концентри-
ровались в области комиссур и вдоль линии фиксации створок. Пиковые значения
WSS на створках в конце систолы и при закрытии были выше для первой модели
и достигали 25 – 30 Па, тогда как второй профиль WSS был более сглажен. Таким
образом, выбор модели материала влияет на гидродинамическую эффективность,
распределение напряжений и характер деформирования створок.

Результаты получены при финансовой поддержке проекта «Развитие техно-
логии для проектирования численного моделирования и аддитивного производ-
ства сетчатых конструкций для транскатетерной имплантации аортального кла-
пана», реализуемого в рамках государственной программы федеральной террито-
рии «Сириус» «Научно-технологическое развитие федеральной территории «Си-
риус» (Соглашение № 27-03 от 07 июля 2025 г.).
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Представлены результаты исследований, связанных с учетом параметрической
неопределенности в виде разбросов исходных физико-механических и геометриче-
ских параметров в расчетных соотношениях, применяемых для получения оценок
динамических характеристик демпфирующих свойств полимерных радиотехни-
ческих материалов и конструкций. Развиваемый подход базируется на исполь-
зовании апробированных детерминистических вариантов расчетных соотноше-
ний данного типа, применительно к которым осуществляется переход к нечетко-
множественным аргументам, описывающим неконтрастные параметры рассмат-
риваемых моделей, определяемые экспериментальными методами, имеющие раз-
бросы в рамках технологических допусков и генерируемые на основе субъектив-
ных экспертных заключений. Расширение областей определения расчетных соот-
ношений рассматриваемых моделей реализуется на основе применения модифици-
рованной альфа-уровневой версии эвристического принципа обобщения. В рамках
данной методики вводимые исходные нечетко-множественные параметры пред-
ставляются суперпозициями по множествам альфа-срезов; в этой же форме опре-
деляются результирующие нечетко-множественные характеристики, описываю-
щие функции принадлежности для эндогенных нечетко-множественных парамет-
ров. Для исходных нечетко-множественных параметров наиболее общим исполь-
зуемым вариантом задания являются таблицы граничных значений интервалов
альфа-срезов при определенном варианте выбора шага варьирования парамет-
ра альфа на отрезке от нуля до единицы. При необходимости данная информа-
ция служит основой для введения исходных нечетко-множественных параметров
в виде нормальных треугольных нечетких чисел, нормальных трапецеидальных
нечетких интервалов или нормальных нечетких чисел квазигауссового типа.

В результате применения описанного подхода получены и апробированы
нечетко-множественные расчетные соотношения для метода резонансных коле-
баний — метода определения коэффициента механических потерь, основанного
на описании зависимости ширины резонансной кривой от величины демпфиро-
вания на первой, второй и последующих формах колебаний, в рамках которого
получена формула детерминистической версии модели для расчета искомого ко-
эффициента. Разработанный метод позволяет по аналитической формуле опреде-
лять и нечетко-множественную величину динамического модуля упругости, необ-
ходимую при расчетах конструкций радиоэлектронных систем с полимерными
демпферами.

Исследование выполнено в рамках государственного задания «Алгоритми-
зированные численно-аналитические методы исследования моделей комплексно-
го деформирования инновационных материалов и конструкций с усложненными
свойствами» (№ FRRE-2026-0021).
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Возникновение конвекции в горизонтальном слое
изотермически несжимаемой жидкости

Прозоров О. А.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

В докладе представлены результаты численного анализа линейной задачи
устойчивости равновесия вязкой жидкости в горизонтальном слое с плотностью,
зависящей от температуры.

В термодинамике уравнение состояния — соотношение между макроскопиче-
скими физическими величинами, характеризующими жидкость, например, темпе-
ратурой, давлением и плотностью (удельным объёмом). В математической модели
изотермически несжимаемой жидкости уравнением состояния является заданная
зависимость удельного объёма от температуры. Данная модель, а также поста-
новки задачи об устойчивости равновесия изотермически несжимаемой жидкости
в различных геометрических областях были предложены в работах В.И. Юдови-
ча.

Система уравнений движения изотермически несжимаемой жидкости в гори-
зонтальном слое дополняется начальными условиями для скорости, температуры
и давления, а также граничными условиями для скорости жидкости и темпе-
ратуры. На нижней неподвижной границе слоя задаются условие прилипания
и тепловое условие.

На верхней деформируемой границе горизонтального слоя выполняются усло-
вия теплообмена, кинематическое условие и динамическое условие, связывающее
нормальное перемещение точки границы с нормальным напряжением. Рассмат-
риваются малые возмущения равновесной плоской границы, в результате линеа-
ризации краевые условия задаются на невозмущенной границе.

В докладе рассматриваются различные варианты постановки краевых условий
для температуры на нижней твёрдой границе слоя.

Представлены результаты анализа нейтральных кривых критического значе-
ния параметра — числа Рэлея. Подробно рассматривается случай линейной зави-
симости удельного объёма от температуры. Принцип смены устойчивости прове-
ряется численно.

Исследовано влияние различных параметров задачи (в частности, коэффици-
ента теплового расширения и безразмерной вязкости) на поведение нейтральных
кривых зависимости числа Рэлея от волнового числа.

Возникающие после отделения горизонтальной переменной краевые задачи
для нормальных возмущений решаются численно методом пристрелки. Прово-
дится сравнение результатов численного эксперимента с асимптотическими раз-
ложениями в области малых волновых чисел возмущений.

Проведено сравнение результатов критических значений числа Рэлея и со-
ответствующих собственных функций (температуры, давления и скорости) при
малых значениях коэффициента теплового расширения с результатами задачи
о конвекции в горизонтальном слое несжимаемой жидкости, для которой имеется
известное решение.

Построены разложения критических значений параметров задачи и собствен-
ных функций от малого волнового числа.
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Оценка эффективности применения языковой модели DeepSeek
в задачах теории упругости

Пустовалова О. Г.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Рассматривается эффективность применения языковой модели DeepSeek в
контексте задач теории упругости. Анализ проведен на основе сопоставления воз-
можностей модели с требованиями, предъявляемыми к вычислительным и ана-
литическим инструментам в данной области механики сплошных сред.

Модель DeepSeek демонстрирует высокую результативность при выполнении
символьных операций и аналитических выкладок, она способна воспроизводить
вывод фундаментальных соотношений, таких как уравнения Ламе и условие сов-
местности деформаций, включая их формулировки в ортогональных криволиней-
ных системах координат. Существенным преимуществом является возможность
пошаговой демонстрации преобразований, что позволяет использовать систему
в образовательных целях и при верификации промежуточных результатов иссле-
дований.

Для класса классических краевых задач, имеющих аналитическое решение,
например, таких как — задачи Ламе, Кирша, Герца, Фламана, DeepSeek высту-
пает в роли структурированного справочника. Модель воспроизводит постановки
граничных условий, вид разрешающих функций, например, функций напряжений
Эри, и алгоритмы получения замкнутых решений. Данная функция позволяет со-
кратить время на поиск исходной информации в литературных источниках.

При попытке прямого численного решения уникальных задач с индивидуаль-
ными геометрическими и физическими параметрами эффективность модели су-
щественно снижается. DeepSeek не предназначен для замены специализированных
расчетных комплексов (Ansys, FlexPDE, Abaqus) и не выполняет непосредственно
конечно-элементный анализ. В данной области система ограничивается рекомен-
дациями по выбору метода решения или структурированием исходных данных
для последующего расчета в стороннем программном обеспечении.

Критический анализ показывает, что решения и рекомендации, предлагаемые
DeepSeek, требуют обязательной проверки со стороны специалиста. Модель не
обладает интуитивным физическим пониманием и может генерировать правдо-
подобные, но ошибочные результаты при работе с нестандартными комбинаци-
ями граничных условий или учетом нелинейных эффектов. Ответственность за
окончательную интерпретацию результатов и инженерную оценку сохраняется
за пользователем.

Таким образом, DeepSeek представляет собой эффективный вспомогательный
инструмент в задачах теории упругости. Наибольшая польза достигается при сим-
вольных преобразованиях, изучении теоретических основ, подготовке отчетной
документации и первичной генерации кода. В задачах финального численного
расчета и при принятии проектных решений модель выполняет исключительно
консультативную функцию, не заменяющую профессиональную экспертизу.



90

Временные особенности прочности полимеров

Пучков И. И.
Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург

В данной работе исследовались временные особенности прочности полимеров:
поликарбоната (ПК), поливинилиденфторида (ПВДФ) и полиметилметакрилата
(ПММА) на основе экспериментальных данных. В предположении, что σ̇ = const
имеем зависимость σ = tσ̇H(t) (H(t) — функция Хевисайда), которую используем
в критерии Петрова—Морозова:

1

τ

∫ t

t−τ

σ(s)

σст
ds ⩽ 1.

Интегрированием было найдено критическое время потери прочности:

tкр =

{√
2τσст

σ̇
, t < τ

σст
σ̇

+ τ
2
, t ⩾ τ

и предполагаемая зависимость прочности:

σпр =

{√
2Eτσстε̇, ε̇ > 2σст

Eτ

σст +
Eτε̇
2
, ε̇ ⩽ 2σст

Eτ
.

Для статического предела прочности полимеров предложена логарифмиче-
ская зависимость от скорости деформации на основании теории Журкова:

tкр = t0e
U0−γσст

kT ⇔ σст =
U0

γ
+
kT

γ

(
ln t0 − ln

ε

ε̇

)
σст = σст0 +

kT

γ
ln ε̇ = σст0 + α log10(ε̇), σст0 = σст|ε̇=1

Следует заметить, что в условиях испытаний E = E(ε̇), поэтому, для коррект-
ности определения инкубационного времени для разных скоростей деформации
были вычислены модули Юнга на основе экспериментальной зависимости истин-
ных напряжений от деформаций. За напряжение, при котором происходит потеря
прочности, было взято пиковое истинное напряжение из этих же данных.

В результате методом наименьших квадратов было получено инкубационное
время τ и параметр α, введенный в модели статической прочности.

Материал Инкубационное
время τ , мкс

Параметр α,
МПа

ПК 3.4 6.1
ПВДФ 27.6 9.2
ПММА 4.8 25.2
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Неустойчивость Тьюринга в системе осцилляторов с диффузией

Ревина С. В.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Многие известные модели физических, биологических, химических и других
процессов описываются краевыми задачами для систем уравнений в частных про-
изводных вида

ut = ∆u+ f(u, v), vt = d∆v + g(u, v), (1)
∂u

∂n
|∂Ω =

∂v

∂n
|∂Ω = 0. (2)

Здесь d — коэффициент диффузии, x меняется в ограниченной области Ω ⊂ Rm

при m = 1, 2, 3, n — внешняя нормаль к границе области, ∆ = ∂2

∂x2
1
+ . . . + ∂2

∂x2
m

—
оператор Лапласа. Уравнения (1) называются уравнениями реакции – диффузии,
гладкие функции f(u, v), g(u, v) — слагаемыми реакции.

Пусть система имеет пространственно-однородное стационарное решение
(u∗, v∗). Будем интересоваться условиями, при которых имеет место диффузи-
онная неустойчивость (неустойчивость по Тьюрингу) этого равновесия.

Рассмотрим бездиффузионное приближение системы (1) – (2):

dy

dt
= Jy, y ∈ R2. (3)

Здесь J — матрица Якоби линеаризованной в точке (u∗, v∗) нелинейной системы
уравнений (1) – (2).

Выпишем линеаризованную систему с диффузией (1) – (2):

ut = ∆u+ fu · u+ fv · v, vt = d∆v + gu · u+ gv · v, (4)

где компоненты матрицы Якоби определены в (3).
Положение равновесия (u∗, v∗) системы (1) – (2) называется неустойчивым

по Тьюрингу, если выполняются два условия: 1) собственные значения линеаризо-
ванной системы в отсутствие диффузии (3) лежат строго в левой полуплоскости;
2) существует собственное значение линеаризованной системы с диффузией (4),
которое лежит в правой полуплоскости.

В настоящей работе рассматривается система уравнений типа «реакция – диф-
фузия», описывающая модель пространственно-распределенных осцилляторов,
когда пространственная переменная меняется в произвольной ограниченной обла-
сти с достаточно гладкой границей при краевых условиях Неймана. В бездиффу-
зионном приближении приходим к динамической системе, соответствующей коле-
баниям осциллятора в окрестности нижнего положения равновесия. Рассматрива-
ются различные способы перехода к диффузионной модели путем учета диффу-
зионных слагаемых. Получены условия, при которых устойчивое в бездиффузи-
онном приближении нижнее положение равновесия маятника становится неустой-
чивым при наличии диффузионных слагаемых. Границы области неустойчивости
при этом находятся явно и выражаются через собственные значения оператора
Лапласа в рассматриваемой области.
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Самосборка белковых оболочек с квадратно-треугольным порядком

Рошаль Д. С., Голушко И. Ю., Коневцова О. В., Рошаль С. Б.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Множество примеров двумерной упаковки идентичных или почти идентичных
структурных единиц можно найти как в живой, так и в неживой природе. Наибо-
лее совершенный треугольный порядок наблюдается в белковых оболочках ико-
саэдрических вирусов. Геометрия белков и электростатические взаимодействия
между ними определяют форму и свойства этих оболочек. Изучение физических
механизмов и общих геометрических принципов, лежащих в основе известных
сферических упаковок, имеет решающее значение для рационального проектиро-
вания синтетических наноконтейнеров.

В работе моделируется рост малых сферических оболочек, содержащих менее
73 идентичных частиц, которые имеют собственную кривизну и взаимодейству-
ют друг с другом посредством потенциала Леннарда—Джонса. Предполагается,
что сборка оболочки происходит в неравновесном и последовательном режиме:
на каждом шаге новая частица присоединяется к наиболее энергетически вы-
годному положению, после чего система релаксирует. Сборка прекращается, ко-
гда добавление новых частиц перестает быть энергетически выгодным. Этот ал-
горитм соответствует ситуации, когда отношение энергии интерфейса растущей
оболочки к силе взаимодействия между структурными единицами позволяет им
исследовать множество положений прикрепления, прежде чем стать частью обо-
лочки. Используя в качестве единственного параметра отношение равновесного
расстояния между частицами к радиусу сферы, проведен детальный анализ са-
мосборки малых оболочек, в которых влияние кривизны наиболее заметно.

Наряду с хорошо известными структурами самых маленьких икосаэдриче-
ских оболочек вирусных белков, предложенный механизм генерирует широкий
спектр оболочек, демонстрирующих квадратно-треугольный поверхностный по-
рядок. Большинство таких оболочек представляют собой модели синтетических
или природных белковых комплексов, обладающих октаэдрической или тетраэд-
рической симметрией и выполняющих различные функции. Проведено сравнение
полученных структур с теми, которые возникают в результате равновесной сбор-
ки и соответствуют глобальным минимумам энергии.

Также рассмотрена стохастическая сборка, зависящая от температуры, и ис-
пользован потенциал Леннарда— Джонса— Гаусса с двумя минимумами для ими-
тации анизотропных взаимодействий частиц.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-12-
00105-П, https://rscf.ru/project/22-12-00105/.
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Использование нейронных сетей для анализа сигналов ЭМГ-датчиков

Рубашевская А. А.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Электромиография (ЭМГ) — метод диагностики нервно-мышечной системы,
основанный на показателях биоэлектрической активности мышц. Регистрация
ЭМГ-сигналов позволяет фиксировать сокращение мышц и выявлять закономер-
ности, связанные с конкретными движениями. Современные системы используют
поверхностные электроды или эластичные манжеты, сигнал с которых усилива-
ется, очищается от помех и оцифровывается, после чего попадает в алгоритм
обработки. ЭМГ активно применяется в педиатрии, ортопедии, спортивной ме-
дицине, нейрохирургии и т. д. Большие перспективы открываются в разработке
человеко-машинных интерфейсов. В условиях развития технологий интеграции
данных и приложений особую актуальность приобретают такие интеллектуаль-
ные методы анализа, которые обеспечивают высокую точность распознавания да-
же в неидеальных условиях, и будут основой для принципиально новых интер-
фейсов управления: бионические протезы, экзоскелеты, системы распознавания
жестов и новые формы общения для людей с нарушениями речи и моторики.

На сегодняшний день область распознавания жестов достигла значительного
прогресса, однако еще сопровождается рядом проблем. ЭМГ-сигнал — это слож-
ный и зашумлённый поток данных, на который влияют усталость мышц, поло-
жение электродов и даже эмоциональное состояние. Исследования подтверждают,
что важными оказываются борьба с ошибками разметки, корректный выбор места
размещения электродов и т. д. Особое внимание в современных работах уделяет-
ся балансу между сложностью модели и её производительностью. Использова-
ние трёхмерных свёрточных сетей и механизмов внимания позволяет учитывать
пространственно-временную динамику жестов, но для внедрения в портативные
устройства с ограниченным числом каналов наиболее перспективными выглядят
гибридные архитектуры, которые сохраняют высокую точность даже на разре-
женных данных. Доминирующим трендом стало использование глубокого обу-
чения, продемонстрировавшее превосходство над классическими методами прак-
тически во всех сценариях. Представленные в литературе модели тестировались
на базах данных NinaPro или собственных датасетах их авторов.

В настоящей работе будут представлены результаты сбора данных с помощью
микроконтроллера Arduino Uno Rev3, что обусловлено её доступностью, развитой
экосистемой и достаточными ресурсами для поставленной задачи. В рамках иссле-
дования электроды размещались на мышцах-сгибателях и разгибателях пальцев
предплечья доминирующей руки. Датасет создан на основе записей цифры от 0 до
9, примерно по 100 – 300 образцов на каждую цифру (суммарно около 1000 – 3000
примеров). Особое внимание уделено предобработке данных, разработке и адап-
тации моделей под задачу, а также анализу полученных результатов.
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Восстановление динамики популяций насекомых-фитофагов яблони
при ограниченной частоте мониторинга с помощью байесовской модели

пространства состояний

Сагоциян Н. С.
Кубанский государственный университет, Краснодар

В современном сельском хозяйстве особую актуальность приобретает оптими-
зация обработок промышленных яблоневых садов от насекомых-фитофагов. Од-
ной из актуальных задач является восстановление скрытой динамики популяций
по разреженным, но биологически информативным данным, поскольку в усло-
виях реального садоводства сбор информации о численности вредителей часто
осуществляется с низкой временной частотой (примерно один раз в 7 – 10 дней).
Таким образом, остаётся открытым вопрос надёжного восстановления непрерыв-
ной во времени динамики численности популяции в ситуации, когда наблюдения
разрежены, зашумлены и не охватывают все фазы жизненного цикла.

Существует несколько подходов к моделированию численности популяций
насекомых-фитофагов. Классические биофизические (фенологические) модели,
основанные на использовании ковариат (температура, влажность, осадки и др.)
и нелинейных зависимостях скорости развития от них, позволяют прогнозировать
ключевые фенологические события жизненного цикла, но не оценивают неопре-
делённость прогноза. Для учёта возрастной и стадийной структуры популяции
широко применяются матричные модели и динамические модели популяции, ко-
торые описывают динамику переходов между стадиями развития, однако требуют
обширных данных для параметризации. В последние десятилетия активно разви-
ваются стохастические подходы, в частности, модель пространства состояний и,
в частности, байесовская модель пространства состояний (BSSM), которые явно
разделяют скрытую динамику популяции и процесс наблюдения, что позволяет
одновременно учитывать как демографический и экологический шум, так и ошиб-
ки измерений.

В данной работе предлагается подход к восстановлению динамики численно-
сти фитофагов яблони на основе BSSM. Модель имеет иерархическую структу-
ру: процессное уравнение описывает эволюцию скрытых состояний (численность
по дням) с использованием нелинейной биофизической зависимости от ковари-
ат; уравнение наблюдений связывает истинную численность с данными ловушек
через распределение Пуассона или отрицательной биномиальной, учитывая пере-
менную эффективность отлова. Благодаря разделению системы на модель про-
цесса (скрытые состояния) и модель наблюдений, BSSM учитывает ошибки вы-
борки и случайные флуктуации среды, позволяя проводить совместную оценку
биологических параметров и латентных переменных численности. Использование
байесовского вывода с введением априорных распределений обеспечивает коли-
чественную оценку неопределенности в датах наступления ключевых фенологи-
ческих событий.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного
фонда и Кубанского научного фонда (проект № 26-21-20036).
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Взаимосвязь микроструктуры и адгезионных характеристик интактной
и патологически измененной эмали и дентина

Садырин Е. В.1, Антипов П. Е.2, Кароткиян Р. В.1
1Донской государственный технический университет, Ростов-на-Дону

2Донской государственный аграрный университет, Персиановский

В работе представлено комплексное исследование адгезионного взаимодей-
ствия зонда атомно-силового микроскопа (АСМ) с твёрдыми тканями зуба. Объ-
ектом изучения стали как интактные участки эмали и дентина, так и тка-
ни с патологическими изменениями. Методом силовой спектроскопии выполне-
на количественная оценка адгезионных свойств, выявившая их прямую зависи-
мость от трансформаций микроструктуры, степени минерализации и топогра-
фии поверхности. Комбинированное использование АСМ, оптической и скани-
рующей электронной микроскопии позволило коррелировать наномеханические
данные с морфологией тканей. Установлено, что патологически изменённые зо-
ны отличаются от интактных по величине силы адгезии и удельной поверхност-
ной энергии. Полученные результаты демонстрируют высокую чувствительность
АСМ-спектроскопии к ранним структурно-функциональным изменениям в био-
тканях и подтверждают эффективность метода для наномеханической характе-
ризации зубов. Отмечено, что деминерализация в области вершины фиссуры, по-
видимому, обусловлена механическим воздействием пищи и/или зуба-антагониста
на ключевые структурные элементы окклюзионной поверхности моляров и пре-
моляров — в частности, на эмалевые стенки фиссуры.

Практическая значимость работы заключается в возможности использования
полученных данных для повышения точности конечно-элементных и мультифи-
зических моделей, описывающих поведение зуба под нагрузкой. В прикладной
стоматологии результаты открывают перспективы для создания новых методов
ранней диагностики кариеса на наноуровне, объективной оценки эффективности
действия реминерализующих препаратов и оптимизации характеристик реставра-
ционных материалов. Понимание механизмов адгезии на границе раздела «ткань
зуба – материал» позволит разрабатывать адгезивные системы, биомиметически
соответствующие свойствам изменённых тканей. Таким образом, исследование
вносит вклад как в фундаментальную биомеханику, так и в развитие персона-
лизированных клинических протоколов, напрямую влияя на прогнозируемость
и срок службы стоматологических реставраций.

Области интереса интактных и патологически изменённых тканей были об-
наружены на двух молярах человека, удалённых у пациентов по ортодонтиче-
ским показаниям в стоматологической клинике ООО «Макси-Дент» (г. Ростов-
на-Дону), локальный независимый этический комитет Донского государственно-
го технического университета одобрил протоколы исследований (заключение № 4
от 03.07.2025 г.), от пациентов были получены информированные согласия.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 25-
29-00829, https://rscf.ru/project/25-29-00829/. Сканирующая электронная микро-
скопия выполнена на оборудовании Ресурсного центра коллективного пользова-
ния НОЦ «Материалы» Донского государственного технического университета
(РЦКП ДГТУ).
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Алгоритм генерации объема культеприемной гильзы
по результатам оптического сканирования

Сайченко Н. Д., Волков И. С., Землянский М. Н.
Кубанский государственный университет, Краснодар

Культеприемная гильза является важным биомеханическим интерфейсом в си-
стеме протезирования нижних конечностей, определяющим комфорт и здоровье
пациента. Ее некорректное изготовление ведет к серьезным медицинским ослож-
нениям, включая нарушения микроциркуляции, болевые синдромы и разрушение
мягких тканей. Методы изготовления, основанные на ручном гипсовании, харак-
теризуются высокой субъективностью, отсутствием стандартизации и невозмож-
ностью сохранения цифровой метрической истории пациента. Внедрение адди-
тивных технологий позволяет создавать гильзы сложной геометрии с переменной
толщиной и внутренними микрорешетками, однако процесс перехода от сканиро-
вания к CAD-модели остается автоматизированным не полностью. Существенным
барьером для цифровизации является высокая трудоемкость создания цифровой
модели, которая включает использование оптических сканеров и постобработку.
Для получения данных о поверхности культи предлагается концепция программ-
ного обеспечения на базе смарт-фотограмметрии, использующего камеру смарт-
фона. Данный подход обеспечивает нулевую стоимость аппаратной части при по-
грешности расчета объема менее 1%, что сопоставимо с эталонным методом вод-
ного погружения. Для автоматизации моделирования разработан сквозной ма-
тематический алгоритм, конвертирующий массив фотографий в топологически
корректную твердотельную модель без участия оператора.

Разработанный алгоритм включает пять ключевых этапов. Первый этап пред-
полагает оптическое сканирование культи или гипсового слепка с использованием
видео 4K, где для повышения точности применяются паттернированные лайнеры
и калибровочные фидуциальные маркеры. На втором этапе формируется опти-
мизированный массив снимков: исследования показывают, что диапазон в 26 – 82
кадра обеспечивает баланс между качеством и временем обработки. Третий этап
включает вычисление положений камер, построение плотного облака точек и ре-
конструкцию замкнутой полигональной поверхности. Четвертый этап посвящен
автоматическому анализу геометрических характеристик, включая выравнива-
ние биомеханической оси и построение горизонтальных разрезов для определе-
ния стратегии проектирования. Пятый этап реализует алгоритм генерации объе-
ма гильзы методом неявного моделирования, позволяющий задавать переменную
толщину стенки в зависимости от зон напряжений. Интеграция разработанного
комплекса в экосистемы CAD/CAM позволяет создать «цифровые гипсовочные
комнаты» полного жизненного цикла. Автоматизация конвейера от мобильного
фотозахвата до получения кода для 3D-принтера сокращает время инженерной
работы с трех часов до 10 – 15 минут. Данное решение минимизирует риски че-
ловеческого фактора и открывает путь к массовой, экономически эффективной
и безупречной персонализации протезирования в глобальном масштабе, делая вы-
сокие технологии доступными даже в развивающихся странах.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Кубанского научного
фонда, ООО «Орто-Маркет» в рамках проекта № НТИП-25.1/8.
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Моделирование конвекции в двухслойной пористой среде

Селищев А. А.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

В природе пористые формации редко являются однородными — осадочные по-
роды образуют горизонтально-слоистые структуры с резкими изменениями филь-
трационных свойств на границах раздела. Учёт такой неоднородности важен для
моделирования распределения тепла и движения жидкости.

Рассматривается прямоугольная область, состоящая из двух горизонтальных
анизотропных слоёв с различными свойствами проницаемости и теплопроводно-
сти. Для моделирования конвекции при малых скоростях используется постанов-
ка, учитывающая закон Дарси. На внешних границах области предполагаются
условия непроницаемости и линейный профиль температуры. На границе раздела
задаются условия непрерывности температуры, давления, нормальной компонен-
ты скорости фильтрации и теплового потока. Изучается формирование конвек-
тивных режимов при потере устойчивости состояния покоя. Анализируется слу-
чай возникновения непрерывного однопараметрического семейства стационарных
колебательных режимов, которое возникает вследствие косимметрии, что накла-
дывает дополнительные условия на коэффициенты проницаемости и теплопро-
водности. Показано, что при такой постановке свойство косимметрии сохраняется
не только внутри каждого слоя, но и для всей области.

Для численного исследования задачи используется метод конечных разностей.
По пространственным координатам применяется компактная схема четвёртого
порядка точности, использующая девятиточечный шаблон и сохраняющая свой-
ство косимметрии1. Для решения полной задачи использовался метод прямых,
интегрирование по времени осуществлялось методом Рунге—Кутты четвертого
порядка. Проведённые расчёты показывают высокую эффективность предложен-
ной схемы по сравнению с методами второго порядка точности. В работе прове-
ден расчет однопараметрических семейств для ряда двухслойных областей при
различных коэффициентах проницаемости и теплопроводности. Найдены числа
Рэлея, при которых конвективные валы образуются в обоих слоях. Построены
соответствующие этим режимам функции тока и распределение температуры.

Автор выражает благодарность В. Г. Цибулину за внимание к работе.

1Селищев А.А., Цибулин В.Г. Компактная разностная схема для анизотропной задачи кон-
векции Дарси // Компьютерные исследования и моделирование. 2025. Т. 17, № 2. С. 199 – 211.
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Механические свойства металломатричных композитов,
получаемых при помощи метода молекулярного наслаивания

Семенов Б. Н., Земцова Е. Г., Кудымов В. К., Морозов П. Е.
Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург

В настоящее время металломатричные композиты находят широкое примене-
ние благодаря их высоким по сравнению с материалом матрицы эксплуатацион-
ным свойствам. Наиболее часто в качестве материала матрицы применяется Al,
Fe и Ni. В качестве армирующих элементов чаще всего используются как микро-,
так и наночастицы карбида кремния (SiC), карбида титана (TiC), карбида бора
(B4C), оксида алюминия (Al2O3) и различных аллотропов углерода.

Переход от микрочастиц к наночастицам в качестве армирующих элементов
металломатричного композита приводит к значительному улучшению механиче-
ских свойств металломатричного композита. Это, в первую очередь, связано с тем,
что наночастицы, по сравнению с микрочастицами, обладают большей способно-
стью препятствовать движению дислокаций в металлической матрице и, следова-
тельно, более эффективно повышать прочность композитов. Упрочнение метал-
ломатричного композита обусловлено рядом факторов: концентрацией армирую-
щих частиц, их геометрией и размером, различиями в модулях упругости и ко-
эффициентах теплового расширения, адгезией между металлической матрицей
и армирующими частицами, технологиями производства композитов и другими.
Следует отметить, что наряду с заметным увеличением прочности и предела те-
кучести в металломатричных (нано)композитах наблюдается значительное сни-
жение пластичности, т. е. деформации до разрушения.

Существуют различные жидкофазные и твердофазные методы получения
алюминиевых матричных нанокомпозитов, содержащих различные типы нано-
частиц, такие как литье с перемешиванием, ультразвуковое литье, селективное
лазерное плавление, обработка трением с перемешиванием, накопительное прессо-
вание, порошковая металлургия и др. Хотя полученные с помощью этих процессов
нанокомпозиты демонстрируют повышенную прочность по сравнению с неарми-
рованной алюминиевой матрицей, их прочность все еще ограничена сложностью
обеспечения равномерного распределения наночастиц с высоким содержанием,
поскольку наночастицы более склонны к агрегации в металлической матрице, чем
микрочастицы, из-за их относительно большей площади поверхности, что стано-
вится более значимым при высокой объемной доле армирующих наночастиц.

Поверхностное структурирование армирующих частиц, основанное на мето-
де молекулярного наслаивания, позволяет решить ряд технологических проблем,
возникающих при изготовлении металлокомпозитов, таких как повышение адге-
зии, предотвращение слипания армирующих частиц и других. Проведен сравни-
тельный анализ свойств металломатричных композитов, полученных методами
порошковой металлургии, литья и селективного лазерного спекания. Выявлены
основные механизмы упрочнения, наблюдаемые в синтезированных образцах.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 25-21-00691, https://rscf.ru/project/25-21-00691/).
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Моделирование процесса 3D-печати
прототипа протеза кисти руки человека

Середа М. П.
Московский государственный технический университет им. Н.Э. Баумана,

Москва

Актуальность работы связана с необходимостью совершенствования техноло-
гий производства индивидуальных медицинских изделий. Аддитивные техноло-
гии позволяют создавать протезы сложной формы, однако процесс трёхмерной
печати сопровождается высокими термомеханическими градиентами, приводящи-
ми к остаточным напряжениям и характерным дефектам (коробление, перекос,
отслоение и т.д.). Цель работы — моделирование процесса печати фаланги пальца
для прогнозирования и минимизации указанных дефектов на этапе проектирова-
ния.

На первом этапе выполняется обработка диагностических данных. Исходный
DICOM-файл (набор двумерных срезов) загружается в программу Amira. На ос-
нове воксельной модели проводится сегментация костной ткани пороговым ме-
тодом по шкале Хаунсфилда. Функция извлечения поверхности позволяет полу-
чить первичную STL-геометрию, которая затем очищается от ошибок (отверстий,
дубликатов вершин) в среде MeshLab. Здесь же выделяется указательный палец
и разрабатываются сферические шарниры, имитирующие коллатеральные связки
для обеспечения физиологичной подвижности.

Для выбора материала оцениваются физико-механические свойства. На основе
рентгеновской плотности (числа Хаунсфилда) рассчитываются плотность ткани
и модуль упругости по эмпирическим зависимостям. Сравнение расчётных дан-
ных с характеристиками доступных полимеров обусловило выбор полилактида
(PLA). Материал обладает низкой термоусадкой, технологичностью, а его проч-
ностные показатели достаточны для создания демонстрационного прототипа.

Подготовка геометрии к печати ведётся в Ansys SpaceClaim: определяется ори-
ентация детали, генерируются поддержки, настраиваются параметры построения.
Затем модель передаётся в модуль аддитивного моделирования Ansys Workbench
для решения связанной термомеханической задачи, которая учитывает взаимное
влияние температурных полей и напряжённо-деформированного состояния в про-
цессе послойного синтеза. Полная деформация рассматривается как сумма упру-
гой и температурной составляющих; напряжённое состояние зависит от тензора
жёсткости материала, а распределение температуры описывается уравнением теп-
лопроводности с учётом теплофизических свойств.

Моделирование позволило получить поля температур, перемещений и эквива-
лентных напряжений на всех этапах: в процессе печати, после построения, по-
сле остывания, а также после удаления платформы и поддержек. Установлено,
что максимальные градиенты температур и пиковые значения напряжений возни-
кают в зонах контакта слоя с поддержками и в геометрических концентраторах.
Предложенный подход даёт возможность визуализировать потенциальные зоны
коробления и прогнозировать качество изделия до начала физической печати, что
подтверждает эффективность инженерного анализа для оптимизации аддитивно-
го производства медицинских протезов.



100

Возбуждение и прием сигналов в акустическом волноводе
с учетом некоторых механизмов затухания

Скалиух А. С.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Исследована задача о возбуждении и приеме волн в жидком акустическом вол-
новоде при наличии механизмов затухания, связанных с потерей энергии на излу-
чение во внешнюю среду. Конструкция волновода включает в себя упругую обо-
лочку конечной длины, заполненную вязкой жидкостью, контактирующей с пье-
зокерамическими преобразователями, выполняющими функции источника и при-
емника гармонических колебаний. Упругая оболочка окружена внешней жидкой
средой, а приемник колебаний контактирует с одной стороны с жидкостью волно-
вода, а с другой стороны с вязкоупругой внешней средой. Моделирование основа-
но на упрощениях, связанных как с геометрией, так и с физикой процесса: пьезо-
керамические преобразователи в силу низких частот колебаний рассматривались
в рамках одномерных моделей; а импедансное затухание, связанное с излучением
во внешнюю область упругой оболочки, учитывалось в рамках модели плоской
деформации. Гармонический режим осуществляется посредством генерации ко-
лебаний в источнике, на электроды которого подается разность потенциалов по
гармоническому во времени закону. Проходя по акустической части волновода,
сигнал снимается пьезокерамическим приемником такой же структуры, как и ис-
точник. Граничные условия для приемника дополняются уравнением протекания
тока через внешнюю цепь, включающую в себя заданную комплексную прово-
димость. Для гашения отраженного от приемника сигнала принимается, что его
тыльная сторона контактирует с толстой вязкоупругой накладкой, моделируемой
средой Кельвина —Фойхта. Оболочка, ограничивающая жидкость, рассматрива-
ется как тонкий упругий цилиндр. Таким образом, вся цепочка элементов акусти-
ческого тракта и окружающих сред описывается системой уравнений, включаю-
щих в себя уравнения электроупругости, акустической среды, теории упругости
и вязкоупругости.

Известно, что для цилиндрической области жидкой среды условия на боковой
границе порождают спектральную задачу с известным акустическим уравнением.
В данном исследовании показано, что наличие упругой оболочки и окружающей
ее внешней среды не нарушают основного вида уравнения, а лишь изменяют его
коэффициенты. Комплексные корни уравнения определялись численно с помо-
щью программы аналитических вычислений Maple.

Наличие затухания естественно приводит к ослаблению амплитуды колебаний,
в то время как переотражения от границ сопряжения на определенных частотах
искажают общую картину сигнала. Если вязкость жидкости типа воды практиче-
ски не сказывается на затухании, то механизм отвода энергии во внешнюю среду
через боковую стенку волновода, равно как и вязкоупругая среда на концевой ча-
сти приемника, оказывают существенное влияние на этот процесс. В то же время
интересно отметить, что металлические оболочки даже достаточно малых толщин
практически не отводят энергию, поэтому можно считать, что они соответствуют
положению абсолютно жесткой границы, чего нельзя сказать о полиэтиленовых
трубах, где этот процесс заметно изменяется.
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Влияние выбора модели турбулентности
на точность моделирования нарушений кровотока,

вызванных коарктацией аорты с учётом особенностей пациента

Скрипка Н. А.
Научно-технологический университет «Сириус», Сириус

Коарктация аорты представляет собой сужение просвета главной артерии, что
вызывает повышение давления в сосудах верхней части тела, увеличение мас-
сы левого желудочка и нарушение кровоснабжения брюшной полости и нижних
конечностей. В дополнение к традиционным методам диагностики, для оценки
рисков и предсказания исходов болезни применяется математическое моделиро-
вание. Однако, при использовании численных моделей для описания гемодина-
мических параметров необходимо обоснованно выбирать модель турбулентности,
чтобы точно воспроизвести вихревой поток, возникающий при данной патологии.

Для анализа вихревых потоков и изучения влияния коарктации на гемодина-
мику, а также для исследования механизмов сердечно-сосудистых заболеваний,
вызванных нарушениями кровотока, были рассмотрены три модели турбулент-
ности: k − ε, k − ω и SST. Анализ показал значительные различия в характере
вихревых потоков между моделями k−ε и k−ω, тогда как модели k−ω и SST де-
монстрировали стабильные результаты на протяжении сердечного цикла. В фазу
максимального систолического сокращения средняя скорость кровотока увеличи-
валась до 1.07 – 1.98 м·с−1 — в модели k − ε, 0.82 – 2.12 м·с−1 — в модели k − ω,
1.22 – 2,12 м·с−1 — в модели SST и 0.8 – 2.12 м·с−1 — в случае ламинарного потока.
Значения напряжения сдвига у стенки быстро возрастали до 11 – 22 Па в модели
k − ε, 25 – 50 Па в моделях k − ω и SST и до 30 – 55 Па при ламинарном течении.
Существенные различия также наблюдались в прогнозах напряжения сдвига: мо-
дель k − ε предоставляла значения, более чем вдвое превышающие показатели
моделей k − ω и SST.

Эти данные подтверждают важность тщательного выбора модели для точной
оценки гемодинамических параметров, особенно при наличии коарктации аорты.
Результаты исследования могут быть использованы для дальнейших исследова-
ний с применением других методов.

Результаты получены при финансовой поддержке проекта «Развитие техно-
логии для проектирования численного моделирования и аддитивного производ-
ства сетчатых конструкций для транскатетерной имплантации аортального кла-
пана», реализуемого в рамках государственной программы федеральной террито-
рии «Сириус» «Научно-технологическое развитие федеральной территории «Си-
риус» (Соглашение № 27-03 от 07 июля 2025 г.).

Автор выражает благодарность А. Г. Кучумову за внимание к работе.
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Механические свойства мениска: влияние геометрии образцов
и условий закрепления при испытаниях на растяжение

Соловьев А. А.1, Бецуков И. О.2, Левченко К. К.2, Кириллова И. В.1
1Саратовский национальный исследовательский государственный университет

им. Н. Г.Чернышевского, Саратов
2Саратовский государственный медицинский университет

им. В.И. Разумовского, Саратов

В работе исследуются механические свойства мениска на примере ткани круп-
ного рогатого скота с целью выбора оптимальной геометрии образцов для испыта-
ний на растяжение и последующего переноса методики на человеческий мениск.
Актуальность исследования обусловлена сложной волокнистой структурой ме-
ниска, а также высокой чувствительностью результатов механических испытаний
к форме образца, условиям закрепления и методике предварительной подготовки.

Экспериментальная часть включала проведение серии испытаний на разрыв-
ной машине для образцов различной геометрии: образцов в форме двусторонней
лопатки, прямоугольных образцов и нативных слайсов мениска, полученных пу-
тём нарезки ткани на слои толщиной около 1 мм. Для изготовления образцов
в форме двусторонней лопатки была разработана и реализована с использовани-
ем 3D-печати специализированная вырубка, обеспечивающая высокую воспроиз-
водимость формы и размеров. До проведения испытаний все образцы хранились
в физиологическом растворе, что позволяло минимизировать изменение их меха-
нических свойств вследствие высыхания и деградации.

Особое внимание уделялось разработке надёжного способа закрепления образ-
цов. Стандартный зажим разрывной машины был модифицирован: с помощью
3D-печати изготовлены подкладки, обеспечивающие более равномерное распре-
деление давления и стабильный контакт с образцом. Дополнительно на концевые
участки образцов наклеивалась наждачная бумага для увеличения коэффициента
трения и предотвращения выскальзывания в процессе нагружения, что позволило
снизить долю некорректных испытаний.

Для каждого испытания определялся модуль Юнга, рассчитанный как авто-
матически средствами разрывной машины, так и вручную на основе эксперимен-
тальных кривых «напряжение – деформация». Проведено сравнение указанных
подходов, позволяющее оценить влияние метода обработки данных на получа-
емые значения. Дополнительно выполнено сопоставление результатов с литера-
турными данными по механическим свойствам мениска.

Критериями оценки эффективности геометрии образцов служили доля кор-
ректных испытаний, расхождение между автоматическим и ручным расчётом
модуля Юнга, а также степень согласованности с опубликованными данными.
На основе совокупности этих факторов определён наиболее предпочтительный
тип образцов для дальнейших исследований.

В перспективе планируется изучение влияния скорости деформации на модуль
Юнга и предел прочности, а также проведение аналогичных испытаний на образ-
цах человеческого мениска с использованием разработанной методики.



103

Оптимизация электродного покрытия пьезоэлектрического биморфа
Соловьев А. Н.1, Чебаненко В. А.2, Германчук М. С.3

1Крымский инженерно-педагогический университет им. Февзи Якубова,
Симферополь

2Южный научный центр РАН, Ростов-на-Дону
3Крымский федеральный университет им. В.И. Вернадского, Симферополь

Пьезоэлектрические преобразователи широко применяются в различных сфе-
рах деятельности человека. Одним из применений является разработка мало-
мощных автономных источников электрического тока, использующих рассеянную
энергию механических колебаний конструкций. Создание таких устройств пред-
ставляет актуальную теоретическую и техническую задачу. В работе рассмат-
риваются поперечные колебания пьезоэлектрических биморфов (плоских и круг-
лых) с различными условиями закрепления боковых сторон (жесткое закрепле-
ние, шарнирное опирание, свободный край). Проводится оптимизация выходных
характеристик преобразователя. При этом, если он работает в режиме актуато-
ра, то максимизируется амплитуда вынужденных установившихся колебаний или
мощности, передаваемой в акустическую среду. В случае работы преобразовате-
ля в режиме сенсора или пьезоэлектрического генератора (ПЭГ) для устройств
сбора и накопления электрической энергии в качестве целевой функции выступа-
ет выходной потенциал на свободном электроде или мощность тока во внешней
электрической цепи, к которой он подключен. В качестве способов увеличения
выходных характеристик рассматривается использование пьезокомпозитов и гео-
метрии электродного покрытия, которые учитывают распределение поля меха-
нических напряжений и деформаций внутри и на поверхности конструкции, за-
висящее от граничных условий и моды изгибных колебаний. Для второго спо-
соба внутренний электрод покрывает всю поверхность интерфейса, а электроды
на нижней и верхней плоских поверхностях являются разрезными. Так как для
некоторых типов граничных условий (жесткое закрепление) или изгибных мод ко-
лебаний (вторая и выше) распределение механических напряжений и деформаций
вдоль продольного размера пьезоэлемента имеет участки растяжения и сжатия,
то размер коммутации электродов связан с этими зонами. Оптимизация устрой-
ства достигается выбором точки разреза электродов.

Для проведения оптимизационных расчетов, в которых используется много-
кратное решение прямых задач, строится прикладная теория колебаний много-
слойной пьезоэлектрической пластины, в которой сопрягаются ее участки с раз-
личными электрическими потенциалами на внешних электродах. В результате
этих расчетов получены координаты точек разреза электродов, которые соответ-
ствуют областям смены знаков продольных механических напряжений и дефор-
маций. При этом в случае круглых в плане пластин при осесимметричных коле-
баниях находится радиус разреза, а в случае прямоугольных или более сложных
форм пластин строится линия разреза. Результаты работы могут быть использо-
ваны в области электронного приборостроения при проектировании актуаторов,
сенсоров и ПЭГ.

Исследование выполнено частично за счет гранта Российского научного фонда
(проект № 22-11-00265-П, https://rscf.ru/project/22-11-00265/) в ЮФУ.
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Об асимптотическом представлении амплитудно-частотной
характеристики при решении обратной задачи для стержня

Старков М. А.1, Юров В. О.1,2
1Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

2Южный математический институт — филиал ВНЦ РАН, Владикавказ

Неинвазивный контроль неоднородности механических свойств биологических
тканей играет ключевую роль в диагностике ряда заболеваний. В связи с этим
особый интерес представляют методы вибрационной диагностики, основанные
на анализе частотных характеристик колебаний объекта.

Рассмотрена обратная задача восстановления неоднородных вдоль осевой ко-
ординаты податливости и плотности. В качестве входных данных используется
амплитудно-частотная характеристика (АЧХ) консольно-закрепленного с одного
конца стержня при продольных и изгибных колебаниях. АЧХ представлена в виде
разложения по степеням малого частотного параметра. Выражения для коэффи-
циентов разложения получены путем решения краевых задач при соответству-
ющих порядках этого параметра. Представлено несколько различных подходов
к решению этой обратной задачи.

Предположив, что функции неоднородности являются полиномами с неизвест-
ными коэффициентами, удается получить АЧХ в параметрическом виде. На ос-
нове измерений АЧХ в наборе точек построена полиномиальная аппроксимация
входной информации. Приравнивание коэффициентов разложения АЧХ по сте-
пеням частотного параметра и их аналитических выражений приводит к системе
нелинейных алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффициен-
тов функций неоднородности. Для того же параметрического представления АЧХ
вместо аппроксимации измеренных значений составляется функционал невязки,
что также приводит к решению системы нелинейных алгебраических уравнений.

Реализована поэтапная реконструкция. На первом этапе по АЧХ на нулевой
частоте находится среднее значение функции податливости. На следующем шаге
податливость представляется в виде линейной функции, коэффициенты которой
находятся по АЧХ в малой окрестности нулевой частоты с использованием сред-
него значения. На третьем этапе податливость представляется в виде разложения
по трем квадратичным функциям. Минимизация регуляризованного функциона-
ла невязки приводит к системе нелинейных алгебраических уравнений относи-
тельно неизвестных коэффициентов.

Проанализировав интегралы, входящие в рекуррентные выражения для ко-
эффициентов разложения АЧХ, удается вывести специальные представления по-
датливости и плотности, для которых коэффициенты разложения АЧХ задают
простые соотношения между неизвестными параметрами. Для слабо меняющихся
функций неоднородности получены явные формулы для вычисления неизвестных
коэффициентов.

В рамках представленных подходов был проведен ряд вычислительных экспе-
риментов. Выполнено сравнение предложенных методов реконструкции с класси-
ческими методами восстановления упругих параметров, использующими итера-
ционный процесс на основе уравнений Фредгольма 1-го рода с гладкими ядрами.
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Отражение электроупругих нормальных волн сдвига от торца
экспоненциально-неоднородного функционально-градиентного
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Сторожев В. И.1, Карасев Д. С.1, Номбре С. Б.2, Пачева М. Н.1

1Донецкий государственный университет, Донецк
2Донбасская национальная академия строительства и архитектуры, Макеевка

Представлены результаты разработки численно-аналитического алгоритма ре-
шения задачи об отражении бегущей нормальной связанной сдвиговой элек-
троупругой волны от плоской боковой границы в трансверсально-изотропном
функционально-градиентном пьезокерамическом (ФГП) полуслое с одноосной
двухфакторной экспоненциальной неоднородностью по толщине.

Двухфакторная неоднородность свойств ФГП полуслоя задается двумя зако-
нами: одного закона одноосной экспоненциальной неоднородности для парамет-
ра плотности и второго — для всех остающихся модулей электромеханических
свойств. Грани полуслоя свободны от внешних усилий либо жестко закрепле-
ны, контактируют с разреженным газом либо вакуумом, или имеют тонкие за-
короченные электродные покрытия. На торцевой поверхности задаются условия
отсутствия механических усилий и ее контакт с вакуумом. Решение построено
численно-аналитическим методом рядов по базисному множеству бегущих и кра-
евых стоячих нормальных электроупругих волн с произвольными коэффициен-
тами. На первом этапе получены представления для нормальных сдвиговых волн
в трансверсально-изотропном ФГП слое с одноосной двухфакторной экспонен-
циальной неоднородностью по толщине. Входящие в выражения базисных од-
нородных решений комплексные амплитудные функции поперечной координаты
в представлениях сдвиговых колебательных перемещений и потенциала связан-
ного квазистатического электрического волнового поля получены путем интегри-
рования системы двух ОДУ с переменными коэффициентами на основе примене-
ния итерационной методики последовательных приближений в векторных экспо-
ненциальных рядах, для которых реализовано исследование свойств абсолютной
равномерной сходимости. Трансцендентные дисперсионные уравнения для нор-
мальных электроупругих волн рассматриваемого типа получены из однородных
электромеханических граничных условий на гранях слоя в форме равенств нулю
определителей четвертого порядка. Затем определяются коэффициенты в рядах
по базисным нормальным бегущим и краевым стоячим электроупругим волнам из
граничных условий на торце. Алгебраизация краевых условий на боковой границе
реализована методом наименьших квадратов, в результате чего рассматриваемая
задача сведена к редуцируемой бесконечной СЛАУ относительно искомых коэф-
фициентов рядов по базисным однородным решениям. Реализован цикл числен-
ных исследований характеристик отраженных волн для падающих волн из раз-
личных мод дисперсионного спектра и при варьировании физико-механических
характеристик материала полуслоя.

Исследование выполнено в рамках государственного задания «Алгоритми-
зированные численно-аналитические методы исследования моделей комплексно-
го деформирования инновационных материалов и конструкций с усложненными
свойствами» (№ FRRE-2026-0021).
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Нормальные окружные волны изгиба
в частично лежащей на двухпараметрическом упругом основании

концентрической кольцевой пластине
Сторожев В. И., Глущенко А. В., Пачева М. Н., Фоменко М. В.

Донецкий государственный университет, Донецк

Проведен анализ структуры дисперсионных спектров, кинематических и энер-
гетических характеристик окружных нормальных волн изгиба в кольцевых пла-
стинах с особенностями закрепления, в частности, в случаях, когда некоторая
часть нижней лицевой поверхности пластины в виде кольца с внутренним радиу-
сом, равным внутреннему радиусу рассматриваемого волновода и с варьируемым
внешним радиусом контактирует с линейным упругим основанием, а оставшаяся
часть лицевой поверхности свободна от усилий и закрепления. Динамическое из-
гибное деформирование пластины описывается прикладной моделью Кирхгоффа.
Внутренний контур волновода жестко закреплен, а на внешнем задаются условия
шарнирного опирания либо жесткого закрепления. Моделью линейного упруго-
го основания является двухпараметрическая модель (модель упругого основания
Пастернака), в которой предусмотрен учет потенциальной энергии изгибных ко-
лебаний и кинетической энергии, обусловленной инерцией вращения элементов
пластины при изгибе.

Представления для исследуемых характеристик окружных нормальных изгиб-
ных волн и описывающие спектры анализируемых волн дисперсионные уравнения
записываются в аналитической форме на основе интегрирования в специальных
цилиндрических функциях соответствующих уравнений волновых колебаний для
концентрической кольцевой области пластины, лежащей на упругом основании
и для области, не контактирующей с основанием. Данные представления в виде
комбинаций цилиндрических функций с произвольными постоянными коэффи-
циентами подставляются в краевые условия на внутреннем и внешнем гранич-
ном контуре кольцевого волновода, а также в условия идеального механического
сопряжения концентрических фрагментов волновода, контактирующих и не кон-
тактирующих с упругим основанием. Дисперсионное соотношение записывается
как равенство нулю определителя матрицы восьмого порядка для СЛАУ отно-
сительной указанных постоянных коэффициентов. Искомый параметр волнового
числа входит в полученные дисперсионные уравнения в виде алгебраических мно-
жителей и как индексная величина специальных цилиндрических функций.

Анализ уравнения состоял в использовании прямых расчетных алгоритмов
поиска действительных, мнимых и комплексных корней трансцендентных урав-
нений, и получении и исследовании модификаций дисперсионной функции с при-
менением асимптотических представлений цилиндрических бесселевых функций
при больших относительных значениях аргументов (в высокочастотной длинно-
волновой области) и при больших относительных значениях индексного парамет-
ра (в низкочастотной коротковолновой области).

Исследование выполнено в рамках государственного задания «Алгоритми-
зированные численно-аналитические методы исследования моделей комплексно-
го деформирования инновационных материалов и конструкций с усложненными
свойствами» (№ FRRE-2026-0021).
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Математическая модель вертикальных саккад

Сюй С.
Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова, Москва

В работе построена одномерная механическая модель вертикальной саккады
как вращения глазного яблока вокруг оси OX. В орбитально-фиксированной си-
стеме координат O –XY Z точки начала наружных глазных мышц считаются по-
стоянными, а точки прикрепления обновляются при жёстком вращении глаза;
на этой основе получены зависимости длины от угла для четырёх мышц, участву-
ющих в вертикальном движении (SR, IR, SO, IO). В сочетании с линеаризованной
мышечной моделью Фельдмана выведено выражение для момента относительно
оси OX и получено нелинейное уравнение динамики

Iϕ̈ =
∑

i∈{SR,IR,SO,IO}

Fmag
i

li(ϕ)
Gi(ϕ), Fmag

i = −νl̇i − k
(
li(ϕ)− λi

)
,

где I — момент инерции, k и ν — эффективные коэффициенты жёсткости и вяз-
кости, λi — параметр пороговой (покойной) длины. Для получения единой струк-
туры, пригодной для идентификации на интервале ϕ ∈ [−π/3, π/3], предложен
интервальный эквивалентный метод (метод эквивалентных коэффициентов): вво-
дятся безразмерная функция изменения длины

ceffi (ϕ) =
li(ϕ)− li(0)

Rϕ
,

и геометрическое отношение для момента

hi(ϕ) =
Gi(ϕ)

li(ϕ)
,

которые на всём интервале аппроксимируются квадратичными полиномами ĉi(ϕ)
и ĥi(ϕ) по критерию наименьших квадратов. Такая эквивалентная аппроксимация
с малой ошибкой воспроизводит исходную геометрическую нелинейность и приво-
дит модель к форме, удобной для оценивания параметров. Далее влияние геомет-
рии и различий активации при движении вверх/вниз объединяется в эквивалент-
ный вход Λv(t), а пассивные параметры вводятся как направленно-независимые:

D0 = 2νR2, K0 = 2kR2,

в результате динамика вертикальной саккады записывается в виде уравнения
с постоянными коэффициентами

Iϕ̈+D0ϕ̇+K0ϕ = Λv(t).

В завершение Λv(t) параметризуется полиномом по времени на окне наблюде-
ния и оценивается методом наименьших квадратов, что формирует единый вы-
числительный каркас для верификации модели и идентификации по эксперимен-
тальным данным движения глаза.
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Моделирование прозрачных нагревателей на основе шаблонов трещин

Тарасевич Ю. Ю., Есеркепов А. В., Бурмистров А. С.
Астраханский государственный университет им. В.Н. Татищева, Астрахань

Прозрачные электроды на основе металлических сетей, сформированных с ис-
пользованием трещин в качестве шаблона, широко применяются в оптоэлектрони-
ке следующего поколения. Понимание морфологии сетей трещин важно для про-
изводства прозрачных электродов с требуемыми физическими свойствами.

Сети трещин могут возникать в тонких пленках коллоидных дисперсий и по-
лимерных растворов при их высыхании на твердых подложках. Испарение рас-
творителя вызывает боковое сжатие пленки, генерируя внутренние напряжения.
Трещины в пленке появляются, когда это механическое напряжение превышает
критическое значение, зависящее от межфазной энергии и прочностных свойств
материала. Хотя сети трещин в почве и пленках кажутся похожими, а их основные
механизмы образования одинаковы, существуют ключевые различия, а именно:
отсутствие подложки приводит к непрерывному вертикальному градиенту кон-
центрации влаги в вертикальном направлении в случае почвы, в отличие от пле-
нок, тогда как на границе раздела пленка – подложка происходит резкий разрыв
в концентрации растворителя.

В ряде случаев образующаяся сеть трещин демонстрирует четкую иерархи-
ческую структуру. В случае трещин с наблюдаемой иерархической структурой,
вновь образовавшиеся трещины соединяются со старыми, существовавшими ранее
трещинами под углом, близким к 90◦.

Образующиеся в результате высыхания трещины на твердой подложке могут
быть заполнены проводящим материалом (Ag, Cu, Ni и т. д.), что приводит к со-
зданию случайной проводящей сети (прозрачный электрод, прозрачная проводя-
щая пленка). С одной стороны, необходимо знание морфологии иерархических
сетей трещин, в частности, для расчета электропроводности, поскольку трещины
разных порядков имеют разную толщину: чем выше порядок, тем тоньше тре-
щина. С другой стороны, без таких знаний невозможно прогнозирующее модели-
рование свойств иерархических сетей трещин, поскольку оно требует генерации
правдоподобных сетей трещин на компьютере.

Мы сравниваем три алгоритма генерации плоских сетей со структурой, напо-
минающей иерархические сети трещины, возникающие при высыхании. Свойства
сетей, полученных с помощью этих алгоритмов, сравниваются со свойствами ре-
альных иерархических сетей трещин.

Исследование Бурмистрова А.С. и Есеркепова А.В. выполнено за счет гранта
Российского научного фонда (проект № 25-21-00460, https://rscf.ru/project/25-21-
00460/).
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О колебаниях упругого слоя с неровной нижней границей

Углич П. С.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Задачи о распространении упругих волн в слоистых структурах, содержащих
геометрические неоднородности, занимают важное место в современной механи-
ке деформируемого твердого тела. Они востребованы в акустике, сейсмологии,
диагностике материалов и физике твердого тела. Особенно актуальным являет-
ся изучение влияния локальных неровностей границ раздела на волновое поле.
В большинстве классических постановок глубина такой неровности предполага-
ется малой по сравнению с длиной распространяющейся волны. Это ключевое до-
пущение позволяет применять эффективный метод возмущений. Влияние неодно-
родности сводится к действию распределенной нагрузки на ровную границу слоя.
Интенсивность нагрузки пропорциональна глубине выемки, упрощая моделиро-
вание.

Помимо прямых задач, направленных на расчет влияния известной неровности
на волновое поле, большой научный и практический интерес представляют обрат-
ные задачи. Их цель — определение характера, размеров и формы неровности по
ограниченной информации о поле упругих перемещений, измеряемом на доступ-
ной поверхности. В данной работе рассмотрена плоская задача о вынужденных
установившихся колебаниях упругой полосы с неровной нижней поверхностью.
Рассматриваются гармонические процессы. Под упругим слоем понимается бес-
конечная в продольном направлении двумерная область, ограниченная условиями
|x1| < ∞, 0 ⩽ εf(x1) ⩽ x2 ⩽ H, где H — толщина слоя, ε — формальный малый
параметр, f(x1) — функция, описывающая форму неровности.

Для решения прямой задачи были построены граничные интегральные уравне-
ния. Также получены соотношения, позволяющие по перемещениям на неровном
участке границы восстановить перемещения в любой внутренней точке слоя. За-
тем формулируется обратная задача: найти по информации о перемещениях на
некотором участке верхней границы форму неровного участка нижней границы.
Данная задача является существенно нелинейной и относится к сложному классу
обратных геометрических задач теории упругости. В рамках метода линеариза-
ции она сведена к итерационной последовательности интегральных уравнений
Фредгольма 1-го рода с гладким ядром.

Обращение такого операторного уравнения, как известно, является классиче-
ской некорректной задачей по Адамару. Малые погрешности во входных данных
могут приводить к большим ошибкам в решении, что требует использования спе-
циальных численных методов регуляризации. В работе приведены результаты мо-
дельных расчетов, демонстрирующие эффективность предложенного алгоритма
по восстановлению формы неровности. Анализ численных экспериментов под-
тверждает работоспособность метода при наличии шумов в данных. Полученные
результаты могут быть использованы для разработки методов неразрушающе-
го контроля конструкций и интерпретации данных сейсмического зондирования
земной коры.
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Моделирование сжатия цилиндра жёсткими плитами

Узлов М. Н.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Исследование механических свойств материалов методом осевого сжатия ци-
линдрических образцов представляет собой базовую задачу экспериментальной
механики твердого деформируемого тела. Особую актуальность сохраняет учёт
реальных граничных условий нагружения: контактное трение на торцах цилиндра
обычно вызывает локальное ограничение радиальных деформаций и формирует
неоднородное напряженно-деформированное состояние у них. Это приводит к си-
стематическим погрешностям и усложняет корректную обработку полученных
результатов.

В рамках линейной теории упругости рассмотрен ряд задач о сжатии вы-
тянутых цилиндрических образцов неидеальными жёсткими плитами. Апроби-
рованы способы построения приближённых моделей различного порядка путём
использования гипотез о представлении поля перемещений в виде разложения
по радиальным полиномам различного порядка с неизвестными коэффициента-
ми – функциями. Были рассмотрены два типа нагружения (1 — сжатие в осевом
направлении под действием нормальных торцевых нагрузок, 2 — сжатие образ-
ца при помощи торцевой нагрузки с закреплённым основанием; для обоих типов
боковая поверхность свободна от нагрузок), где учёт трения на нагружаемых
торцах осуществлялся за счёт введения интегрального параметра. С помощью
вариационного принципа Лагранжа на базе метода Канторовича задачи редуци-
рованы к системам обыкновенных дифференциальных уравнений с соответству-
ющими граничными условиями. Представлены аналитические решения в одно-
родном случае. Проанализированы характер функций перемещений и значения
параметра трения в случае неоднородности по осевой координате.

Исследован ряд обратных задач по восстановлению законов неоднородности.
Ввиду отсутствия информации о значении параметра трения задачи были отне-
сены к некорректно поставленным, вследствие чего их решение осуществлялось
с использованием метода регуляризации А.Н. Тихонова. В качестве базисных
функций для аппроксимации искомых параметров были использованы различные
многочлены. В частном случае однородного цилиндра сформулирована обратная
задача определения упругих постоянных материала, параметра трения и верти-
кального смещения торцевой поверхности. Задача сведена к решению базового
трансцендентного уравнения, для которого предварительно определён интервал
локализации корня; дальнейшее его уточнение выполнено методом Брента. Вы-
числительные эксперименты показали достаточную точность предложенной схе-
мы.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект № 22-11-00265-П, https://rscf.ru/project/22-11-00265/) в Южном федеральном
университете.

Автор выражает благодарность А. О. Ватульяну за внимание к работе.
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Блокирование и фокусировка упругих волн
в слоистых упругих и пьезоэлектрических метаматериалах

Усов П. Е., Фоменко С. И.
Институт математики, механики и информатики, Кубанский

государственный университет, Краснодар

Фононные кристаллы, а также акустические, упругие и пьезоэлектрические
метаматериалы — это искусственные материалы, свойства или геометрия которых
может меняться в пространстве. Они могут управлять распространением упругих
волн и обеспечивать необычные волновые свойства (блокирование, конвертация
и фокусировка волн, преобразование энергии). Одним из важнейших свойств та-
ких материалов являются запрещённые зоны, т. е. такие частотные промежутки
колебаний фононных кристаллов, в которых распространение упругих волн прак-
тически невозможно.

Существует недостаток глубоких и систематических исследований по исполь-
зованию метаматериалов для совершенствования методов ультразвуковой диагно-
стики. Не последнюю роль здесь играет существенная сложность как математи-
ческой, так и физической интерпретации тех уникальных волноводных свойств,
которыми они обладают. Целью данного исследования является определение та-
ких параметров пьезоэлектрических метапластин, которые обеспечивали бы такие
заданные волновые свойства, как фокусировка волн и запрещённые зоны макси-
мальной ширины на заданных частотах.

Были рассмотрены две различные модели метаматериалов. В первом случае
рассматривалось упругое изотропное полупространство, на поверхности которого
расположен метаматериал с конечным числом ячеек. Каждая ячейка представ-
ляет собой два упругих слоя, соединённых вместе. В каждой из ячеек на границе
раздела упругих слоёв имеется специально сконфигурированный массив трещи-
ноподобных пустот. Численные эксперименты с данной моделью показали, что
возможно накопление и фокусировка волновой энергии в подложке на определён-
ной глубине, если трещины расположены в виде решётки с ромбическим каналом
без трещин.

Во втором случае рассматривалась модель двух соединённых вместе метапла-
стин с пьезоэлектрическими вставками между ними. Такой метаматериал также
состоял из конечного числа ячеек, однако каждая ячейка представляла собой два
упругих слоя, в каждый из которых вмонтирована вставка из пьезоэлектрическо-
го материала. Оптимизация (максимизация) ширины запрещённой зоны выпол-
нялась с помощью разработанного генетического алгоритма. Экспериментально
исследуется численная эффективность метода. В результате исследований данной
модели были определены такие параметры метапластин, при которых обеспечи-
ваются запрещённые зоны максимальной ширины.
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Вычисление коэффициента интенсивности напряжений для
треугольного импульса и применение критерия инкубационного времени

Филипенко А. Ю.
Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург

В работе рассматривается полубесконечная трещина в линейно-упругом ма-
териале, на которую падает импульс разрывающего напряжения определенной
формы. Получена формула для коэффициента интенсивности напряжений для
случая нагрузки в виде функции Хевисайда. Для этого ставится задача матема-
тической физики в перемещениях (динамическое уравнение Ламе). Для ее реше-
ния применен метод интегральных преобразований Фурье и метод факторизации
Винера — Хопфа. Получена формула:

KH(t) = A · α ·
√
t, α =

4c2
√
c21 − c22

c1
√
πc1

. (1)

На основе интеграла Дюамеля и формулы (1) получено выражение для коэф-
фициента интенсивности напряжений при треугольном импульсе:
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Далее на основе критерия инкубационного времени предлагается описывать
старт трещины. Возможно находить пороговые характеристики: величина им-
пульса, при котором впервые наступит разрушение при постоянной длительности.
Далее исследуется эффект задержки разрушения — разрушение после окончания
длительности импульса. Задачей является освоение метода интегральных преоб-
разований и метода факторизации Винера— Хопфа.

Полученные аналитические зависимости имеют универсальный характер и мо-
гут быть применены для широкого класса материалов, включая биологические
ткани. Особый интерес представляет использование данной формулы в биомеха-
нике для описания роста трещин в костной ткани. Изучение динамики распро-
странения трещин в костях под действием ударных нагрузок треугольной формы
актуально для понимания механизмов переломов при травмах (и предсказания их
развития), а также для разработки имплантатов с оптимальными прочностными
характеристиками. Верификация предложенной модели может быть проведена
путем сопоставления с экспериментальными данными по разрушению костной
ткани при динамических нагрузках, что позволит уточнить границы применимо-
сти линейно-упругого приближения и критерия инкубационного времени в зада-
чах биомеханики разрушения. В перспективе результаты работы могут быть ис-
пользованы для прогнозирования остаточной прочности поврежденных костных
структур и оптимизации режимов внешнего воздействия при лечении переломов
с использованием фиксаторов и имплантатов.



113

Оптимизация формы электроупругих конструкций методом CMA-ES

Фоменко Е. И.1, Оганесян П. А.2, Виссарионова А. В.1
1Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

2Университет МГУ-ППИ, Шэньчжэнь

При оптимизации топологии методами на основе фиксированных конечно-
элементных сеток на границах материалов возникают ступенчатые структу-
ры и острые углы. Такие топологии плохо подходят для практических целей,
их невозможно изготовить, а для корректной работы под нагрузкой границы дета-
ли должны быть гладкими. В острых внутренних углах возникают концентрации
напряжений.

Отчасти эти проблемы решает использование более мелких сеток. Однако наи-
более эффективным является применение дополнительного шага — оптимизации
формы. В ходе оптимизации формы изменяется положение точек разбиения, ле-
жащих на поверхности тела. В качестве параметров оптимизации используются
перемещения узлов по нормалям относительно поверхности тела в небольшом
диапазоне.

В данной работе рассматривается реализация программного модуля для опти-
мизации формы границ материалов на основе конечно-элементных сеток из тет-
раэдров. Оптимизация проводится на основе эволюционного метода ковариацион-
ной матричной адаптации CMA-ES. Целевой функцией выступает максимальное
напряжение по Мизесу.

CMA-ES —это метод непрерывной оптимизации, основанный на вероятностной
модели. Он параметризует многомерное нормальное распределение N (m, σ2C)
с помощью трех компонент: среднего вектора m(t) ∈ RN , размера шага σ(t) ∈ R>0

и ковариационной матрицы C(t) ∈ RN×N . Средний вектор m — является центром
распределения, размер шага σ — представляет разброс распределения, а кова-
риационная матрица C — определяет форму распределения. Алгоритм состоит
из нескольких повторяющихся шагов: создание нового поколения, оценка и отбор
лучших, обновление модели.

В рамках работы был реализован модуль CMA-ES, совместимый с решателя-
ми из пакета ACELAN-COMPOS, были проведены численные эксперименты как
в области валидации разработанного модуля, так и применительно к оптимизации
формы для модельных задач, полученных из предварительного шага оптимиза-
ции топологии.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 22-11-00302-П, https://rscf.ru/project/22-11-00302/).
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Мультимасштабное моделирование колебаний пористоупругих сред
с неоднородным флюидом

Фоменко С. И.1, Ромашин А. К.1, Коваленко Ю. С.2
1Институт математики, механики и информатики, Кубанский

государственный университет, Краснодар
2Кубанский государственный университет, Краснодар

Пористые материалы являются одними из самых распространённых в природе
сред. Примерами пористых, насыщенных газом и/или жидкостью, а также гра-
нулированных материалов являются, например, такие природные материалы как
почвы и горные породы. Многие биологические ткани, например, кости, также
являются по сути пористыми. Природные пористые среды представляют собой
сложные многофазные композитные материалы.

Ранее было экспериментально показано, что на высоких частотах колебаний
упругие параметры пористых материалов могут значительно отличаться от тех
же параметров в статическом случае. Для оценки статических модулей пористых
сред разработаны множества теорий: модели типа Мори—Танака, дифференци-
альной теории эффективных сред и другие, полученные на их основе формулы
для расчета объемных модулей и модулей Пуассона. Однако для построения адек-
ватной модели высокочастотных колебаний становится актуальным рассмотрение
динамических упругих модулей. Проблематика эффективных динамических мо-
дулей пористых сред, как и зависимость их от микроскопических параметров
среды, изучена слабо. В основе разницы между статическими и динамическими
модулями лежат сложные колебательные процессы на микро- и/или мезоскопи-
ческом уровне строения пористой среды.

Общепринятой моделью механики колебаний пористых жидконасыщенных
сред является модель Био— Френкеля, которая, как любая феноменологическая
модель, только частично отражает микроструктурные механические свойства по-
ристого материала (упругие свойства компонент, распределение пор и др.). Чтобы
понять эти связи, в данной работе предлагается выполнить механическое модели-
рование на мезомасштабном уровне строения пористой среды, а затем получить
усредненные макроскопические характеристики. Представляется вывод уравне-
ний состояния и движения типа Био—Френкеля и эффективных параметров по-
ристой среды с одним или нескольким несмешивающимся (гетерогенным) флю-
идом, зависящих от пористости среды, концентрации флюидов, геометрии пор
и микромеханических параметров компонент среды.

На основе уточненных уравнений и рассчитанных эффективных параметров
изучается волновая динамика пористых сред. Для этого разработаны методы рас-
чета фазовых скоростей объемных и поверхностных волн. Обсуждаются резуль-
таты параметрического анализа полученных характеристик.
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Математическое моделирование биомеханических процессов
и патофизиологии рестеноза после имплантации стента

Хайрулин А. Р., Скрипка Н. А.
Научно-технологический университет «Сириус», Сириус

Ишемическая болезнь сердца (ИБС) — одно из наиболее распространенных
и потенциально смертельных заболеваний у людей, являющееся причиной высо-
кой смертности во всём мире. Данная патология в основном вызвана атеросклеро-
зом и требует чрескожного коронарного вмешательства для повторного открытия
суженой артерии. Эта процедура предполагает установку внутрисосудистого стен-
та для восстановления кровотока к сердцу. Несмотря на достижения в технологии
стентов, рестеноз (неоинтима) остаётся критической проблемой после коронарно-
го вмешательства.

Разработана вычислительная модель патофизиологии рестеноза, описывае-
мая системой из 12 взаимосвязанных уравнений. Модель учитывает динамику
липидов, клеточных компонентов (макрофаги, гладкомышечные клетки), стати-
нов и коллагена. Исследовано влияние геометрии сосуда (2D/3D, искривление,
слои стенки) на развитие бляшки. Численное моделирование кровотока выполне-
но на период 180 дней. Поскольку рассматривался продолжительный расчетный
период, колебания скорости, связанные с пульсовым циклом, усредняются и не
оказывают значимого влияния на интегральную картину течения.

Моделирование позволило проследить динамику компонентов бляшки в обла-
сти стентирования и выявить зависимость ее роста от расчетной модели. Срав-
нительный анализ показал, что 2D-модель завышает рост неоинтимы на 31%
по сравнению с 3D-постановкой. Включение в модель статинов снижает расчет-
ный рост бляшки на 5.42%. Выявлено значимое влияние пористости артерии: сни-
жение пористости ведет к ускоренному росту бляшки из-за интенсификации био-
химических реакций. Оценка 3D-моделей с фиксированной и подвижной сетками
показала разницу 2.6% при пористости 0.8 и 0.8% при пористости 0.68; для 2D-
моделей расхождение не превышает 6.14%. Полученные данные подтверждают,
что для расчетов до 180 дней использование фиксированной сетки предпочти-
тельнее ввиду идентичности результатов и меньших вычислительных затрат.

Результаты получены при финансовой поддержке проекта «Развитие техно-
логии для проектирования численного моделирования и аддитивного производ-
ства сетчатых конструкций для транскатетерной имплантации аортального кла-
пана», реализуемого в рамках государственной программы федеральной террито-
рии «Сириус» «Научно-технологическое развитие федеральной территории «Си-
риус» (Соглашение № 27-03 от 07 июля 2025 г.).

А. Р. Хайрулин выражает благодарность А. Г. Кучумову за внимание к работе.
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Расчет волновых полей, возбуждаемых гибким пьезоэлементом
в упругом слое

Халтурина Д. Д.
Институт математики, механики и информатики, Кубанский

государственный университет, Краснодар

Для неразрушающего контроля состояния тонкостенных конструкций мето-
дом волнового мониторинга используется система активных пьезоэлементов, вы-
ступающих в роли актуаторов и сенсоров. В частном случае, например, для из-
мерения электромеханического импеданса, достаточно одного – двух таких датчи-
ков.

Для моделирования волновых полей в системе пьезонакладка – упругий слой
рассматривается задача о контактном взаимодействии упругого слоя с тонким
гибким пьезоэлементом. Исходя из вариационной постановки для связных уравне-
ний продольной деформации пьезоэлемента и вектора смещений упругого волно-
вода, задача сводится к интегральному уравнению Винера— Хопфа относительно
неизвестных контактных напряжений1. Его решение строится методом Галерки-
на. В качестве базисных функций используются полиномы Чебышёва с весом,
учитывающим корневую особенность контактных напряжений на границе обла-
сти контакта. В качестве проекторов используются экспоненты ряда Фурье.

На основе расчетных формул создан программный комплекс на языках Fortran
и MATLAB, позволяющий вычислять контактные напряжения и смещения на гра-
нице слоя и пьезонакладки. Входными данными являются упругие параметры ма-
териала слоя и пьезоэлектрика, геометрия задачи, частота и величина электриче-
ского напряжения, подаваемого на пьезонакладку. Также построена КЭ-модель
рассматриваемой системы в среде COMSOL Multiphysics. Результаты расчетов
методом Галеркина и в КЭ-модели совпадают на рабочем диапазоне частот, кото-
рые в дальнейшем будут использоваться при проведении эксперимента. Для до-
полнительной верификации результатов использовались данные, полученные при
расчете методом бесконечных систем1, результаты также совпадают. На следую-
щем этапе планируется провести лабораторный эксперимент и сверить результа-
ты замеров с модельными расчетами, а также рассмотреть систему нескольких
пьезонакладок.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 24-11-00140, https://rscf.ru/project/24-11-00140/) под руководством профессо-
ров Е. В. Глушкова и Н.В. Глушковой.

1Глушков Е.В., Глушкова Н.В., Зееманн В., Кваша О.В. Возбуждение упругих волн в слое
пьезокерамическими накладками // Акустический журнал. 2006. Т. 52, № 4. С. 470 – 479.
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Модель убегания – преследования в системе хищник – жертва
с эффектом страха

Цибулин В. Г.1, Говорухин В. Н.1, Тютюнов Ю. В.2
1Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

2Южный научный центр РАН, Ростов-на-Дону

Предложена модель убегания – преследования в системе хищник –жертва, учи-
тывающая непрямые, обусловленные фактором страха, эффекты, определяю-
щие пространственно-временную динамику взаимодействующих популяций. Ак-
тивные направленные перемещения животных описываются как опосредованный
таксис, стимулируемый феромоном, выделяемым особями вида-антагониста. Фе-
ромон жертвы является аттрактантом для хищника, феромон хищника — репел-
лентом для жертв. Предполагается, что жертва размножается половым способом,
а плотностное регулирование, ограничивающее рост популяции жертв, реализо-
вано в модели как эффект Олли, усиливающийся с увеличением локальной кон-
центрации феромона хищника. Таким образом, выделяемый хищниками феромон
оказывает двойной эффект на жертву: (a) вызывает поведенческую реакцию из-
бегания хищников жертвами и (б) угнетает воспроизводство жертв.

Для одномерного местообитания Ω = [0, 1] обезразмеренная модель имеет вид
следующей системы дифференциальных уравнений с частными производными:

∂u

∂t
=

u2

u+ θ0 + θ1su
− du− u2 +

∂

∂x

(
χuu

∂su
∂x

)
+ δu

∂2u

∂x2
; (1)

∂v

∂t
= − ∂

∂x

(
χvv

∂sv
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)
+ δv

∂2v

∂x2
; (2)

∂su
∂t

= v − ηusu + δsu
∂2su
∂x2

; (3)

∂sv
∂t

= u− ηusv + δsv
∂2sv
∂x2

, (4)

дополненной краевыми условиями Неймана с нулевыми потоками через границы.
Здесь u = u(t, x) и v = v(t, x) — плотности жертв и хищников в точке x в момент
времени t, а su = su(t, x) и sv = sv(t, x) — концентрации феромонов, являю-
щихся стимулами направленных перемещений жертв и хищников соответственно.
Все параметры модели положительны: χu и χv — коэффициенты таксиса жертв
и хищника соответственно; ηu и ηv — коэффициенты распада стимулов их таксиса;
δu, δv, δsu, δsv — коэффициенты диффузии; d — коэффициент смертности жертв.
Как можно видеть из уравнения (1), в модели рассмотрен плотностно-зависимый
коэффициент рождаемости жертв b(u) = u

u+θ
с параметром Олли θ = θ(su), ли-

нейно возрастающим с увеличением выделяемого хищником феромона su. Эта ли-
нейная зависимость задаётся коэффициентами θ0 и θ1.

Аналитически определены условия колебательной потери устойчивости одно-
родного стационарного решения, нелинейные эффекты возникающих простран-
ственно-неоднородных волновых режимов исследованы численно.

Исследование Тютюнова Ю. В. выполнено в ЮНЦ РАН по теме государствен-
ного задания (№ госрегистрации 125011200143-4).
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Определение эффективных свойств 0-3 магнитоэлектрических
композитов на основе конечно-элементного моделирования

Чебаненко В. А., Юдин А. В.
Южный научный центр РАН, Ростов-на-Дону

Разработка методологии для получения и оптимизации эффективных свойств
трёхфазных 0-3 композитов на основе полимера, сегнетоэлектрика и пьезомаг-
нетика и двухфазных 0-3 композитов на основе сегнетоэлектрика и пьезомагне-
тика представляет собой актуальное направление современной материаловедче-
ской науки и инженерии. В последние годы наблюдается стремительный рост
интереса к мультифункциональным материалам, способным объединять в себе
различные физические эффекты — пьезоэлектрические, магнитострикционные,
диэлектрические и механические — для создания устройств нового поколения.
Однако существующие теоретические и экспериментальные подходы, как пра-
вило, ограничиваются двухфазными 2-2 системами или не учитывают сложную
микроструктурную организацию, что существенно сдерживает прогресс в области
проектирования композитов с заранее заданными свойствами.

Магнитоэлектрические композиты, объединяющие сегнетоэлектрическую и
пьезомагнитную фазы, представляют значительный интерес благодаря возможно-
сти взаимного преобразования механических, электрических и магнитных полей,
что открывает перспективы их применения в сенсорах, преобразователях энергии
и интеллектуальных материалах.

В исследовании разработаны конечно-элементные модели трёхфазных компо-
зитов типа 0-3, состоящих из полимерной матрицы, сегнетоэлектрических и пье-
зомагнитных включений, в программной среде COMSOL Multiphysics. Система
уравнений магнитоэлектроупругости реализована с использованием интерфейса
General Form PDE, что позволяет гибко задавать связанные уравнения и исследо-
вать поведение гетерогенных материалов со сложной микроструктурой. Помимо
трёхфазного композита рассматривается двухфазная пористая система, состоя-
щая из сегнетоэлектрической и пьезомагнитной фаз с воздушными порами, ко-
торая используется для анализа влияния пористости на интегральные характе-
ристики материала. Эффективные электромеханические и магнитоэлектрические
свойства определяются на основе расчётов представительного объёма структуры
с использованием методов гомогенизации. Проведено параметрическое исследо-
вание влияния объёмных долей фаз на эффективные характеристики композита
и величину магнитоэлектрической связи. Разработанный подход может быть ис-
пользован для численного анализа и оптимизации свойств магнитоэлектрических
композитов с заданной микроструктурой.
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Моделирование деформационного поведения пленок из хитозана
при различных скоростях нагружения

Чеврычкина А. А.1, Зорина Т. И.2
1Институт проблем машиноведения РАН, Санкт-Петербург

2Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург

Полимерные материалы, применяемые в современной биоинженерии и гиб-
кой электронике, часто демонстрируют сложное деформационное поведение, ха-
рактеризующееся наличием нескольких пределов текучести на диаграмме напря-
жение – деформация. В данной работе исследуются пленки из хитозана — пер-
спективного биополимера, механические свойства которого существенно зависят
от условий нагружения. Целью работы является математическое моделирование
экспериментальных кривых деформирования, полученных при скоростях дефор-
мации 0.016 с−1 и 0.16 с−1, и анализ применимости реологической модели для опи-
сания наблюдаемых эффектов.

В ходе экспериментального исследования образцы хитозановых пленок под-
вергались одноосному растяжению с фиксированными скоростями. Анализ полу-
ченных диаграмм показал, что деформационные кривые имеют ярко выражен-
ный нелинейный характер: за начальным участком следует область развитого
пластического течения, после которого наступает деформационное упрочнение
с выходом на следующий предел текучести. При увеличении скорости деформа-
ции с 0.016 с−1 до 0.16 с−1 зафиксирован рост пределов текучести и жесткости
материала, что указывает на выраженные вязкоупругие свойства хитозана.

Для математического описания наблюдаемых закономерностей была примене-
на обобщенная модель Максвелла, основанная на параллельном соединении эле-
ментов Максвелла, однако, в отличие от классического подхода, в работе реа-
лизован механизм последовательной активации этих элементов. Данный подход
позволил интерпретировать множественные пределы текучести как результат по-
этапного включения различных структурных уровней материала в процесс дефор-
мирования. В ходе моделирования выполнялось определение параметров, вклю-
чающих модули упругости и коэффициенты вязкости для каждого этапа методом
наименьших квадратов, а также критические значения деформаций, при которых
происходит подключение очередного элемента.

Сопоставление расчетных и экспериментальных данных показало, что пред-
ложенная модель адекватно воспроизводит форму деформационных кривых для
обеих исследованных скоростей нагружения. Модель позволила количественно
и качественно описать деформационную кривую растяжения хитозана. Таким об-
разом, разработанный подход к моделированию может быть рекомендован для
прогноза механического поведения пленочных материалов на этапах проектиро-
вания изделий медицинского и технического назначения.
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Оптоакустический спектральный анализ процесса повреждаемости
конструкционных материалов в процессе деформирования

Чертищева С. А.1, Судьенков Ю. В.1, Зимин Б. А.2
1Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург
2Балтийский государственный технический университет «ВОЕНМЕХ»

им. Д.Ф. Устинова, Санкт-Петербург

Основополагающими в задачах оценки степени повреждения структуры явля-
ются работы Л. М. Качанова, Ю. Н. Работнова и В.В. Болотина, где в качестве
меры поврежденности используют параметр внутреннего состояния, физическая
природа которого обусловлена выбором конкретной модели. Особую роль в зада-
чах оценки степени изменения структуры и поврежденности играет диагностика,
использующая акустические методы неразрушающего контроля.

Обоснованием применения акустических методов для количественной оцен-
ки и стадий развития поврежденности конструкционных материалов являются
результаты работ, посвященных распространению упругих волн в средах с по-
вреждениями при различных видах воздействия. Расширением возможностей та-
ких методик является исследование изменений коэффициента поперечных дефор-
маций (коэффициента Пуассона) в процессе деформирования материалов с ис-
пользованием акустических методик. Это открывает возможности получения ин-
формации о нелинейных процессах деформирования, так как коэффициент по-
перечных деформаций, как и параметр Грюнайзена в механике деформируемого
твердого тела, определяет термодинамические и механические характеристики
состояния материала. Современные методы лазерной оптоакустики существен-
но расширяют информативность акустической диагностики за счет бесконтакт-
ного возбуждения наносекундных акустических импульсов и возможности од-
новременного возбуждения импульсов продольных и поперечных волн. Широ-
кий спектр частот 1 – 50 МГц, возбуждаемых лазерным излучением акустических
импульсов, позволяет определять возникновение неоднородностей мезомасштаба.
Квазистатическое растяжение стандартных плоских образцов с размерами рабо-
чей части 50 × 5 × 2 мм проводилось на универсальной испытательной машине
SHIMADZU AG-Х50в.

Представленные результаты исследований позволили диагностировать ха-
рактер развития повреждаемости испытанных материалов (медь, сталь, титан)
в процессе растяжения с применением параметра поврежденности. Наблюдалось
неравномерное развитие процессов повреждаемости для всех испытанных метал-
лов, а также значительное различие при разных скоростях нагружения. Это обу-
словлено существенным отличием повреждаемости (мезомасштаба) при действии
внешней работы изменения объема и действия объемных (внутренних) сил, опре-
деляющих деформации сдвига. Наблюдаемое изменение спектров акустических
импульсов диагностики, определяемое параметрами поврежденности, обусловле-
но изменением формы и характерных размеров возникающих неоднородностей,
что меняет условия взаимодействия, составляющих спектра импульса диагности-
ки с дефектами.
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Метод граничных интегральных уравнений 1-го рода
с гладкими ядрами в задачах об установившихся колебаниях тел

с анизотропными свойствами

Шамшин В. М.
Ростовский-на-Дону колледж связи и информатики, Ростов-на-Дону

Предложен подход к задаче об установившихся колебаниях упругих однород-
ных анизотропных тел, основанный на сведении краевых задач к системе гранич-
ных интегральных уравнений (ГИУ) Фредгольма 1-го рода относительно неиз-
вестных на границе тела компонент векторов смещений и напряжений. Указан-
ная редукция опирается на анализ характеристического многочлена оператора.
В отличие от классических ГИУ, ядра уравнений не содержат сингулярностей
и не опираются на фундаментальные решения. Это особенно актуально для ани-
зотропных материалов, для которых фундаментальные решения либо неизвестны
в явном виде, либо допускают только интегральное представление по контуру. От-
сутствие необходимости в фундаментальном решении делает предлагаемый метод
перспективным для задач в анизотропных средах и областях со сложной геомет-
рией границы.

Принципиальная возможность такого сведения была обозначена в работах
В. А. Бабешко. Фундаментальная постановка для задач изотропной и анизотроп-
ной теории упругости была выполнена А.О. Ватульяном и продолжена в совмест-
ных исследованиях с автором настоящей статьи.

В рамках указанной концепции на основе системы ГИУ 1-го рода с гладкими
ядрами разработана численная схема метода граничных элементов для ограни-
ченных односвязных областей произвольной формы. При переходе к граничной
формулировке задача является некорректной в смысле Ж. Адамара: малые воз-
мущения правых частей, формируемых через функции граничных условий ис-
ходной краевой задачи, могут приводить к существенным отклонениям решения.
Для получения устойчивых решений применена обобщенная схема регуляризации
А.Н. Тихонова со стабилизирующим функционалом, учитывающим гладкость ис-
комых функций вдоль границы.

В вычислительной реализации граничные неизвестные аппроксимируются
разложениями по ортогональным базисным функциям. Наиболее часто использу-
ются полиномиальные структуры. Коллокация по спектральному параметру при-
водит к переопределённой линейной системе, решение которой строится методом
наименьших квадратов через SVD-разложение. На основе сингулярного спектра
дискретизованного оператора предложены диагностические метрики, позволяю-
щие выявлять резонансные частоты, в том числе близко расположенные. В целях
верификации предлагаемого гранично-элементного подхода проведено сравнение
с решением, полученным с помощью МКЭ. Расхождение результатов в средне-
квадратичной метрике на всех частях границы тела в плоской задаче не превы-
сило десятых долей процента. Численные эксперименты в областях с гладкими
и негладкими границами подтвердили устойчивое восстановление граничных ком-
понент и корректную идентификацию резонансных частот.
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Потеря устойчивости составного кругового стержня
с пористой сердцевиной и преднапряженным однородным покрытием

Шейдаков Д. Н., Михайлова И. Б.
Южный научный центр РАН, Ростов-на-Дону

В аэрокосмической отрасли и автомобилестроении достаточно часто использу-
ются такие высокопористые материалы, как металлические и полимерные пены.
Это обусловлено рядом их преимуществ: низкий удельный вес, высокая проч-
ность, способность поглощать энергию при деформации. Как правило, конструк-
ции из пен имеют составную структуру — пористая основа покрыта прочной
и жесткой оболочкой. Это необходимо для защиты пены от воздействия окру-
жающей среды, а также оптимизации механических свойств в процессе нагру-
жения. При этом покрытие нередко содержит внутренние напряжения, которые
возникают спонтанно или создаются искусственно в ходе его нанесения. Широ-
кое применение такого рода составных конструкций обуславливает актуальность
исследования их прочности и устойчивости.

В настоящей работе проведен анализ бифуркации равновесия составного
нелинейно-упругого кругового стержня при осевом сжатии и внешнем давлении.
При этом предполагалось, что сердцевина стержня выполнена из металлической
или полимерной пены, а ее внешнее покрытие однородно, предварительно дефор-
мировано и содержит внутренние напряжения. Ввиду влияния микроструктуры
поведение высокопористых материалов не всегда может быть адекватно описано
в рамках классической модели сплошной среды. Одним из эффективных способов
ее учета является использование континуума Коссера, т. е. среды с моментными
напряжениями и вращательным взаимодействием частиц. В связи с этим при
моделировании составного кругового стержня применялся оригинальный подход:
для описания сердцевины из пены использовались определяющие уравнения нели-
нейного микрополярного тела, а поведение покрытия изучалось в рамках класси-
ческой упругости. Устойчивость исследовалась в точной трехмерной постановке
статическим методом Эйлера. Ввиду отсутствия у составных тел с внутренними
напряжениями единой естественной отсчетной конфигурации, при выводе линеа-
ризованных уравнений равновесия использовался метод промежуточной отсчет-
ной конфигурации и формула преобразования определяющих соотношений мате-
риала при изменении отсчетной конфигурации. Путем численного решения этих
уравнений найдены критические кривые и соответствующие им моды выпучи-
вания, а также построены области устойчивости в плоскости параметров нагру-
жения, которыми являются относительное осевое сжатие и относительное внеш-
нее давление. Было подробно проанализировано влияние внутренних напряжений
в однородном покрытии, а также его толщины и упругих свойств на бифуркации
равновесия составного кругового стержня с пористой сердцевиной.

Исследование выполнено в ЮНЦ РАН по теме государственного задания
(№ госрегистрации 125011200151-9).
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Нейросетевая фрактография
усталостного разрушения полимерных материалов

Шилько С. В.1, Орешкевич Е. Г.1, Сазанков А. П.1, Голуб М. В.2,
Евдокимов А. А.2

1ГНУ Институт механики металлополимерных систем им. В.А. Белого
НАН Беларуси, Гомель

2Кубанский государственный университет, Краснодар

Изучение процесса разрушения является важным направлением механики ма-
териалов и физики прочности. Классическая фрактография, основанная на экс-
пертном визуальном анализе поверхности разрушения, трудоемка и субъективна.
Сверточные нейронные сети показали свою эффективность при решении задач
материаловедения. Для автоматизации рутинной процедуры фрактографическо-
го анализа целесообразно привлечь алгоритмы компьютерного зрения с установ-
лением корреляции геометрических параметров поверхности разрушения и пара-
метров физико-механических процессов, протекающих при разрушающих испы-
таниях образцов материалов.

В докладе обсуждается расчетно-экспериментальный подход, названный авто-
рами нейросетевой фрактографией, с изложением результатов разработки и те-
стирования простой нейросетевой модели для прогнозирования числа циклов до
усталостного разрушения полимерных материалов. Исследование выполнено с ис-
пользованием сверточной нейронной сети SimpleCNN, реализованной в библио-
теке PyTorch. Модель состоит из трех сверточных слоев с увеличением глубины
признаков, функций активации ReLU и пулинга MaxPool2d для снижения размер-
ности полносвязных слоев для регрессионного прогноза нормализованного числа
циклов и регуляризации Dropout для предотвращения переобучения. В процедуру
обработки данных входят: 1) подготовка данных, 2) аугментация, 3) предобработ-
ка, 4) обучение, 5) валидация.

Программа испытаний, адаптированная для нейросетевой фрактографии, ап-
робирована на образцах АБС-пластика и включает измерение твердости, стати-
ческое сжатие и трехточечный изгиб, а также циклическое нагружение при рас-
тяжении и консольном изгибе. Динамика функции потерь показала ее стабильное
снижение благодаря аугментации и нормализации входных данных. Модель де-
монстрирует максимальную точность для средних значений числа циклов, тогда
как прогнозирование экстремальных значений указанного параметра требует рас-
ширения обучающей выборки. Программный интерфейс обеспечивает загрузку
и классификацию изображений поверхностей разрушения. Ограничением являет-
ся небольшой объем имеющихся экспериментальных данных, что повышает риск
переобучения. Предложенная нейросетевая модель показала возможность регрес-
сионного прогноза характеристик усталостного разрушения полимерных матери-
алов.

Исследование выполнено за счет гранта БРФФИ (проект № Т25ИИ М017
«Нейросетевая фрактография объемного и поверхностного разрушения полимер-
ных композиционных материалов и конструкций»).
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Об учёте погранслойных решений в обратной задаче
для неоднородной прямоугольной пластины

Юров В. О.1,2, Ватульян А. О.1
1Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

2Южный математический институт — филиал ВНЦ РАН, Владикавказ

Рассмотрена задача о статическом деформировании неоднородной изотропной
прямоугольной вытянутой пластины. В общем случае предполагается, что модуль
сдвига и коэффициент Пуассона являются функциями продольной координаты.
В предположении, что одна сторона прямоугольника значительно длиннее другой,
на основе вариационного принципа Лагранжа и метода Канторовича построены
прикладные модели деформирования при двух способах нагружения: растяже-
ния и изгиба. Один из коротких краев пластинки жестко защемлен, а на про-
тивоположном краю приложены, соответственно, нормальная (при растяжении)
или касательная (при изгибе) нагрузки. Соотношения, получаемые в рамках при-
кладных моделей, представляют собой системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с переменными коэффициентами, которые в общем случае реша-
ются численно при помощи метода пристрелки. Однако, в случае моделей первого
порядка удается построить явное решение задачи изгиба и асимптотическое ВКБ-
решение для задачи растяжения.

Сформулировано несколько постановок обратных задач по реконструкции пе-
ременного модуля сдвига, где в качестве дополнительной информации задаются
компоненты поля смещений на свободном от нагружения (длинном) краю. Вво-
дится функция податливости, обратная модулю сдвига. При использовании моде-
лей первого порядка и разложении функции податливости по заданной системе
функций возникает задача определения коэффициентов разложения. Метод кол-
локаций или метод наименьших квадратов позволяет свести эту задачу к решению
СЛАУ. Серия вычислительных экспериментов показала достаточно высокую точ-
ность решения обратной задачи при действии растягивающей нагрузки. В случае
изгиба погрешность реконструкции выше и в среднем составляет 10%.

При растяжении пограничный слой в решении задач возникает уже в моде-
ли первого порядка, а при изгибе — только начиная с модели второго порядка.
Рассмотрена обратная задача на основе модели изгиба второго порядка. Модуль
сдвига определяется из дифференциального уравнения, полученного в рамках
этой модели. Также реализован подход, при котором неизвестная функция пред-
ставляет собой линейную комбинацию полиномов, и обратная задача сводится
к нахождению коэффициентов путем решения СЛАУ. Сужение пространства по-
иска работает как регуляризация и позволяет снизить высокую погрешность ре-
конструкции на концах отрезка. При первом подходе существенная погрешность
наблюдается лишь в окрестности края, где прикладывается нагрузка. При втором
подходе погрешность реконструкции распределена более равномерно.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект № 22-11-00265-П, https://rscf.ru/project/22-11-00265/) в Южном федеральном
университете.
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О различных постановках оптимизационных задач
для вязкоупругих функционально-градиентных стержней

Явруян О. В.
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Южный математический институт — филиал ВНЦ РАН, Владикавказ

Исследований, посвященных задачам оптимального проектирования стерж-
ней, достаточно много. В основном они касаются оптимизации формы стержней
с точки зрения улучшения механических характеристик — устойчивости, жестко-
сти, податливости. С появлением новых современных материалов — функциональ-
но-градиентных, слоистых композитов, начало развиваться другое направление
задач оптимизации, связанное с оптимальным проектированием механических
свойств элементов конструкций. Оптимальное проектирование свойств помога-
ет максимально эффективно использовать потенциал неоднородных материалов
и позволяет существенно улучшить динамические характеристики конструкций,
открывая новые возможности их эффективной эксплуатации. Достаточно подроб-
но исследованы задачи оптимизации неоднородных свойств простых элементов
конструкций — упругих стержней, пластин и оболочек. Решения оптимизацион-
ных задач (аналитические или численные) получены как с использованием вариа-
ционных принципов, так и на базе численных методов. При этом стоит отметить,
что число работ, в которых осуществлен учет затухания, является небольшим.
Есть работы, в которых учтено реологическое поведение материала, однако сама
среда однородная.

В работе проведено исследование ряда оптимизационных задач для неоднород-
ных вязкоупругих стержней в рамках модели стандартного вязкоупругого тела.
В качестве управляющих функций выступают неоднородные свойства материа-
ла — мгновенный и длительный модули, которые представляют собой функции
от продольной координаты. Поскольку для практических задач важное значение
имеет возможность изготовления ФГ стержней с заданным законом неоднород-
ности, в работе рассмотрены задачи оптимизации вязкоупругих свойств в классе
полиномов. Рассмотрены задачи, связанные с оптимизацией спектральных харак-
теристик. Это задача о максимизации первой собственной частоты, задача о мак-
симизации расстояния между соседними собственными частотами, а также задачи
минимизации податливости, направленные на минимизацию прогиба в некоторой
точке стержня на резонансной частоте либо с течением определенного времени.

Для нахождения оптимального решения использована универсальная схема,
в основе которой лежит комбинация решения спектральной задачи о строении
спектра свободных колебаний и использование эвристических алгоритмов для
определения оптимальных параметров поиска на конечномерном множестве. Про-
ведены численные эксперименты и получены функции распределения свойств рас-
смотренных оптимизационных задач.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект № 22-11-00265-П, https://rscf.ru/project/22-11-00265/) в Южном федеральном
университете.
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Модель повреждаемости на основе изменения эффективных упругих
характеристик материала, определяемых оптоакустическим методом

Ялыч Е. С.1, Зимин Б. А.2, Судьенков Ю. В.2
1Балтийский государственный технический университет «ВОЕНМЕХ»

им. Д.Ф. Устинова, Санкт-Петербург
2Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург

Одним из базовых подходов к проблеме контроля важнейших прочностных ха-
рактеристик материалов является модель теории сред с повреждаемостью, кото-
рая описывает появление микронеоднородностей, рассеянных в материале, таких
как микротрещины и микропоры.

Считается, что характеристики повреждённости меняются скачком при пере-
ходе от одного структурного фрагмента к другому. По мере возникновения мик-
ропор в двухфазной среде будут изменяться эффективные упругие характери-

стики материала, зависящие от параметра разрушения ψ = ν
N

V
, где ν — объём

зарождающейся единичной полости, V — объём материала, N — количество мик-
рополостей.

Деформированный материал рассматривается как стохастическая среда, пред-
ставляющая собой однородную матрицу с эллипсоидальными включениями.
В длинноволновом приближении такую среду можно считать квазиоднородной,
эффективные упругие модули которой зависят от гетерогенной структуры. Опре-
деление этих модулей сводится к решению интегральных уравнений относительно
тензоров деформаций во включениях, с учётом только сингулярных составляю-
щих второй производной тензора Грина для неограниченной среды. Для сфери-
ческих полостей строится функция повреждаемости ψ(ε). В эксперименте эф-
фективные упругие модули изотропной среды определяются оптоакустическим
методом на любой стадии нагружения. Модель должна удовлетворять следую-
щим требованиям: повреждённость определяется текущим состоянием материала,
а её характеристики могут быть измерены в любой момент испытания.

Для точного описания разрушения важно учитывать взаимодействие микро-
пор между собой и с матрицей. При росте плотности микропор возникают коопе-
ративные эффекты, усиливающие локальные напряжения и перераспределение
деформаций, что влияет на макроскопические упругие характеристики. Это поз-
воляет моделировать не только суммарное повреждение, но и его пространствен-
ное распределение внутри материала.

Также следует учитывать температурные и временные факторы, так как мно-
гие материалы проявляют зависимость скорости разрушения и упругих моду-
лей от условий эксплуатации. В модели это отражается через температурно-
временные функции, модифицирующие эффективные параметры повреждаемо-
сти и обеспечивающие согласование с экспериментальными данными при различ-
ных режимах нагрузки. Интеграция такой модели в инженерный анализ позво-
ляет прогнозировать ресурс материала и определять направления оптимизации.
На основе функции ψ(ε) можно определять критические стадии деформации, тре-
бующие корректировки нагрузки.

Исследование выполнено за счет гранта РНФ № 25-29-00218.
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