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Разработана нетрадиционная модель распространения плоской упругопластической
волны с учетом разгрузки, связанной с пластическими деформациями, и проведен
численный расчет распространения упругопластического импульса механического на-
пряжения. Модель построена на основе анализа воздействия импульсного электрон-
ного пучка средней мощности на алюминиевую пластину, изготовленную из матери-
ала марки А995, близкого к монокристаллу с малым значением предела текучести
и возбуждения в ней ударно-волнового импульса напряжения, а также рассмотрения
формирования такого импульса в неравновесной приповерхностной области нагруже-
ния. Показано, что при этом происходит быстрое затухание амплитуды упругопла-
стической волны, особенно при распространении коротких импульсов напряжения.
Адекватность представленной модели рассматриваемому процессу подтверждена экс-
периментальными данными.
Ключевые слова: плоская упругопластическая волна, пластическая волна разгрузки,
ударное нагружение электронным пучком, неравновесные процессы.

1. Введение. Исследование динамики высокоскоростного нагружения матери-
алов является одной из сложнейших задач механики. Особенную трудность пред-
ставляет изучение процессов, происходящих в приповерхностной области твердого
тела при воздействии импульсов нагружения в субмикросекундном и наносекундном
диапазонах длительности. Это связано с аномальной зависимостью от расстояния
основных характеристик ударно-волнового процесса.

Разработанные в последние десятилетия способы генерации коротких механи-
ческих импульсов в твердых телах с помощью лазеров и пучков заряженных ча-
стиц, а также развитие методов регистрации таких импульсов напряжения позво-
ляют проводить исследования поведения материалов в тонкой приповерхностной
зоне ударного нагружения. Эта область характеризуется существенно неустановив-
шимися неравновесными ударно-волновыми процессами, описание которых в реаль-
ных средах не решается в рамках представлений механики сплошных сред [1, 2].
При этом в подавляющей части работ, посвященных поведению сплошной среды

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Санкт-Петербургского государственного уни-
верситета (проект №116636233).

© В.С.Иванов, В.М.Кац, В. А.Морозов, 2025

742 EDN NVUNBO

https://elibrary.ru/nvunbo
https://elibrary.ru/nvunbo


при ударном нагружении, исследуются установившиеся или квазиустановившиеся
процессы. Процессы на начальной стадии нагружения (неустановившиеся процессы
вблизи поверхности нагружения) при этом моделируются введением интегральных
величин, например параметра инкубационного времени [3]. Такой подход достаточно
хорошо описывает прочностные характеристики материала, отступая на некоторое
малое расстояние от поверхности нагружения или спустя малое время от начала
процесса, но оставляет открытым вопрос о выборе адекватной области, рассматри-
ваемой как зона релаксации, что требует отдельного трудоемкого исследования для
каждой конкретной задачи. Эта трудность объясняется отсутствием оценки пара-
метров релаксации у разработанных моделей динамического нагружения.

Качественное описание формирования волн напряжений вблизи поверхности
материала, нагружаемого кратковременным импульсным электронным пучком, про-
веденное на основе выполненных экспериментов, пожалуй, впервые приведено в ра-
боте [4]. В монографии [5] рассмотрены особенности формирования волн напря-
жений в термоупругой среде. В частности, проанализировано формирование волн
вблизи нагружаемой поверхности. В книге [6] рассматривается формирование зна-
копеременных импульсов нагрузки вблизи поверхности нагружения, генерируемых
импульсным тепловыделением от электронного излучения, в акустическом прибли-
жении. Представлены результаты компьютерного моделирования генерации волн
сжатия и растяжения в металлической мишени. Предполагается, что скорость рас-
пространения волны сжатия меняется слабо. Однако, как отмечено в работе [5],
эта скорость, релаксируя от неравновесного к стационарному состоянию, меняется
существенно.

На основе проведенных нами экспериментов дан анализ формирования волн на-
пряжений вблизи нагружаемой поверхности импульсным электронным пучком [7].
Показано, что формирование волн начинается не с поверхности образца, как при ла-
зерном нагружении, а в некоторой области, определяемой глубиной пробега электро-
нов в среде. От границы данной области начинается релаксация амплитуды волны
сжатия. Установлено, что в релаксационной области происходят сильно неравно-
весные нестационарные процессы, которые характеризуются изменением скорости
продольной волны сжатия и напряжения от некоторого значения, определяемого па-
раметрами удара, до своего стационарного значения. Отмечено, что релаксационный
процесс осуществляется одноволновым способом, несмотря на большую амплитуду
напряжения, и только после его завершения происходит разделение волн на упру-
гую часть (упругий предвестник) и пластическую часть, о чем сообщалось в наших
работах [8, 9].

Отметим, что, как в работе [5], так и в работе [6], не учитываются релаксаци-
онные неравновесные процессы формирования волны напряжения вблизи поверх-
ности нагружения, т. е. рассматриваются только установившиеся процессы. Данное
обстоятельство ставит под сомнение правильность выбора начальных и граничных
условий решаемой численно задачи, что будет учтено далее в настоящем иссле-
довании.

При исследовании зависимости между напряжением и деформацией в условиях
распространения продольных плоских волн в безграничной среде в статье Д. Вуда
[10], пожалуй, впервые была обнаружена интересная особенность. Оказалось, что
снятие нагрузки, вызвавшей упругопластическую деформацию, приводит к появ-
лению вторичных пластических деформаций, т. е. разгрузка связана как с упру-
гими, так и с пластическими деформациями. Эта особенность рассматриваемого в
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Рис. 1. Схематическое изображение распро-
странения упругопластической волны: 1 — волно-
вой профиль упругого импульса напряжения, 2 —
волновой профиль упругопластического импульса,
σg — амплитуда упругого предвестника [11].

работе Д. Вуда случая существенно отличает его от случая волн в тонких длинных
стержнях, где волны разгрузки полностью упруги. Отмеченная особенность более
основательно проанализирована в работе [11], в которой рассмотрены основные за-
кономерности упругопластического деформирования твердого тела в одномерных
ударных волнах при одноосно-напряженном состоянии. Важным, на наш взгляд,
является отмеченное в работе [11] замечание, что с наличием упругих предвестни-
ков разряжения связано ускоренное (по сравнению с гидродинамическим) затухание
упругопластических волн.

Затухание импульса в данном случае осуществляется таким образом (рис. 1),
что упругая часть волны разгрузки (имеющая скорость c0) «догоняет» пластиче-
скую часть волны первичного нагружения (двигающуюся с меньшей скоростью c1)
и «срезает» его амплитуду. Это приводит к быстрому уменьшению амплитуды им-
пульса по сравнению с гидродинамическим режимом распространения волны.

Переход от упругого (временной профиль 1) к пластическому (временной про-
филь 2) деформированию происходит при напряжении σx = σg, где σg — амплиту-
да упругого предвестника. Участок упругой деформации при разгрузке (временной
профиль 2) имеет величину напряжения 2σg. Из-за различия продольных сжимае-
мостей в упругой и пластической областях деформирования волна сжатия и разря-
жения расщепляются с выделением упругих предвестников (временной профиль 2),
распространяющихся со скоростью продольных звуковых волн c0, условно показан-
ных на рис. 1. Скорости распространения возмущений в пластической области c1
будут меньше скорости продольных звуковых волн (временной профиль 2). Отме-
тим, что с этой скоростью c1 движутся как фронт пластической волны сжатия, так
и разряжения.

2. Постановка задачи. Процесс описания нагружения металлов (в частности,
алюминия) кратковременным электронным пучком средней мощности (не приводя-
щей к плавлению материала среды), по нашему представлению, можно разбить на
три периода. Сначала происходит процесс формирования волн напряжений вблизи
поверхности нагружения материала (на глубине проникновения электронов в мате-
риал). В процессе формирования происходит разделение волн сжатия и растяже-
ния. Волна сжатия уходит от волны растяжения. В данной работе нас интересует
распространение только волны сжатия. Далее на некотором интервале пути распро-
странения волны напряжения сжатия реализуются неравновесные нестационарные
релаксационные процессы, которые характеризуются изменением скорости продоль-
ной волны сжатия, а также амплитуды напряжения этой волны от некоторого зна-
чения, определяемого параметрами воздействия, до своего стационарного значения.
После завершения релаксационного процесса происходит разделение волны сжатия
на упругую часть (упругий предвестник) и пластическую часть (пластическая вол-
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на), т. е. реализуется стационарный процесс распространения упругопластической
волны.

Первые два периода исследованы и описаны нами в работе [7]. При этом ре-
шение проводится с помощью традиционной модели, описывающей распростране-
ние волн в твердых телах на основе решения полной системы уравнений движения.
В настоящей работе цель исследования заключается в построении модели и чис-
ленном расчете задачи распространения продольной упругопластической волны на-
пряжения в стационарной области при кратковременном импульсном нагружении
алюминиевой пластины электронным пучком и сравнении расчетных данных с экс-
периментальными. При такой постановке задачи рассматривается распространение
волновых возмущений в полупространстве.

Как было сказано выше, при кратковременном нагружении образца импульс-
ным электронным пучком необходимо учитывать неравновесные процессы вблизи
поверхности нагружения. Так как нами решается стационарная задача распростра-
нения упругопластической волны, то начало ее распространения сдвинуто от поверх-
ности на величину длины зоны релаксации. Проведенные в работе [7] исследования
по короткому ударному воздействию электронного пучка на алюминиевую мишень
марки А995 с малым значением предела текучести и движению ударного импуль-
са напряжения показали, что время его релаксации от некоторого первоначального
значения и до квазистационарного составило 144 нс, а длина релаксации –– 0.9 мм.
Ввиду этого в настоящей работе при расчете амплитуда исходного импульса напря-
жения 235 МПа бралась не на поверхности образца, а на его толщине 0.9 мм, где
релаксация закончилась и происходит разделение волн на упругую часть (упругий
предвестник) и пластическую часть.

Движение, связанное с продольными плоскими волнами в данной задаче, явля-
ется одномерным. Следовательно, перемещение материала u должно всегда проис-
ходить в направлении распространения волны, обозначаемом лагранжевой коорди-
натой x.

Рис. 2. Сформировавшиеся импульсы
напряжения. 1 — импульс сжатия, 2 — им-
пульс растяжения.
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В случае тепловыделения в области вклада энергии электронного пучка тре-
угольной формы и прямоугольного по времени при соответствующем соотношении
характерных параметров задачи волна напряжения имеет разрыв между сжимаю-
щей и растягивающей волнами (рис. 2).

Далее треугольная волна сжатия уходит от волны растяжения и при даль-
нейшем увеличении длительности тепловыделения ненапряженный участок меж-
ду волнами все более увеличивает свою длину. В связи с этим обстоятельством в
нашем исследовании рассматривается распространение только сжимающей волны
напряжения. Нетрадиционность нашей модели заключается в том, что изначально
не задаются и не решаются уравнения движения. Задается первоначально только
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конфигурация волнового импульса сжатия, близкая к экспериментальному в виде
равнобедренного треугольника. На фронте импульса отмечается величина упругого
предвестника σg (см. рис. 1), которая составляет 1/8 от амплитуды импульса σm. Эта
часть волнового импульса распространяется вдоль оси X со скоростью продольных
звуковых волн c0. На спаде волнового профиля импульса наблюдается величина
двойной амплитуды упругого предвестника 2σg (рис. 1) от вершины импульса. Эта
часть импульса также движется вдоль оси X со скоростью c0. Величина спада им-
пульса (σm−2σg) распространяется со скоростью пластической волны c1. С этой же
скоростью c1 движется часть фронта волнового импульса (σm − σg).

Процесс распространения импульса механического напряжения может быть
представлен следующим образом (рис. 1): упругий предвестник движется со скоро-
стью c0, пластический фронт нагружения со скоростью c1, упругий фронт разгрузки
вновь со скоростью c0 и, наконец, пластический фронт разгрузки со скоростью c1.
Отметим, что в данной задаче мы задаемся только вопросом о движении волны
вглубь материала.

В дальнейшем параметры импульса и свойства среды приняты аналогичны-
ми с нашим экспериментальным исследованием [7]. Исходный импульс напряжения
выбирается в виде равнобедренного треугольника с шириной на половине амплиту-
ды, равной длительности экспериментального импульса 70 нс. Амплитуда импульса
235 МПа и в относительных параметрах берется за единицу. Начало движения упру-
гопластической волны сдвинуто от поверхности образца на 0.9 мм, т. е. на глубину
формирования волны плюс длину зоны релаксации. Толщины образцов, на которых
проводились измерения напряжений, и их расчет составляли: 1.8 мм; 2.5 мм; 3.5 мм;
4.3 мм. Амплитуда упругого предвестника при распространении волны считалась
постоянной, скорость упругих волн в алюминии c0 = 6.26 · 103 м/с.

Расчет проводится для относительных параметров задачи: координата X =
x/l = c0t/l, где c0 — скорость упругих волн, t — текущее время от начала движения
импульса напряжения, l — толщина образца; относительное напряжение Σ = σ/σmax,
где σmax — амплитуда исходного импульса напряжения.

В качестве оптимизируемых параметров для обеспечения корреляции расчет-
ных и экспериментальных данных применялись: скорость распространения пласти-
ческих деформаций c1, длительность импульса, соотношение амплитуды упругого
предвестника и амплитуды волны. В результате расчета они составили: скорость
распространения пластических деформаций c1 = 5.95 · 103 м/c, длительность им-
пульса сохранилась равной 70 нс, соотношение амплитуды упругого предвестника и
амплитуды волны 1 : 8.

3. Моделирование распространения импульса. Рассмотрим задачу по-
строения формы и локализации импульса напряжения по координате X в дискрет-
ный набор моментов времени ti.

Будем обозначать моменты времени только индексом i.
Предварительно рассчитываются координаты середины начального импульса,

движущегося с упругой и пластической скоростями. Будем обозначать их как Xe
i и

Xp
i . В начальный момент времени они равны и совпадают с координатой вершины

импульса Xm
i : Xe

1 = Xp
1 = Xm

1 = 0.
На каждом i-м шаге построение импульса начинается с основания фронта раз-

грузки. Далее идет построение фронта разгрузки вплоть до Xp
i , который совпадает с

максимумом импульса: Xm
i = Xp

i . После этого от максимума идет построение фрон-
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Рис. 3. Ключевые элементы импульса в момент времени ti
для восстановления его формы и локализации.

та нагружения вплоть до основания упругого предвестника, движущегося с упругой
скоростью.

Пусть форма и локализация импульса были построены до i− 1 шага моделиро-
вания. Требуется восстановить форму импульса на i-м шаге.

На рис. 3 представлены ключевые элементы импульса, для которых должны
быть рассчитаны координата и значение напряжения. Перечислим эти элементы:

— основание фронта разгрузки (X0
i , 0);

— вершина упругого фронта разгрузки (Xef
i ,Σpf

i );
— вершина пластического фронта разгрузки (Xpf

i ,Σpf
i );

— вершина импульса (Xm
i ,Σ

m
i );

— подножие пластического фронта нагружения (Xpr
i ,Σg);

— вершина упругого предвестника (Xer
i ,Σg);

— основание упругого предвестника фронта нагружения (X1
i , 0).

Введем дополнительные обозначения: Δ — длина начального импульса по отно-
шению к толщине образца; dXi, dΣi — приращения координаты и напряжения на i-м
шаге;ΔX — смещение импульса по координате; δX — аккумулятор промежуточного
значения.

Восстановление формы и локализации импульса на i-м шаге выполним в сле-
дующем порядке.

1. Вычисляем координаты середины начального импульса при его движении с
упругой и пластической скоростями:⎧⎨⎩X

e
i = Xe

i +ΔX,

Xp
i =

c1
c0
Xe

i .
(1)

2. Задаем начальное значение аккумулятора:

δX = Δ/2.
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3. Построим фронт разгрузки для случая, когда выполняется условие:

0 < (Σm
i−1 − 2Σg). (2)

4. Вычисляем координату подножия фронта разгрузки:

X0
i = Xp

i − 1

2
Δ. (3)

5. Определяем координаты точек пластического участка фронта разгрузки. На-
чало итераций:

X = X0
i , Σ = 0.

Пока выполняются условия: {
Σ < (Σm

i−1 − 2Σg),

max(X) < Xp
i − dXi,⎧⎪⎨⎪⎩

X = Xp
i − δX,

Σ = Σ+ dΣi,

δX = δX − dXi.

(4)

6. Фиксируем вершину пластического участка фронта разгрузки как последнюю
итерацию (4):

Xpf
i = X, Σpf

i = Σ. (5)

7. Вычисляем координату подножия упругой части фронта разгрузки:

Xef
i = Xe

i − δX. (6)

8. Определяем координаты точек упругого участка фронта разгрузки. Пока
выполняется условие:

max(X) < Xp
i − dXi,⎧⎪⎨⎪⎩

X = Xe
i − δX,

Σ = Σ+ dΣi,

δX = δX − dXi.

(7)

9. В случае, когда условие (2) не выполняется, фронт разгрузки полностью
упругий. Тогда фронт разгрузки строится следующим образом.

10. Вычисляем координату подножия фронта разгрузки:

X0
i = Xe

i − 1

2
Δ. (8)

11. Определяем координаты точек фронта разгрузки. Начало итераций:

X = X0
i , Σ = 0.

Пока выполняется условие:

max(X) < Xp
i − dXi,
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⎧⎪⎨⎪⎩
X = Xe

i − δX,

Σ = Σ+ dΣi,

δX = δX − dXi.

(9)

12. Фиксируем вершину импульса, максимум берется по итерациям (7) или (9):

Xm
i = max(X), Σm

i = max(Σ). (10)

13. Определяем координаты точек пластического фронта нагружения. Пока вы-
полняется условие:

Σi > Σg,⎧⎪⎨⎪⎩
X = Xe

i − δX,

Σ = Σ− dΣi,

δX = δX − dXi.

14. Итерации завершаются на точке основания пластического фронта нагруже-
ния. При этом координата подножия пластического фронта нагружения

Xpr
i = Xe

i − δX. (11)

15. Вычисляем координату вершины упругого предвестника:

Xer
i = Xe

i +
1

2
Δ(1− Σer

i ). (12)

16. Определяем координаты точек упругого предвестника фронта нагружения
начиная с

δX = 0 :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
X = Xe

i +
1

2
Δ(1− Σer

i ) + δX,

Σ = Σ− dΣi,

δX = δX + dXi.

(13)

17. Итерации (13) завершаются на основании упругого предвестника фронта
нагружения

X1
i = X. (14)

Вычисленные ключевые точки (3), (5), (6), (8), (10)–(12) и (14) позволяют вос-
становить форму и локализацию импульса на i-м шаге моделирования.

4. Результаты моделирования. На рис. 4 приведена картина изменения рас-
четного профиля упругопластической волны и его амплитуды на выбранных тол-
щинах образцов.

В таблице сведены амплитуды напряжений на различных толщинах образцов.

Сравнение результатов расчета и эксперимента

Толщина Амплитуда Относительная
образцов, напряжения амплитуда

мм (эксперимент), напряжения
МПа Эксперимент Расчет

0.9 235 1 1
1.8 170 0.72 0.75
2.5 90 0.4 0.5
3.5 60 0.26 0.26
4.3 30 0.11 0.12
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Рис. 4. Картина изменения расчетного профиля упругопла-
стической волны и его амплитуды на выбранных толщинах образ-
цов: 1 — исходный импульс, 2 — импульс в сечении 1.8 мм, 3 —
импульс в сечении 2.5 мм, 4 — импульс в сечении 3.5 мм, 5 —
импульс в сечении 4.3 мм; пунктирной линией обозначен уровень
упругого предвестника.

Решение оптимизационной задачи дало следующие оценки оптимальных пара-
метров: скорость распространения пластических деформаций c1 = 5.95 · 103 м/c,
длительность импульса сохранилась равной 70 нс, соотношение амплитуды упруго-
го предвестника и амплитуды волны 1 : 8.

5. Заключение. В работе проведен анализ воздействия импульсного электрон-
ного пучка средней мощности (до появления плавления материала) на примере воз-
буждения ударно-волнового импульса напряжения в алюминиевой пластине. Рас-
смотрен процесс формирования такого импульса в неравновесной приповерхностной
области нагружения. Построена модель распространения плоской упругопластиче-
ской волны в квазистационарной области с учетом разгрузки, связанной с пластиче-
скими деформациями. Предлагаемая модель распространения плоской упругопла-
стической волны хорошо согласуется с экспериментальными данными.
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Propagation of the plane elastic-plastic wave taking into account
unloading associated with plastic deformations∗
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The numerical calculation of the propagation of the elastoplastic impulse of mechanical
stress under short-term pulse loading of the aluminum plate by the electron beam is carried
out, taking into account unloading associated with plastic deformations. It is shown that
in this case, the rapid attenuation of the amplitude of the elastic-plastic wave occurs,
especially during the propagation of short stress pulses. The experimental study of the
effect of the pulsed electron beam on aluminum plates of different thicknesses is carried
out. The experimental results are compared with the calculated ones.
Keywords: plane elastic-plastic wave, electron beam, plastic unloading wave, short-term
loading pulse.
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