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УСТОЙЧИВОСТЬ И КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ СИНХРОНИЗАЦИИ
С МНОГОМЕРНЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ

Статья посвящена исследованию асимптотического поведения класса систем управления с много-

мерными периодическими нелинейностями и счетным множеством положений равновесия. Такие

системы традиционно называют системами синхронизации или маятниковыми системами. Их устой-

чивость определяется как сходимость любого решения к одному из положений равновесия. Динами-

ка систем синхронизации не может быть изучена классическими методами, предназначенными для

систем с единственным положением равновесия. Поэтому в рамках классических методов А. М. Ля-

пунова и В. М. Попова были разработаны специальные методы, позволяющие генерировать условия

сходимости решений и условия отсутствия колебаний определенной частоты. Для систем с много-

мерными нелинейностями эти условия имеют форму матричных частотных неравенств с варьиру-

емыми параметрами. В этой статье обосновывается оптимальный выбор варьируемых параметров,

позволяющий получать улучшенные оценки областей устойчивости и областей отсутствия высоко-

частотных колебаний в пространстве параметров конкретных систем.
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Введение

В этой статье приводятся итоги исследования асимптотического поведения класса си-

стем управления с многомерными периодическими нелинейностями и счетным множеством

положений равновесия. Рассматриваемому классу систем принадлежат системы фазовой

синхронизации и системы связи [1–3]. Поэтому исследуемые системы часто называют си-

стемами синхронизации. Сюда относятся также математический маятник, двойной маят-

ник, связанные маятники [4]. Так что еще одно название этого класса — маятниковые си-

стемы. Данный класс охватывает также вибрационные машины [5–7], электрические ма-

шины [8–10], некоторые биологические системы [11, 12]. В статье рассматриваются беско-

нечномерные системы, описываемые интегро-дифференциальными уравнениями Вольтерра

с разностным ядром.

Наличие в системах синхронизации неединственного положения равновесия потребо-

вало введения нового определения устойчивости, а присутствие периодических нелиней-

ностей привело к необходимости исследовать существование периодических режимов.

Глобальная асимптотическая устойчивость системы синхронизации была определена как

стремление любого ее решения к одному из положений равновесия. Новое понятие устой-

чивости потребовало новых методов исследования. Они были разработаны в монографи-

ях [13,14] как развитие классических методов А. М. Ляпунова (для конечномерных систем)

и В. М. Попова (для бесконечномерных систем).

Новые методы позволяют устанавливать достаточные условия глобальной асимптотиче-

ской устойчивости в терминах передаточной матрицы линейной части системы [13–15]. Они

позволяют также получать условия отсутствия у системы нежелательных высокочастотных

колебаний [14–16]. Критерии глобальной асимптотической устойчивости, как и критерии
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отсутствия нежелательных колебаний, имеют форму частотных неравенств с варьируемы-

ми параметрами, подчиняющимися определенным алгебраическим условиям. От выбора

тех или иных условий на варьируемые параметры зависит точность оценок областей устой-

чивости для конкретных систем синхронизации.

В данной статье для систем синхронизации с многомерными нелинейностями устанав-

ливаются оптимальные условия на варьируемые параметры. Оптимальные частотные кри-

терии применяются к конкретным системам.

§ 1. Постановка задачи и основные предположения

Рассмотрим систему синхронизации, математическое описание которой может быть све-

дено к системе интегро-дифференциальных уравнений с многомерной фазовой переменной

σ = (σ1, . . . , σl)
⊤ ∈ Rl

dσ(t)

dt
= b(t) +Rϕ

(

σ(t− h)
)

−

∫ t

0

γ(t− τ)ϕ
(

σ(τ)
)

dτ ∈ R
l (t > 0). (1.1)

Здесь

ϕ(σ) =
(

ϕ1(σ1), . . . , ϕl(σl)
)⊤

,

где нелинейная функция ϕj ∈ C1(R) и является периодической:

ϕj(ζ) = ϕj(ζ +∆j)

с периодом ∆j > 0 (j = 1, 2, . . . , l). Матрица R, функция b(t), ядро свертки γ(t) и пара-

метр h > 0 известны. Для системы (1.1) определено начальное условие

σ(t)
∣

∣

t∈[−h,0]
= σo(t).

Относительно линейной части и нелинейности системы (1.1) приняты следующие пред-

положения.

П1) Функция b(t) равномерно непрерывна, функция γ(t) кусочно-непрерывна.

П2) Существует такое r > 0, что справедливы оценки

b(t)ert ∈ L2

(

[0,+∞) → R
l
)

, γ(t)ert ∈ L2

(

[0,+∞) → R
l×l

)

.

П3) Функции ϕj(ζ) (j = 1, . . . , l) обладают простыми изолированными нулями.

П4) σo(t) ∈ C[−h, 0], σ(0 + 0) = σo(0).

П5)
det

(
∫

∞

0

γ(t) dt−R

)

6= 0.

К системе (1.1) может, например, быть приведено математическое описание системы фазо-

вой автоподстройки частоты с запаздыванием в петле обратной связи [17]:

dz

dt
= Az(t) +Bϕ

(

σ(t− h)
)

∈ R
n,

dσ

dt
= C⊤z(t) +Rϕ

(

σ(t− h)
)

∈ R
l,

(1.2)

где A ∈ Rn×n; B,C ∈ Rn×l; R ∈ Rl×l — заданные постоянные матрицы.
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Для системы (1.2) внеинтегральный член и ядро интеграла определяются по формулам

b(t) = C⊤eAtz(0) +



















∫ t−h

−h

C⊤eA(t−τ−h)Bϕ
(

σo(τ)
)

dτ, если t < h,

∫ 0

−h

C⊤eA(t−τ−h)Bϕ
(

σo(τ)
)

dτ, если t > h;

γ(t) =

{

0, если t < h,

C⊤eA(t−h)B, если t > h.

Если матрица A гурвицева, то предположение П2 выполняется автоматически. Предполо-

жение П5 принимает вид

det(R + C⊤A−1B) 6= 0.

Чтобы определить возможные положения равновесия системы (1.1), положим t → +∞.

По лемме Барбалата [18] суммируемая с квадратом равномерно непрерывная функция b(t)
стремится к 0 при t → +∞. Тогда в силу П5 система (1.1) имеет счетное множество

положений равновесия

Λ = {σeq ∈ R
l : ϕ(σeq) = 0}.

Как показало исследование простейшей системы синхронизации — математического ма-

ятника, положения равновесия такой системы могут быть как устойчивыми в малом по Ля-

пунову, так и неустойчивыми [4]. Так что специфика системы (1.1) потребовала введения

нового понятия устойчивости [13], характеризующего асимптотическое поведение системы

относительно бесконечного множества положений равновесия.

О п р е д е л е н и е 1.1. Cистема (1.1) называется глобально асимптотически устойчи-

вой, если при t → +∞ любое ее решение стремится к одному из ее положений равновесия.

Получение условий глобальной асимптотической устойчивости является основной зада-

чей при исследовании асимптотических свойств системы синхронизации.

Если система синхронизации не является устойчивой, у нее могут возникнуть колеба-

ния. Им соответствуют периодические решения системы интегро-дифференциальных урав-

нений (1.1) [14].

О п р е д е л е н и е 1.2. Говорят, что система (1.1) имеет периодическое решение σ(t),
если можно указать такое T > 0 и такие целые числа Ij (j = 1, . . . , l), что

σj(t+ T ) = σj(t) + Ij∆j (j = 1, . . . , l) ∀t > 0.

Число T называется периодом решения, а число ω = 2π
T

— его частотой. Если Ij = 0 для

всех j = 1, . . . , l, то σ(t) называется периодическим решением первого рода, в противном

случае, оно называется периодическим решением второго рода.

Еще одной важной задачей исследования асимптотики системы (1.1) является установ-

ление условий отсутствия высокочастотных колебаний. Точнее, речь идет об условиях от-

сутствия колебаний с частотой, превышающей заданную.

Решение двух описанных выше задач и является целью данной статьи.
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§ 2. Предварительное рассмотрение

Исчерпывающей характеристикой линейной части системы синхронизации (1.1) являет-

ся ее передаточная матрица от входа ϕ к выходу(−σ̇):

K(p) = −Re−ph +

∫

∞

0

γ(t)e−pt dt (p = θ + ıω : ı2 = −1; θ, ω ∈ R).

Все результаты этой статьи сформулированы в терминах передаточной матрицы K(p).
Они имеют вид частотных неравенств с варьируемыми параметрами.

Нам понадобятся в связи с этим следующие обозначения. Пусть H — n×n-комплексно-

значная матрица. Тогда

ReH =
1

2
(H +H∗),

где символом ∗ обозначено эрмитово сопряжение. Неравенство

ReH > 0

будем понимать как положительную определенность эрмитовой формы ξ∗(ReH)ξ (ξ ∈ C
n).

Введем еще несколько объектов, необходимых для дальнейшего исследования.

Пусть µ1j µ2j (j = 1, . . . , l) — соответственно нижняя и верхняя границы для производ-

ной ϕ′
j(ζ):

µ1j 6 ϕ′

j(ζ) 6 µ2j ∀ζ.

Заметим, что µ1jµ2j < 0.
Определим функции

Φj(ζ, αj)
∆
=

√

(

1− α−1
1j ϕ

′
j(ζ)

)(

1− α−1
2j ϕ

′
j(ζ)

)

(j = 1, 2, . . . , l),

где α1j 6 µ1j , α2j > µ2j , причем величины αkj могут принимать как конечные значения, так

и значения ±∞. В последнем случае α−1
kj = 0. Использовано обозначение: αj

∆
= (α1j , α2j)

⊤.

Определим, кроме того, функции

νj(λ, η, β)
∆
=

∫ ∆j

0
ϕj(ζ) dζ

∫ ∆j

0
|ϕj(ζ)|

√

λ+ ηΦ2
j (ζ, β)dζ

(j = 1, 2, . . . , l).

Введем в рассмотрение диагональные матрицы

ε
∆
= diag {ε1, . . . , εl}, τ

∆
= diag {τ1, . . . , τl}, Ak

∆
= diag {αk1, . . . , αkl} (k = 1, 2)

и строку α = (α1, . . . , αl). Введем также диагональную матрицу

ν(ε, τ, α)
∆
= diag {ν1(ε1, τ1, α1), . . . , νl(εl, τl, αl)}.

§ 3. Оптимальный матричный частотный критерий глобальной асимп-
тотической устойчивости

Будем опираться на частотные критерии глобальной асимптотической устойчивости, до-

казанные в теореме 1 и теореме 2 статьи [15]. Они отличаются алгебраическими условиями

на варьируемые параметры. Сведем полученные ранее результаты в единое утверждение.
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Т е о р е м а 3.1. Пусть существуют матрицы Ak (k = 1, 2), матрица κ = diag {κ1, . . . ,

. . . ,κl}, где |κj| = 1, и положительно определенные матрицы ε = diag {ε1, . . . , εl},

τ = diag {τ1, . . . , τl}, δ = diag {δ1, . . . , δl} такие, что для всех ω ∈ R справедливо нера-

венство

Π(ω;κ, ε, τ, A1, A2)
∆
= Re{κK(ıω)−K∗(ıω)εK(ıω)−

− (K(ıω) + ıωA−1
1 )∗τ(K(ıω) + ıωA−1

2 )} > δ
(3.1)

и одно из следующих условий:

(1) существуют такие числа aj ∈ [0, 1], что матрицы

Σj
∆
=





εj
κjajsj

2
0

κjajsj
2

δj
κj(1−aj )

2
pj

0
κj(1−aj )

2
pj τj



,

где

sj
∆
=

∫ ∆j

0
ϕj(ζ) dζ

∫ ∆j

0
|ϕj(ζ)| dζ

, (3.2)

pj
∆
=

∫ ∆j

0
ϕj(ζ) dζ

∫ ∆j

0
|ϕj(ζ)|Φj(ζ, αj) dζ

(j = 1, . . . , l), (3.3)

являются положительно определенными;

(2)

2
√

εjδj >

∣

∣

∣

∫ ∆j

0
ϕj(ζ) dζ

∣

∣

∣

∫ ∆j

0
|ϕj(ζ)|

√

1 + ε−1
j τjΦ

2
j (ζ, αj)dζ

(j = 1, 2, . . . , l). (3.4)

Тогда для решений системы (1.1) справедливы соотношения

σ̇(t) → 0 при t → +∞; (3.5)

ϕj(σj(t)) ∈ L2([0,+∞) → R) (j = 1, 2, . . . , l); (3.6)

σj(t) → qj при t → +∞, (3.7)

где

ϕj(qj) = 0 (j = 1, 2, . . . , l).

Различные алгебраические условия на варьируемые параметры могут приводить к раз-

личным оценкам областей устойчивости при исследовании конкретных систем синхрони-

зации.

В этом параграфе обосновывается вывод оптимальных для выполнения частотного нера-

венства (3.1) алгебраических условий и приводится формулировка оптимального критерия.

Т е о р е м а 3.2. Пусть существуют матрицы Ak (k = 1, 2), матрица κ = diag {κ1, . . . ,

. . . ,κl}, где |κj| = 1, и положительно определенные матрицы ε = diag {ε1, . . . , εl},

τ = diag {τ1, . . . , τl} такие, что для всех ω ∈ R справедливо неравенство

Π(ω;κ, ε, τ, A1, A2) >
1

4
ν2(ε, τ, α). (3.8)

Тогда для решений системы (1.1) справедливы соотношения (3.5)–(3.7).
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Для доказательства теоремы 3.2 нам понадобится дополнительное утверждение.

П р е д л о ж е н и е 3.1. Пусть функции f1(t) и f2(t) непрерывны и положительны

при t ∈ [a, b], а q > 0. Тогда

(
∫ b

a

f1(t) dt

)2

+ q

(
∫ b

a

f2(t) dt

)2

6

(
∫ b

a

√

f 2
1 (t) + qf 2

2 (t) dt

)2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Составим разность

F (q) =

(
∫ b

a

f1(t) dt

)2

+ q

(
∫ b

a

f2(t) dt

)2

−

(
∫ b

a

√

f 2
1 (t) + qf 2

2 (t) dt

)2

.

Тогда

F ′(q) =

(
∫ b

a

f2(t) dt

)2

−

∫ b

a

√

f 2
1 (t) + qf 2

2 (t) dt

∫ b

a

f 2
2 (t)

√

f 2
1 (t) + qf 2

2 (t)
dt 6 0.

Поскольку F (0) = 0, оценка (3.1) справедлива. �

Докажем теперь теорему 3.2.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы. Пусть выполнены частотное неравенство (3.1) и алгебра-

ическое условие (1) теоремы 3.1. Согласно критерию Сильвестра необходимые и достаточ-

ные условия положительной определенности матрицы Σj имеют вид

4τjδjεj > τja
2
js

2
j + εj(1− aj)

2p2j (j = 1, 2, . . . , l),

или

δj >
1

4

(

a2js
2
j

εj
+

(1− aj)
2p2j

τj

)

. (3.9)

Правая часть (3.9) достигает своего наименьшего значения при

aj =
εjp

2
j

τjs
2
j + εjp

2
j

.

Так что
1

4

(

a2js
2
j

εj
+

(1− aj)
2p2j

τj

)

>
1

4

p2js
2
j

(εjp2j + τjs
2
j)
,

и условие (1) теоремы 3.1 можно заменить неравенствами

δj >
1

4

p2js
2
j

(εjp2j + τjs
2
j )

(j = 1, . . . , l).

Используя формулы (3.2), (3.3), получим

p2js
2
j

(εjp2j + τjs
2
j)

=

(∫ ∆j

0
ϕj(ζ) dζ

)2

εj
(∫ ∆j

0
|ϕj(ζ)| dζ

)2
+ τj

(∫ ∆j

0
Φj(ζ, αj)|ϕj(ζ)| dζ

)2 .

Рассуждая, как при доказательстве предложения 3.1, получим оценку

εj

(
∫ ∆j

0

|ϕj(ζ)| dζ

)2

+τj

(
∫ ∆j

0

Φj(ζ, αj)|ϕj(ζ)| dζ

)2

6

(
∫ ∆j

0

|ϕj(ζ)|
√

εj + τjΦ2
j (ζ, αj) dζ

)2

.
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Следовательно,

ν2
j (εj, τj, αj) 6

p2js
2
j

(εp2j + τjs
2
j )

(j = 1, 2, . . . , l).

Легко установить, что неравенства (3.4) из условия (2) теоремы 3.1 равносильны нера-

венствам

δj >
1

4
ν2
j (εj, τj , αj) (j = 1, 2, . . . , l).

Таким образом, алгебраическое условие (2) теоремы 3.1 оказывается менее обремени-

тельным, нежели условие (1). Этот факт и зафиксирован теоремой 3.2. �

§ 4. Отсутствие высокочастотных колебаний

Частотное неравенство (3.1) вместе с алгебраическими ограничениями на варьируемые

параметры может служить и для формулирования критериев отсутствия колебаний с ча-

стотой, не превышающей заданную. Из теоремы 5 статьи [15] вытекает справедливость

следующего утверждения.

Т е о р е м а 4.1. Пусть существуют матрицы Ak (k = 1, 2), матрица κ = diag {κ1, . . . ,

. . . ,κl}, где |κj| = 1, и положительно определенные матрицы ε = diag {ε1, . . . , εl},

τ = diag {τ1, . . . , τl}, δ = diag {δ1, . . . , δl} такие, что частотное неравенство (3.1) вы-

полняется при ω = 0 и ω > ω̄ > 0. Пусть также для матриц κ, ε, τ, A1, A2 выполнено либо

условие (1), либо условие (2) теоремы 3.1. Тогда система (1.1) не может иметь периоди-

ческих решений с частотой ω > ω̄.

Повторяя рассуждение § 3 по оптимизации частотного критерия, установим справедли-

вость следующего утверждения.

Т е о р е м а 4.2. Пусть существуют ω̄ > 0, матрицы Ak (k = 1, 2), матрица κ =
= diag {κ1, . . . ,κl}, где |κj| = 1, положительно определенные матрицы ε = diag {ε1, . . . ,
. . . , εl}, τ = diag {τ1, . . . , τl} такие, что неравенство (3.8) выполнено для ω = 0 и для

всех ω > ω̄. Тогда система (1.1) не может иметь периодических решений с частотой,

превышающей ω̄.

Обозначим через Ξ множество варьируемых матриц κ, ε, τ, A1, A2, перечисленных в ус-

ловии теоремы 4.2, для которых справедливо неравенство

Π(0;κ, ε, τ, A1, A2) >
1

4
ν2(ε, τ, α).

Если Ξ = ∅, то теорема 4.2 к системе (1.1) неприменима.

Предположим, что Ξ 6= ∅. Пусть (κ, ε, τ, A1, A2) ∈ Ξ. Построим множество

Ω(κ, ε, τ, A1, A2)
∆
=

{

ω > 0: (κ, ε, τ, A1, A2) ∈ Ξ 6= ∅, Π(ω;κ, ε, τ, A1, A2) 6
1

4
ν2
}

.

Пусть

ω̃(κ, ε, τ, A1, A2) =

{

0, если Ω = ∅;

supΩ(κ, ε, τ, A1, A2), если Ω 6= ∅.

Если ω̃ = 0 для какого-либо набора варьируемых параметров, то в силу теоремы 3.2

система (1.1) глобально асимптотически устойчива. Если же для данного набора парамет-

ров ω̃ > 0, то система (1.1) не имеет периодических решений с частотой, превышающей ω̃.

Пусть

ω0 = inf
Ξ
ω̃(κ, ε, τ, A1, A2).

Верно следующее утверждение.

37



Т е о р е м а 4.3. Пусть Ξ 6= ∅. Тогда если ω0 = 0, то система (1.1) глобально асимп-

тотически устойчива, а если ω0 > 0, то система (1.1) не имеет периодических решений

с частотой, превышающей ω0.

С помощью теоремы 4.3 результаты исследования асимптотического поведения беско-

нечномерной системы синхронизации с одной нелинейностью, изложенные в статье [19],

могут быть распространены на системы со многими нелинейностями.

Вход

эталонного

генератора
Фазовый

детектор
Фильтр

нижних частот

Подстраиваемый

генератор

Выход по

частоте

Вход по

частоте

Рис. 1. Схема кольца ФАПЧ

§ 5. Оценки границ областей устойчивости и областей отсутствия коле-
баний для систем фазовой автоподстройки частоты (ФАПЧ)
с интегрирующим фильтром (ИФ)

Схема кольца ФАПЧ приведена на рис. 1 [20].

Математическое описание этой системы представляет собой уравнение относительно

функции σ(t) — разности фаз эталонного и подстраиваемого генераторов. Будем учитывать

возможность запаздывания в петле обратной связи.

Определяющими для системы ФАПЧ являются характеристика фазового детектора

ϕ(σ) = sin σ − β (β ∈ (0, 1]) (5.1)

и передаточная функция фильтра нижних частот

K(p) = T
e−ph

(Tp+ 1)
(T > 0) (5.2)

(в данном случае l = 1).
Рассматриваемая система ФАПЧ может также описываться обыкновенным дифферен-

циальным уравнением с запаздыващим аргументом.

σ̈(t) + aσ̇(t) + ϕ
(

σ(t− h)
)

= 0

(

a =
1

T

)

.

Так как l = 1, параметры κ, ε, τ, A1, A2 яляются числами. Здесь рассматривается случай,

когда |A1| = A2 = 1. Частотное неравенство (3.8) имеет вид

τT 2ω4 + ω2
(

τ −
1

4
T 2ν2(ε, τ)

)

− T 2ω sinωh+
(

T cosωh− T 2(ε+ τ)−
1

4
ν2(ε, τ)

)

> 0,

где

|ν(ε, τ)| =
2πβ

∫ 2π

0

| sin ζ − β|

√

ε+ τ sin2 ζ dζ

.
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Рис. 2. Оценка границы области устойчивости системы (5.1), (5.2) при h = 0.1T

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

β

T 2

h = 0.1T

10−1 101 102 103

ω0 = 0 ω0 = 1 ω0 = 2 ω0 = 3

Рис. 3. Оценки областей отсутствия у системы (5.1), (5.2) колебаний частоты ω > ω0

На рис. 2 для системы ФАПЧ с ИФ при h = 0.1T приведена оценка границы области

устойчивости, полученная с помощью теоремы 3.2.

На рис. 3 для случая h = 0 приведены оценки границ областей отсутствия колебаний

с частотой, превышающей ω0, полученные с помощью теоремы 4.3. Все области лежат ниже

своих границ.

Анализ рассмотренных здесь систем примыкает к результатам статьи [19], где получены

частотные оценки областей устойчивости и областей отсутствия высокочастотных колеба-

ний для систем ФАПЧ с пропорционально-интегрирующим фильтром (ПИФ).

Заключение

Рассматриваются системы синхронизации, математическое описание которых может

быть представлено как система интегро-дифференциальных уравнений Вольтерра. Уста-

навливается оптимальный частотный критерий глобальной асимптотической устойчивости,

а также оптимальные условия отсутствия колебаний с частотой, превышающей заданную.
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This paper is devoted to the study of the asymptotic behavior of a class of control systems with mul-

tidimensional periodic nonlinearities and a countable set of equilibria. Such systems are known as

synchronization or pendulum-like systems. Their stability is defined as the convergence of any solution

to one of the equilibria. The dynamics of synchronization systems cannot be studied using classical

methods designed for systems with a single equilibrium state. Therefore, within the framework of the

classical methods of A. M. Lyapunov and V. M. Popov, special methods have been developed to generate

conditions for the convergence of solutions and conditions for the absence of oscillations of a certain

frequency. For systems with multidimensional nonlinearities, these conditions take the form of matrix

frequency inequalities with variable parameters. This paper substantiates the optimal choice of variable

parameters, which allows obtaining improved estimates of stability regions and regions of absence of

high-frequency oscillations in the parameter space of specific systems.
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