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V Конференция математических центров России – площадка для обмена последни-
ми достижениями в различных областях математики, обсуждения актуальных проблем и
укрепления научных связей между ведущими математическими центрами страны.

Конференция призвана собрать широкий круг увлеченных математикой исследовате-
лей от студентов до ученых с мировым именем. К участию в конференции приглаша-
ются представители российской и мировой математической общественности: аспиранты,
студенты, сотрудники региональных математических центров и математических центров
мирового уровня, научные и педагогические работники.

В ходе работы мероприятия будут представлены оригинальные сообщения по следую-
щим научным направлениям:

• Алгебра и алгебраическая комбинаторика

• Алгебраическая геометрия

• Алгебраическая геометрия

• Вещественный и функциональный анализ

• Геометрия и топология

• Дифференциальные уравнения, динамические системы и оптимальное управление

• История математики и математическое образование

• Комплексный анализ

• Математическая логика и теоретическая информатика

• Прикладная математика и математическое моделирование

• Спектральная теория и математическая физика

• Теория вероятностей

• Теория чисел и дискретная математика

• Уравнения с частными производными

• Пленарные доклады

• Постерная секция.

Мероприятие проводится при поддержке Министерством науки и высшего образования
Российской Федерации (Соглашения № 075-02-2025-1790, 075-02-2025-1606).



5

СОДЕРЖАНИЕ

ПЛЕНАРНЫЕ ДОКЛАДЫ 11
Прокудин Д.А. Математические вопросы гидродинамики многокомпонент-

ных сред . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

АЛГЕБРА И АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ КОМБИНАТОРИКА 16
Гвоздев Р.И. Порождающие множества сопряженных инволюций групп

G2(2n) и 3D4(23n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
Голубятников М.П. О графах Деза с сильно регулярными детьми . . . . . . . 18
Губарев В.Ю. Операторы Роты–Бакстера на алгебре матриц 3-го порядка . . 21
Казаков А.А Кластерные алгебры миноров матриц отклика электрических

сетей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Кондратьева А.В. Неальтернирующие гамильтоновы алгебры Ли . . . . . . . 26
Кондратьев А.С., Минигулов Н.А., Нирова М.С. О конечных неразреши-

мых группах, графы Грюнберга –Кегеля которых изоморфны графу “бала-
лайка” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

Марковская И.А. О порождающих тройках инволюций матричных групп над
кольцом целых чисел и над конечными полями . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

Мурашко В.И. Обобщения гиперцентра и графы конечных групп . . . . . . . . 33
Нужин Я.Н. Регулярные политопы и струнные C-группыа . . . . . . . . . . . . 38
Селиванов К.В. Минимальные решетки, не близкие к дистрибутивным . . . 42
Соколов Е.В., Туманова Е.А. Об аппроксимируемости корневыми классами

фундаментальных групп графов групп с нормальными реберными подгруп-
пами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

Троянская Е.Н. О связях ковровой подгруппы и коврового кольца Ли . . . . . 50

АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 54
Жакупов О.Б. Трехмерные гладкие многообразия Фано с нулевой корегуляр-

ностью . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
Магин М.И. Разбивающие морфизмы плоских вещественных кривых степени 5 56
Маслова Н.В. Арифметические характеризации конечных групп . . . . . . . . 60
Монченко Н.М. Полуортогональные разложения производных категорий

точных структур на категориях представлений алгебр Накаямы . . . . . . 62
Петров В.А., Шульга Г.С. Теорема Пухликова — Хованского для ориентиро-

ванных теорий когомологий . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
Тимофеева Н.В. О пространстве модулей пар «допустимая схема – вектор-

ное расслоение» для произвольной размерности . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

ВЕЩЕСТВЕННЫЙ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 74
Бахвалов А.Н. Точная на классе пространств оценка коэффициентов Фурье

функций ограниченной обобщенной вариации . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
Вилков П.Ю. Об аппроксимационных теоремах типа Рунге для решений силь-

но равномерно параболических операторов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76



6

Данелян Е.Д., Карапетянц А.Н. Одномерные операторы Хаусдорфа в неко-
торых инвариантных пространствах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Карапетянц А.Н., Смирнова И.Ю. Весовые пространства функций со сме-
шанной нормой, задаваемые в терминах преобразования Фурье . . . . . . . . 79

Мурясов Р.Р. О субгармоничности функций с разделенными переменными
в многомерном случае . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Рокина А.Э. Неравенство Маркова –Никольского между Lq и L0 средними для
алгебраических многочленов с нулями вне круга . . . . . . . . . . . . . . . . 82

Севостьянова В.В. Проективно-перестановочно унитарное отношение экви-
валентности на множестве конечных фреймов . . . . . . . . . . . . . . . . 85

ГЕОМЕТРИЯ И ТОПОЛОГИЯ 89
Баринов Р.В. О конечности числа отражений бильярдов Минковского в мно-

гогранном угле . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
Выонг Б. Условие Фокса –Милнора для конкордантных узлов в гомологических

3-сферах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
Кибкало В.А., Якимова (Агуреева) Е.С. Топологический анализ слоений

Лиувилля псевдоевклидовых аналогов классических интегрируемых систем 92
Козловская Т.А. Мультивиртуальные косы и зацепления . . . . . . . . . . . . 95
Нагибин Я.В. Почти тетраэдральные многообразия . . . . . . . . . . . . . . . . 99
Никулин М.А. Интегрируемая биллиардная система в однородных средах, раз-

деленных софокусными квадриками . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
Пустовойтов С.Е. Слоение Лиувилля топологических биллиардов в магнит-

ном поле . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
Соловьев Д.В. Рациональные интегралы натуральных систем в магнитном

поле . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
Shirokov I.M. Hopf type theorems for convex surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . 111

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, ДИНАМИЧЕСКИЕ
СИСТЕМЫ И ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 116
Бизяев И.А. Качественный анализ геодезических метрики Керра . . . . . . . . 116
Волков А.М. Неустойчивость положения равновесия нелокального уравнения

неразрывности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
Грешнов А.В. К вопросу о соединимости горизонтальными ломаными на груп-

пах Карно . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
Кащенко С.А., Смирнов М.Ю., Толбей А.О. Асимптотика релаксацион-

ных колебаний в моделях на базе логистического уравнения с запаздыва-
нием . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

Павленко В.А. Построение решений аналогов временных уравнений Шрёдин-
гера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

Рогалев А.Н. Динамика множеств решений систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений под влиянием возмущений . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

Сташ А.Х., Лобода Н.А. Об исследовании спектров показателей колеблемо-
сти и блуждаемости двумерной дифференциальной системы по первому
приближению . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140



7

Сурков П. Г. О задаче динамического отслеживания траектории системы
дробного порядка с возмущением и при дефиците информации . . . . . . . . 144

ИСТОРИЯ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОБРАЗОВАНИЕ 147
Абдыкеров Ж.С., Замятина О.М. Технология проектирования интегриро-

ванных и межпредметных уроков . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
Андреева И.А. Линейные системы уравнений алгебраических и дифференци-

альных. Фундаментальные параллели в курсовом изложении разделов . . . 152
Богатов Е.М., Боровских А.В. Математические мыслительные средства

и отношения в анализе развитии математики . . . . . . . . . . . . . . . . 156
Збродько Д.А., Фролова А.В., Сирина Т.М., Долматова М.А. Гейми-

фикационная система курса школьной математики «Спасти океан» и ее
апробация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

Карпенко А.В. О запуске пилотных образовательных программ
на ММФ НГУ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

Кропачева Н.Ю., Павилайнен Г.В., Федорова М.Ю. Графовое моделиро-
вание процесса дифференцирования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

Кутеева Г.А., Шаталова О.И., Синильщикова Г.А. Кабинет практиче-
ской механики: от прошлого до настоящего . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

Подуфалов Н. Д. О повышении качества математического и естественно-
научного образования и оптимизация содержания общего образования . . . 173

Скафа Е.И., Евсеева Е. Г., Гребенкина А.С. Подготовка будущих препода-
вателей математики в высшей школе к обучению моделированию опасных
факторов пожара . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

Трачева Н.В. От игральных кубиков к марковским цепям: опыт преподавания
теории вероятностей, математической статистики и методов Монте-
Карло в школе. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

Черепанова О.Н. Напряженное состояние композиционного упруго-
пластичного стержня . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

КОМПЛЕКСНЫЙ АНАЛИЗ 186
Бахтин К.Е. Об обобщенных гипергеометрических функциях типа IPD . . . . 186
Мкртчян А.Д. Аналитическое продолжение одномерных степенных рядов по-

средством интерполяции коэффициентов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЛОГИКА И ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ
ИНФОРМАТИКА 190
Александров К.И. Сложность линейно аппроксимируемых расширений ба-

зисной пропозициональной логики Виссера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
Goncharov S. S., Petrenko A.M., Kravtsov V.K., Khlestova E. I. Strong

constructibility of recursive ordinals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
Долгоруков В.В., Попова Е.Л. Темпоральная эпистемическая логика для

агентов с задержкой в осведомленности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
Ефремов Е.Л. Об аксиоматизируемости класса конгруэнц-перестановоч-

ных полигонов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198



8

Михайлов Л.М., Селиванов В.Л. Определимость в структуре слов без по-
вторений с отношением вложимости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

Нечесов А.В. Задачный подход как основа достижения сильного ИИ, гибрид-
ная методология с LLM, логико-вероятностными системами и мультиб-
локчейном . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

Ореховский В.Н., Селиванов В.Л. О логических и топологических класси-
фикациях регулярных языков на бесконечных ординальных словах . . . . . . 205

Проценко Н.А., Рыбаков В.В. Мультиагентная интервальная логика с ди-
намическими операциями и динамическим обновлением оценки на основе
RAFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

Римацкий В.В., Рыбаков В.В. Разрешимость глобальной допустимости
правил вывода в логике Grz (GL) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

Рыбаков В.В., Кияткин В.Р. О разрешимости одной интранзитивной вре-
менной мультиагентной логики . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

Рыбаков М.Н., Шкатов Д.П. Модальные предикатные логики дедекиндовых
порядков: невозможность аксиоматизации при условии постоянства пред-
метных областей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

Симаков В.К. О замкнутых моноидальных структурах на категориях про-
странств Чу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

Стрепетова В.В., Стукачев А.И. Дистрибутивная интерпретация семан-
тики Монтегю . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

Шехтман В.Б. Проблема полноты в модальных логиках предикатов . . . . . . 225

ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И МАТЕМАТИЧЕСКОЕ
МОДЕЛИРОВАНИЕ 226
Голубев Р.А., Шайдуров В.В., Гилева Л.В. Подходы к повышению порядка

точности приближенных решений уравнения теплопроводности . . . . . . 226
Гурина Е.И., Тренбач И.В. Имитационное моделирование теплообмена

в термошкафе с использованием цифрового двойника . . . . . . . . . . . . . 229
Гусев А.О., Мажорова О.С. Математическое моделирование процессов пе-

реноса при выращивании кристаллов методом Чохральского с жидкостной
герметизацией расплава . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232

Ефимова М.В. Точные решения уравнений Обербека –Буссинеска для описания
термодиффузионных течений в двухслойной системе жидкостей . . . . . . 236

Зверева М.Б., Бурлуцкая М.Ш. Моделирование деформаций упругих систем
с локализованными особенностями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238

Казаков А.Л., Лемперт А.А., Нгуен Д.М. О покрытии эллипсоида равны-
ми геодезическими кругами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244

Ломов А.А. Параметрическая идентифицируемость при последовательном
соединении динамических систем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246

Пекарская Т.А., Сибин А.Н. Математическая модель фильтрации в про-
таивающем снеге и грунте . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252

Тарасов С.К. Внутренние волны и перемешивание в стратифицированных
глубоководных течениях . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254



9

Трачева Н.В., Ухинов С.А. Проекционные оценки метода Монте-Карло в за-
дачах переноса излучения: теория и практика . . . . . . . . . . . . . . . . . 255

Челнокова А.С. Молекулярно-динамическое моделирование термодинамики
фуллеренов в газовой смеси . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261

Юдин Г.А. Оценки ёмкостей подмножеств деревьев . . . . . . . . . . . . . . . . 264

СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 265
Афанасьев Д.Е., Катанаев М.О. Решение Лиувилля в общей теории отно-

сительности и проблема темной энергии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
Борисов Д.И., Поляков Д.М. О равномерной спектральной асимптотике

для оператора Шрёдингера с периодическими краевыми условиями и сдви-
гом в свободном члене . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271

Закора Д.А. Асимптотика решений вольтерровых операторных интегродиф-
ференциальных уравнений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273

Лобзин Ф.И. Классификация алгебр Ли с орбитами коприсоединенного пред-
ставления общего положения размерности четыре, случай нетривиальных
полупрямых сумм . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276

Люлько Н.А. Критерий сверхустойчивости линейных неавтономных гипер-
болических систем первого порядка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280

Марчук М.E., Сенашов С.И. Собственные частоты параболического рефлек-
тора . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286

Novikov A.A., Nikolaeva I.A., Abed S.A. Properties of Non-commutative
Michelson Contrast and Its Relation to Holevo Bound . . . . . . . . . . . . . . . 288

Онуфриенко М.В. Особенности коранга 1 интегрируемых систем с 3 степе-
нями свободы: структурная устойчивость и классификация . . . . . . . . . 297

ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 301
Абильдаев Т.Е. Генератор симметричного процесса Леви с дельта-

потенциалом и связанные с ним предельные теоремы . . . . . . . . . . . . . 301
Бузин А.П. Модифицированный критерий Хеллер –Хеллера – Горфин для про-

верки однородности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307
Буфетов А.И. Скорость сходимости по метрике Колмогорова –Смирнова

в центральной предельной теореме Сошникова для синус-процесса . . . . . 310
Колесников Д. В. Круговой закон для случайных матриц в пространстве со

смешанной нормой . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 315
Малов С.В., Барон М.И. Некоторые свойства экспоненциальных моментов

процесса ожидания Линдли и последовательных максимумов случайного
блуждания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316

Платонова М.В. О ветвящихся случайных блужданиях . . . . . . . . . . . . . 322
Хамзин В.О. Энтропийный анализ негауссовских мер . . . . . . . . . . . . . . . 325
Шкляев А.В. Нормальные уклонения для марковских рекуррентных последо-

вательностей в случайной среде . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330

ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ И ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА 335
Деза Е.И. Избранные вопросы теории конечных обобщенных метрик . . . . . . 335



10

Долгов Д.А. Об аналоге теоремы Хейльбронна: новые результаты . . . . . . . 337
Radomskii A.O. Romanoff’s theorem and sums of two squares . . . . . . . . . . . . 340
Radomskii A.O. Long strings of composite values of polynomials and a basis

of order 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342
Реброва И.Ю. О представлении натуральных чисел тернарной квадратичной

формой x1x2 + x2x3 + x3x1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344
Терехов Н.А. Модификация линейно-алгебраического метода в задаче о слабом

насыщении . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347
Шутов А.В. О спектрах Гельфонда для разложений Островского . . . . . . . . 350

УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 353
Гилев П.В., Папин А.А. Обоснование одного приближенного метода решения

задач двухфазной фильтрации в пороупругом тонком слое . . . . . . . . . . 353
Казаков А.Л. Аналитические решения нелинейных эволюционных параболиче-

ских уравнений с нулевыми фронтами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 356
Казаков А.Л., Спевак Л.Ф. Решение с двумя расходящимися фронтами для

квазилинейной параболической системы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358
Литвинов В.Л., Литвинова К.В. Об одном решении задачи о колебаниях

механических систем с подвижными границами . . . . . . . . . . . . . . . . 362
Шейкин А.А. Разделение переменных в задаче об изометрическом вложении . 365
Авторские данные . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 369



Прокудин Д.А. 11

ПЛЕНАРНЫЕ ДОКЛАДЫ

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ ГИДРОДИНАМИКИ
МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ СРЕД

Д.А. Прокудин 1,2

1Институт гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН, Новосибирск
2Новосибирский государственный университет

Теория разрешимости уравнений гидродинамики играет важную роль в математиче-
ской физике и является фундаментальным разделом теории дифференциальных уравне-
ний с частными производными. Эти уравнения описывают поведение жидкостей и газов,
а их анализ требует решения специальных задач, которые называются краевыми задача-
ми. Они с одной стороны представляют существенный интерес с математических позиций,
а с другой – позволяют находить различные подходы к прикладным задачам.

Доклад посвящен исследованию разрешимости краевых задач для дифференциальных
уравнений с частными производными, возникающих при моделировании течений много-
компонентных сред. В настоящее время существует довольно много различных моделей
для описания движений вязких сжимаемых многокомпонентных сред, все они являются
весьма сложными как с теоретической точки зрения, так и в отношении их использования
для решения конкретных задач. По этим причинам ни одна из них не стала общепринятой.

Одним из вариантов моделей динамики многокомпонентных (N -компонентных, N > 2)
сред является модель, которая описывается следующими уравнениями с частными произ-
водными [1,2]:

∂ρi
∂t

+ div(ρiui) = 0, i = 1, . . . , N, (1)

∂(ρiui)

∂t
+ div(ρiui ⊗ ui) +∇pi = div Si + Ji + ρifi, i = 1, . . . , N, (2)

∂Ei
∂t

+ div(Eiui) + div
(
qi − Siui + piui

)
= Γi +Qi + Ji · ui + ρifi · ui, i = 1, . . . , N. (3)

Уравнения (1)–(3) представляют собой соответственно математические формулировки за-
конов сохранения массы, импульса и полной энергии для каждой компоненты среды. Здесь
ρi – плотность i-й компоненты; ui – скорость i-й компоненты; pi = pi(ρi, θi) – давление
в i-й компоненте, где θi > 0 – температура i-й составляющей;

Si =
N∑
j=1

[λij(divuj)I + 2µijD(uj)] −

вязкая часть тензора напряжений в i-й компоненте, где I — единичный тензор,
D(w) = [(∇⊗w) + (∇⊗w)∗] /2 – тензор скоростей деформаций векторного поляw (верх-
ний индекс ∗ означает транспонирование), а числовые коэффициенты вязкостей λij и µij
образуют соответственно матрицы Λ = {λij}Ni,j=1 и M = {µij}Ni,j=1; далее,

Ji =
N∑
j=1

aij(uj − ui) −
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приток импульса в i-ю компоненту из остальных компонент, где aij = aji = const; fi –
плотность внешних массовых сил, действующих из внешней среды на i-ю компоненту;
Ei = ρi|ui|2/2 + ρiei – полная энергия i-й компоненты, где ei = ei(ρi, θi) – внутренняя
удельная энергия i-й компоненты; qi = −ki(θi)∇θi – тепловой поток внутри i-й компонен-
ты, где ki – внутренняя теплопроводность i-й компоненты;

Γi =
N∑
j=1

bij(θj − θi) + Γ −

приток тепловой энергии в i-ю компоненту из остальных компонент, где bij = bji = const,

Γ =
1

2N

N∑
i,j=1

aij|ui − uj|2;

наконец, Qi отвечают за приток энергии в i-ую компоненту из других компонент извне,
т. е. из внешней среды и из прочих компонент (сверх того, что уже учтено в Γi).

Система уравнений (1)–(3) не является замкнутой, поэтому необходимо привлекать
дополнительные соотношения, из которых в первую очередь следует указать соотношения
Гиббса

θidsi = dei + pid

(
1

ρi

)
, i = 1, . . . , N, (4)

где si = si(ρi, θi) – энтропия i-й компоненты, что эквивалентно соотношениям Максвелла

ρ2
i

∂ei
∂ρi

= pi − θi
∂pi
∂θi

, i = 1, . . . , N, (5)

а также условия термодинамической устойчивости

∂pi
∂ρi

> 0,
∂ei
∂θi

> 0, i = 1, . . . , N. (6)

Рассмотрим еще одну модель динамики многокомпонентных сред, включающую в себя
следующие уравнения с частными производными:

∂ρi
∂t

+ div(ρiv) = 0, i = 1, . . . , N, (7)

∂(ρiui)

∂t
+ div(ρiv ⊗ ui) + αi∇p = div Si + ρifi, i = 1, . . . , N, (8)

∂E
∂t

+ div(Ev) +

(
q −

N∑
i=1

Siui + pv

)
=

N∑
i=1

ρifi · ui + ρg. (9)

Здесь ρi – плотность i-й компоненты; ui – скорость i-й компоненты; v =
∑N

i=1 αiui –
средневзвешенная скорость среды, где αi = const ∈ (0, 1),

∑N
j=1 αj = 1; p =

∑N
i=1 pi –

суммарное давление;

Si =
N∑
j=1

[
λij(divuj)I + 2µijD(uj)

]
−
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вязкая часть тензора напряжений в i-й компоненте; fi – плотность внешних массовых
сил, действующих из внешней среды на i-ю компоненту; E =

∑N
i=1 Ei – суммарная пол-

ная энергия, где Ei = ρi|ui|2/2 + ρiei – полная энергия i-й компоненты, а ei – внутрен-
няя удельная энергия i-й компоненты; q =

∑N
i=1 qi – суммарный тепловой поток, где

qi = −ki(θ)∇θ – тепловой поток внутри i-й компоненты, ki – внутренняя теплопровод-
ность i-й компоненты, а θ – температура среды; ρ =

∑N
i=1 ρi – суммарная плотность; g –

плотность тепловых источников внешней среды.
Модель, описываемая уравнениями (7)–(9) является так называемой подмоделью моде-

ли (1)–(3) при следующих предположениях: скорости ui близки друг к другу (т. е. к сред-
невзвешенной скорости v всей среды) [3,4]; давления pi близки к αip [1,5–7]; температуры
θi одинаковы, т. е. θi = θ, i = 1, . . . , N [5, 8–13]. В рамках приведенных предположений
движение многокомпонентной среды в значительной степени характеризуется усреднен-
ными и/или суммарными характеристиками (скоростью v, плотностью ρ, давлением p,
температурой θ), однако нас интересуют также и отдельные плотности ρi и скорости ui
компонент.

Из (7) и (8) вытекает уравнение баланса кинетической энергии для каждой компоненты

∂

∂t

(
ρi|ui|2

2

)
+ div

(
ρi|ui|2

2
v

)
+ αiui · ∇p = ui · div Si + ρiui · fi, i = 1, . . . , N. (10)

С учетом этого факта уравнение (9) (для полной энергии) можно записать в следующей
эквивалентной форме (для внутренней энергии):

∂

∂t

(
N∑
i=1

ρiei

)
+ div

(
N∑
i=1

ρieiv

)
+ pdiv v + div q =

N∑
i=1

Si : D(ui) + ρg. (11)

Если привлечь соотношение Гиббса для каждой компоненты (4), то уравнение (9) и экви-
валентное ему (11) можно записать в следующей форме (для энтропии):

∂

∂t

(
N∑
i=1

ρisi

)
+ div

(
N∑
i=1

ρisiv

)
+ div

(q
θ

)
=

1

θ

N∑
i=1

Si : D(ui)−
q · ∇θ
θ2

+
ρg

θ
. (12)

Из (12) и условий ui|∂Ω = 0, i = 1, . . . , N , q · n|∂Ω = 0 (∂Ω – граница области течения Ω),
получаем для общей энтропии системы

S =
N∑
i=1

∫
Ω

ρisidx,

что
dS

dt
=

∫
Ω

1

θ

N∑
i=1

Si : D(ui)dx+

∫
Ω

k(θ)|∇θ|2
θ2

dx+

∫
Ω

ρg

θ
dx, (13)

где k(θ) =
∑N

i=1 ki(θ), откуда следует, что общая энтропия системы S не убывает со вре-
менем, если θ > 0, k > 0, ρ > 0, g > 0 и

∑N
i=1 Si : D(ui) > 0. Последнее неравенство

выполняется ввиду следующих условий на матрицы вязкостей: M > 0, 3Λ + 2M > 0.
В баротропном случае приходим к следующей системе уравнений:

∂ρi
∂t

+ div(ρiv) = 0, i = 1, . . . , N, (14)
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∂(ρiui)

∂t
+ div(ρiv ⊗ ui) + αi∇p = div Si + ρifi, i = 1, . . . , N. (15)

В одномерном баротропном случае:

∂ρi
∂t

+
∂(ρiv)

∂x
= 0, i = 1, . . . , N, v =

N∑
i=1

αiui, (16)

ρi
∂ui
∂t

+ ρiv
∂ui
∂x

+ αi
∂p

∂x
=

N∑
j=1

νij
∂2uj
∂x2

+ ρifi, i = 1, . . . , N. (17)

В некоторых случаях, с позиций математического анализа, удобнее вместо N уравне-
ний (7) рассматривать одно уравнение вида

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0, (18)

если, например, дополнительно предположить, что ρi = αiρ, i = 1, . . . , N . Тогда в много-
мерном стационарном теплопроводном случае приходим к следующей системе уравнений:

div(ρv) = 0, (19)

div(ρiv ⊗ ui) + αi∇p = div Si + ρifi, i = 1, . . . , N, (20)

div(Ev) +

(
q −

N∑
i=1

Siui + pv

)
=

N∑
i=1

ρifi · ui + ρg. (21)

В многомерном стационарном баротропном случае:

div(ρv) = 0, (22)

div(ρiv ⊗ ui) + αi∇p = div Si + ρifi, i = 1, . . . , N. (23)

Основное внимание в докладе будет сосредоточено на проблеме слабой разрешимо-
сти краевых задач для приведенных выше многомерных уравнений динамики многоком-
понентных сред в стационарном и нестационарном, теплопроводном и нетеплопроводном
случаях [14,15]. Следует отметить, что и логически, и технически многомерность по числу
компонент среды никак не связана с многомерностью по числу пространственных пере-
менных. Поэтому даже для одномерных уравнений задача является новой и представляет
интерес, и в докладе будут представлены соответствующие результаты [16,17].

Работа выполнена при поддержке Математического Центра в Академгородке,
Соглашение № 075-15-2025-349 с Министерством науки и высшего образования Россий-
ской Федерации.
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АЛГЕБРА
И АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ КОМБИНАТОРИКА

ПОРОЖДАЮЩИЕ МНОЖЕСТВА СОПРЯЖЕННЫХ
ИНВОЛЮЦИЙ ГРУПП G2(2

n) И 3D4(2
3n)

Р.И. Гвоздев

Институт математики и фундаментальной информатики СФУ, Красноярск

Известно, что любая конечная простая неабелева группа, за исключением трехмерной
унитарной группы над полем из девяти элементов U3(3), порождается тремя инволюция-
ми. Окончательная точка в доказательстве этого результата была поставлена в работе [1].
Там же были сформулированы две следующие задачи, которые позднее Я.Н.Нужин за-
писал в Коуровскую тетрадь (см. [2, вопрос 14.69]).

Для каждой конечной простой неабелевой группы найти минимум числа:
а) порождающих сопряженных инволюций;
б) порождающих сопряженных инволюций, произведение которых равно единице.
На текущий момент задача а) полностью решена, в работе обсуждается задача б).

Пусть далее G – конечная простая неабелева группа. Через nc(G) обозначим минималь-
ное количество порождающих сопряженных инволюций группы G, произведение которых
равно единице. Следующие два утверждения важны для нахождения числа nc(G).

Лемма 1 [3, Лемма 4].ПустьG— конечная простая неабелева группа. Тогда nc(G) ≥ 5.

Лемма 2 [3, Лемма 6]. Пусть G — произвольная группа. Группа G тогда и только тогда
порождается пятью сопряженными инволюциями, произведение которых равно единице,
и две из которых совпадают, когда она порождается тремя инволюциями α, β, γ, такими,
что α, β, γ, αβ сопряжены.

Ниже приведен список групп, для которых задача б) решена.
В 2009 г. Дж. М. Уорд рассмотрел случаи спорадических, знакопеременных групп и

групп PSLn(q), q нечетно [4]. В случае групп PSLn(q) метод доказательства из [4] суще-
ственно использует следующую лемму.

Лемма 3. Пусть t — собственный элемент конечного поля порядка q = pn, p > 2, q 6= 9.

Тогда
〈(

1 t
0 1

)
,

(
1 0
1 1

)〉
= SL2(q).

Лемму 3 впервые сформулировал Д. Горенстейн [5], и её доказательство основано на
подгрупповом описании групп SL2(q), полученном в [6]. Поэтому данную лемму часто
называют леммой Диксона. Поскольку в лемме Диксона случай q = 9 является исклю-
чительным, Уорду также пришлось исключить этот случай из рассмотрения при n ≥ 4.
Позднее случай групп PSLn(9) был разобран в [7,8]. Более того, в [4] исключается случай
групп PSL6(q), q ≡ 3(mod 4), и этот случай до сих пор не исследован.

Другой набор полученных результатов касается анализа групп малых рангов. Обычно
группы малых рангов рассматриваются отдельно в задачах, связанных с существовани-
ем порождающих множеств с определенными свойствами. На сегодняшний день задача
б) решена для групп с одним классом сопряженных инволюций (в частности, для групп
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лиева типа ранга 1) [9], а также для некоторых групп лиева типа малых рангов, превы-
шающих 1 [10,11].

Естественно выделить следующие два направления, в которых можно продолжить ра-
боту по вопросу б):

1) Завершение решения вопроса для серии групп PSLn(q).
2) Завершение решения вопроса для групп лиева типа ранга 2.
В контексте решения пункта 2) в настоящее время остается рассмотреть следующие

группы: G2(2n), 3D4(23n), 2F4(q2), PSU4(q2) при q ≡ 1(mod 4) и PSU5(q2) при нечётном q.
Основным результатом является

Теорема. Группы G2(2n) и 3D4(23n) обладают такими порождающими тройками
инволюций α, β, γ, что α, β, γ, αβ сопряжены. В частности, число nc для этих групп
равно 5.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 25-21-20059).
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О ГРАФАХ ДЕЗА С СИЛЬНО-РЕГУЛЯРНЫМИ ДЕТЬМИ

Голубятников М.П. 1,2

1Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН, Екатеринбург
2Уральский математический центр, Екатеринбург

Пусть Γ = (V,E) — обыкновенный граф с конечным числом вершин. Для любой вер-
шины v через Γ(v) будем обозначать окрестность вершины v в графе Γ, т. е. подграф
графа Γ, индуцированный множеством вершин, смежных с v. Граф Γ называется сильно
регулярным с параметрами (n, k, λ, µ), если он имеет ровно n вершин, степень каждой
вершины в Γ равна k, и для любых двух смежных (соответственно, несмежных) вершин
u и v выполняется равенство |Γ(v) ∩ Γ(u)| = λ (соответственно, |Γ(v) ∩ Γ(u)| = µ).

Пусть n, k, b, a — целые числа такие, что 0 ≤ a ≤ b ≤ k < n. Граф Γ называется
графом Деза с параметрами (n, k, b, a), если он имеет ровно n вершин, степень каждой
вершины в Γ равна k, и для любой пары различных вершин u и v выполняется включение
|Γ(v) ∩ Γ(u)| ∈ {a, b}. Класс графов Деза широко обобщает класс сильно регулярных
графов.

Пусть Γ — граф Деза и A — его матрица смежности. Тогда существуют такие симмет-
ричные матрицы B1 и B2 из нулей и единиц с нулевым следом, что

A2 = kI + aB1 + bB2,

где I — единичная матрица. Матрицы B1 и B2 являются матрицами смежности некоторых
графов ∆1 и ∆2 соответственно, которые называются детьми графа Γ (см. [2]).

Если для графа Деза Γ графы ∆1 и ∆2 являются сильно регулярными, то граф Γ назы-
вается сильным графом Деза. В [2] и [3] были описаны методы получения сильных графов
Деза из сильно регулярных графов, основанные на наличии автоморфизма специального
вида в сильно регулярном графе.

Пусть X — непустое конечное множество, а R0, R1, . . . , Rd — непустые подмножества
декартова произведения X ×X, удовлетворяющие следующим условиям:

1) R0 = {(x, x) |x ∈ X};

2) R0 tR1 t · · · tRd = X ×X;

3) RT
i = Ri для 0 ≤ i ≤ d, где RT

i = {(y, x) | (x, y) ∈ Ri};

4) существуют целые числа phi,j (0 ≤ h, i, j ≤ d) такие, что для (x, y) ∈ Rh,

phi,j = |{z ∈ X | (x, z) ∈ Ri, (z, y) ∈ Rj}|.

Тогда множество X вместе с набором отношений R0, R1, . . . , Rd называется симметричной
схемой отношений и обозначается через X = (X, {Ri}di=0). Через Ai обозначим матрицу
смежности отношения Ri. Целые числа phi,j называются числами пересечений схемы X
(см [1]).

Теорема ( [2, Теорема 4.2]). Пусть (X, {Ri}di=0) — симметрическая схема отношений
и F ⊆ {1, 2, . . . , d}. Обозначим через ∆ граф с матрицей смежности

∑
f∈F Af . Тогда ∆

является графом Деза, если и только если для каждого k ∈ {1, . . . , d} сумма
∑

f,g∈F p
k
f,g

принимает не более двух значений.
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Зафиксируем q — степень нечетного простого числа. Пусть Fq = GF (q) — конечное
поле порядка q, V = Fn и Q — невырожденная квадратичная форма на V . Пусть

ε =

{
µ((−1)(n−1)/2 detQ), если n нечетно,
µ((−1)n/2 detQ), если n – четно,

где µ — квадратичный характер поля Fq.
Пусть S = {v ∈ Fnq |Q(v) = 1}. Обозначим

S+ = {{v,−v} |v ∈ S} и F̃ = {{x,−x} |x ∈ F}.

Для v ∈ Fnq и a ∈ Fq через v и a будем обозначать множества {v,−v} и {a,−a} соответ-
ственно.

Пусть n > 3, рассмотрим следующие отношения на S+:

R∆ = {(v,v) |v ∈ S+},
Ra = {(v,u) |v 6= u, B(v,u) ∈ {a,−a}} для a ∈ F+

q

Теорема 1. A = (S+, {R∆} ∪ {Ra | a ∈ F̃}) — схема отношений с (q + 1)/2 классами.
Особо интересный случай возникнет при q = 5 и нечетном n > 3. Пусть h = 5(n−3)/2,

тогда числа пересечений схемы A будут иметь следующий вид:

p1
11 =

1

2
εh+

1

2
h2 p2

11 = −1

2
εh+

1

2
h2 p3

11 = −1

2
εh+

1

2
h2

p1
12 = h2 − 1 p2

12 = h2 p3
12 = εh+ h2

p1
13 = −εh+ h2 p2

13 = h2 p3
13 = −εh+ h2

p1
21 = h2 − 1 p2

21 = h2 p3
21 = εh+ h2

p1
22 = 2 εh+ 2h2 p2

22 = 4 εh+ 2h2 − 2 p3
22 = 2 εh+ 2h2

p1
23 = 2 εh+ 2h2 p2

23 = 2h2 p3
23 = εh+ 2h2 − 1

p1
31 = −εh+ h2 p2

31 = h2 p3
31 = −εh+ h2

p1
32 = 2 εh+ 2h2 p2

32 = 2h2 p3
32 = εh+ 2h2 − 1

p1
33 = −2 εh+ 2h2 p2

33 = −εh+ 2h2 p3
33 = −εh+ 2h2

Заметим, что графы с матрицами смежности A1 и A2 будут сильно регулярными с та-
кими же параметрами, как у графов NOε⊥

n (5) и NOε
n(5), параметры этих графов можно

найти в [4, § 3.1.4].
Более того, граф с матрицей смежности A3 является графом Деза с параметрами(

21h2 + ε · 5h
2

, 5h2 − ε · h, 2h2 − ε · 2h, 2h2 − ε · h
)
,

причем его дети — это графы с матрицами смежности A1 и A2 + A3.
Таким образом, справедлива следующая
Теорема 2. Пусть n > 3 — нечетное и ε ∈ {−1, 1}. Тогда существует реберно-

регулярный граф Деза с параметрами(
5n−1 + ε · 5(n−1)/2

2
, 5n−2 − ε · 5(n−3)/2, 2 · (5n−3 − ε · 5(n−3)/2), 2 · 5n−3 − ε · 5(n−3)/2

)
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и сильно регулярными детьми ∆1 и ∆2 = ∆1 с параметрами, соответствующими парамет-
рам графа NOε⊥

n (5) и его дополнениям NOε⊥
n (5).

Отметим, что ввиду [4, § 3.1.4] граф NOε⊥
n (5) имеет параметры(

5n−1 + ε · 5(n−1)/2

2
,

5n−2 − ε · 5(n−3)/2

2
,

5n−3 + ε · 5(n−3)/2

2
,

5n−3 − ε · 5(n−3)/2

2

)
.

Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом
центре при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Россий-
ской Федерации (Соглашение № 075-02-2025-1549).
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ОПЕРАТОРЫ РОТЫ–БАКСТЕРА
НА АЛГЕБРЕ МАТРИЦ 3-ГО ПОРЯДКА

В.Ю. Губарев

Институт математики им. С.Л.Соболева СО РАН, Новосибирск

Линейный оператор R, определенный на ассоциативной алгебре A над полем F , назы-
вается оператором Роты–Бакстера веса λ ∈ F , если

R(a)R(b) = R(R(a)b+ aR(b) + λab)

для любых a, b ∈ A. Здесь λ ∈ F — фиксированный скаляр, называемый весом R. Опе-
ратор Роты–Бакстера веса 0 служит алгебраическим аналогом интегрального оператора.
Подробнее ознакомиться с операторами Роты–Бакстера можно в монографии Л. Гуо [1].

Изучение операторов Роты–Бакстера нулевого веса на алгебре матриц Mn(F ) имеет
как самостоятельный интерес, так и важно с точки зрения приложений: построения реше-
ний ассоциативного уравнения Янга –Бакстера и задания конечномерных двойных алгебр
Ли. Именно для построения двойных алгебр Ли В.В. Соколов в 2013 г. описал [2] кососим-
метрические операторы Роты–Бакстера нулевого веса на M3(C) (получено 8 ненулевых
операторов).

В 2000 г. М.Агуиар [3] описал операторы Роты–Бакстера нулевого веса на алгебре
M2(C), а в работе [4] были классифицированы операторы Роты–Бакстера ненулевого веса
на M2(C).

Типичным примером оператора Роты–Бакстера ненулевого веса служит оператор про-
ектирования P (x1 +x2) = x1 при заданном прямом разложении A = A1⊕A2 всей алгебры
A в прямую сумму двух своих подалгебр A1, A2. Операторы, соответствующие подобным
разложениям, называются расщепляемыми. Назовем разложение A = A1 ⊕ A2 униталь-
ным, если одна из подалгебр A1, A2 содержит единицу алгебры A, и неунитальным, иначе.

В серии из трех работ [5–7] были описаны все операторы Роты–Бакстера ненулевого
веса на алгебре M3(C). В работе [5] — все нерасщепляемые операторы Роты–Бакстера
ненулевого веса на M3(C); с точностью до сопряжения автоморфизмом и транспонирова-
ния, а также тильда-преобразования получилось 36 операторов, причем не зависящих ни
от каких параметров. В работах [6, 7] — все расщепляемые операторы Роты–Бакстера;
точнее, были приведены все разложения алгебры M3(C) в прямую сумму двух подалгебр:
в работе [6] — все унитальные разложения (71 разложение, которое задействует от 0 до 2
параметров), а в [7] — неунитальные (12 разложений, без параметров).

В случае нулевого веса оказалось также важным разделить случаи действия опера-
тора на единичную матрицу. В работе [8] были описаны операторы Роты–Бакстера R
нулевого веса на M3(C), удовлетворяющие условию R(1) 6= 0. Получилось 24 оператора,
зависящих не более чем от одного параметра из C. Подчеркнем, что 7 из 8 операторов из
классификации В.В. Соколова [2] оказались в числе этих 24 операторов.

Наконец, в совместной работе В.Ю. Губарева и ЛиМэнъяо были классифицированы
операторы Роты–Бакстера нулевого веса наM3(C), содержащие единичную матрицу в яд-
ре. В этом случае возникает 33 оператора, зависящих не более чем от одного параметра
из C.

Тем самым задача об описании операторов Роты–Бакстера произвольного веса на ал-
гебре M3(C) полностью решена.
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Отметим, что важную роль в полученных результатах играло как применение системы
компьютерной алгебры Singular [9], так и задействование автоморфизмов алгебрыM3(C),
относительно которых данная подалгебра являлась инвариантной.
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КЛАСТЕРНЫЕ АЛГЕБРЫ МИНОРОВ МАТРИЦ ОТКЛИКА
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СЕТЕЙ

А.А. Казаков

Центр интегрируемых систем, Ярославский государственный университет
им. П. Г. Демидова

Будем называть невырожденную матрицу A ∈ Matn×n(R) полностью положительной,
если все ее миноры положительны. Теория таких матриц, изначально мотивированная
задачами физики и систематически начатая в работах Гантмахера и Крейна [1], в насто-
ящее время занимает важное место в алгебре и геометрии, что во многом связано с ма-
тематическими структурами, обнаруженными при решении задачи описания всех тестов
положительности — минимальных наборов миноров, чья положительность гарантирует
положительность всех остальных. Оказалось, что такие тесты можно строить с помощью
следующего приема, который схематически описывается ниже:

• Сначала необходимо вложить полностью положительную матрицу A=(aij) ∈Matn×n
в положительную часть Грассманиана Gr>0(n, 2n) := {X ∈ Gr(n, 2n) : ∆I(X) > 0}
заданную матрицей:

X(A) =


0 . . . 0 0 1 a11 a12 a13 . . . a1n

0 . . . 0 −1 0 a21 a22 a23 . . . a2n

0 . . . 1 0 0 a31 a32 a33 . . . a3n
...

...
... . . . ...

...
... . . . ...

...
−1 . . . 0 0 0 an1 an2 an3 . . . ann

 ,

легко проверить, что для каждого минора матрицы A существует единственная ей
равная координата Плюккера точки X(A).

• Затем нужно построить специальную модель модель Лама [2], задающую точку
X(A), и пометить грани этой модели ее координатами Плюккера, используя пра-
вило Скота [3, 4];

• Полученный набор координат Плюккера и будет отвечать тесту положительности
миноров матрицы A. Более того, этот же набор будет образовывать зерно кластер-
ной алгебры для миноров матрицы [3,4]. Это кластерная алгебра является частным
случаем кластерной алгебры для положительных Грассманианов [4].

Помимо классических полностью положительных матриц, в приложениях важную
роль играют циркулярно-положительные матрицы.

Определение. Рассмотрим окружность с отмеченным на ней множеством то-
чек S, занумерованными против часовой стрелки от 1 до n. Пара P = {p1, . . . , pk} ⊂ S,
Q = {q1, . . . , qk} ⊂ S называется циркулярной, если все точки {p1, . . . , pk, q1, . . . , qk} ле-
жат на двух непересекающихся дугах и p1 < p2 < · · · < pk < qk < · · · < q2 < q1 в смысле
линейного циклического порядка, отсчитываемого против часовой стрелки от точки p1.

Определение. Матрица M ∈ Matn×n(R) называется циркулярно-положительной,
если для любой циркулярной пары (P ;Q), |P | = |Q| = k верно, что

(−1)k detM [P ;Q] > 0.



Казаков А.А 24

Например, циркулярно-положительными матрицами являются матрицы отклика до-
статочно связных электрических сетей:

Определение. Электрическая сеть e(G,ω) — это планарный, вложенный в диск
граф G(V,E), удовлетворяющий следующим условиям:

• все узлы (вершины) G разделены на множество внутренних узлов VI и множество
граничных узлов VB;

• граничные узлы лежат на граничной окружности и занумерованы по часовой
стрелке от 1 до |VB| := n;

• каждое ребро vivj графа G снабжено положительным весом ω(vivj) := ωij, который
обозначает проводимость этого ребра.

Рассмотрим электрическую сеть e(G,ω) и приложим напряжения U : VB → R к ее гра-
ничным узлам VB. Эти напряжения индуцируют напряжения на всех остальных вершинах
U : V → R, которые могут быть вычислены с помощью законов Кирхгофа и Ома:∑

j∈V

ωij
(
U(i)− U(j)

)
= 0, i ∈ VI .

С каждым набором граничных напряжений U = {U(1), . . . , U(n)} можно связать гранич-
ные токи I = {I1, . . . , In}, протекающие через граничные узлы:

Ik :=
∑
j∈V

ωij
(
U(k)− U(j)

)
, k ∈ {1, . . . , n}.

Основополагающий результат в теории электрических сетей состоит в том, что гра-
ничные напряжения и токи связаны друг с другом линейно [5].

Теорема. Для каждой электрической сети e(G,ω) существует матрица
MR(e) = (xij) ∈ Matn×n(R) такая, что:

MR(e)U = I.

Эта матрица называется матрицей отклика сети e(Γ, ω) и удовлетворяет следующим
условиям [5]:

• Матрица MR(e) симметрична.

• Сумма элементов каждой строки (столбца) равна 0.

• MR(e) — циркулярно-неотрицательна, то есть для любой циркулярной пары
(P,Q), |P | = |Q| = k верно, что

(−1)k detM [P,Q] ≥ 0.

Определение. Будем называть электрическую сеть достаточно связной, если все
ее циркулярные миноры строго циркулярно-положительны.

Оказывается, что на циркулярных минорах матриц отклика достаточно связных элек-
трических сетей существует структура кластерной алгебры, которая, как и в случае пол-
ностью положительных матриц, является частным случаем кластерной алгебры для по-
ложительных Грассманианов [2]:
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• Сначала необходимо вложить достаточно связную электрическую сеть с n гранич-
ными вершинами и матрицей отклика MR(e) = (xij) в положительную часть Грас-
сманиана Gr>0(n − 1, 2n) := {X ∈ Gr(n − 1, 2n) : ∆I(X) > 0} с помощью матрицы,
см. [6]:

Ω(e) =


x11 1 −x12 0 x13 0 · · · (−1)n

−x21 1 x22 1 −x23 0 · · · 0
x31 0 −x32 1 x33 1 · · · 0
...

...
...

...
...

... . . . ...

 .

• Затем нужно построить специальную минимальную модель Лама [2], задающую точ-
ку Ω(e), и пометить грани этой модели ее координатами Плюккера, используя пра-
вило Скота;

• Полученный набор координат Плюккера будет образовывать зерно кластерной ал-
гебры для циркулярных миноров матрицы откликаMR(e). Этот же набор координат
будет отвечать тесту циркулярной положительности для циркулярных миноров мат-
рицы MR(e).

Работа выполнена в рамках программы развития Регионального научно-образователь-
ного математического центра Ярославского государственного университета при фи-
нансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации
(Соглашение № 075-02-2025-1636).
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НЕАЛЬТЕРНИРУЮЩИЕ ГАМИЛЬТОНОВЫ АЛГЕБРЫ ЛИ

А.В. Кондратьева

ННГУ им. Н.И. Лобачевского, Нижний Новгород

Неальтернирующие гамильтоновы алгебры над полем характеристики 2 были впер-
вые построены в 1993 г. Lin Lei [1] как алгебры Ли полиномов от разделенных степеней
с симметричной скобкой Пуассона {f, g} =

∑
i

∂if∂ig. В случае когда высоты переменных

равны 1, неальтернирующие гамильтоновы алгебры Ли изоморфны первой серии простых
алгебр Ли, построенных И. Капланским [2].

Пусть E = {x1, . . . , xn} – векторное пространство размерности n над совершенным
полем K характеристики 2, F : E = E0 ⊇ E1 ⊇ . . . ⊇ Er ⊃ Er+1 = {0} – флаг простран-
ства E, O(F ) = O(n,m) – алгебра разделенных степеней, m = (m1, . . . ,mn) (см. [3]).

Положим (dxi)
(2) = dx

(2)
i . Симметрическая дифференциальная 2-форма ω имеет вид

ω =
n∑
i=1

ωiidx
(2)
i +

∑
i<j

ωijdxidxj.

Назовем замкнутую невырожденную форму ω ортогональной или неальтернирующей га-
мильтоновой, если существует элемент D ∈ W (F ) такой, что ω(D,D) 6= 0.

В докладе представлен канонический вид дифференциальной формы с постоянными
коэффициентами, рассматриваемой как билинейная форма на пространстве E∗.

Теорема 1. Существует согласованный с флагом базис пространства E∗, в котором
матрица билинейной формы ω(0) имеет вид

diag(M0, . . . ,M0,M1, . . . ,M1, 1s),

где
M0 =

(
0 1
1 0

)
, M1 =

(
0 1
1 1

)
и 1s – единичная матрица размерности s. Количество матриц M0, M1 и размерность
матрицы 1s определяется инвариантами.

Пусть E0 – подпространство всех изотропных векторов E относительно двойственной
формы ω(0). Если E1 ⊂ E0, то канонический вид один и зависит от четности числа пере-
менных:

dx1dx2 + . . .+ dxn−2dxn−1 + dx(2)
n , если n = 2t+ 1,

dx1dx2 + . . .+ dxn−1dxn + dx(2)
n , если n = 2t.

Формы ω и ω′ над O(F ) и O(F ′), соответственно, называются эквивалентными если су-
ществует допустимый изоморфизм σ такой, что σω = ω′. Изоморфизм σ называется до-
пустимым, если для r > 0, f ∈ m выполняется f (r) ∈ O(F ) тогда и только тогда, когда
(σf)(r) ∈ O(F ′), и если это условие выполнено, то (σf)(r) = σ(f (r)). Здесь m – максималь-
ный идеал алгебры O(F ).

Далее представлен канонический вид ортогональной формы с функциональными ко-
эффициентами. При этом доказано, что все коэффициенты являются многочленами в раз-
деленных степенях.
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Теорема 2. Пусть ω – ортогональная форма и xs = x
(2ms−1)
s .

(1) Если E1 6⊂ E0, то ω эквивалентна форме ω(0).

(2) Если E1 ⊂ E0, то ω эквивалентна форме ω(0) либо одной из следующих форм:

ω1 = ω(0) + x1xndx1dxn, при n = 2t+ 1,

ω1 = ω(0) + x1xn−1dx1dxn−1, при n = 2t,

αωn = α(ω(0) + xn−1xndxn−1dxn) (α ∈ K), при n = 2t.

При этом ω1, ωn, ω(0) попарно не эквивалентны.

Алгебра Ли гамильтоновых векторных полей, соответствующая ортогональной фор-
ме ω, обозначается P̃ (F , ω),

P̃ (F , ω) = {D ∈ W (F ) | Dω = 0} ∼= Õ(F )
/
K,

где Õ(F ) = O(F ) + 〈x(2mi )
i , i = 1, . . . , n〉, и умножение осуществляется с помощью скобки

Пуассона
{f, g} =

∑
i,j

ωij∂if∂jg.

Здесь (ωij) – обратная матрица формы ω.
Пусть P (F , ω) = {Df | f ∈ O(F )

/
K}. Алгебру Ли L , такую что

P (F , ω)(1) ⊆ L ⊆ P̃ (F , ω),

будем называть неальтернирующей гамильтоновой алгеброй Ли.
Следующая теорема представляет собой результат исследования фильтрованных де-

формаций неальтернирующей гамильтоновой алгебры Ли.
Теорема 3. Пусть ω0 – ортогональная форма с постоянными коэффициентами,

L = L−1 + L0 + L1 + . . . – градуированная алгебра Ли, P (F , ω0)(1) ⊆ L ⊆ P̃ (F , ω0), L –
фильтрованная деформация L. Предположим, что n > 4, или n = 4 и E1 6⊂ E0, или
n = 2, 3 и E = E1. Тогда справедливы утверждения:

(1) F (L ,L0) = F (L,L(0)).

(2) DerL ∼= NW (F ) (L ), где W (F ) – p-замыкание алгебры Ли W (F ) в Der O(F ).

(3) Существует единственная с точностью до множителя из K∗ ортогональная
форма ω с коэффициентами из O(F ), такая что P (F , ω)(1) ⊆ L ⊆ P̃ (F , ω) и
ω(0) = ω0.

(4) Группа автоморфизмов алгебры Ли L изоморфна группе допустимых автоморфиз-
мов ϕ алгебры O(F ), таких что ϕ(ω) = αω, α ∈ K∗.

Наконец, представлена теорема, описывающая простые неальтернирующие гамильто-
новы алгебры Ли.

Теорема 4. Пусть O(F ) = O(n,m), m = m1 + . . .+mn, L = P (F , ω).

(1) Если E1 6⊂ E0, то L – простая алгебра Ли размерности 2m − 1.
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(2) Если E1 ⊂ E0 и ω = ωk, то L – простая алгебра Ли размерности 2m − 1. Здесь
k = 1 или k = n (см. теорему 2).

(3) Если E1 ⊂ E0 и ω = ω(0), то при n > 3 или при n = 3, m 6= 1, коммутант L (1) –
простая алгебра Ли размерности 2m − 2.

Результаты автора анонсированы в работах [4–6].

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки
РФ, проект FSWR-2023-0034, и научно-образовательного математического центра «Ма-
тематика технологий будущего».
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О КОНЕЧНЫХ НЕРАЗРЕШИМЫХ ГРУППАХ,
ГРАФЫ ГРЮНБЕРГА–КЕГЕЛЯ КОТОРЫХ

ИЗОМОРФНЫ ГРАФУ “БАЛАЛАЙКА”

А.С. Кондратьев 1,2, Н.А. Минигулов 1,2,3, М.С. Нирова 4

1Институт математики и механики им. Н.Н.Красовского УрО РАН,
2Уральский математический центр, Екатеринбург
3Уральский федеральный университет, Екатеринбург
4Кабардино-Балкарский государственный университет имени Х.М.Бербекова,
Нальчик

Графом Грюнберга –Кегеля (или графом простых чисел) Γ(G) конечной группы G
называется граф, в котором множеством вершин является множество всех простых дели-
телей порядка группы G и две различные вершины p и q смежны тогда и только тогда,
когда в группе G существует элемент порядка pq. Графом “балалайка” (paw) называют
граф, который имеет ровно четыре вершины со степенями 1, 2, 2 и 3.

А.С. Кондратьев описал конечные группы с графом Грюнберга –Кегеля как у групп
Aut(J2) [1] и A10 [2]. Графы Грюнберга –Кегеля этих групп изоморфны как абстрактные
графы графу “балалайка”.

В работе [3] была поставлена более общая задача: описать конечные группы, гра-
фы Грюнберга –Кегеля которых изоморфны как абстрактные графы графу “балалайка”.
В дальнейшем будем считать, что G — конечная группа, граф Грюнберга –Кегеля которой
как абстрактный граф изоморфен графу “балалайка”, т. е. граф Γ(G) имеет следующий
вид:

c��
c
Z
Z c cr

s
p q

,

где r, s, p и q — некоторые попарно различные простые числа.
В [3] доказано, что если группа G неразрешима, то фактор-группа G = G/S(G) (где

S(G) — разрешимый радикал группы G) почти проста, и класифицированы все конечные
почти простые группы, графы Грюнберга –Кегеля которых изоморфны как абстрактные
графы подграфу графа “балалайка”. В [4] описаны конечные разрешимые группы G с этим
свойством. Также в [5] классифицированы конечные неразрешимые группы G в следую-
щих двух случаях: (1) группа G не содержит элементов порядка 6; (2) группа G содержит
элемент порядка 6, и вершина q графа Γ(G) делит |S(G)|.

Изучение проблемы продолжается. В докладе предполагается обсудить полученные
результаты.

Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом
центре при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Россий-
ской Федерации (Соглашение № 075-02-2025-1549).

ЛИТЕРАТУРА

1. Kondrat’ev A. S. Finite groups with prime graph as in the group Aut(J2). Proc. Steklov
Inst. Math. 2013. V. 283. Suppl. 1. P. 78–85.



Кондратьев А.С., Минигулов Н.А., Нирова М.С. 30

2. Kondrat’ev A. S. Finite groups that have the same prime graph as the group A10. Proc.
Steklov Inst. Math. 2014. V. 285. Suppl. 1 P. 99–107.

3. Kondrat’ev A. S., Minigulov N.A. Finite almost simple groups whose Gruenberg–Kegel
graphs as abstract graphs are isomorphic to subgraphs of the Gruenberg–Kegel graph of
the alternating group A10. Siberian Electr. Math. Rep. 2018. V. 15. P. 1378–1382.

4. Kondrat’ev A. S., Minigulov N.A. Finite solvable groups whose Gruenberg–Kegel graphs are
isomorphic to the paw. Тр. ИММ УрО РАН. 2022. Т. 28. №2. C. 269–273.

5. Kondrat’ev A. S., Minigulov N.A. On finite non-solvable groups whose Gruenberg–Kegel
graphs are isomorphic to the paw. Commun. Math. Stat. 2022. V. 10. №4. P. 653–667.



Марковская И.А. 31

О ПОРОЖДАЮЩИХ ТРОЙКАХ ИНВОЛЮЦИЙ
МАТРИЧНЫХ ГРУПП НАД КОЛЬЦОМ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ

И НАД КОНЕЧНЫМИ ПОЛЯМИ

И.А. Марковская

Сибирский федеральный университет, Красноярск

Группу, порожденную тремя инволюциями, две из которых перестановочны, будем
называть (2× 2, 2)-порожденной. Класс таких групп замкнут относительно гомоморфных
образов, если по определению единичную группу считаем таковой и не исключаем совпаде-
ния двух или всех трех инволюций. В частности, в нашем определении любая диэдральная
группа является (2× 2, 2)-порожденной.

Вопрос о (2 × 2, 2)-порождаемости конечных простых групп был поставлен В.Д. Ма-
зуровым в Коуровской тетради в 1980 году [1]. Ответ на этот вопрос известен, и он поло-
жителен, исключая три знакопеременные группы, некоторые группы лиева типа ранга не
больше трех и четыре спорадические группы. Полный список конечных простых групп,
не являющихся (2× 2, 2)-порожденными, представлен в работе Я.Н. Нужина [2].

Вместе с тем для групп GLn(Z) и PGLn(Z) над кольцом целых чисел в [3] были полу-
чены следующие результаты.

Теорема 1.Общая линейная группаGLn(Z) над кольцом целых чисел Z тогда и только
тогда порождается тремя инволюциями, две из которых перестановочны, когда n ≥ 5.

Теорема 2. Проективная общая линейная группа PGLn(Z) над кольцом целых чисел
Z тогда и только тогда порождается тремя инволюциями, две из которых перестановочны,
когда n = 2 и n ≥ 5.

В [4] были получены результаты о (2 × 2, 2)-порождаемости групп GLn(q) и PGLn(q)
над конечными полями.

Теорема 3. Группа GLn(q) тогда и только тогда является (2 × 2, 2)-порожденной,
когда либо а) q = 2 и n = 2 или n ≥ 5, либо б) q = 3 и n ≥ 5.

Теорема 4. Группа PGLn(q) тогда и только тогда является (2× 2, 2)-порожденной,
когда либо а) n = 2 и q любое, либо б) n ≥ 4 и (n, q− 1) = 2, либо в) n ≥ 5 и (n, q− 1) = 1.

Подгруппу матриц общей линейной группы GLn(q) над конечным полем из q элемен-
тов с определителем, равным ±1, обозначим GL±1

n (q). Очевидно, справедливо следующее
равенство:

GL±1
n (q) = SLn(q)λ 〈diag(−1, 1, ..., 1)〉 .

По теореме 3 группа GLn(q) не является (2×2, 2)-порожденной при q > 3. Вместе с тем
GL±1

n (q) может являться (2× 2, 2)-порожденной при различных q.
Очевидно GL±1

n (2k) = SLn(2k). Ответ о (2× 2, 2)-порожденности SLn(2k) получен в [5].
Для GL±1

n (q) при нечетном q был получен следующий результат.
Теорема 5. При нечетном q группа GL±1

n (q) тогда и только тогда является
(2× 2, 2)-порожденной, когда n ≥ 5.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 25-21-20059).
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ОБОБЩЕНИЯ ГИПЕРЦЕНТРА И ГРАФЫ КОНЕЧНЫХ ГРУПП

В.И. Мурашко

Гомельский государственный университет имени Ф. Скорины

Введение. Рассматриваются только конечные группы. Важную роль в теории групп
играет понятие гиперцентра — финального члена верхнего центрального ряда. В рамках
теории классов групп имеется несколько подходов к определению аналога гиперцентра
для данного класса групп.

Первый из них связан с понятием F-центрального главного фактора для класса
групп F, которое появилось в своей финальной форме в монографии Л.А. Шеметкова и
А.Н.Скибы [1]. Напомним, что для класса групп F главный фактор H/K группы G назы-
вается F-центральным, если полупрямое произведение H/K и G/CG(H/K), действующее
сопряжением на H/K, принадлежит F. Наибольшая нормальная подгруппа ZF(G) груп-
пы G, все главные факторы G ниже которой F-центральны, называется F-гиперцентром
группы G.

Второй из них был предложен Р. Бэром в 1966 году [2]. Пусть e — теоретико-групповое
свойство. Тогда e-гиперцентром heG группы G называется множество элементов g груп-
пы G таких, что 〈g, E〉 является подгруппой некоторой e-подгруппы в G для любой
e-подгруппы E группы G. На языке современной теории классов групп предложенное
им обобщение гиперцентра, когда e — принадлежность классу групп F, есть IntF(G) — пе-
ресечение F-максимальных подгрупп группы G. Напомним, что подгруппа U ∈ F группы
G называется F-максимальной в G, если из U ≤ V ≤ G и V ∈ F следует, что U = V .

Третий подход связан с семействами F-графов и не-F-графов групп, т. е. графов, вер-
шинами которых являются элементы группы, в которых x и y соединены ребром, ес-
ли 〈x, y〉 ∈ F и 〈x, y〉 6∈ F соответственно. Примерами таких графов являются графы
коммутативности и некоммутативности, нильпотентности и ненильпотентности, разре-
шимости и неразрешимости, и др. При изучении таких графов [3] возникает множество
IF(G) = {x | 〈x, y〉 ∈ F для любого y ∈ G}.

Отметим, что ZN(G) = IntN(G) = IN(G) — гиперцентр группы G для класса нильпо-
тентных групп N. В работе будут обсуждаться связи между указанными обобщениями
гиперцентра.

1. Z-насыщенные формации. Формация F называется центрально насыщенной
(кратко Z-насыщенной) [4], если F = (G | G = ZF(G)). Примерами таких формаций
являются локальные (насыщенные) и композиционные (Бэр-локальные, разрешимо насы-
щенные) формации.

Задача 1 (Л.А. Шеметков, 1997 [5]). Описать семействоZ-насыщенныхформаций.
Решение этой задачи начато в работах [4,6]. В частности, в работе [6] было доказано, что

Z-насыщенная формация F разрешимых групп является насыщенной тогда и только тогда,
когда F обладает условием тензорных произведений, и поставлена следующая задача.

Задача 2 (А. Баллестером-Болиншес, М.Д. Перец-Рамос, 1999 [6]). Распространить
результат о насыщенности Z-насыщенной формации на произвольные группы.

Напомним, что примитивной группой второго типа называется группа, имеющая един-
ственную минимальную нормальную подгруппу, и эта подгруппа неабелева. Гашюц [7, ап-
пендикс β] доказал, что для любой группы G и p ∈ π(G) найдется группа E = Ep(G)
такая, что (a) в E имеется нормальная элементарная абелева p-подгруппа A ≤ Φ(E),
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(b) E/A ' G и (c) любое расширение группы G, удовлетворяющее (a) и (b), является
эпиморфным образом группы E.

Будем говорить [4], что формация F обладает:
• условием тензорных произведений в классе всех групп, если для любых двух

G-модулей V и W над полем GF (p) верно:

V oG ∈ F и W oG ∈ F⇒ (V ⊗W ) oG ∈ F;

• условием фраттиневых расширений примитивных групп, если Ep(G) ∈ F для любых
примитивной F-группы второго типа G и p ∈ π(Soc(G)).

Согласно [6], формация разрешимых групп называется обладающей условием тензор-
ных произведений, если она обладает условием тензорных произведений в классе всех
разрешимых групп. Ответ на предыдущую задачу дает:

Теорема 1 [4]. Верны следующие утверждения:
(1) Z-насыщенная формация F является разрешимо насыщенной тогда и только то-

гда, когда F обладает условием тензорных произведений в классе всех групп.
(2) Разрешимо насыщенная формация F является насыщенной тогда и только тогда,

когда F обладает условием фраттиневых расширений примитивных групп.
(3) Z-насыщенная формация F является насыщенной тогда и только тогда, когда

она обладает условиями тензорных произведений в классе всех групп и фраттиневых
расширений примитивных групп.

2. Формации Бэра –Шеметкова. В 1995 году Л.А. Шеметков на Гомельском алгеб-
раическом семинаре поставил задачу описания формаций, для которых ZF(G) = IntF(G)
в любой группе. Формации, для которых решение данной задачи положительно, будем
называть формациями Бэра –Шеметкова [8]. На языке локальных экранов все наслед-
ственные насыщенные формации Бэра –Шеметкова были описаны в работе [9]. Описанию
формаций Бэра –Шеметкова квази-F-групп посвящена работа [10], в частности, форма-
ция всех квазинильпотентных групп является формацией Бэра –Шеметкова. Отметим,
что работа [10] не дает новых примеров формаций Бэра –Шеметкова разрешимых групп
по сравнению с [9].

Для дальнейшего изучения формаций Бэра –Шеметкова нам потребуется понятие
N -критического графа класса групп. Напомним, что (p, q)-группой Шмидта называет-
ся {p, q}-группа Шмидта с нормальной силовской p-подгруппой. N -критическим графом
ΓNc(G) группы G [11] называется ориентированный граф, множеством вершин которого
является множество π(G) всех простых делителей |G| и (p, q) является ребром ΓNc(G)
тогда и только тогда, когда в G имеется (p, q)-подгруппа Шмидта. N -критическим гра-
фом ΓNc(X) класса групп X [11] называется ориентированный граф на множестве вершин
π(X) = ∪G∈Xπ(G) такой, что

ΓNc(X) =
⋃
G∈X

ΓNc(G).

Основным результатом раздела является следующая теорема, доказательство которой
существенно использует N -критический граф групп, в частности, дисперсивность группы,
N -критический граф которой не имеет циклов.

Теорема 2 [8]. Если F — наследственная формация Бэра –Шеметкова, то всякая
компонента связности ΓNc(F) — полный ориентированный граф. Если F состоит из
метанильпотентных групп и Z-насыщена, то верно и обратное утверждение.
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Пусть F — гомоморф. Напомним (см., например, [12] и [13]), что подгруппа H группы
G называется K-F-субнормальной в G, если существует цепочка подгрупп H = H0 ⊆ H1 ⊆
· · · ⊆ Hn = G с Hi−1 E Hi или Hi/CoreHi(Hi−1) ∈ F для всех i = 1, . . . , n. Классы v∗F и
wF всех групп, все циклические примарные и силовские (включая 1) подгруппы которых
K-F-субнормальны соответственно, изучались в работах [14] и [15].

Пусть σ — разбиение множества всех простых чисел. Напомним [16], что группа на-
зывается σ-нильпотентной, если она имеет нормальную холлову σi-подгруппу для лю-
бого σi ∈ σ. При доказательстве следующего результаты также применялись методы
N -критических графов и Z-насыщенных формаций.

Теорема 3 [17]. Пусть F — наследственная формация и v∗F = F или wF = F. Тогда и
только тогда F является формацией Бэра –Шеметкова, когда найдется разбиение σ мно-
жества всех простых чисел такое, что F совпадает с классом всех σ-нильпотентных
групп.

3. Регулярные формации. В работе [3] было введено понятие регулярной форма-
ции — наследственной формации, для которой IntF(G) = IF(G) в любой группе G, и
получена характеризация таких насыщенных формаций разрешимых групп в терминах
минимальных не F-групп. В работе обсуждается конструктивное описание таких форма-
ций. Способ построения таких формаций дает следующий результат.

Теорема 4 [18]. Если H — наследственный гомоморф разрешимых групп, то v∗H —
наименьшая по включению насыщенная регулярная формация разрешимых групп, содер-
жащая H. В частности, наследственная насыщенная формация F разрешимых групп
регулярна тогда и только тогда, когда v∗F = F.

Напомним [19] (см. также [12, 13]), что формация F называется формацией с услови-
ем Шеметкова в S, если каждая разрешимая минимальная не F-группа является либо
группой Шмидта, либо группой простого порядка. Примерами формаций с условием Ше-
меткова в S являются классы всех нильпотентных, p-нильпотентных и ϕ-дисперсивных
групп.

Следствие 4.1 [18]. Пусть F — наследственная формация с условием Шеметкова
в S разрешимых групп и π(F) = P. Тогда F регулярна.

Пусть F1 и F2 — насыщенные регулярные формации разрешимых групп. Обозначим че-
рез F1∨regF2 и F1∧regF2 наименьшую по включению насыщенную регулярную формацию,
содержащую F1 и F2, и наибольшую по включению насыщенную регулярную формацию,
содержащуюся в F1 и F2, соответственно.

Следствие 4.2 [18]. Пусть F1 и F2 — насыщенные регулярные формации разрешимых
групп. Тогда F1 ∧reg F2 = F1 ∩ F2 и F1 ∨reg F2 = v∗(F1 ∪ F2).

Доказательство теоремы 4 основано на том, что значения операции замыкания v∗ на на-
следственных гомоморфах являются разрешимо насыщенными формациями, что, в свою
очередь, существенно опирается на п. (1) теоремы 1.

Теорема 5 [18]. Пусть H — наследственный гомоморф. Тогда v∗H — разрешимо на-
сыщенная формация. В частности, если H состоит из разрешимых групп, то v∗H —
насыщенная формация.

Напомним, что сверхнатуральное число — это следующее формальное произведение
ω =

∏
p∈P p

vp(ω), где vp(ω) может быть равно нулю, натуральному числу или бесконечности.
Для обозначения множества всех сверхнатуральных чисел используем SN. Если среди
vp(ω) нет бесконечностей и только конечное число vp(ω) не равно нулю, то ω — натуральное
число. Напомним, что ω1 делит ω2, если vp(ω1) ≤ vp(ω2) для всех p ∈ P. Для класса всех
разрешимых групп S и сверхнатурального числа ω используем S(ω) для обозначения
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класса всех разрешимых групп, экспоненты которых делят ω.
Теорема 6 [18]. Верны следующие утверждения:
(1) Пусть f : P 7→ SN — функция такая, что vp(f(p)) =∞ для всех p ∈ P. Тогда⋂

p∈P

Sp′S(f(p))

является наследственной насыщенной регулярной формацией разрешимых групп.
(2) Если F — наследственная насыщенная регулярная формация разрешимых групп,

то существует функция f : P 7→ SN такая, что vp(f(p)) =∞ для всех p ∈ P, и

F =
⋂
p∈P

Sp′S(f(p)).

Для сверхнатуральных чисел ω1 и ω2 напомним, что

lcm(ω1, ω2) =
∏
p∈P

pmax{vp(ω1),vp(ω2)} и gcd(ω1, ω2) =
∏
p∈P

pmin{vp(ω1),vp(ω2)}.

Множество SN с операциями lcm и gcd представляет собой полную дистрибутивную ре-
шетку, называемую решеткой Стейница [20]. Обозначим через Reg множество всех разре-
шимых насыщенных регулярных формаций.

Теорема 7 [18]. Решетка (Reg,∨reg,∧reg) является решеткой, изоморфной решетке
Стейница. В частности, это полная дистрибутивная решетка.

Согласно [20] сверхнатуральное число ω называется полным, если vp(ω) ∈ {0,∞} для
всех p ∈ P. Обозначим через Shem множество всех наследственных формаций разрешимых
групп с условием Шеметкова в S, содержащих N.

Следствие 7.1 [18]. Решетка (Shem,∨reg,∧reg) является решеткой, изоморфной под-
решетке всех полных сверхъестественных чисел решетки Стейница. В частности, это
полная дистрибутивная и дополняемая решетка.

Из этого результата следуют основные результаты [21].
Следствие 7.2. Множество Shem с естественным частичным порядком представ-

ляет собой полную, дистрибутивную и дополняемую решетку с наименьшим и наиболь-
шим элементами.

Работа выполнена при финансовой поддержке БРФФИ-РНФ (Ф23РНФМ-63).
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РЕГУЛЯРНЫЕ ПОЛИТОПЫ И СТРУННЫЕ C–ГРУППЫ

Я.Н. Нужин

Сибирский федеральный университет, Красноярск

Абстрактный n-политоп P— это частично упорядоченное множество со строго мо-
нотонной ранговой функцией, имеющей диапазон значений {−1, 0, 1, . . . , n}, для которого
выполняются аксиомы (P1)–(P4). Элемент F ∈ P ранга j называется j-гранью и обо-
значается Fj. Любые две j-грани Fj и Gj не сравнимы. Итак, частично упорядоченное
множество P называется абстрактным политопом или просто политопом, если оно удо-
влетворяет следующим четырем аксиомам.

(P1) В P существуют наименьший элемент F−1 и наибольший элемент Fn. Они назы-
ваются несобственными гранями, а отличные от них — собственными.

(P2) Каждый флаг (максимальная цепь) из P содержит ровно n+2 грани, в том числе
F−1 и Fn.

(P3) Если Fj−1 < Gj+1, то в P существуют в точности две такие j-грани H, что
Fj−1 < H < Gj+1 (условие однородности или алмазное условие).

(P4) Для любых двух флагов Φ и Ψ из P существует последовательность флагов
Φ = Φ0, . . . ,Φk = Ψ такая, что Φi−1 и Φi — соседние флаги и Φ ∩ Ψ ⊆ Φi, 0 ≤ i ≤ k
(условие сильной (флаг)-связности).

Два флага называются соседними, если они различаются лишь одной гранью. Так,
флаги Φ = {F−1, F0, F1, F2, } и Ψ = {F−1, G0, F1, F2, } являются соседними для политопа на
рис. 2. Число n — ранг политопа, в этом случае называем его n-политопом и считаем, что
n ≥ 1. Очевидно, с точностью до изоморфизма политоп ранга 1 единственный, см. рис. 1.
Можно назвать его алмазом из-за его формы.
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Рис. 1. Политоп ранга 1
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Рис. 2. Политоп ранга 2

Два политопа P и Q называются изоморфными, если существует сохраняющая поря-
док биекция θ : P → Q, и тогда группа автоморфизмов Aut(P) политопа P естественно
определяется как группа всех таких биекций P в себя. Если порядок группы |Aut(P)| ра-
вен числу флагов политопа P, то она действует транзитивно и, следовательно, регулярно
на множестве флагов. В этом случае абстрактный n-политоп P называется регулярным.

По каждому m-угольнику на плоскости и выпуклому телу с плоскими гранями можно
построить 2-политоп и соответственно 3-политоп, используя только инцидентность вер-
шин, ребер и граней. Так, треугольнику соответствует политоп на рис. 2.

Заметим, что каждомуm-угольнику на плоскости будет соответствовать регулярный 2-
политоп, однако для произвольного пространственного тела с плоскими гранями соответ-
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ствующий ему 3-политоп уже не обязан быть регулярным. Например, с треугольной приз-
мой и четырехугольной пирамидой ассоциируются нерегулярные 3-политопы; см. рис. 3 и
рис. 4 соответственно.

Г5 Г2Г4Г3Г1

Р7 Р9 Р5 Р4 Р6Р8Р2Р3Р1

5 6 4321

min

max

Рис. 3. Политоп, ассоциированный с треугольной призмой

min

5 3 412

Р7 Р8 Р3 Р4Р1 Р2 Р6 Р5

max

Г5 Г4 Г1Г3Г2

Рис. 4. Политоп, ассоциированный с четырехугольной пирамидой

Группа называется C-группой, если она порождается множеством инволюций
{ρ0, ρ1, . . . ρn−1} и для любых подмножеств J и K из I = {0, 1, . . . n − 1} справедливо
равенство

〈ρi | i ∈ J〉 ∩ 〈ρi | i ∈ K〉 = 〈ρi | i ∈ J ∩K〉. (1)

C-группа называется струнной C-группой, кратко n-струнной или просто струнной, если

(ρiρj)
2 = 1 при |i− j| ≥ 2, (2)

другими словами, если ее граф Кокстера является струной (цепью).
Пусть ki = |ρi−1pi| (порядок произведения инволюций ρi−1 и pi), тогда упорядоченный

набор натуральных чисел [k1, k2, . . . , kn−1] называется типом n-струнной группы. Заме-
тим, что одна и та же группа может иметь разные типы и даже разные ранги как струнная
группа.
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Пример. Булеан множества из n+ 1 элементов с частичным порядком включения его
подмножеств является регулярным n-политопом, а его группа автоморфизмов изоморф-
на симметрической группе Sn+1. В этом случае порождающие инволюции ρi совпадают
с транспозициями (i + 1, i + 2), i = 0, 1, . . . , n − 1, а тип Sn+1 как струнной группы ра-
вен [3, 3, . . . , 3]. Политоп на рис. 2 является частным случаем этого примера при n = 2,
где грани F0, G0, H0 соответствуют подмножествам мощности 1, а грани F1, G1, H1 —
подмножествам мощности 2.

Для групп Кокстера условие пересечения (1) выполняется, причем независимо от их
конечности [1, с. 23], поэтому они являются струнными группами, если их граф Кокстера —
цепь, поскольку тогда будет выполняться и условие (2).

По любой струнной группе можно построить регулярный политоп, для которого данная
струнная группа будет его группой автоморфизмов. Более того, существует взаимно од-
нозначное соответствие между n-струнными группами и регулярными политопами ранга
n; см., например, [2, Секция 2B].

М. Кондер и Д. Оливерос установили следующий результат [3, теорема 4.1].
Теорема 1. Пусть конечная группа G порождается тремя инволюциями α, γ, β пер-

вые две из которых перестановочны, причем порядки произведений αβ и βγ больше 2. То-
гда G является группой автоморфизмов регулярного 3-политопа или содержит нетри-
виальную нормальную подгруппу N , лежащую в 〈αβ〉 или в 〈βγ〉.

На рис. 5 представлен граф Кокстера 3-струнной группы G типа [k1, k2] из теоремы 1,
как впрочем, и из теоремы 2 ниже, где k1 и k2 — порядки произведений αβ и βγ соответ-
ственно.

gg g
α

k1 k2

β γ

Рис. 5

Примеры показывают, что существуют группы, которые являются группами автомор-
физмов регулярных 3-политопов и содержат различные нетривиальные нормальные под-
группы N1 и N2, лежащие в 〈αβ〉 и соответственно в 〈βγ〉. Таким образом, оба заключения
теоремы 1 могут выполняться одновременно.

Б. Б. Бактыбеков, М. Кондер, Я. Н. Нужин и А. В. Резанцева [4] получили следующий
критерий, который дополняет утверждение теоремы 1.

Теорема 2. Пусть конечная группа G порождается тремя инволюциями α, β и γ,
такими, что α и γ перестановочны, а порядки произведений αβ и βγ больше 2. То-
гда порождающее множество {α, β, γ} делает G группой автоморфизмов регулярного
3-политопа тогда и только тогда, когда она не содержит нетривиальных нормальных
подгрупп, лежащих в пересечении 〈αβ〉 ∩ 〈βγ〉, и пересечение 〈α, β〉 ∩ 〈β, γ〉 не является
элементарной абелевой подгруппой порядка 4.

Укажем некоторые следствия теорем 1 и 2. Следствия 1 и 2 вытекают из теоремы 2, а
следствие 3 — из теоремы 1.

Следствие 1. Пусть конечная группа G порождается тремя инволюциями α, γ, β,
первые две из которых перестановочны, причем порядки произведений αβ и βγ больше 2,
и хотя бы один из них является простым числом. Тогда справедливо одно из следующих
двух утверждений:

а) G является группой автоморфизмов регулярного 3-политопа;
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б) G — диэдральная группа, и в этом случае порядок одного из произведений αβ или
βγ является четным числом (а другого — простым).

Следствие 2. Пусть конечная группа G порождается тремя инволюциями α, γ, β,
первые две из которых перестановочны, причем порядки произведений αβ и βγ больше
2. Тогда если порядки обоих произведений αβ и βγ — нечетные числа, и хотя бы порядок
одного из них — простое число, то G является группой автоморфизмов регулярного 3-
политопа.

Группу, порожденную тремя инволюциями, две из которых перестановочны, бу-
дем называть (2 × 2, 2)-порожденной. Группа M называется почти простой, если
G ≤M ≤ Aut(G), где G — конечная простая неабелева группа.

Следствие 3. Пусть G — конечная (2×2, 2)-порожденная группа без нетривиальных
циклических нормальных подгрупп, в частности, почти простая (2× 2, 2)-порожденная
группа. Тогда существует регулярный 3-политоп с группой автоморфизмов G.

Вопрос о (2×2, 2)-порожденности конечных простых групп поставил В.Д.Мазуров еще
в 1980 г., и ответ на него известен; см., например, [5]. Принимая во внимание следствие 3,
этот вопрос естественно распространить на все конечные почти простые группы.

Проблема 1. Какие конечные почти простые группы являются (2 × 2, 2)-порож-
денными?

Более общей и значительно трудной, чем проблема 1, является
Проблема 2. Какие конечные почти простые группы являются n-струнными груп-

пами?
В силу взаимно однозначного соответствия между n-струнными группами и регуляр-

ными политопами ранга n проблема 2 эквивалентна следующей проблеме.
Проблема 3. Какие конечные почти простые группы являются группами автомор-

физмов регулярных n-политопов?

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Мин-
обрнауки РФ в рамках мероприятий по созданию и развитию региональных НОМЦ
(Соглашение № 075-02-2025-1234).
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НЕ БЛИЗКИЕ К ДИСТРИБУТИВНЫМ

К.В. Селиванов 1,2,3

1Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН,
Екатеринбург
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Известно, что для любых элементов x, y и z произвольной решетки истинны следующие
неравенства:

(x ∧ y) ∨ (x ∧ z) 6 x ∧ (y ∨ z) и x ∨ (y ∧ z) 6 (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

Если для левой и правой частей какого-либо из этих неравенств имеет место равенство
для любых элементов x, y и z, то получившееся тождество называется тождеством дистри-
бутивности. Хорошо известно, что если выполняется одно из тождеств дистрибутивности,
то выполняется и другое. Решетка, удовлетворяющая тождествам дистрибутивности, на-
зывается дистрибутивной. В классе недистрибутивных решеток особую роль играют две
решетки, получившие название «пентагон» и «диамант»( [2], гл. II, § 1); там же теоре-
ма 1 показывает, что любая недистрибутивная решетка содержит хотя бы одну из этих
двух подрешеток. Верно и обратное утверждение: если решетка не содержит пентагона и
диаманта, то она дистрибутивна. Это, в частности, означает, что указанные две решетки
исчерпывают множество минимальных недистрибутивных решеток.

В теории решеток рассматриваются разные варианты расширения класса дистрибутив-
ных решеток. Один из вариантов предложен в [1]. Он состоит в том, что вместо тождеств
дистрибутивности допускается «зазор» длиной не более 1 между правой и левой частями
в каждом из соотношений дистрибутивности.

Определение. Решетка называется близкой к дистрибутивной, если для любых ее
элементов x, y и z интервалы

[(x ∧ y) ∨ (x ∧ z), x ∧ (y ∨ z)] и [x ∨ (y ∧ z), (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)]

имеют длину не больше 1.
Знание списка минимальных недистрибутивных решеток, состоящего из пентагона и

диаманта, оказалось весьма эффективным средством в исследовании дистрибутивных ре-
шеток. Можно ожидать, что описание минимальных решеток в классе всех решеток, не
являющихся близкими к дистрибутивным, также будет эффективным средством в ис-
следовании решеток, близких к дистрибутивным. Решетки, минимальные в классе всех
решеток, не близких к дистрибутивным, для краткости называются [3] MNCD-решетками
(от Minimal Not to Close Distributive).

Несложно показать, что любая MNCD-решетка является не более, чем 4-порожденной.
Более того, в работе [3] докладчиком в соавторстве c А. Г. Гейном доказано, что класс
минимальных MNCD-решеток можно разбить на два подкласса: первый подкласс состо-
ит из MNCD-решеток, порождающихся 3 элементами специального вида, а второй — из
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MNCD-решеток, порождающихся 4 элементами специального вида. Докладчиком полно-
стью описан второй подкласс: в этом подклассе 5 самодвойственных решеток и 12 пар
двойственных решеток.

В докладе предполагается изложить методику получения результата для подкласса
MNCD-решеток, порождающихся 4 элементами специального вида. Также будет приво-
диться описание некоторых MNCD-решеток, порождающихся 3 элементами специального
вида.

Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом
центре при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Россий-
ской Федерации (Соглашение № 075-02-2025-1549).
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ОБ АППРОКСИМИРУЕМОСТИ КОРНЕВЫМИ КЛАССАМИ
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ГРУПП ГРАФОВ ГРУПП

С НОРМАЛЬНЫМИ РЕБЕРНЫМИ ПОДГРУППАМИ

Е.В. Соколов, Е.А. Туманова

Ивановский государственный университет

В соответствии с одним из равносильных определений, приведенных в [1], класс групп C
будем называть корневым, если он содержит неединичные группы, замкнут относительно
взятия подгрупп и расширений, а также вместе с любыми двумя группами X и Y включа-
ет декартово произведение

∏
y∈Y Xy, где Xy — изоморфная копия группы X для каждого

элемента y ∈ Y . Легко видеть, что корневыми являются, например, классы всех конечных
групп, конечных p-групп (где p — простое число), периодических P-групп конечного пе-
риода (где P — непустое множество простых чисел), всех разрешимых групп и всех групп
без кручения. Нетрудно показать также, что семейство корневых классов групп замкнуто
относительно взятия пересечений, содержащих неединичные группы.

Использование понятия корневого класса оказалось весьма продуктивным при иссле-
довании аппроксимируемости свободных конструкций групп: свободных и древесных про-
изведений, HNN-расширений, фундаментальных групп графов групп и др. (определения
всех этих структур могут быть найдены, например, в [2]). Ясно, что указанное понятие
дает возможность доказать сразу несколько утверждений вместо одного. Более важно,
однако, то, что результаты об аппроксимируемости произвольными корневыми классами
и методы их получения хорошо согласуются друг с другом и это позволяет легко пе-
реходить от одной свободной конструкции к другой, быстро продвигаясь в направлении
усложнения рассматриваемых групп (см., например, [3–11]).

Напомним, что согласно [12] группа X называется аппроксимируемой классом C
или, более коротко, C-аппроксимируемой, если каждый ее неединичный элемент переходит
в неединичный под действием некоторого гомоморфизма группы X на группу из класса C
(C-группу). Если указанный класс состоит из конечных групп, то C-аппроксимируемую
группу называют также финитно аппроксимируемой.

При изучении аппроксимируемости корневым классом C фундаментальной группы гра-
фа групп основным является вопрос о том, наследует ли данная конструкция свойство
C-аппроксимируемости от вершинных групп графа. Исчерпывающий ответ на этот во-
прос получен лишь для (обычного) свободного произведения групп. В [13,14] установлено,
что свободное произведение произвольного семейства групп, аппроксимируемых корневым
классом C, в свою очередь аппроксимируется данным классом. Для более сложно устроен-
ных фундаментальных групп свойство C-аппроксимируемости удается исследовать лишь
при тех или иных дополнительных ограничениях, накладываемых на вершинные группы
и реберные подгруппы. Одним из таких ограничений является нормальность последних
в содержащих их вершинных группах.

Основным методом исследования аппроксимируемости корневыми классами фунда-
ментальных групп графов групп служит так называемый «фильтрационный подход»,
первоначально предложенный в [15] для изучения финитной аппроксимируемости сво-
бодного произведения двух групп с объединенной подгруппой и, после ряда обобщений
и адаптаций, распространенный в [7] на случай произвольного корневого аппроксимирую-
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щего класса групп и фундаментальной группы произвольного графа групп. Данный метод
включает два шага и может быть описан следующим образом.

Первый шаг состоит в отыскании условий, при которых фундаментальная группа G
обладает гомоморфизмом на группу из аппроксимирующего корневого класса C, действу-
ющим инъективно на всех вершинных группах. Иногда (например, если граф и все вер-
шинные группы конечны) существование гомоморфизма с указанными свойствами рав-
носильно C-аппроксимируемости группы G. Однако в общем случае это не так [16, 17].
Полученные на данном шаге утверждения будем называть результатами первого уров-
ня. Следует отметить, что общих подходов к их отысканию нет и каждый новый факт
такого типа является весьма удачной находкой.

Второй шаг метода заключается в поиске условий, которые достаточно наложить
на группу G для того, чтобы она аппроксимировалась фундаментальными группами гра-
фов групп, удовлетворяющими требованиям полученных ранее результатов первого уров-
ня. Это позволяет установить C-аппроксимируемость группы G в случае, когда вершинные
группы графа не обязательно принадлежат классу C. Полученные на данном шаге усло-
вия аппроксимируемости будем называть результатами второго уровня. Как правило,
доказать их удается лишь при ограничениях, более сильных нежели на шаге 1.

В случае когда реберные подгруппы нормальны в содержащих их вершинных груп-
пах, важную роль в описании результатов первого уровня играют группы автоморфиз-
мов указанных подгрупп, индуцированных внутренними автоморфизмами группы G. Пер-
вым на это указал Г.Хигман [18], доказавший критерий аппроксимируемости конечными
p-группами свободного произведения двух конечных групп с нормальной объединенной
подгруппой. В магистерской диссертации Е.А.Тумановой, выполненной под руководством
Д.И.Молдаванского, данный критерий был распространен на случай аппроксимируемо-
сти классом конечных P-групп, где P — непустое множество простых чисел [19]. Сле-
дующее обобщение, уже для произвольного корневого аппроксимирующего класса групп,
замкнутого относительно взятия фактор-групп, было получено Е.А.Тумановой в [20] и со-
держится в теореме 1 ниже. Предваряя формулировку данного результата, заметим, что
если X — некоторая группа и Y — нормальная подгруппа группы X, то множество огра-
ничений на Y всевозможных внутренних автоморфизмов группы X образует подгруппу
группы AutY , обозначаемую далее через AutX(Y ).

Теорема 1 [20, следствие 1]. Пусть P — свободное произведение групп Q и R с объ-
единенной подгруппой S, нормальной в свободных множителях. Если C — корневой класс
групп, замкнутый относительно взятия фактор-групп, и Q,R ∈ C, то следующие утвер-
ждения равносильны и при выполнении любого из них группа P C-аппроксимируема.

1. Существует гомоморфизм свободного произведения P на группу из класса C, дей-
ствующий инъективно на подгруппах Q и R.

2. AutP(S) ∈ C.
В настоящей работе идеи, позволяющие доказать теорему 1, используются для получе-

ния результатов первого уровня применительно к конструкциям HNN-расширения (с од-
ной проходной буквой) и древесного произведения конечного числа групп (см. теоремы 2
и 3 ниже). Сложность данной задачи состоит в том, что реберные подгруппы являются
нормальными уже не во всей свободной конструкции, а только лишь в некоторой ее части.

Пусть E — HNN-расширение группы B с подгруппами H 6 B и K 6 B, связанными
при помощи изоморфизма ϕ : H → K. Будем говорить, что группа E удовлетворяет
условию (†), если подгруппы H и K нормальны в группе B и подгруппа L = H ∩ K
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ϕ-инвариантна, т. е. ϕ|L ∈ AutL. В этом случае оказываются определены
а) подгруппы H = AutB(H), K = ϕAutB(K)ϕ−1 и U = sgp{H,K} группы AutH;
б) подгруппы L = AutB(L), F = sgp{ϕ|L} и V = sgp{L,F} группы AutL.

Будем предполагать также, что
Γ — конечное дерево с множеством вершин V и множеством ребер E ;
G(Γ) — ориентированный граф групп над Γ, в котором каждой вершине v ∈ V сопо-

ставлена некоторая группа Gv, а каждому ребру e ∈ E — направление, группа He и инъ-
ективные гомоморфизмы ϕ+e : He → Ge(1), ϕ−e : He → Ge(−1), где e(1) и e(−1) — вершины
графа G(Γ), являющиеся концами ребра e;

T — фундаментальная группа графа групп G(Γ).
Будем говорить, что группа T удовлетворяет условию (‡), если

1) для любых e ∈ E , ε = ±1 подгруппа Heϕεe нормальна в группе Ge(ε) и содержится
в ней собственным образом;

2) для каждой вершины v ∈ V подгруппа

Hv = sgp
{
Heϕεe | e ∈ E , ε = ±1, e(ε) = v

}
представляет собой прямое произведение порождающих ее подгрупп.

Заметим, что при выполнении требования 1 для всякого ребра e ∈ E определены под-
группы

A+e = ϕ+e AutGe(1)(Heϕ+e)ϕ
−1
+e, A−e = ϕ−e AutGe(−1)

(Heϕ−e)ϕ
−1
−e

и Ae = sgp{A+e, A−e} группы AutHe. Все введенные выше обозначения будем далее пред-
полагать фиксированными.

Теорема 2. Пусть HNN-расширение E удовлетворяет условию (†) и C — корневой
класс групп, замкнутый относительно взятия фактор-групп. Если B ∈ C, то следующие
утверждения равносильны и при выполнении любого из них группа E C-аппроксимируема.

1. Существует гомоморфизм HNN-расширения E на группу из класса C, действующий
инъективно на подгруппе B.

2. U,V ∈ C.
Теорема 3. Пусть группа T удовлетворяет условию (‡) и C — корневой класс групп,

замкнутый относительно взятия фактор-групп. Если Gv ∈ C для каждой вершины v ∈ V ,
то следующие утверждения равносильны и при выполнении любого из них группа T C-ап-
проксимируема.

1. Существует гомоморфизм древесного произведения T на группу из класса C, дей-
ствующий инъективно на каждой подгруппе Gv (v ∈ V).

2. Ae ∈ C для каждого ребра e ∈ E .
Приводимые далее теоремы 4 и 5 служат обобщениями теорем 2, 3 и могут быть

названы результатами уровня 1+. Как показывает работа [11], подобные им утвер-
ждения иногда оказываются полезны для получения новых результатов уровня 1.

Теорема 4. Пусть HNN-расширение E удовлетворяет условию (†) и C — корневой
класс групп, замкнутый относительно взятия фактор-групп. Если группа B обладает го-
моморфизмом σ на группу из класса C, инъективным на подгруппе HK, то справедливы
следующие утверждения.

1. Условие U,V ∈ C равносильно существованию гомоморфизма HNN-расширения E
на группу из класса C, продолжающего гомоморфизм σ.
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2. Если U,V ∈ C, то группы E и B C-аппроксимируемы одновременно.

Теорема 5. Пусть группа T удовлетворяет условию (‡) и C — корневой класс групп,
замкнутый относительно взятия фактор-групп. Если каждая группа Gv (v ∈ V) обладает
гомоморфизмом σv на группу из класса C, действующим инъективно на подгруппе Hv, то
справедливы следующие утверждения.

1. Гомоморфизм группы T на группу из класса C, продолжающий гомоморфизмы σv
(v ∈ V), существует тогда и только тогда, когда Ae ∈ C для всякого ребра e ∈ E .

2. Если Ae ∈ C для каждого ребра e ∈ E , то группа T C-аппроксимируема тогда и толь-
ко тогда, когда C-аппроксимируемыми являются все группы Gv (v ∈ V).

Пусть C — произвольный класс групп. Будем говорить, что группа X C-квазирегулярна
по своей подгруппе Y , если для любой нормальной подгруппы M группы Y из включения
Y/M ∈ C следует существование нормальной подгруппы N группы X такой, что X/N ∈ C
и N ∩ Y 6 M . Свойство C-квазирегулярности тесно связано с классическим понятием
C-отделимой подгруппы [21] и играет важную роль при построении ядер гомоморфизмов
свободных конструкций групп, отображающих их на группы из класса C. Поэтому оно
весьма часто встречается в формулировках достаточных условий C-аппроксимируемости
указанных конструкций. Ряд ситуаций, при которых группа оказывается C-квазирегуляр-
ной по своей подгруппе, описан в [22,23].

Следующие две теоремы, доказанные в рамках настоящей работы, представляют собой
результаты второго уровня и не требуют, чтобы какая-либо из вершинных групп или ре-
берных подгрупп принадлежала классу C.

Теорема 6. Пусть HNN-расширение E удовлетворяет условию (†) и C — корневой класс
групп, замкнутый относительно взятия фактор-групп. Пусть также U,V ∈ C и выполня-
ется хотя бы одно из следующих утверждений: а) существует гомоморфизм группы B
на C-группу, инъективный на подгруппе L = H ∩ K; б) H/L ∈ C. Если фактор-груп-
пы B/H и B/K C-аппроксимируемы и группа B C-квазирегулярна по подгруппе HK,
то группы E и B C-аппроксимируемы одновременно.

Теорема 7. Пусть группа T удовлетворяет условию (‡), C — корневой класс групп,
замкнутый относительно взятия фактор-групп, и Ae ∈ C для каждого ребра e ∈ E . Если
для любых e ∈ E , ε = ±1 фактор-группа Ge(ε)/Heϕεe C-аппроксимируема и для каждой
вершины v ∈ V группа Gv C-квазирегулярна по подгруппе Hv, то группа T C-аппрок-
симируема тогда и только тогда, когда C-аппроксимируемыми являются все группы Gv

(v ∈ V).
Если C — класс групп, состоящий из периодических групп, то через P(C) будем обозна-

чать множество всех простых делителей порядков элементов групп из класса C. Подгруп-
пу Y группы X назовем P(C)′-изолированной в этой группе, если для любого элемента
x ∈ X и для любого простого числа q /∈ P(C) из включения xq ∈ Y вытекает, что x ∈ Y .

Следуя [22], будем говорить, что
– абелева группа C-ограничена, если в любой ее фактор-группе каждая примарная

компонента периодической части, соответствующая числу из множества P(C), имеет ко-
нечный период и мощность, не превосходящую мощности некоторой группы из класса C;

– нильпотентная группа C-ограничена, если она обладает конечным центральным ря-
дом с C-ограниченными абелевыми факторами.

Отметим, что если C — корневой класс групп, состоящий из периодических групп,
то каждая конечно порожденная абелева группа оказывается C-ограниченной абелевой
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и потому все конечно порожденные нильпотентные группы являются C-ограниченными
нильпотентными.

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 6. Если класс C состоит из перио-
дических групп и группа B является C-ограниченной нильпотентной, то группа E C-ап-
проксимируема тогда и только тогда, когда подгруппы {1}, H и K P(C)′-изолированы
в группе B.

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 7. Если класс C состоит из пери-
одических групп и все группы Gv (v ∈ V) являются C-ограниченными нильпотентными,
то группа T C-аппроксимируема тогда и только тогда, когда для любых e ∈ E , ε = ±1
подгруппы {1} и Heϕεe P(C)′-изолированы в группе Ge(ε).

Заметим, что если C — корневой класс групп, замкнутый относительно взятия фактор-
групп, а группы E и T C-аппроксимируемы и удовлетворяют условиям (†) и (‡) соответ-
ственно, то группы U, V и Ae (e ∈ E) аппроксимируются классом C и потому принадлежат
данному классу, когда конечны. В общем случае, однако, включения U ∈ C, V ∈ C и Ae ∈ C
(e ∈ E), фигурирующие в формулировках приведенных теорем и следствий, не являются
необходимыми для C-аппроксимируемости групп E и T. Поэтому в настоящей работе бы-
ла рассмотрена возможность ослабления данных условий путем их замены следующими
утверждениями:

(α) хотя бы одна из подгрупп H, K нормальна в группе U или U ∈ C;
(β) хотя бы одна из подгрупп L, F нормальна в группе V или V ∈ C;
(γ) для любого e ∈ E хотя бы одна из подгрупп A+e, A−e нормальна в группе Ae

или Ae ∈ C.
Полученные на этом пути утверждения являются достаточно громоздкими и здесь не при-
водятся.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 24-21-00307).
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О СВЯЗЯХ КОВРОВОЙ ПОДГРУППЫ
И КОВРОВОГО КОЛЬЦА ЛИ

Е.Н. Троянская

Сибирский федеральный университет, Красноярск

Пусть Φ — неразложимая система корней ранга l, П — множество ее фундаментальных
корней. Φ(K) — элементарная группа Шевалле типа Φ над коммутативным кольцом K
с единицей. Группа Φ(K) порождается своими корневыми подгруппами

xr(K) = {xr(t) | t ∈ K}, r ∈ Φ.

Подгруппы xr(K) абелевы и для каждого r ∈ Φ и любых t, u ∈ K справедливы соотноше-
ния

xr(t)xr(u) = xr(t+ u).

Набор аддитивных подгрупп A = {Ar | r ∈ Φ} называется ковром типа Φ над кольцом K,
если

Cij,rsA
i
rA

j
s ⊆ Air+js при r, s, ir + js ∈ Φ, i > 0, j > 0, (1)

где Ai
r = {ai | a ∈ Ar}, а константы Cij,rs = ±1,±2,±3 определяются коммутаторной

формулой Шевалле

[xs(u), xr(t)] =
∏
i,j>0

xir+js(Cij,rs(−t)iuj), r, s, ir + js ∈ Φ.

Всякий ковер A определяет ковровую подгруппу E(Φ,A) = 〈xr(Ar) | r ∈ Φ〉, где через 〈M〉
обозначается подгруппа, порожденная множеством M из некоторой подгруппы. Ковер A
называется замкнутым, если

E(Φ,A) ∩ xr(K) = xr(Ar), r ∈ Φ.

Произвольный ковер лиева типа A = {Ar} называется дополняемым, если его элементы
удовлетворяют достаточным условиям вида

ArA−rAr ⊆ Ar, r ∈ Φ. (2)

Отметим также, что всякий ковер, дополняемый до полного ковра, — замкнут.
Определим кольцо (алгебру) Ли L(Φ, K) с базисом Шевалле {er, r ∈ Φ;hs, s ∈ Π}

над K. В статье Я.Н. Нужина [1] по ковру A определяется подкольцо L(Φ,A) коль-
ца L(Φ, K) с операциями (+,*) как в L(Φ, K), называемое ковровым подкольцом. По
определению, L(Φ,A) = 〈Arer) | r ∈ Φ〉. Ковер A называется L-замкнутым, если
L(Φ, K) ∩Ker=Arer, r ∈ Φ.

Элементарная группа Шевалле E(Φ, K) действует на кольце Ли L(Φ, K) как группа
автоморфизмов. Говорят, что подкольцо (подмножество) M ⊆ L(Φ, K) инвариантно от-
носительно подгруппы G ⊆ E(Φ, K), если gm ∈M для любых g ∈ G и m ∈M .

В данной работе, связывая свойства замкнутости, инвариантности и L-замкнутости
ковра аддитивных подгрупп в единую классификацию, рассматриваются импликацион-
ные связи, возникающие между этими свойствами. Для ковров любого ранга исследуются
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шесть соответствующих импликаций в зависимости от характеристики основного кольца:
charK = 0, charK = 2 и charK = p > 2 (где p – четное или нечетное число).

Следующий результат позволяет строить примеры ковров аддитивных подгрупп лиева
типа, не являющихся замкнутыми.

Лемма 1. Пусть charK = p,Z – кольцо целых чисел, если p = 0 и Zp – кольцо вычетов
по модулю p, если p > 0. Для системы корней Φ ранга l > 2 определим набор аддитивных
подгрупп A = {Ar | r ∈ Φ} следующим образом. Над кольцом K с ненулевым идеалом I
фиксируем корень q ∈ Φ и полагаем

Aq = K,

A−q = Z + I,

Ar = I, r 6= ±q.
Тогда A является незамкнутым ковром, если Z + I 6= K.

Ввиду важности леммы 1 для наших исследований, приведем ее доказательство.
Доказательство. Для подходящих n,m, c ∈ {1, 2, 3} условия ковровости (1) для раз-

личных типов групп Шевалле имеют вид cAnXm ⊆ X, cBnIm ⊆ X или cInIm ⊆ X, где X
есть A,B или I. Подобные включения выполняются только в силу того, что идеал I ле-
жит в пересечении A∩B. Таким образом, набор аддитивных подгрупп A является ковром.
Незамкнутость ковра A следует из включения nq ∈ E(Φ,A). Лемма доказана.

Впервые такой метод задания матричного ковра аддитивных подгрупп опубликовал
В.А. Койбаев в работе [4, пример 6.1], а в 2015 г. в работе [5, с. 193] этот метод перенесен
на группыШевалле для любого типа Φ. Заданные подобным образом наборы, как доказано
в [5], являются незамкнутыми коврами аддитивных подгрупп.

Далее, пусть L(Φ,C) — простая алгебра Ли типа Φ над полем комплексных чисел,
{er, r ∈ Φ;hs, s ∈ Π} — ее базис Шевалле. Определим кольцо (алгебру) Ли L(Φ, K)
с базисом Шевалле над произвольным коммутативным кольцом с единицей, называемое
ковровым кольцом Ли. В статье Я.Н. Нужина [1] по ковру A определяется подкольцо
L(Φ,A) кольца L(Φ, K) с операциями (+,*) как в L(Φ, K), называемое ковровым подколь-
цом. По определению, L(Φ,A) = 〈Arer) | r ∈ Φ〉. Ковер A называется L-замкнутым, если
L(Φ, K) ∩Ker = Arer, r ∈ Φ.

Теорема 1 [1, теорема 2.1]. Ковер A типа Φ над кольцом K является L-замкнутым
тогда и только тогда, когда

2ArA−rAr ⊆ Ar, r ∈ Φ. (3)

Элементарная группа Шевалле E(Φ, K) действует на кольце Ли L(Φ, K) как группа
автоморфизмов. Говорят, что подкольцо (подмножество) M ⊆ L(Φ, K) инвариантно от-
носительно подгруппы G ⊆ E(Φ, K), если gm ∈M для любых g ∈ G и m ∈M .

Теорема 2 [1, теорема 3.1]. Подкольцо L(Φ, K) инвариантно относительно ковровой
подгруппы E(Φ, K) тогда и только тогда, когда

A2
rA−r ⊆ Ar, r ∈ Φ. (4)

Очевидно, условия (4) являются ослаблением включений (2). По этой причине
А.К. Гутнова и В.А.Койбаев в статье [6] называют элементарный матричный ковер с усло-
виями (4) слабо дополняемым и строят примеры замкнутых слабо дополняемых ковров, не
дополняемых до полных ковров, над полями характеристики 0 и 2. В работе [7] эти при-
меры из [6] перенесены на все группы Шевалле. Легко показать, что для колец нечетной
характеристики условия (2) и (4) эквивалентны.
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Таблица 1 [1]. Истинность импликаций, связывающих свойства коврового подкольца

№ Свойство Вопрос Свойство Ответ
(1) замкнутость =⇒ L-замкнутость нет
(2) L-замкнутость =⇒ замкнутость нет
(3) замкнутость =⇒ инвариантность нет
(4) инвариантность =⇒ замкнутость неизвестен
(5) инвариантность =⇒ L-замкнутость да
(6) L-замкнутость =⇒ инвариантность нет

Далее рассматриваем вопрос о справедливости импликаций (1)–(6) из таблицы 1. Для
неприводимых ковров ранга 1 в [1] приведены контрпримеры для импликаций (1)–(3), (6).
Также в этой статье приведено доказательство импликации (5) для любого ковра. Импли-
кация (4) доказана в статье [2], исключая случай, когда Φ типа Cl.

В данной работе строим более полную таблицу связей между свойствами ковра адди-
тивных подгрупп в зависимости от ранга ковра и значений характеристики кольца ко-
эффициентов K. Сформулируем полученные на данный момент результаты в следующих
предложениях.

Предложение 1. Пусть A = {Ar} — ковер ранга 1. Из замкнутости A не следует его
L-замкнутость над кольцом нулевой характеристики и следует над кольцом характери-
стики 2.

Предложение 2. Пусть A = {Ar} — ковер ранга 1 или 2. Из L-замкнутости A не
следует его замкнутость над кольцом характеристики p > 2, p – нечетно.

Предложение 3. Пусть A = {Ar} — ковер ранга 1. Из замкнутости A не следует его
инвариантность над кольцами нулевой характеристики и характеристики 2.

Предложение 4. Пусть A = {Ar} — ковер ранга 1 или 2. Из свойства инвариантности
A следует его замкнутость над произвольным кольцом.

Предложение 5. Пусть A = {Ar} — ковер ранга 1 или 2. Из свойства инвариантности
A следует его L-замкнутость над произвольным кольцом.

Предложение 6. Пусть A = {Ar} — ковер ранга 1. Из свойства L-замкнутость A не
следует его инвариантность над кольцом нулевой характеристики.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 25-21-20059), https://rscf.ru/project/25-21-20059/
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АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ

ТРЕХМЕРНЫЕ ГЛАДКИЕ МНОГООБРАЗИЯ ФАНО
С НУЛЕВОЙ КОРЕГУЛЯРНОСТЬЮ

О. Б. Жакупов

Московский физико-технический институт, Долгопрудный

Проективное алгебраическое многообразиеX называется многообразием Фано, если его
антиканонический пучок обилен. Многообразия Фано играют важную роль в бирациональ-
ной классификации алгебраических многообразий. Они возникают как слои расслоений
Мори, которые являются конечным результатом программы минимальных моделей для
многообразия, покрытого рациональными кривыми. Я. Коллар, Дж. Мияока и Ш. Мори
доказали в [1], что гладкие многообразия Фано образуют конечное число деформационных
семейств в каждой размерности. Например, любая кривая Фано изоморфна проективной
прямой. Гладкие поверхности Фано называются поверхностями дель Пеццо. Они образуют
10 семейств и классифицируются степенью своего антиканонического дивизора, которая
принимает целые значения от одного до девяти. В. Исковских, Ш. Мори и Ш. Мукаи по-
лучили, что гладкие трехмерные многообразия Фано образуют 105 деформационных се-
мейств (см. [2]). Поиск гладких элементов в |−KX | сыграл фундаментальную роль в этой
классификации. В целом для изучения многообразий Фано важно понимать, насколько
особыми могут быть такие элементы. Понятие корегулярности, введенное в [3] и развитое
в [4], позволяет “измерить” эту характеристику для многообразия Фано. Корегулярность
определяется в терминах Калаби –Яу пар. По многообразию ФаноX можно построить Ка-
лаби –Яу пару, взяв l-дополнение канонического класса, то есть граничный Q-дивизор D,
такой что l(KX +D) ∼ 0. Двойственный комплекс пары Калаби –Яу – это топологическое
пространство, отражающее комбинаторику граничного дивизора и геометрию многообра-
зия. Говорят, что пара Калаби –Яу имеет максимальное пересечение, если размерность
ее двойственного комплекса равна dimX − 1. В терминах корегулярности это означа-
ет, что coregX = 0. Такие многообразия Фано далеки от исключительных, для которых
coregX = dimX. Исключительность здесь означает, что любая логканоническая структу-
ра Калаби –Яу не является логтерминальной по Кавамате. Ожидается, что “большинство”
многообразий Фано имеют нулевую корегулярность. Например, coregP1 = 0. Любая глад-
кая поверхность дель Пеццо степени хотя бы 2 имеет нулевую корегулярность [4], а общая
поверхность дель Пеццо степени 1 также имеет нулевую корегулярность [5]. Для гладких
трехмерных многообразий Фано в [4] показано, что для 100 из 105 деформационных се-
мейств общий элемент имеет нулевую корегулярность. Причем для 92 из этих 100 семейств
любой элемент имеет нулевую корегулярность. Оставшиеся 5 семейств — это семейства 1.1,
1.2, 1.3, 1.4 и 1.5 по классификации [2]. В [5] доказано, что существует гладкое трехмерное
многообразие Фано из семейства 1.5 с корегулярностью ноль. Семейство 1.2 – это семей-
ство гладких квартик. А.-С. Калогирос в [6] приводит пример гладкой квартики с нулевой
корегулярностью. Основной результат формулируется следующим образом. Существуют
гладкое двулистное накрытие с ветвлением в секстике, гладкое пересечение квадрики и
кубики в P5, гладкое пересечение трех квадрик в P6, имеющие нулевую корегулярность.
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Таким образом, в каждом деформационном семействе гладких трехмерных многообразий
Фано существует элемент с нулевой корегулярностью.

Выражаю благодарность своему научному руководителю К. Логинову за постановку
задачи и за неоценимую поддержку.
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РАЗБИВАЮЩИЕ МОРФИЗМЫ ПЛОСКИХ
ВЕЩЕСТВЕННЫХ КРИВЫХ СТЕПЕНИ 5

М.И. Магин

Санкт-Петербургский государственный университет

Введение
Вещественная алгебраическая кривая X — это комплексная алгебраическую кривая,

снабженная антиголоморфной инволюцией conj : X → X. Ее вещественный локус — это
множество неподвижных точек инволюции conj, обозначим его через RX; CX — множе-
ство комплексных точек кривой X. В настоящей работе все кривые полагаются гладкими
и компактными, если иного не оговорено.

Согласно Ф. Клейну [1], вещественная алгебраическая кривая X называется разбива-
ющей, если множество CX \ RX несвязно.

Если существует морфизм f : X → CP1, для которого f−1(RP1) = RX, то кривая X
обязана быть разбивающей: прообразы двух компонент CP1 \ RP1 дают две компонен-
ты CX \ RX. Поэтому вещественный морфизм f : X → CP1, для которого выполнено
f−1(RP1) = RX, называют разбивающим.

Л.В.Альфорс [2] показал, что верно и обратное: для разбивающей вещественной
алгебраической кривой рода g существует разбивающий морфизм степени ≤ g+1. Позднее
А. Габар [3] усилил этот результат, определив разбивающую гональность sepgon(X) веще-
ственной кривой X как наименьшую степень разбивающего морфизма X → CP1. Габар
показал, что

r ≤ sepgon(X) ≤ g + r + 1

2
,

где g — род кривой X, а r = b0(RX).
Можно показать, что разбивающий морфизм задает накрытие RX → RP1. Обозначим

компоненты связности RX через X1, X2, ..., Xr и степень ограничения f на Xi через di(f).
Таким образом, каждому разбивающему морфизму можем сопоставить набор натураль-
ных чисел d(f) = (d1(f), ..., dr(f)).

М. Куммер и К. Шоу показали [4], что для кривой X множество всех таких наборов
образует полугруппу относительно сложения.

Определение [4]. Для разбивающей вещественной кривой X множество

Sep(X) = {d(f) | f : X → CP1 — разбивающий морфизм}

будем называть разбивающей полугруппой кривой X.
Знаменитое неравенство Гарнака утверждает, что для вещественной алгебраической

кривой X справедливо b0(RX) ≤ g + 1, где g — род кривой X. Кривые, имеющие мак-
симальное число компонент, называют M-кривыми. В работе [4] Куммер и Шоу пол-
ностью описали разбивающие полугруппы M -кривых произвольного рода. А именно,
они показали, что для M -кривой X рода g справедливо Sep(X) = Ng+1. После этого
С.Ю.Оревков [5, 6] вычислил разбивающие полугруппы вещественных гиперэллиптиче-
ских кривых, а также вещественных кривых рода ≤ 4. С увеличением рода задача описа-
ния всех разбивающих морфизмов для «не максимальных» кривых существенно услож-
няется.

Настоящий доклад будет посвящен прогрессу в следующей задаче.
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Задача. Расклассифицировать все разбивающие морфизмы из плоских кривых сте-
пени 5 (они имеют род 6).

Среди 9 изотопических типов гладких плоских вещественных кривых степени 5 есть
всего три типа, реализующихся разбивающими кривыми: M -квинтика (M -кривые всегда
разбивающие), (M − 2)-квинтика и гиперболическая квинтика. Соответственно, так как
для M -кривых произвольного рода задача решена в [4], сосредоточимся на изучении раз-
бивающих морфизмов для последних двух случаев.

1. Основные результаты и идеи доказательств
Начнем с напоминания нескольких необходимых общих определений.
Пусть X — разбивающая вещественная кривая. Тогда CX \ RX = X+ ∪ X−, где X+

и X− — римановы поверхности с общим краем RX, переставляющиеся антиголоморфной
инволюцией со сменой ориентации на противоположную. Каждая из них индуцирует на
RX граничную ориентацию. Любая из двух описанных, противоположных друг другу,
ориентаций называется комплексной ориентацией на RX. Комплексные ориентации были
введены В.А.Рохлиным в [7] и играют важную роль в топологии вещественных кривых.

Пусть X — плоская вещественная алгебраическая кривая нечетной степени. Тогда ее
вещественный локус RX содержит (ровно одну) нестягиваемую компоненту, которую при-
нято называть псевдопрямой. Зафиксируем комплексную ориентацию на RX. Напомним,
что овал плоской вещественной алгебраической кривой X называется положительным
(соотв. отрицательным), если он когерентно (соотв. антикогерентно) ориентирован по
отношению к ориентации псевдопрямой.

Теперь перейдем к описанию результатов для «не максимальных» плоских кривых
степени 5, т. е. гиперболической кривой и (M − 2) кривой.

Напомним, что гиперболическая квинтика — это гладкая плоская вещественная кривая
степени 5, вещественный локус которой состоит из гнезда двух овалов и псевдопрямой.
Пусть X — гиперболическая квинтика, зафиксируем следующую нумерацию компонент:
X1 — внутренний овал, X2 — внешний овал, а X3 — псевдопрямая.

Показано, что для гиперболической квинтики выполняется следующая дихотомия.
Пусть f : X → CP1 — разбивающий морфизм, P = f−1(p0) для некоторой p0 ∈ RP1.
Тогда либо P имеет хотя бы три точки на внешнем овале (или объединении внутреннего
овала и псевдопрямой), либо он обязан сидеть на прямой ` ⊂ RP2. Обобщение этой дихото-
мии можно сформулировать и доказать для плоской разбивающей кривой произвольной
нечетной степени.

Из этой дихотомии легко выводится серия запретов на существование разбивающих
морфизмов, а именно, для гиперболической квинтики X справедливо следующее:

• для всех n,m ∈ N (n, 1,m) /∈ Sep(X);

• для всех n,m с n+m ≥ 4 (n, 2,m) /∈ Sep(X); более того, (1, 2, 2) /∈ Sep(X);

• для всех n ≥ 3 (1, n, 1) /∈ Sep(X).

Итак, построены разбивающие морфизмы, реализующие все разбиения степеней от
(2, 3, 1) и (3, 2, 1) вплоть до (4, 4, 2), но со специальным дивизором слоя. Это позволило
построить несколько разбивающих морфизмов, дивизор слоя которых неспециален, и по-
казать включение (

(2, 5, 3) + N3
0

)
∪
(
(3, 5, 2) + N3

0

)
⊂ Sep(X).

В частности, из этих результатов следует, что разбивающая полугруппа гиперболиче-
ской квинтики «связна».
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Теорема A. Пусть X — гиперболическая квинтика. Тогда для любого натурального
d ≥ sepgon(X) = 4 существует разбивающий морфизм f : X → CP1 степени d.

Перейдем к описанию результатов для (M − 2)-квинтики. Классический факт в веще-
ственной алгебраической геометрии утверждает, что она является разбивающей тогда и
только тогда, когда ее овалы находятся в «невыпуклом» положении, см. рис. 1.

Рис. 1. Разбивающая (M − 2)-квинтика

Зафиксируем следующую нумерацию компонент: пусть X1 — псевдопрямая, X2 — по-
ложительный овал, а X3, X4, X5 — отрицательные овалы.

В работе [8] M. Манзаролли отмечает, что все разбивающие морфизмы степени 6 из
(M − 2)-квинтики обязаны иметь нечетную степень на трех отрицательных овалах и сте-
пень 2 — на псеводопрямой или на положительном овале. Это означает, что разбивающий
морфизм степени 6 из (M − 2)-квинтики может иметь разбиение степеней (2, 1, 1, 1, 1)
(и такой можно построить) и, возможно, (1, 2, 1, 1, 1). Показываем, что последний случай
невозможен, и, более того, справедлива следующая теорема:

Теорема B. Пусть X — разбивающая (M − 2)-квинтика. Тогда

∀n ∈ N (1, n, 1, 1, 1) /∈ Sep(X), (1, 1, a, b, c) /∈ Sep(X) ∀ a, b, c ∈ N.

Кроме того, удалось получить классификацию разбивающих морфизмов, имеющих сте-
пень хотя бы 3 на псевдопрямой.

Теорема C. Пусть X — разбивающая (M − 2)-квинтика. Тогда

(3, 1, 1, 1, 1) + N5
0 ⊂ Sep(X).

Для построения разбивающих морфизмов используем следующую идею, предложен-
ную С.Ю. Оревковым в [6,9]. Пусть X — разбивающая вещественная кривая. М.Куммер и
К.Шоу в работе [4] показывают, что если P = p1+. . .+pn и Q = q1+. . .+qn (pi и qj — попар-
но различные точки из RX) — два линейно эквивалентных перемежающихся1 дивизора,
то мероморфная функция f с дивизором (f) = P −Q определяет разбивающий морфизм
X → CP1. То есть, чтобы построить разбивающий морфизм, достаточно построить два
линейно эквивалентных перемежающихся дивизора. Дивизоры можно строить таким об-
разом: подберем какой-нибудь дивизор P = p1 + . . .+ pn на RX, для которого h0(P ) ≥ 2 и
линейная система |P | свободна от базовых точек. Рассмотрим его гладкую деформацию

1это означает, что любая компонента RX \ P содержит ровно одну точку Q и наоборот
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Pt =
∑

i pi(t) ∈ |P |. Если удается показать, что точки Pt при малых t сдвигаются в направ-
лении комплексной ориентации, то при малых t дивизоры Pt и P будут перемежающимися.
Контролировать направление, в котором сдвигаются точки, можно при помощи теоремы
Абеля –Якоби, применяя ее к правильно подобранным голоморфным дифференциалам
на X.

Работа выполнена в Санкт-Петербургском международном математическом инсти-
туте им. Леонарда Эйлера при финансовой поддержке Министерства науки и высшего
образования Российской Федерации (Соглашение № 075-15-2025-343).
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АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИЗАЦИИ КОНЕЧНЫХ ГРУПП

Н.В. Маслова 1,2

1Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН, Екатеринбург
2Уральский математический центр, Екатеринбург

Роль симметрии в науке общеизвестна, а понятие группы широко обобщает фундамен-
тальные свойства симметрии. Многие разделы математики и естествознания используют
язык теории групп в качестве рабочего (например, теория Галуа алгебраических уравне-
ний, классификация кристаллографических групп Федорова и др.). Начиная с середины
XX века, с расцветом дискретной математики и компьютерных наук, все более весомую
роль в современной науке играют конечные группы, которые возникают как группы сим-
метрий конечных графов, кодов и других объектов (не обязательно конечных). Поэтому
изучение строения и действий конечных групп на различных объектах — это одно из
магистральных направлений исследований в современной алгебре.

Однако для заданного объекта не всегда просто установить его группу симметрий, и
даже сказать, какие конечные группы могут точно (т. е. с тривиальным ядром) действо-
вать на этом объекте. Обычно из “видимых” свойств объекта можно извлечь информацию
о некоторых арифметических параметрах его группы симметрий (например, длины орбит,
порядки элементов и т. д.). Поэтому актуальна обратная задача — определить группу или
хотя бы дать некоторые ее структурные описания, если известны арифметические пара-
метры данной группы. Результаты такого рода являются универсальным математически
инструментом и имеют очень хороший потенциал для применения далеко за пределами
математики.

Хорошо известными арифметическими параметрами конечной группы G являются ее
спектр ω(G) (т. е. множество всех порядков ее элементов) и граф Грюнберга –Кегеля (или
граф простых чисел) Γ(G), который определяется следующим образом: вершинами графа
Γ(G) являются все простые делители порядка группы G, и две вершины p и q смежны
в Γ(G) тогда и только тогда, когда pq ∈ ω(G). Будем говорить, что графы Грюнберга –
Кегеля двух конечных групп совпадают, если совпадают множества их вершин и множе-
ства их ребер, и будем говорить, что графы Грюнберга –Кегеля этих групп изоморфны,
если они изоморфны как непомеченные графы.

Вопрос характеризации конечной группы ее спектром изучается с 80-х годов XX ве-
ка, и в этом направлении получены сильные и интересные результаты; подробный обзор
результатов о характеризации конечных групп по спектру можно найти в [1] с обновлени-
ями в [2, Section 2]. Легко понять, что граф Грюнберга –Кегеля конечной группы гораздо
проще, чем спектр, восстановить из “видимых” свойств объекта, на котором действует эта
группа, однако, как было показано в [3], вопрос характеризации по графу Грюнберга –
Кегеля имеет смысл рассматривать только для почти простых групп (в частности, для
конечных неабелевых простых групп); тем не менее конечная группа может однозначно,
с точностью до изоморфизма, быть определена даже изоморфным типом ее графа Грюн-
берга –Кегеля, примеры таких групп были недавно построены в [3–5]. Обзор результатов
о характеризации конечной группы графом Грюнберга –Кегеля можно найти в [2, 3, 5].

В этом докладе будут обсуждаться недавние результаты автора о характеризации ко-
нечных простых групп по графу Грюнберга –Кегеля и по изоморфному типу графа Грюн-
берга –Кегеля. Доклад основан на совместных работах в В. В. Паньшиным и с M. Chen и
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М. Р. Зиновьевой.

Результаты о характеризации конечных групп графом Грюнберга –Кегеля (например,
групп F4(q) для нечетных q) получены при финансовой поддержке Российского научного
фонда, проект 24-11-00119, https://rscf.ru/en/project/24-11-00119/.

Работа о характеризации конечных групп изоморфным типом графа Грюнберга –
Кегеля выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом
центре при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Россий-
ской Федерации (Соглашение № 075-02-2025-1549).
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ПОЛУОРТОГОНАЛЬНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ПРОИЗВОДНЫХ
КАТЕГОРИЙ ТОЧНЫХ СТРУКТУР НА КАТЕГОРИЯХ

ПРЕДСТАВЛЕНИЙ АЛГЕБР НАКАЯМЫ

Н.М. Монченко 1, 2

1Центр фундаментальной математики, МФТИ, Москва
2Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова

1. Абелевы оболочки точных категорий конечного типа
Точные категории были впервые введены Квилленом в 1972 году для определения выс-

шей К-теории. Формализм точных категорий позволяет расширить аппарат гомологиче-
ской алгебры с абелевых категорий на более широкий класс аддитивных категорий. В ли-
тературе широко обсуждался вопрос классификации точных структур. В работе [1] было
доказано, что на любой аддитивной категории существует максимальная точная струк-
тура, содержащая все меньшие. Позднее было получено явное описание максимальной
точной структуры на квазиабелевых категориях, а также на категориях с расщепимыми
идемпотентами.

Интерес вызывают промежуточные точные структуры, не являющиеся ни максималь-
ными, ни минимальными. В работе [2] была дана полная классификация точных структур
на категории с расщепимыми идемпотентами в терминах подкатегорий Серра категории
контравариантных функторов Func(Eop,Ab). Однако с практической точки зрения эта
теорема оказывается сложно применимой, поскольку задача отыскания всех подкатегорий
Серра оказывается чрезвычайно запутанной. Тем не менее в некоторых случаях, например
для крулль-шмидтовых категорий конечного типа, удается получить явное описание всех
точных структур на категории в ее внутренних терминах, используя теорию Аусленде-
ра и почти расщепимые последовательности. Кроме того, вопрос классификации точных
структур на категории оказывается тесно связан с изучением свойств правых/левых абе-
левых оболочек категории, введенных А.И. Бондалом и А. Бодзентой в [3].

Определение. Пусть E – точная категория. Ее правой абелевой оболочкой называется
пара (Ar(E), i), где Ar(E) – абелева категория, i : E → Ar(E) – точный функтор, облада-
ющая следующим универсальным свойством: для любой абелевой категории B функтор i
индуцирует эквивалентность категорий Rex(E ,B)

∼=−→ Rex(Ar(E),B) точных справа функ-
торов.

Заметим, что в общем случае абелева оболочка точной категории может не существо-
вать. В работе [3] доказано, что функтор i индуцирует эквивалентность производных ка-
тегорий D(E)

∼=−→ D(Ar(E)).
Теорема 1. Пусть A – конечномерная алгебра над алгебраически замкнутым полем

k конечного типа представления, B = End(
⊕N

i=1Mi) – ее алгебра Ауслендера (Mi – все
неразложимые правые A-модули). Положим A = mod-A, B = mod-B. Тогда:

1. Правая абелева оболочка категории A с минимальной точной структурой эквива-
лентна B. Функтор i : A → B отождествляет категорию A с полной подкатего-
рией P(B) проективных объектов в B.

2. Точные структуры на A находятся во взаимно однозначном соответствии с под-
множествами неразложимых непроективных объектов в A.
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3. Пусть I ⊂ [1, N ] – некоторое подмножество всех неразложимых непроективных
объектов, J = [1, N ]−I. EI – категория A с точной структурой, соответствующей
I. Тогда Ar(EI) ∼= mod − eJBeJ , где eJ =

∑
jk∈J ejk – идемпотент, отвечающий

неразложимым объектам из J . Эквивалентность задается (точным) функтором
F = HomB(

⊕
jk∈J Pjk ,−).

4. Обозначим AJ = mod-eJBej. В обозначениях предыдущего пункта, категория D(AJ)
является факторкатегорией B по подкатегории S, порожденной {Si}i∈I – просты-
ми объектами в B, отвечающими неразложимым идемпотентам ei (соответству-
ющим тождественным морфизмам объектов Mi).

Таким образом, задача производной классификации точных структур на A, по суще-
ству, сводится к задаче производной классификации идемпотентных подалгебр B, таких
что идемпотент e имеет вид e = eP + ẽ, где eP – идемпотент, отвечающий A как правому
модулю над собой.

Из классической двойственности Ауслендера [4] известно, что алгебра Ауслендера все-
гда имеет глобальную размерность 2 (даже если исходная алгебра A имела бесконечную
глобальную размерность). Таким образом, алгебру B можно рассматривать как некомму-
тативное разрешение алгебры A. Более того, справедливо следующее несложное

Утверждение. Пусть A – конечномерная алгебра конечного типа представления над
алгебраически замкнутым полем k, B – ее алгебра Ауслендера. Пусть также e1 = eP + ẽ,
e2 = e1 + e′, а gl.dim e2Be2 = n <∞. Тогда gl.dim e1Be1 ≤ n+ 2.

Это, в частности, означает, что если абелева оболочка какой-то точной структуры име-
ет конечную глобальную размерность, то все меньшие точные структуры (т. е. содержа-
щиеся в данной) также имеют абелевы оболочки конечной глобальной размерности.

2. Случай алгебры A = k[x]/(xn)

Рассмотрим случай алгебры A = k[x]/(xn). Неразложимых модулей над ней всего n,
Mk = k[x]/(xk), 1 ≤ k ≤ n, модуль Mn является проективно-инъективным. Ее алгебра
Ауслендера B – алгебра путей колчана с соотношениями:

В работе [5] были изучены сферические и исключительные объекты в категории B.
В частности, простые модули Si при i < n являются 2-сферическими, находящимися в An
конфигурации. Поэтому, как известно из работы [6], на категории Db(B) сферическими
скручиваниями эффективно действует группа кос Brn−1.

Теорема 2. Пусть I1, I2 ⊂ [1, n − 1], J1 = [0, n] − I1, J2 = [0, n] − I2, eJ1 =
∑

jk∈J1 ejk ,
eJ2 =

∑
jk∈J2 ejk . Пусть также A1 = mod-eJ1BeJ1, A2 = mod-eJ2BeJ2. Тогда Perf(A1)

эквивалентна Perf(A2) как триангулированная категория тогда и только тогда, когда:

1. #J1 = #J2.

2. Множества разностей jk − jk−1 для J1 и J2 совпадают как неупорядоченные муль-
тимножества.
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Для доказательства достаточности несложно построить производную автоэквивалент-
ность категории Db(B), «переставляющую» подкатегории St = 〈Si〉i∈It , t = 1, 2, используя
сферические скручивания объектов Si и соотношения группы кос. Универсальное свойство
факторкатегории доставляет требуемую эквивалентность.

Необходимость легко следует из рассмотрения эйлеровой характеристики на группе
K0(At), t = 1, 2. Условия теоремы необходимы для того, чтобы соответствующие билиней-
ные формы были эквивалентны над Z.

Алгебра B является квазинаследственной с порядком n < n−1 < ... < 1. Стандартные
модули имеют проективные резольвенты вида:

∆(1) ∼= P (1)

0→ P (i− 1)→ P (i)→ ∆(i)→ 0

Оказывается, что полуортогональное разложение, получаемое из стандартного полного
исключительного набора, индуцирует полуортогональное разложение в производной ка-
тегории AJ .

Теорема 3. Пусть J ⊂ [0, . . . n], содержащее 0 и n. Тогда на Perf(AJ) есть полуор-
тогональное разложение с компонентами, эквивалнетными

Dk = 〈∆(js)〉s∈[jk−1+1,jk] ∩ 〈Pj〉j∈J

где k ∈ [1,#J ], j0 = 0. Более того, каждая компенента Dk порождается единственным
тилтинг-модулем Tk с алгеброй эндоморфизмов End(Tk) ∼= k[x]/(xjk−jk−1).

Здесь и далее под 〈Ai〉i∈I ⊂ D понимается минимальная триангулированная подкате-
гория D, содержащая все объекты Ai.

3. Алгебры Накаямы
Пусть A – конечномерная алгебра над алгебраически замкнутым полем.
Определение. Алгебра A называется алгеброй Накаямы, если все неразложимые про-

ективные и инъективные модули унисерийны, т. е. множество их подмодулей вполне упо-
рядочено.

Широко известно, что алгебры Накаямы имеют конечный тип представления [4]. Ал-
гебры Накаямы классифицируются так называемыми рядами Купиша (Kupisch series).
Рядом Купиша называется конечный набор натуральных чисел {ai}ni=1, таких что
ai ≥ ai−1 − 1 при 2 ≤ i ≤ n, a0 ≤ an − 1. В случае если an 6= 1, соответствующая ал-
гебра Накаямы является алгеброй путей колчана с соотношениями:

Соотношения выписываются таким образом, что ai = dim I(i). В случае если an = 1,
соответствующая алгебра имеет вид
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Соотношения в колчане выписываются из тех же соображений.
Пример. Ряд Купиша (n, n − 1, . . . , 2, 1) соответствует алгебра путей колчана An без

соотношений, ряд Купиша (n) соответствует алгебре k[x]/(xn), рассмотренной в предыду-
щем параграфе.

Для формулировки основного результата этого раздела нам понадобится еще одно
определение, см. [7].

Определение. Преинъективным разбиением на множестве Ind A неразложимых мо-
дулей над конечномерной алгеброй A называется набор подмножеств Ii ⊂ Ind A, опреде-
ляемый индуктивно:

1. Множество I0 состоит из неразложимых инъективных модулей.

2. Множество Ii+1 состоит из тех неразложимых модулей, которые являются максимль-
ными фактор-модулями элементов Ii.

3. Множество I∞ = Ind A−⋃∞i=0 Ii.
Отметим, что если A конечного типа, то I∞ = ∅.

Теорема 4 [7]. Пусть A – алгебра конечного типа, B – ее алгебра Ауслендера, Λ –
допустимый частичный порядок на множестве простых правых B-модулей (или, что
равносильно, на множестве Ind A), согласованный с преинъективным разбиением (т. е.
M � N , еслиM ∈ Ii, N ∈ Ij и i < j). Тогда B,Λ является квазинаследственной алгеброй.

Если A – алгебра Накаямы, соответствующая ряду Купиша (ai)
n
i=1, то на множе-

стве неразложимых инъективных модулей существует естественный (циклический, если
an 6= 1) порядок. В силу их унисерийности, колчан Ауслендера –Райтен алгебры A можно
изобразить в виде

В «столбцах» этого колчана стоят подмодули модуля I(n), высота i-го столбца равна
ai. Вертикальные вложения отвечают неразложимым вложениям. Наклонные стрелки от-
вечают неразложимым эпиморфизмам, стрелка из модуля Mij бьет в Mi+1,j+aj−ai+1, если
такой существует. В случае если an 6= 1, этот колчан лучше изображать на цилиндре (на
рисунке это показано стрелками, уходящими «в пустоту»). В i-й «строке» этого колчана
расположены модули из Ii−1.

Такой способ изображения колчана Ауслендера – Райтен алгебры Накаямы отличается
от стандартного. Однако при таком расположении легко увидеть естественный порядок Λ,
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согласованный с преинъективным разбиением, на Ind A. А именно, упорядочим Mij лек-
сикографически (т. е. Mij � Mi′j′ тогда и только тогда, когда i ≤ i′ или i = i′, j ≤ j′).
Вполне упорядоченное множество Ind A с построенным порядком Λ будем отождествлять
с отрезком [1,#Ind A] ⊂ N.

Теперь сформулируем основной результат этого раздела.
Теорема 5. Пусть A – алгебра Накаямы с рядом Купиша (ai)

n
i=1, B – ее алгебра

Ауслендера, Λ – порядок, описанный выше, N = #Ind A. Пусть также J ⊂ [1,N], со-
держащее отрезок [1, n]. Положим eJ =

∑
j∈J ej, AJ = eJBeJ . Тогда на Perf(AJ) есть

полуортогональное разложение с компонентами, эквивалентными

Dk = 〈∆(jk),∆(jk + 1), . . . ,∆(jk+1 − 1)〉 ∩ 〈P (j)〉j∈J .

При этом каждая компотнента Dk порождается одним неразложимым тилтинг-
модулем.

Автор благодарит своего научного руководителя А. И. Бондала за помощь в выпол-
нении работы и ценные обсуждения.

Работа выполнена за счет средств государственного задания МФТИ (проект FSMG-
2023-0013).
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ТЕОРЕМА ПУХЛИКОВА–ХОВАНСКОГО
ДЛЯ ОРИЕНТИРОВАННЫХ ТЕОРИЙ КОГОМОЛОГИЙ

В.А. Петров 1,2, Г. С. Шульга 1

1Санкт-Петербургский государственный университетг
2Санкт-Петербургское отделение Математического института
им. В. А. Стеклова РАН

В [1] А. В. Пухликов и А. Г. Хованский описали кольцо когомологий (или кольцо Чжоу,
что в данном случае одно и то же) проективного торического многообразия как кольцо
дифференциальных операторов по модулю аннулятора многочлена объема соответству-
ющего многогранника. Аналогичный результат верен и для многообразия полных фла-
гов относительно специальной линейной группы (с многогранником Гельфанда –Цетлина).
Недавно Л.В.Монин и Е.Ю.Смирнов в [2] перенесли эти результаты на K-теорию Гро-
тендика; при этом вместо дифференцирований надо брать конечные разности, а вместо
многочлена объема – многочлен Эрхарта, считающий число целочисленных точек внутри
многогранника. И кольцо Чжоу, и кольцо Гротендика являются примерами ориентиро-
ванных теорий когомологий в смысле Левина и Мореля [3]. Обобщаем результат Монина
и Смирнова на произвольную ориентированную теорию когомологий. Многочлен, играю-
щий роль многочлена объема, считается при этом по теореме Римана –Роха.

Работа поддержана грантом Фонда развития теоретической физики и математики
“БАЗИС” (первый автор) и фондом “Родные города” (второй автор).
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О ПРОСТРАНСТВЕ МОДУЛЕЙ ПАР
«ДОПУСТИМАЯ СХЕМА – ВЕКТОРНОЕ РАССЛОЕНИЕ»

ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ

Н.В. Тимофеева

Центр интегрируемых систем, Ярославский государственный университет
им. П. Г. Демидова, Ярославль

Пусть S – неособое (неприводимое) проективное алгебраическое многообразие над ал-
гебраически замкнутым полем k = k нулевой характеристики, OS – его структурный
пучок, E – когерентный OS-модуль без кручения. Пусть L – очень обильный обратимый
пучок на S; он считается фиксированным. Символ χ(·) означает характеристику Эйлера –
Пуанкаре когерентного пучка.

В докладе обсуждается построение схемы модулей допустимых пар ((S̃, L̃), Ẽ) в слу-
чае произвольной размерности dimS̃ = dimS ≥ 2. Каждая пара состоит из допустимой
схемы S̃ с выделенной поляризацией L̃ и полустабильного локально свободного пучка Ẽ
ранга r и с полиномом Гильберта rp(n). В частности, это обстоятельство можно интер-
претировать как способ построения компактификации пространства модулей стабильных
векторных расслоений на S векторными расслоениями на некоторых специальных (до-
пустимых) схемах вместо классической компактификации присоединением не локально
свободных когерентных пучков.

Причиной интереса к данному предмету исследования является соответствие Коба-
яши – Хитчина. Оно позволяет применить алгебро-геометрические методы к задачам
дифференциально-геометрической и теоретико-калибровочной постановки, заменив рас-
смотрение модулей связностей в векторном расслоении (включая векторные расслоения
с дополнительными структурами) рассмотрением модулей векторных расслоений, ста-
бильных в смысле наклона.

Поскольку обычно схемы модулей стабильных векторных расслоений на алгебраиче-
ском многообразии непроективны, возникает естественный вопрос поиска таких компак-
тификаций модулей векторных расслоений и модулей связностей, которые допускали бы
расширение соответствия Кобаяши – Хитчина на обе компактификации целиком.

Соответствие Кобаяши – Хитчина оперирует с полем коэффициентов C. Мы работаем
с произвольным алгебраически замкнутым полем k нулевой характеристики.

Класс схем S̃, вовлекаемых в рассмотрение и называемых допустимыми, возникает
при таком преобразовании σ : S̃ → S многообразия S, несущего когерентный пучок E,
что пучок σ∗E/tors локально свободен. Подпучок tors ⊂ σ∗E в рассматриваемой ситуа-
ции является аналогом подпучка кручения. Само преобразование названо стандартным
разрешением. В случае когда E – локально свободный пучок, соответствующая ему допу-
стимая схема S̃ изоморфна многообразию S, а морфизм σ – тождественный.

В [1] показано, что при dimS = 2 допустимая схема определяется выражением
S̃ =Proj

⊕
s≥0(I[t] + (t))s/(ts+1) всякий раз, когда схема S̃ не изоморфна S. Здесь I ⊂ OS –

пучок идеалов, определяемый структурой когерентного пучка E. Тогда определен мор-
физм σ : S̃ → S, индуцированный структурой OS-алгебры на градуированном кольце⊕

s≥0(I[t] + (t))s/(ts+1). В случае dimS > 2 процедура разрешения состоит из серии по-
следовательных преобразований, переводящих схему Si в схему Si+1 = Proj

⊕
s≥0(Ii+1[t]+
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+(t))s/(ts+1), где S0 := S и Ii+1 ⊂ OSi – пучок идеалов, определяемый структурой ис-
ходного когерентного пучка E, подвергаемого разрешению. Поэтому имеется последова-
тельность морфизмов σi+1 : Si+1 → Si, i = 0, 1, . . . , `− 1, каждый из которых индуцирован
естественной структуройOSi-алгебры на градуированном кольце

⊕
s≥0(Ii+1[t]+(t))s/(ts+1).

Длина ` этой последовательности равна гомологической размерности hdE пучка E. Име-
ем схему S̃ := S` и композицию морфизмов σ := σ1 ◦ · · · ◦ σ` : S̃ → S. Опишем пучки
идеалов, участвующие в конструкции.

Выберем самую короткую локально свободную резольвенту пучка E и разрежем со-
ответствующую точную OS-последовательность 0 → Ê` → Ê`−1 → · · · → Ê0 → E → 0
с локально свободными OS-модулями Ê`, . . . , Ê0 на тройки:

0→ Wi → Êi−1 → Wi−1 → 0. (1)

Здесь W` = Ê`, W1 = ker(Ê0 → E) и Wi = ker (Êi−1 → Êi−2) = coker (Êi+1 → Êi) для
i = 2, . . . , ` − 1. Также принимаем во внимание, что все пучки Wi, кроме W`, не явля-
ются локально свободными. Поскольку схема S предполагается регулярной, E обладает
локально свободной резольвентой, длина которой не превосходит dimS.

Пусть X – схема, F – OX-модуль с конечным представлением, определяе-
мым тройкой F̂1

ϕ−→ F̂0 → F → 0. Без потери общности предполагаем, что
rank F̂1 ≥ rank F̂0. Пучок нулевых идеалов Фиттинга OX-модуля F определяется вы-
ражением Fitt0F = im(

∧rank F̂0 F̂1 ⊗
∧rank F̂0 F̂∨0

ϕ′−→ OX), где ϕ′ – морфизм OX-модулей,
индуцированный морфизмом ϕ.

Преобразование [2] начинается с морфизма σ1 : S1 → S, который индуцирован в слое
над 0 ∈ A1 морфизмом раздутия σ′1 : Â1 × S → A1×S произведения A1×S в пучке идеалов
I ′1 = I1[t] + (t) для I1 = Fitt0Ext1(W`−1,OS). В случае гомологической размерности пучка
E, равной 1, существует разрешение, состоящее из одного шага [3]; это морфизм σ : S̃ → S,
определяемый пучком идеалов I = Fitt0Ext1(E,OS) ⊂ OS. В то же время для hdE = `
необходима серия ` последовательных морфизмов σ′i, i = 1, . . . , `.

Каждый морфизм σi : Si → Si−1 индуцирован пучком идеалов Ii, i = 1, . . . , `:

I1 = Fitt0Ext1(W`−1,OS), I2 = Fitt0Ext1(σ∗1W`−2,OS1),

I3 = Fitt0Ext1(σ∗2σ
∗
1W`−3,OS2), ..., I` = Fitt0Ext0(σ∗`−1 . . . σ

∗
1W0,OS`−1

).
(2)

Пучок Wi−1 коядра каждой тройки (1) преобразуется в локально свободный пучок мор-
физмом σ`−i+1. Показано, что структура морфизмов разрешения σ1, . . . , σ` не зависит от
выбора локально свободной резольвенты, используемой для их построения.

Схема S1 состоит из главной компоненты S0
1 и дополнительной «компоненты» Sadd1 .

Главная компонента S0
1 = (σ0

1)−1S – это алгебраическое многообразие, получаемое раз-
дутием многообразия S, и σ0

1 := σ1|S0
1
: S0

1 → S – соответствующий морфизм раздутия,
определяемый пучком идеалов I1 ⊂ OS. Дополнительная «компонента» Sadd1 может нести
неприведенную схемную структуру и обладать приводимой редукцией. В статьях, посвя-
щенных двумерному случаю (например [1]), эта замкнутая подсхема возникала как объ-
единение дополнительных компонент допустимой схемы.

Переход к схеме S0
2 приводит к преобразованию обеих подсхем S0

1 и Sadd1 . Приходим
к алгебраическому многообразию S0

2 , получаемому раздутием главной компоненты S0
1 схе-

мы S1, и к схеме (σ0
2)−1Sadd1 . Переход к схеме S2 также приводит к дополнительной «ком-

поненте» Sadd2 , и можно написать S2 = S0
2 ∪ (σ0

2)−1Sadd1 ∪ Sadd2 .
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Наконец, на `-ом шаге придем к схеме S̃ := S` = S̃0 ∪ S̃add, где S̃add =
⋃
j>0 S̃

j. Нуме-
рация компонент Sj организована индуктивно следующим образом. «Компонента» S̃j –
это объединение собственных прообразов дополнительных компонент, каждая из которых
пересекает подсхему Sj−1 вдоль одного из ее исключительных дивизоров. Допустимая
схема S̃ является равноразмерной проективной алгебраической схемой конечного типа.
Имеем dim S̃ = dimS.

В случае dimS = 2 в [3] было показано, что выделенная поляризация может быть
выбрана следующим образом: L̃ = σ∗Lm ⊗ σ−1I · OS̃, если m достаточно велико для того,
чтобы пучок L̃ был обильным. В случае произвольной размерности ≥ 2 выделенная по-
ляризация на допустимой схеме S̃ имеет вид

L̃ :=L` =[σ∗` . . . [σ
∗
2[σ∗1L

m1 ⊗ (σ1)−1I1 · OS1 ]
m2 ⊗ (σ2)−1I2 · OS2 ]

m3 . . . ]m` ⊗ (σ`)
−1I` · OS` .

Переобозначив тензорную степень Lm1·m2·····m` символом L (т. е. заменив обратимый пучок
L его подходящей тензорной степенью), получим следующее выражение:

L̃ = σ∗L⊗ExcS` ;

ExcS` := [. . . [[(σ1)−1I1 ·OS1 ]
m2⊗(σ2)−1I2 ·OS2 ]

m3 . . . ]m`⊗(σ`)
−1I` ·OS` .

Величина степени m1 · m2 · · · · · m`, для которой выполняется замена пучка Lm1·m2·····m`

новым L, может быть выбрана общей для всех рассматриваемых пучков E.
Ограничим рассмотрение теми когерентными пучками E, которые могут быть включе-

ны в плоские семейства со связной базой, содержащее локально свободные пучки. Такие
пучки называем деформационно эквивалентными локально свободным пучкам.

Выделенная поляризация L̃ предполагается фиксированной для каждой схемы S̃, по-
лученной описанным способом. Если S̃ = S, то L̃ = L. Поляризации L̃ для схем S̃ таковы,
что для всех (S̃, L̃) их полиномы Гильберта равны: χ(L̃n) = χ(Ln), n� 0.

Теперь опишем конструкцию подпучка tors в выражении σ∗E/tors. Всякий раз, ко-
гда хотя бы один из морфизмов σi, i = 1, . . . , `, отличен от тождественного, подпучок
tors оказывается ненулевым и, более того, отличается от подпучка кручения. Поэтому он
называется подпучком модифицированного кручения, или подпучком кручения в модифи-
цированном смысле.

Пусть U – открытое по Зарискому подмножество одной из компонент S̃0 либо S̃j, j > 0,
и σ∗E|S̃j(U) – соответствующая группа сечений. Эта группа является OS̃j(U)-модулем.
Пусть torsj(U) – подмодуль модуля σ∗E|S̃j(U), образуемый теми сечениями s ∈ σ∗E|S̃j(U),
каждое из которых аннулируется некоторым простым идеалом положительной коразмер-
ности в кольце OS̃j(U). Соответствие U 7→ torsj(U) определяет подпучок torsj ⊂ σ∗E|S̃j .
Заметим, что ассоциированные простые идеалы положительной коразмерности, аннули-
рующие сечения s ∈ σ∗E|S̃j(U), соответствуют подсхемам с носителями в S̃add =

⋃
j>0 S̃

j.

Поскольку по построению схема S̃ = S̃0 ∪ S̃add является связной, подпучки torsj, j ≥ 0,
позволяют построить подпучок tors ⊂ σ∗E. Последний подпучок определяется следую-
щим образом. Сечение s ∈ σ∗E|S̃j(U) удовлетворяет условию s ∈ tors|S̃j(U) тогда и только
тогда, когда (i) существует сечение y ∈ OS̃j(U) такое, что ys = 0; (ii) при j > 1 как
минимум одно из следующих двух условий выполнено: либо y ∈ p, где p – простой идеал
положительной коразмерности; либо существуют открытое по Зарискому V ⊂ S̃ и сече-
ние s′ ∈ σ∗E(V ) такие, что V ⊃ U , s′|U = s, и для s′|V ∩S̃j−1 снова выполнены условия,
аналогичные (i), (ii). При j = 1 условия (ii) имеют вид: либо y ∈ p, где p – простой идеал
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положительной коразмерности; либо существуют открытое по Зарискому V ⊂ S̃ и сече-
ние s′ ∈ σ∗E(V ) такие, что V ⊃ U , s′|U = s и s′|V ∩S̃0

∈ tors(σ∗E|S̃0)(V ∩ S̃0). В последнем
выражении подпучок кручения tors(σ∗E|S̃0) понимается в обычном смысле.

Процедура разрешения преобразует любой когерентный OS-пучок E без кручения на
поляризованной проективной регулярной схеме S в допустимую пару вида ((S̃, L̃), Ẽ), яв-
ляющуюся обобщением аналогичного понятия для случая размерности 2 (соответственно,
гомологической размерности 1). В частности, S̃ – допустимая схема; ее строение зависит
от строения пучка E, подвергаемого разрешению.

Пучок OS̃-модулей Ẽ получается из пучка E стандартным разрешением, если для
некоторой локально свободной OS-резольвенты Ê• → E → 0 с промежуточными фак-
торпучками Wi, i = 0, . . . , `, W0 = E, W` = Ê` и для последовательности морфизмов
S̃ = S`

σ`−→ S`−1
σ`−1−→ · · · σ2−→ S1

σ1−→ S существует изоморфизм Ẽ = σ∗` . . . σ
∗
1E/tors. Мор-

физмы σi, i = 1, . . . , `, определяются следующим образом: Si = Proj
⊕

s≥0(Ii[t]+(t))s/(t)s+1,
пучки идеалов Ii, i = 1, . . . , `, даны равенствами (2) и σi : Si → Si−1 – структурный мор-
физм.

Напомним классическое определение.OS̃-пучок Ẽ стабилен по Гизекеру (соответствен-
но, полустабилен по Гизекеру) относительно поляризации L̃, если для любого собственного
подпучка F̃ ⊂ Ẽ при m� 0 выполнено неравенство

h0(F̃ ⊗ L̃m)

rankF̃
<
h0(Ẽ ⊗ L̃m)

rankẼ

(
соответственно,

h0(F̃ ⊗ L̃m)

rankF̃
≤ h0(Ẽ ⊗ L̃m)

rankẼ

)
.

В случае dimS > 2 описание последовательности пучков идеалов Ii, i = 1, . . . , `, ис-
пользуемых при стандартном разрешении, становится трудной проблемой: для формули-
ровки проблемы модулей для пар необходимо устранить информацию о пучке E, подвер-
гаемом разрешению. Постановка проблемы модулей для допустимых пар должна быть
независимой от проблемы модулей когерентных пучков по Гизекеру – Маруяме. Способом
преодолеть эту трудность является расширение класса пар и снятие ограничений на вид
идеалов Ii, определяющих морфизмы σi, i = 1, . . . , `. Такой подход дает потенциальную
возможность включить в рассмотрение иные способы компактификации семейств стабиль-
ных векторных расслоений на исходном алгебраическом многообразии S и тем самым ис-
следовать связи между различными возможными компактификациями, использующими
локально свободные пучки.

Итак, пусть σi : Si → Si−1 – морфизм алгебраических схем такой, что
• U ⊂ Si−1 – наибольшее открытое подмножество такое, что ограничение

σi|(σi)−1(U) : (σi)
−1(U)→ U

является изоморфизмом. Обозначим H := Si−1 \ U.
• Обозначим S0

i := (σi)−1(U) и назовем эту подсхему главной компонентой схемы Si.
Также обозначим σ0

i := σi|S0
i
: S0

i → Si−1. Ограничение σi|S0
i
: S0

i → Si−1 является морфиз-
мом раздутия с исключительным дивизором σ−1

i (H).

• Ограничение σi|Si\S0
i
: Si \ S0

i → Si−1 пропускается через замкнутое вложение
H ↪→ Si−1. Отсюда следует, что
• морфизм σi обладает разложением в композицию σi = σ0

i ◦δi, где морфизм δi : Si→ S0
i

таков, что его ограничение δi|S0
i
: S0

i → S0
i является тождественным морфизмом, и суще-

ствует разложение δi|Si\S0
i
: Si \ S0

i → H ↪→ Si−1.
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Допустимая схема S̃ обладает последовательностью морфизмов

S̃ = S`
σ`−→ S`−1 −→ · · · −→ S1

σ1−→ S = S0,

в которой морфизмы σi, i = 1, . . . , `, имеют вид, описанный выше: рассматриваются схемы
вида Si = Proj

⊕
s≥0(Ii[t] + (t))s/(t)s+1 для пучков идеалов Ii ⊂ OSi−1

. Морфизм σi – это
структурный морфизм схемы Si на схему Si−1. При этом не накладывается ограничений
на вид пучков идеалов Ii, i = 1, . . . , `. Также S̃ =

⋃`
i=0 S̃

i, где S̃0 – собственный прообраз S
в S̃ (главная компонента), а S̃i – объединение собственных прообразов в S̃ дополнительных
компонент, возникших на i-м шаге преобразования, описываемом морфизмом σ`−1+1, для
1 ≤ i ≤ `.

Если E` = Ẽ получен из OS-пучка E = E0 стандартным разрешением, то
Ei = δ∗iEi|S0

i
/tors и Ei = σ∗iEi−1/tors. Кручение понимается в модифицированном смысле.

При рассмотрении пучка на целой схеме его подпучок tors становится обычным подпучком
кручения.

Композиция σ1 ◦ · · · ◦ σ` обладает разложением σ1 ◦ · · · ◦ σ` = σ[`] ◦ δ0
[`], где σ[`] : S̃

0 → S –
композиция морфизмов раздутия, δ0

[`] :
⋃`
i=1 S̃

i → S̃0.

Определение [4]. S-(полу)стабильной парой ((S̃, L̃), Ẽ) при dimS ≥ 2 называются
следующие данные:
• S̃ = S̃0 ∪ ⋃`

i=1 S̃
i – допустимая схема, S̃0 и S̃i, i > 0, – ее компоненты, σ : S̃ → S –

канонический морфизм;
• Ẽ – векторное расслоение на схеме S̃;
• L̃ ∈ Pic S̃ – выделенная поляризация,

такие что
• χ(Ẽ ⊗ L̃n) = rp(n);

• пучок Ẽ стабилен по Гизекеру (соответственно, полустабилен по Гизекеру)
относительно поляризации L̃ на схеме S̃;
• пучок Ẽ удовлетворяет условию Ẽ = (δ0

[`])
∗Ẽ|S̃0 .

Важным моментом является распространение стандартного разрешения на случай
плоского семейства когерентных пучков ((p : T × S → T,L = OT � L),E) таким обра-
зом, чтобы после преобразования получить также плоское семейство допустимых схем,
несущее локально свободный пучок, ограничивающийся на каждой допустимой схеме S̃
до искомого локально свободного пучка Ẽ. Для этого проводится дополнительное преоб-
разование ξ : T̃ → T базы T первоначального семейства.

Имеют место следующие результаты.
Теорема 1.Пусть T – алгебраическая схема конечного типа над полем k и L – (доста-

точно большой) очень обильный обратимый пучок на неособом проективном алгебраиче-
ском многообразии S. Положим Σ = T×S. Пусть E – T -плоский когерентный OΣ-модуль
ранга r такой, что E|t×S когерентный пучок без кручения, деформационно эквивалент-
ный локально свободному пучку, и послойный полином Гильберта χ(E|t×S ⊗ Ln) = rp(n)
не зависит от выбора точки t ∈ T. Тогда существуют
• морфизм ξ : T̃ → T ;
• плоское семейство π : Σ̃→ T̃ с морфизмом схем σσ : Σ̃→ Σ;
• обратимый OΣ̃-пучок L̃,

такие что
• Ẽ = σσ∗E/tors – локально свободный OΣ̃-модуль;
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• χ(L̃n|π−1(t)) постоянно по t ∈ T ;
• χ(Ẽ⊗ L̃n|π−1(t)) = rp(n);
• коммутативна диаграмма

Σ
σσ←− Σ̃

p ↓ ↓ π
T

ξ←− T̃

Теорема 2. Неприведенная схема модулей M̃0 полустабильных допустимых пар, де-
формационно эквивалентных парам с S̃ ∼= S и соответствующих данным (S, L), r, p(n),
изоморфна объединению M0 компонент неприведенной схемы Гизекера – Маруямы M для
пучков ранга r на (S, L), обладающих полиномом Гильберта rp(n), содержащих локально
свободные пучки.

Работа выполнена в рамках реализации программы развития регионального науч-
но-образовательного математического центра (Ярославский государственный универси-
тет им. П. Г. Демидова) при финансовой поддержке Министерства науки и высшего
образования Российской Федерации (Соглашение № 075-02-2025-1636).
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ВЕЩЕСТВЕННЫЙ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ
АНАЛИЗ

ТОЧНАЯ НА КЛАССЕ ПРОСТРАНСТВ ОЦЕНКА
КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ФУНКЦИЙ ОГРАНИЧЕННОЙ

ОБОБЩЕННОЙ ВАРИАЦИИ
А.Н. Бахвалов

Московский государственный университет им. М.В.Ломоносова

Хорошо известно (см., например, [1, т. 1, гл. II, (4.10)]), что если 2π-периодическая
функция f имеет ограниченную вариацию на [0, 2π], то ее коэффициенты Фурье

cn(f) =
1

2π

2π∫
0

f(t)e−int dt

при n 6= 0 удовлетворяют неравенству

|cn(f)| ≤ 1

2π

V (f ; [0, 2π])

|n| , (1)

и константа 1/2π в этом неравенстве точная.
Эта оценка обобщалась рядом авторов на функции из пространств ограниченной обоб-

щенной вариации (p-вариация Винера, Φ-вариация Юнга, Λ-вариация Ватермана и др.).
Наиболее общий результат получен Е.И.Бережным [2]. Он состоит в следующем.

Рассмотрим симметричное пространство числовых последовательностей, т. е. такое
нормированное пространство X, состоящее из числовых последовательностей, что норма
последовательности не меняется при ее перестановке, и к тому же для любой последова-
тельности {ak} ∈ X и для любых чисел {λk}, |λk| ≤ 1, выполнено неравенство

‖{λkak}‖X ≤ ‖{ak}‖X .

Фундаментальной последовательностью симметричного пространства X называется по-
следовательность ψ(X,n) = ‖∑n

k=1 e
k‖X , где {ek} — стандартные орты. Будем рассмат-

ривать только такие X, для которых ψ(X,n)→ +∞ при n→ +∞. Под нормой конечной
последовательности {ak}nk=1 в X будем понимать норму финитной последовательности∑n

k=1 ake
k.

Вариацией функции f относительно X на торе T (аналогично на промежутке D веще-
ственной прямой) называется величина

VX(f ;T) = sup
{Ik}∈Ω(T)

‖{f(Ik)}‖X ,

где Ω(T) — множество конечных систем вложенных в T попарно непересекающихся ин-
тервалов {In}. Можно считать, что интервалы {In} лежат в некотором отрезке [x, x+ 2π],
где не обязательно x = 0.
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Класс функций, для которых VX(f ;T) конечна, обозначим через BV (X,T).
Теорема [2, теорема 14]. Пусть X — симметричное пространство, f ∈ BV (X,T),

тогда для любого целого n 6= 0 выполняется оценка

|cn(f)| ≤ VX(f ;T)

ψ(X, |n|) .

Усилим эту оценку следующим образом:
Теорема 1. Пусть X — симметричное пространство, f ∈ BV (X,T), тогда для

любого целого n 6= 0 выполняется оценка

|cn(f)| ≤ 1

2
· VX(f ;T)

ψ(X, 2|n|) . (2)

Для конкретного случая обычной вариации X = l1, где ψ(l1, n) = n, оценка (2) дает
неравенство

|cn(f)| ≤ 1

4
· V (f ;T)

|n| .

Сравнивая с (1), видим, что порядок убывания один и тот же, но константа в оценке (1)
меньше.

Показываем, что на классе всех пространств BV (X,T), заданных симметричными про-
странствами X, константы в неравенстве (2) неулучшаемы. Для этого устанавливаем сле-
дующую оценку p-вариации экспоненты.

Теорема 2. Пусть Vp(f,T) = Vlp(f,T) — p-вариация Винера. Для любого целого n 6= 0
при достаточно больших p > p̃(n) справедлива двусторонняя оценка

2(2|n|)1/p ≤ Vp(e
inx;T) < 2(2|n|+ 1)1/p.

Отсюда выводится
Теорема 3. Оценка (2) неулучшаема в следующем смысле:
(1) при любом n ∈ Z \ {0} ни для какого γ ∈ N и ни для какой постоянной C < 1/2

не верно, что для всех симметричных пространств X и всех функций f ∈ BV (X,T)
выполнена оценка

|cn(f)| ≤ C · VX(f ;T)

ψ(X, γ|n|) ;

(2) при любом n ∈ Z \ {0} ни для какого натурального γ > 2 не верно, что для всех
симметричных пространств X и всех функций f ∈ BV (X,T) выполнена оценка

|cn(f)| ≤ 1

2
· VX(f ;T)

ψ(X, γ|n|) .
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ОБ АППРОКСИМАЦИОННЫХ ТЕОРЕМАХ ТИПА РУНГЕ
ДЛЯ РЕШЕНИЙ СИЛЬНО РАВНОМЕРНО

ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

П.Ю. Вилков

Институт математики и фундаментальной информатики СФУ, Красноярск

В 1885 году Рунге установил критерий для пар областей Ω2 ⊂ Ω1 в C, определяющий
когда любая голоморфная функция в Ω2 может быть равномерно приближена на компак-
тах голоморфными функциями в Ω1. Аналогичные теоремы известны для эллиптических
и параболических операторов [1,2]. Напомним, что дифференциальный оператор L назы-
вается сильно равномерно параболическим, если он имеет вид L = ∂t − L, где L – силь-
но равномерно эллиптический оператор. Обозначим через SL(G) множество обобщенных
функций, удовлетворяющих однородному уравнению Lu = 0 на G. Используем свойство
нормальности оператора (см. [3, c. 245–246]) и дополнительные требования на области.

(A1) Для любых t ∈ [T1, T2] множества G(t) = {x ∈ Rn : (x, t) ∈ G} ⊂ Rn с гладкой
границей C2m при n ≥ 2 и объединением конечного числа интервалов при n = 1.

(A2) Граница ∂G — объединение G(T1)∪G(T2)∪Γ, где Γ = ∪t∈(T1,T2)∂G(t) является C2m,1-
гладким многообразием без точек, касательная плоскость параллельна координатной
плоскости {t = 0}.

На оператор L накладываем свойство единственности продолжения по пространствен-
ным переменным (UCP). Для любого u ∈ SL̃(G) и любого t0 ∈ (T1, T2), если u(x, t0) = 0 для
всех x из открытого подмножества ω ⊂ G(t0), то u ≡ 0 в открытой связной компоненте
множества G(t0), содержащей ω.

Дадим дополнительные определения.

(A) Множество G(t) — липшицева область в Rn для каждого t ∈ (T1, T2), и для любых
t3, t4 таких, что T1 < t3 < t4 < T2, множество Γt3,t4 = ∪t∈[t3,t4]∂G(t) является липши-
цевым многообразием в Rn+1.

(B) Для каждого t ∈ I множество G2(t) \G1(t) не имеет компактных компонент G2(t).

Теорема 1. Пусть оператор L удовлетворяет свойству нормальности и G1 ⊂ G2 —
области в полосе Rn × I, такие что G2 6= Rn × I. Если (UCP) выполняется для L∗, G2

удовлетворяет условию (A), область G1 удовлетворяет (A1), (A2), и для пары G1, G2

выполнено условие (B), тогда SL(G2) всюду плотно в L2
k,L(G1).

Теорема 2. Пусть оператор L удовлетворяет свойству нормальности, и G1 ⊂ G2

области в полосе Rn×I удовлетворяют условию (A). Если условие (UCP) выполнено для
оператора L, и частные производные ∂tLα коэффициентов Lα, 0 < |α| ≤ 2m, t непрерывны
в полосе Rn×I, тогда условие (B) является необходимым для того, чтобы пространство
SL(G2) было всюду плотным в L2

k,L(G1).

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Мин-
обрнауки РФ (Соглашение № 075-02-2025-1790).
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ОДНОМЕРНЫЕ ОПЕРАТОРЫ ХАУСДОРФА
В НЕКОТОРЫХ ИНВАРИАНТНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Е.Д. Данелян 1, А.Н. Карапетянц 1,2

1Региональный научно-образовательный математический центр
Южного федерального университета, Ростов-на-Дону

2Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

При наличии измеримой функции k (наше интегральное ядро) на интервале (−1, 1),
рассматривается интегральный оператор

Hµf(x) =

1∫
−1

k(t)f(ϕt(x)) dµ(t), (1)

где µ – произвольная положительная мера Радона на (−1, 1) в некоторых пространствах
измеримых, непрерывных и дифференцируемых функций и ϕx инволютивный автомор-
физм на (−1, 1), задаваемый формулой:

ϕx(t) =
x− t
1− xt, t ∈ (−1, 1).

Устанавливаются достаточные условия ограниченности операторов (1) в некоторых
пространствах, инвариантных относительно автоморфизма ϕx.

Также рассматриваются интегральные операторы типа Хаусдорфа с переменным яд-
ром, которые определяются следующим образом:

Kµf(x) ≡
1∫
−1

k(x, t)f(ϕx(t)) dµ(t).

Исследуется ограниченность в весовых пространствах Лебега, а также рассматривается
вопрос об аппроксимации такими операторами.

Работа поддержана Региональным научно-образовательным математическим цен-
тром Южного федерального университета, финансируемым Минобрнауки РФ в рам-
ках мероприятий по созданию и развитию региональных НОМЦ (Соглашение
№ 075-02-2025-1720).
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ВЕСОВЫЕ ПРОСТРАНСТВА ФУНКЦИЙ
СО СМЕШАННОЙ НОРМОЙ, ЗАДАВАЕМЫЕ
В ТЕРМИНАХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ

А.Н. Карапетянц 1,2, И.Ю. Смирнова 1,2

1Региональный научно-образовательный математический центр
Южного федерального университета, Ростов-на-Дону

2Донской государственный технический университет, Ростов-на-Дону

Вводятся и изучаются весовые пространства аналитических функций со смешанной
нормой, определенные в терминах преобразования Фурье (Меллина). Именно, рассматри-
ваются пространства на единичном диске со смешанной нормой, связанной с полярными
координатами, и на верхней полуплоскости со смешанной нормой, связанной с декартовы-
ми и также с полярными координатами. В указанных пространствах со смешанной нормой
рассматриваются изучаются операторы Тёплица со специальными символами, также свя-
занными с соответствующей геометрией.

Работа поддержана Региональным научно-образовательным математическим цен-
тром Южного федерального университета, финансируемым Минобрнауки РФ в рам-
ках мероприятий по созданию и развитию региональных НОМЦ (Соглашение
№ 075-02-2025-1720).
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О СУБГАРМОНИЧНОСТИ ФУНКЦИЙ С РАЗДЕЛЕННЫМИ
ПЕРЕМЕННЫМИ В МНОГОМЕРНОМ СЛУЧАЕ

Р.Р. Мурясов

Институт математики с вычислительным центром УФИЦ РАН, Уфа

Основным результатом являются условия субгармоничности функций с разделенными
переменными в многомерном случае в терминах L-выпуклых и ρ-субсферических функций,
ислледование плоского случая было опубликовано в статье [1].

Приведем данное в [2] определение L-выпуклой функции.
Рассмотрим конечный или бесконечный интервал (a, b) и линейный дифференциаль-

ный оператор второго порядка

L =
d2

dx2
+ p

d

dx
+ q,

где p и q — непрерывные в интервале (a, b) функции. Функция f называется L-выпуклой
в интервале (a, b), если для каждого интервала единственности (a1, b1) ⊂ (a, b) и для любых
x, x1, x2 ∈ (a1, b1): x1 6 x 6 x2, выполняется неравенство

f(x) 6 v(x, x1, f(x1), x2, f(x2)),

где v(x, x1, f(x1), x2, f(x2)) — решение краевой задачи

Lv = 0, v(x1) = f(x1), v(x2) = f(x2).

Приведем данное в [3] определение ρ-субсферической функции.
Пусть функция g задана на единичной сфере Sn−1 ⊂ Rn. Будем называть g ρ-суб-

сферической функцией в том и только в том случае, когда она интегрируема по Лебегу
на Sn−1, полунепрерывна сверху на Sn−1 и удовлетворяет в смысле обобщенных функций
неравенству

[∆S + ρ(ρ+ n− 2)]g > 0,

где ∆S — оператор Лапласа –Бельтрами на Sn−1.
Сформулируем основной результат.
Теорема 1. Пусть в интервале (r1, r2), где 0 6 r1 < r2 6 +∞, задана веществен-

ная функция f > 0; f обращается в ноль лишь на множестве меры ноль, непрерывна
в (r1, r2), а также имеет в (r1, r2) слабые производные до второго порядка включительно.
Пусть в открытом множестве Ωs на единичной сфере Sn−1 ⊂ Rn задана вещественная
функция g > 0; g обращается в ноль лишь на множестве (n − 1)-мерной меры ноль,
непрерывна в Ωs, а также имеет в Ωs слабые производные до второго порядка включи-
тельно. Функция u, в n-мерной сферической системе координат имеющая вид

u(r, θ1, ..., θn−1) = f(r)g(θ1, ...θn−1), (1)

является субгармонической функцией в n-мерном угловом или кольцевом секторе G, за-
данном соотношениями r1 < r < r2, θ ∈ Ωs, тогда и только тогда, когда существует
вещественное число c, для которого f — L1-выпуклая функция в интервале (r1, r2), g —
cубфункция оператора L2 в Ωs, где

L1 = r2 d
2

dr2
+ (n− 1)r

d

dr
− c, (2)
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L2 = ∆S + c. (3)

Теорема 2. Пусть в интервале (r1, r2), где 0 6 r1 < r2 6 +∞, задана веществен-
ная функция f > 0; f обращается в ноль лишь на множестве меры ноль, непрерывна
в (r1, r2), а также имеет в (r1, r2) слабые производные до второго порядка включитель-
но. Пусть на единичной сфере Sn−1 ⊂ Rn задана отличная от константы вещественная
функция g > 0; g обращается в ноль лишь на множестве (n−1)-мерной меры ноль, непре-
рывна на Sn−1, а также имеет слабые производные до второго порядка включительно.
Функция u, в n-мерной сферической системе координат имеющая вид (1), является суб-
гармонической функцией в n-мерном шаровом слое, заданном соотношением r1 < r < r2,
тогда и только тогда, когда существует вещественное число ρ > 0, для которого f —
L1-выпуклая функция в интервале (r1, r2), g — ρ-субсферическая функция, где

L1 = r2 d
2

dr2
+ (n− 1)r

d

dr
− ρ(ρ+ n− 2). (4)

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (про-
ект № 24-21-00002).
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НЕРАВЕНСТВО МАРКОВА–НИКОЛЬСКОГО МЕЖДУ Lq И L0

СРЕДНИМИ ДЛЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНОВ
С НУЛЯМИ ВНЕ КРУГА

А.Э. Рокина

Институт математики и механики УРО РАН, Екатеринбург

Обозначим через Pn множество алгебраических многочленов степени не более чем
n с комплексными коэффициентами. Введем подмножество многочленов из Pn. Пусть
Pn(G) — множество многочленов из Pn, не обращающихся в ноль в области G ⊂ C, то
есть

Pn(G) := {pn ∈ Pn : pn(z) 6= 0, z ∈ G} .
Lq-средние многочлена pn на отрезке [−1, 1] определяются равенствами

‖pn‖∞ := ‖pn‖C([−1,1]) = max{|pn(x)| : x ∈ [−1; 1]} при q =∞;

‖pn‖q :=

1

2

1∫
−1

|pn(x)|qdx

1/q

при 0 < q <∞;

‖pn‖0 := lim
q→+0

‖pn‖q = exp

1

2

1∫
−1

ln |pn(x)|dx

 при q = 0.

Обозначим через Mq,p(n, k) точную (наименьшую возможную) константу неравенства
Маркова –Никольского

‖p(k)
n ‖q ≤Mq,p(n, k)‖pn‖p, pn ∈ Pn, 0 ≤ k ≤ n, 0 ≤ q, p ≤ ∞. (1)

Неравенствам (1) посвящено большое количество исследований. Хороший обзор результа-
тов можно найти в [1]. Точные значения Mq,p(n, k) известны далеко не при всех значениях
параметров. Особый интерес для данной работы представляет случай 0 ≤ q ≤ ∞, p = 0,
0 ≤ k ≤ n. В этом случае точная константа Mq,0(n, k) была найдена П.Ю.Глазыриной [2].

Неравенства Маркова –Никольского с ограничениями на нули многочлена исследова-
ны в меньшей степени. В работах автора [3, 4] на классе Pn(DR) – многочленов с нулями
вне открытого круга DR := {z ∈ C : |z| < R}, изучалась задача Чебышева о многочленах,
наименее уклоняющихся от нуля на отрезке [−1, 1]. Эта задача эквивалентна неравенству
Маркова –Никольского в случае, когда порядок производной совпадает со степенью мно-
гочлена k = n. В частности, для k = n в этих работах вычислены точные константы
неравенства Маркова –Никольского на классе многочленов Pn(DR) при p = ∞, p = 0 и
для многочленов четной степени при произвольном 0 < p < ∞, а в случае многочленов
нечетной степени получены двусторонние оценки.

В настоящей работе на классе многочленов Pn(DR) с нулями вне открытого круга
DR изучается точная константа Mq(n, k;R) в случае Глазыриной неравенства Маркова –
Никольского. А именно, исследуется точное неравенство

‖p(k)
n ‖q ≤Mq(n, k;R)‖pn‖0, pn ∈ Pn(DR), 0 ≤ k ≤ n, 0 ≤ q ≤ ∞. (2)
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Задача состоит в нахождении точной константыMq(n, k;R) и экстремальных многочленов,
на которых неравенство (2) обращается в равенство.

Основным результатом является следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть 0 ≤ k ≤ n, 2 ≤ q ≤ ∞, R ≥ 1. Тогда для точной константы
в неравенстве (2) справедливо равенство

Mq(n, k;R) =
n! ‖(· −R)n−k‖q

(n− k)! ‖(· −R)n‖0

.

Экстремальными являются многочлены

p∗n(x) =

{
c(x±R)n, c ∈ C , k < n;

c(x−R)s(x+R)n−s, 0 ≤ s ≤ n, c ∈ C, k = n,

и только они.
Кроме того, на классе многочленов Pn(C \ DR) с нулями в замкнутом круге DR рас-

смотрим точную (наибольшую возможную) константу Ts,q(n, k;R) в неравенстве Турана

‖p(k)
n ‖s ≥ Ts,q(n, k;R)‖pn‖q, pn ∈ Pn(C \DR), 0 ≤ k ≤ n, 0 ≤ s ≤ ∞. (3)

Задача состоит в нахождении точной константы Ts,q(n, k;R) и экстремальных многочле-
нов, на которых неравенство (3) обращается в равенство. Обзор результатов в неравенстве
Турана можно найти в [5].

В случае k = n справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть k = n, 0 ≤ s, q ≤ ∞, R ≥ 1. Тогда точная константа в неравенстве
(3) не зависит от s и для нее справедливо равенство

Ts,q(n, n;R) =

{
n!‖(· −R)n‖−1

q для nq ≥ 2;

n!‖(· − iR)n‖−1
q для nq < 2.

Экстремальными многочленами являются

p∗n(x) =


(x±R)n , для nq > 2;
(x+ z)n , |z| = R, для nq = 2;
(x± iR)n, для 0 < nq < 2;
(x+ iR)s(x− iR)n−s, 0 ≤ s ≤ n, для q = 0.

Других экстремальных многочленов нет.

Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом
центре при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Россий-
ской Федерации (Соглашение № 075-02-2025-1549).
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ПРОЕКТИВНО-ПЕРЕСТАНОВОЧНОЕ УНИТАРНОЕ
ОТНОШЕНИЕ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ НА МНОЖЕСТВЕ

КОНЕЧНЫХ ФРЕЙМОВ
В.В. Севостьянова

Самарский национальный исследовательский университет им. С.П.Королева

Пусть Hd — евклидово (унитарное) пространство размерности d над полем F = R
(соответственно C).

Определение 1. Конечный набор векторов {ϕi}ni=1 в пространстве Hd будем назы-
вать фреймом, если существуют константы 0 < a 6 b <∞, такие что для всех x ∈ Fd

a‖x‖2 6
n∑
j=1

|〈x, ϕj〉|2 6 b‖x‖2.

Приведем другое эквивалентное определение фрейма [1]. Фреймом в пространстве Hd

называется произвольный набор векторов, для которого span{ϕj}nj=1 = Hd. Другими сло-
вами, фрейм — обобщение определения базиса, в котором не требуется линейная незави-
симость векторов.

Теория конечных фреймов активно развивалась в последние годы. Благодаря свой-
ствам полноты, устойчивости и избыточности, фреймы получают многочисленные прило-
жения в различных областях, таких как анализ сигналов, обработка изображений, коди-
рование и восстановление данных, квантовая теория информации и теория сжатых изме-
рений.

Введем на множестве фреймов различные отношения эквивалентности.
Определение 2. Фреймы {ϕi}ni=1 и {ψi}ni=1 называются унитарно эквивалентными,

если существует унитарное преобразование U, такое что ψi = Uϕi, где i = 1, . . . , n.
Хорошо известно, что матрицы Грама двух систем векторов {ϕi}ni=1 и {ψi}ni=1 совпа-

дают тогда и только тогда, когда эти системы унитарно эквивалентны. Тогда унитарно
эквивалентные фреймы однозначно определяются скалярными произведениями 〈ϕi, ϕj〉,
i 6 j.

Определение 3. Фреймы Φ = {ϕi}ni=1 и Ψ = {ψi}ni=1 называются проективно уни-
тарно эквивалентными, если существует унитарное преобразование U и числа αi ∈ F,
|αi| = 1, для которых ψi = αi Uϕi при любых i.

Умножение вектора ϕi на число αi меняет матрицу Грама Gram(Φ) фрейма Φ следу-
ющим образом: i-я строка в Gram(Φ) умножается на αi, а i-й столбец — на αi, другими
словами, фреймы Φ и Ψ проективно унитарно эквивалентны тогда и только тогда, когда
найдется диагональная матрица D = diag(α1, . . . , αn), такая что

Gram(Ψ) = DGram(Φ)D∗.

Будем рассматривать проективно унитарные классы эквивалентности, т. е. множество
всех фреймов, проективно унитарно эквивалентных друг другу. Нетрудно проверить, что
примерами функций, постоянных на проективно унитарных классах эквивалентности, яв-
ляются так называемые m-произведения, т. е. произведения вида

∆(ϕi1 , ϕi2 , . . . , ϕim) = 〈ϕi1 , ϕi2〉〈ϕi2 , ϕi3〉 . . . 〈ϕim , ϕi1〉.
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В работе [2] показано, что фреймы в Hd — проективно унитарно эквивалентны то-
гда и только тогда, когда совпадают все их m-произведения. Там же описан алгоритм
по нахождению минимального набора m-произведений, однозначно описывающих данный
перестановочно унитарный класс эквивалентности. Если для некоторого фрейма все ска-
лярные произведения 〈ϕi, ϕj〉 отличны от нуля, то можно показать, что его проективно
унитарный класс эквивалентности однозначно определяется 1, 2 и 3-произведениями вида(

‖ϕi‖2, |〈ϕj, ϕk〉|2,∆(ϕ1, ϕj, ϕk)
)

16i6n
16j<k6n

.

Множество рациональных функций, постоянных на проективно унитарных классах
эквивалентности, образует поле, обозначим его через A.

Теорема 1. Поле рациональных функций, постоянных на проективно унитарных
классах эквивалентности, — это поле рациональных функций от 1, 2 и 3-произведений:

A = F
(
‖ϕi‖2, |〈ϕj, ϕk〉|2,∆(ϕ1, ϕj, ϕk)

)
16i6n

16j<k6n

.

Определение 4. Будем говорить, что фреймы {ϕi}ni=1 и {ψi}ni=1 перестановочно
унитарно эквивалентны, если существует перестановка σ ∈ Sn, для которой фреймы
{ϕi}ni=1 и {ψσ(i)}ni=1 унитарно эквивалентны.

Транспозиция σ, меняющая местами векторы ϕi и ϕj фрейма Φ = {ϕi}ni=1, в матрице
Грама Gram(Φ) поменяет местами строки и столбцы с номерами i и j.

Примерами функций, постоянных на перестановочно унитарных классах эквивалент-
ности, являются любые симметрические функции от длин всех векторов фрейма ‖ϕi‖2.
В работах [3, 4] для вещественного и комплексного случая явно выписаны наборы функ-
ций, которые постоянны на перестановочно унитарных классах эквивалентности и которые
разделяют перестановочно унитарные классы эквивалентности в общем положении.

Далее рассмотрим максимальное отношение эквивалентности.
Определение 5. Фреймы {ϕi}ni=1 и {ψi}ni=1 называются проективно-перестановочно

унитарно эквивалентными, если существуют унитарное преобразование U, перестанов-
ка σ ∈ Sn и числа αi ∈ F, |αi| = 1, для которых ψi = αi Uϕσ(i).

Пусть сначала F = R. Рассмотрим три серии полиномов от 1, 2 и 3-произведений.
Можно убедиться, что функции из всех серий не меняются после произвольной переста-
новки индексов. Первая серия однозначно с точностью до перестановки определяет длины
векторов:

s1 = ‖ϕ1‖2 + ‖ϕ2‖2 + . . .+ ‖ϕn‖2,

s2 = ‖ϕ1‖2‖ϕ2‖2 + ‖ϕ1‖2‖ϕ3‖2 + . . .+ ‖ϕn−1‖2‖ϕn‖2,

...

sn = ‖ϕ1‖2‖ϕ2‖2 . . . ‖ϕn‖2.

(1)

Обозначим через N число всех пар (i, j), где 1 6 i < j 6 n. В качестве второй серии
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инвариантов возьмем

t1 = |〈ϕ1, ϕ2〉|2 + |〈ϕ1, ϕ3〉|2 + . . .+ |〈ϕn−1, ϕn〉|2,
t2 = ‖ϕ1‖2‖ϕ2‖2|〈ϕ1, ϕ2〉|2 + ‖ϕ1‖2‖ϕ3‖2|〈ϕ1, ϕ3〉|2 + . . .+

+‖ϕn−1‖2‖ϕn‖2|〈ϕn−1, ϕn〉|2,
...
tN = (‖ϕ1‖2‖ϕ2‖2)N−1|〈ϕ1, ϕ2〉|2 + (‖ϕ1‖2‖ϕ3‖2)N−1|〈ϕ1, ϕ3〉|2 + . . .+

+(‖ϕn−1‖2‖ϕn‖2)N−1|〈ϕn−1, ϕn〉|2.

(2)

Если рассматривать вторую серию как неоднородную систему линейных уравнений от
|〈ϕi, ϕj〉|2 с известными ‖ϕi‖2 и ti, то можно показать, что при почти любых значениях
‖ϕi‖2 система имеет единственное решение, определяющее 〈ϕi, ϕj〉 с точностью до знака.

Пусть M обозначает число троек (i, j, k), где 1 6 i < j < k 6 n. Рассмотрим третью
серию

w1 = ∆(ϕ1, ϕ2, ϕ3) + ∆(ϕ1, ϕ2, ϕ4) + . . .+ ∆(ϕn−2, ϕn−1, ϕn),

w2 = ‖ϕ1‖2‖ϕ2‖2‖ϕ3‖2∆(ϕ1, ϕ2, ϕ3) + ‖ϕ1‖2‖ϕ2‖2‖ϕ4‖2∆(ϕ1, ϕ2, ϕ4)+

+ . . .+ ‖ϕn−2‖2‖ϕn−1‖2‖ϕn‖2∆(ϕn−2, ϕn−1, ϕn),
...
wM = (‖ϕ1‖2‖ϕ2‖2‖ϕ3‖2)M−1∆(ϕ1, ϕ2, ϕ3)+

+(‖ϕ1‖2‖ϕ2‖2‖ϕ4‖2)M−1∆(ϕ1, ϕ2, ϕ4) + . . .+

+(‖ϕn−2‖2‖ϕn−1‖2‖ϕn‖2)M−1∆(ϕn−2, ϕn−1, ϕn).

(3)

Аналогично, по значениям инвариантов из третьей серии почти для любых ‖ϕi‖2

можно восстановить значения всех 3-произведений. Таким образом, упорядочив длины
‖ϕ1‖2, ‖ϕ2‖2, . . . , ‖ϕn‖2, т. е. фиксируя порядок на множестве векторов, почти всегда мож-
но восстановить значения всех 1, 2 и 3-произведений, которые однозначно определяют
проективно унитарный класс эквивалентности.

Определим отображение π, которое ставит в соответствие фрейму Φ = {ϕi}ni=1 набор
значения функций из трех серий на фрейме Φ, т. е.

π(Φ) =
(
s1(Φ), . . . , sn(Φ), t1(Φ), . . . , tN(Φ), w1(Φ), . . . , wM(Φ)

)
.

Теорема 2. Существует непустое подмножество V , всюду плотное во множестве
фреймов с n векторами из d-мерного евклидова пространства, для которого праобраз
любой точки из π(V ) — проективно-перестановочно унитарный класс эквивалентности.

Обозначим через B поле рациональных функций, постоянных на проективно-
перестановочно унитарных классах эквивалентности.

Теорема 3. Поле рациональных функций, постоянных на проективно-перестановочно
унитарных классах эквивалентности конечных фреймов в Rn, совпадает с полем рацио-
нальных функций от полиномов (1), (2) и (3):

B = R
(
s1, . . . , sn, t1, . . . , tN , w1, . . . , wM

)
.
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В случае комплексного поля функции (1), (2) из первой и второй серий также не бу-
дут меняться при произвольной перестановке векторов, в то время как (3) перестановки

меняют. Например, для транспозиции σ =

(
1 2 3
2 1 3

)
имеем

∆(ϕσ(1), ϕσ(2), ϕσ(3)) = ∆(ϕ2, ϕ1, ϕ3) = 〈ϕ2, ϕ1〉〈ϕ1, ϕ3〉〈ϕ3, ϕ2〉 = ∆(ϕ1, ϕ2, ϕ3).

Далее, обозначив gi = ‖ϕi‖2, третью серию в случае комплексного поля заменим на
следующую:

uk =
∑

16i1<i2<i36n

(
(gi1 − gi2)(gi2 − gi3)(gi3 − gi1)

)2(k−1) · Re
(
∆(ϕi1 , ϕi2 , ϕi3)

)
, (4)

vk =
∑

16i1<i2<i36n

(
(gi1 − gi2)(gi2 − gi3)(gi3 − gi1)

)2k−1 · Im
(
∆(ϕi1 , ϕi2 , ϕi3)

)
, (5)

где k = 1, 2, . . . ,M. Проверка показывает, что любая перестановка векторов оставляет
функции uk и vk без изменений.

Аналогично, рассмотрим отображение $,

$(Φ) =
(
si(Φ), tj(Φ), uk(Φ), vk(Φ)

)
,

ставящее в соответствие каждому фрейму Φ значения функций из трех серий для этого
фрейма. Имеют место

Теорема 4. Существует непустое подмножество W , всюду плотное во множестве
фреймов с n векторами из d-мерного унитарного пространства, для которого праобраз
любой точки из $(W ) — проективно-перестановочно унитарный класс эквивалентно-
сти.

Теорема 5. Поле рациональных функций, постоянных на проективно-перестановочно
унитарных классах эквивалентности конечных фреймов в Cn, — поле рациональных
функций от полиномов (1), (2), (4) и (5).

Работа выполнена в рамках реализации Программы развития Научно-образова-
тельного математического центра Приволжского федерального округа (Соглашение
№ 075-02-2025-1791).
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ГЕОМЕТРИЯ И ТОПОЛОГИЯ

О КОНЕЧНОСТИ ЧИСЛА ОТРАЖЕНИЙ БИЛЬЯРДОВ
МИНКОВСКОГО В МНОГОГРАННОМ УГЛЕ

Р.В. Баринов

МКН СПбГУ, Санкт-Петербург

В статье изучаются бильярдные траектории в пространствах Минковского – конеч-
номерных вещественных векторных пространствах с заданной гладкой, строго выпуклой
нормой (не обязательносимметричной). Основное внимание уделяется задаче о числе от-
ражений в области, ограниченной гиперплоскостями – полиэдральном конусе.

Основной результат : любая траектория бильярда Минковского в полиэдральном
конусе содержит лишь конечное количество точек отражения.

Ключевые конструкции и методы. Отражение в пространстве Минковского опре-
деляется не углом, а через вариационный принцип: точка отражения минимизирует сумму
длин отрезков до и после столкновения. Эквивалентно, отражение описывается условием
на преобразование Лежандра L(v), связывающее касательные и кокасательные направле-
ния:

[L(v+)− L(v−)]
∣∣∣
H

= 0.

Здесь L : X → X∗ – преобразование Лежандра, связанное с нормой: L(x) = dx(‖x‖2/2),
H – гиперплоскость, от которой отразилась траектория.

Одним из шагов в доказательства является так называемая редукция конуса. Если
конус невырожден, т. е. пересечение его граней – только одна точка, то с некоторого мо-
мента траектория не будет отражаться хотя бы от одной стенки. Это позволяет перейти
к конусу, в котором все грани имеют общую прямую E.

Для доказательства глобальной конечности применяется редукция размерности. Ес-
ли конус имеет общее направление E всех своих граней, то траектория проектируется
на фактор-пространство X/E. Однако чтобы сохранить структуру бильярда, на факторе
нужно задать новую норму Минковского.

Построение этой нормы основано на фиксировании импульса траектории
Pγ,e(t) = L(γ′(t))(e), который остается постоянным вдоль траектории, где e ∈ E. Ис-
пользуя этот инвариант, определяется двойственная норма на (X/E)∗:

‖p‖∗C,a := ‖π∗p+ a‖∗,

где a – ковектор с фиксированным значением импульса, π∗ – подъем из (X/E)∗ в X∗, а C –
значение импульса. Далее по двойственной норме восстанавливается прямая норма ‖ · ‖C,a
на X/E.

Натуральная перепараметризация проекции траектории в новой норме является би-
льярдной в факторе и попадает в задачу меньшей размерности. Доказательство заверша-
ется по индукции.
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УСЛОВИЕ ФОКСА – МИЛНОРА ДЛЯ КОНКОРДАНТНЫХ
УЗЛОВ В ГОМОЛОГИЧЕСКИХ 3-СФЕРАХ

Б. Выонг

РНОМЦ Томского государственного университета

Классическая теория узлов рассматривает задачу размещения окружности в трех-
мерной сфере, то есть классификацию топологических вложений с точностью до изото-
пии окружающего пространства. Другая существенная проблема — классификация узлов
с точностью до кобордизма, которая приводит к исследованию и построению инварианта
кобордизма. Один из таких инвариантов был изучен Р. Фоксом и Дж.Милнором, анон-
сирован в 1957 году и опубликован в статье [1], где авторы доказали условие полинома
Александера для узла, являющегося срезанным типом. Здесь рассматриваем узлы в ори-
ентированной гомологической 3-сфере. Для них существуют инварианты Александера,
связанные с узлами, такими как в классическом случае (см. [2, с. 91-93]). То есть гео-
метрическая сущность, порождающая инварианты Александера узлов в ориентированной
гомологической 3-сфере, устанавливается посредством бесконечного циклического накры-
тия дополнения узла. В частности, для каждого узла в ориентированной гомологической
3-сфере существует корректно определенный многочлен Александера, связанный с узлом.
Многочлен является инвариантом относительно окружающей изотопии узлов в ориен-
тированной гомологической 3-сфере. Краткую информацию о многочленах Александера
узлов в ориентированной гомологической 3-сфере можно найти в статье [3]. Для особого
случая гомологической сферы Пуанкаре P существует алгоритм вычисления многочле-
на Александера для узла или зацепления в P [4]. Естественно спросить, выполняется ли
условие Фокса –Милнора для многочлена Александера для случая конкордантных узлов
в ориентированной гомологической 3-сфере. Утвердительный ответ дает следующая тео-
рема.

Теорема A. Пусть k0, k1 – конкордантные узлы в ориентированной гомологической
3-сфере M . Тогда многочлены Александера узлов связаны следующим уравнением1:

∆k0(t) =̇ p(t)p(1/t)∆k1(t),

где ∆k0(t),∆k1(t) – многочлены Александера относительно t узлов k0, k1 соответственно,
а p(t) – многочлен с целыми коэффициентами.

Для доказательства теоремы А следуем стратегии, предложенной Фоксом и Милнором
в [1] и описанной в работах Дж. Крайнбила [5] и В. Тураева [6, с. 139].

Можно обобщить теорему А следующим образом.
Теорема Б. Пусть M,M ′ – гомологические сферы, связанные гомологическим кобор-

дизмом W так, что граница ∂W = M ∪M ′. Более того, включения M ↪→ W и M ′ ↪→ W
индуцируют изоморфизмы на гомологиях. Пусть k : S1 →M – узел в M и k′ : S1 →M ′ –
узел в M ′. Пусть g : S1 × I → W – конкордантность между k и k′. Тогда многочлены
Александера узлов k, k′ связаны уравнением

∆k(t) =̇ p(t)p(1/t)∆k′(t),

1Обозначение ∆1=̇∆2 означает ∆1 = ±tn∆2 для некоторого целого n.
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где ∆k(t),∆k′(t) – многочлены Александера узлов k, k′ соответственно, а p(t) – многочлен
с целыми коэффициентами.
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ТОПОЛОГИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ СЛОЕНИЙ ЛИУВИЛЛЯ
ПСЕВДОЕВКЛИДОВЫХ АНАЛОГОВ КЛАССИЧЕСКИХ

ИНТЕГРИРУЕМЫХ СИСТЕМ

В.А. Кибкало 1,2, Е. С. Якимова (Агуреева) 1,2

1Московский государственный университет им. М.В.Ломоносова,
2Московский центр фундаментальной и прикладной математики

Одним из актуальных направлений дальнейшего развития топологического подхода,
введенного А.Т. Фоменко [1], является его расширение на новые классы интегрируемых
систем, в частности, на кусочно-гладкие биллиарды и на системы c некомпактными слое-
ниями Лиувилля или неполными потоками гамильтоновых векторных полей.

Также большой интерес представляет класс систем, предложенный в работе [2]
А.В. Борисовым и И.С. Мамаевым. Он задается следующим преобразованием в фазо-
вом пространстве R6(J1, J2, J3, x1, x2, x3):

x1 → ix1, x2 → ix2, J1 → iJ1, J2 → iJ2, J3 → J3, x3 → x3.

Такое преобразование сохраняет вещественность скобки Пуассона и первых интегралов
для многих известных интегрируемых систем механики, включая волчки Эйлера, Лагран-
жа, Ковалевской, а также их обобщение при добавлении постоянного гиростатического
момента (например, систему Жуковского).

Такой псевдоевклидов аналог системы Жуковского с гиростатическим моментом
~λ = (λ1, λ2, λ3) и главными моментами инерции A1, A2, A3 имеет четыре независимых
первых интеграла: две функции Казимира f1, f2, гамильтонианH и дополнительный квад-
ратичный интеграл K:

f1 = x2
1 + x2

2 − x2
3 = a, f2 = x1J1 + x2J2 − x3J3 = b,

H =
(J1 − λ1)2

2A1

+
(J2 − λ2)2

2A2

− (J3 − λ3)2

2A3

= h, K = J2
1 + J2

2 − J2
3 = k.

Эти квадратичные интегралы задаются с помощью псевдоевклидова (не знакоопределен-
ного) скалярного произведения векторов координат (x1, x2, x3) и импульсов (J1, J2, J3).

Для исследования бифуркационных диаграмм псевдоевклидова аналога системы Жу-
ковского в осесимметричном случае, когда A1 = A2 6= A3, удобно перейти от исходного
множества параметров (A1, A3, λ, λ3) ∈ Z̄ ⊂ R4 к паре параметров (α, β), выражающих
соотношения между парметрами моментов инерции и компонентами вектора гиростати-
ческого момента. Это позволяет понизить размерность параметрического пространства и
выделить множество, разделяющее различные типы бифуркационной картины.

Для этого на подмножестве Z ⊂ Z̄, где λ 6= 0, зададим функции

α =

(
A3

A1

)1/3

, β =

(
λ3

λ

)2/3

, (1)

значения которых будем называть существенными параметрами системы. Их введе-
ние позволяет описать разделяющее множество как полный прообраз в Z объединения
нескольких кривых в первом квадранте плоскости Oαβ.
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Теорема 1. В осесимметричном случае A1 = A2 6= A3, λ1 = λ2 = λ, множество Θ,
разделяющее различные типы бифуркационных диаграмм псевдоевклидова аналога систе-
мы Жуковского задается как объединение множества

Θ0 = {(A1, A3, λ, λ3) : A1 > 0, A3 > 0, λ · λ3 = 0} (2)

и прообразов в Z следующих кривых на плоскости существенных параметров:

α = 1, β = 1, β = α2, β =
1

α
.

Рис. 1. Разделяющее множество на плоскости Oαβ и соответствующий системам из областей
I–VIII вид кривой (k(t), h(t)) на плоскости Okh с типами 2-атомов

Эти кривые разбивают первый квадрант плоскости Oαβ на восемь областей (I–VIII),
различающихся типом бифуркационной диаграммы отображения момента (H,K) и соста-
вом 2-атомов в регулярных слоях.

В работе авторов [3] была построена полная бифуркационная диаграмма, выявлены
критические множества и описаны инварианты Фоменко для регулярных слоений.

При переходе к общему случаю (A1 6= A2 6= A3) возникают существенные аналити-
ческие затруднения. Основные сложности связаны с вычислением координат точек воз-
врата и нахождением параметрических выражений для координат особых точек. Однако
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для специальных подклассов параметров, образующих всюду плотное множество, удалось
получить явные выражения бифуркационных кривых на плоскости Okh, что позволило
провести топологический анализ.

Рассмотрим подкласс систем, в котором параметры моментов инерции удовлетворяют
соотношению

1 + A2t = (1 + A1t)x+ (1 + A3t)(1− x), (3)

где x ∈ [0, 1] — рациональный параметр. Такое условие позволяет аналитически выразить
координаты двух точек возврата t1, t2 на параметрической кривой (h(t), k(t)).

Теорема 2. Пусть параметры A1, A2, A3 удовлетворяют условию (3). Тогда
1) существует ровно две точки возврата t1 и t2, в которых

d2H|K = 0,

и координаты (h(ti), k(ti)) выражаются аналитически;
2) в этих точках отображение момента (H,K) имеет особенность параболическо-

го (каспидального) типа: бифуркационная диаграмма содержит каспидальные точки, а
соответствующее слоение теряет локальную тривиальность.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российским научным фондом (проект
24-71-10100). Е.С.Якимова (Агуреева) является стипендиатом Фонда “Базис”.
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МУЛЬТИВИРТУАЛЬНЫЕ КОСЫ И ЗАЦЕПЛЕНИЯ

Т.А. Козловская

Региональный научно-образовательный математический центр Томского государ-
ственного университета

Э. Артин ввел группу кос [1] и показал, что каждой косе (элементу группы кос) соответ-
ствует зацепление. Группа кос Bn, n ≥ 2, на n нитях задается порождающими элементами
σ1, σ2, . . . , σn−1 и определяющими соотношениями:

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2, (1)

σiσj = σjσi, |i− j| ≥ 2. (2)

Существует гомоморфизм группы Bn на группу подстановок Sn, переводящий порож-
дающий σi в транспозицию (i, i+ 1), i = 1, 2, . . . , n− 1. Ядро этого гомоморфизма называ-
ется группой крашеных кос и обозначается символом Pn.

Одно из обобщений теории узлов – теория виртуальных узлов, была введена Л. Кауф-
маном [2] в конце 1990-х годов. Диаграмма виртуального узла – это плоский четырехва-
лентный граф, каждый перекресток которого является либо классическим, либо вирту-
альным. Обобщенные движения Рейдемейстера состоят из классических движений Рей-
демейстера и движения объезда (см. рис.1).

Рис. 1. Виртуальные движения Рейдемейстера и движение объезда

С теорией виртуальных узлов связаны некоторые ее фактор-теории, которые полу-
чаются добавлением аналогов преобразований Рейдемейстера. На этом пути возникает
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теория плоских виртуальных узлов, теория узлов со спайками, теория Гауссовых узлов и
ряд других. При этом, в основе этих теорий лежат соответствующие аналоги групп кос.

По аналогии с классическими группами кос Л. Кауфман ввел виртуальные группы
кос V Bn. Группой виртуальных кос V Bn на n нитях называется группа с порождающи-
ми элементами σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1, соотношениями (1), (2) и дополнительными
соотношениями

ρiρi+1ρi = ρi+1ρiρi+1, i = 1, . . . , n− 2,

ρiρj = ρjρi, |i− j| ≥ 2,

ρ2
i = 1, i = 1, . . . , n− 1,

σiρj = ρjσi, |i− j| ≥ 2,

ρiρi+1σi = σi+1ρiρi+1, i = 1, . . . , n− 2.

Легко проверить, что подгруппа в V Bn, порожденная элементами ρ1, ρ2, . . . , ρn−1,
изоморфна группе подстановок Sn на n символах. Также известно, что элементы
σ1, σ2, . . . , σn−1 порождают в группе виртуальных кос V Bn подгруппу, изоморфную группе
кос Bn.

В [3] Л. Кауфман определил мультивиртуальные узлы и косы. Теория мультивирту-
альных узлов обобщает теорию виртуальных узлов, которая, в свою очередь, обобщает
теорию классических узлов.

В данной работе определяем группу крашеных мультивиртуальных кос как ядро есте-
ственного гомоморфизма группы мульти-виртуальных кос на группу подстановок.

Рис. 2. Геометрическая интерпретация порождающих σi, ρ
(α)
i

k-мультивирутальная группа кос kMV Bn [3] задается порождающими (см. рис. 2).

σi, ρ
(α)
i , i = 1, 2, . . . , n− 1, α = 0, 1, . . . , k − 1,

и определяющими соотношениями:
I. Инволютивность(

ρ
(α)
i

)2

= 1, i = 1, 2, . . . , n− 1, α = 0, 1, . . . , k − 1.

II. Дальняя коммутативность
– однородная:

σiσj = σjσi, ρ
(α)
i ρ

(α)
j = ρ

(α)
j ρ

(α)
i , |i− j| ≥ 2;

– смешанные соотношение (α 6= β):

σiρ
(α)
j = ρ

(α)
j σi, ρ

(α)
i ρ

(β)
j = ρ

(β)
j ρ

(α)
i , |i− j| ≥ 2.
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III. Косовские соотношения
– однородные:

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1,

ρ
(α)
i ρ

(α)
i+1 ρ

(α)
i = ρ

(α)
i+1 ρ

(α)
i ρ

(α)
i+1, i = 1, 2, . . . , n− 2;

– смешанные (β = 1, 2, . . . , k − 1):

σiρ
(0)
i+1 ρ

(0)
i = ρ

(0)
i+1 ρ

(0)
i σi+1,

ρ
(β)
i+1 ρ

(0)
i ρ

(0)
i+1 = ρ

(0)
i ρ

(0)
i+1 ρ

(β)
i , i = 1, 2, . . . , n− 2.

Замечание. Следующие соотношения не выполняются в k-мультивиртуальной группе
кос kMV Bn :

F1: σiσi+1 ρ
(α)
i = ρ

(α)
i+1 σiσi+1, 0 ≤ α ≤ k − 1;

F2: σi+1σi ρ
(α)
i+1 = ρ

(α)
i σ+1iσi, 0 ≤ α ≤ k − 1;

F3: ρ
(0)
i ρ

(β)
i+1 ρ

(β)
i = ρ

(β)
i+1 ρ

(β)
i ρ

(0)
i+1, ρ

(γ)
i ρ

(β)
i+1 ρ

(β)
i = ρ

(β)
i+1 ρ

(β)
i ρ

(γ)
i+1,

ρ
(γ)
i ρ

(γ)
i+1 ρ

(β)
i = ρ

(β)
i+1 ρ

(γ)
i ρ

(γ)
i+1, 0 < γ < β ≤ k − 1.

Рис. 3. Движение объезда

Если k = 0, то kMV Bn является группой кос Bn. Если k = 1, то kMV Bn является
виртуальной группой кос V Bn.

Определим гомоморфизм ϕn : V Bn → Sn, посылающий порождающие σi и ρi в ρi для
всех i = 1, 2, . . . , n − 1. Ядро этого гомоморфизма называется группой виртуальных кра-
шеных кос и обозначается V Pn.

В [4] доказано, что группа V Pn порождается элементами

λi,i+1 = ρi σ
−1
i , λi+1,i = ρi (λi,i+1) ρi = σ−1

i ρi, i = 1, 2, . . . , n− 1,

λij = ρj−1 ρj−2 . . . ρi+1 (λi,i+1) ρi+1 . . . ρj−2 ρj−1,

λji = ρj−1 ρj−2 . . . ρi+1 (λi+1,i) ρi+1 . . . ρj−2 ρj−1,

1 ≤ i < j − 1 ≤ n− 1,

и определяется соотношениями

λijλkl = λklλij, λkiλkjλij = λijλkjλki,

где разные буквы обозначают разные индексы.
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Группа плоских виртуальных кос FV Bn является фактор-группой группы V Bn по
соотношениям σ2

i = 1, i = 1, 2, . . . , n− 1.
Далее будем обозначать ρi = ρ

(0)
i .

Определим гомоморфизм ϕn,k : kMV Bn → Sn, σi 7→ ρi, ρ
(α)
i 7→ ρi, где i = 1, 2, . . . , n− 1,

α = 1, 2, . . . , k − 1. Ядро этого гомоморфизма kerϕn,k будем называть группой крашеных
мультивиртуальных кос kMV Pn.

Группа kMV Pn содержит элементы:

λ
(0)
i,i+1 = ρi σ

−1
i , λ

(0)
i+1,i = ρi λ

(0)
i,i+1 ρi = σ−1

i ρi, λ
(β)
i,i+1 = ρi ρ

(β)
i ,

1 ≤ β ≤ k − 1, i = 1, 2, . . . , n− 1,

и
λ

(0)
i,j = ρj−1 ρj−2 . . . ρi+1 λ

(0)
i,i+1 ρi+1 . . . ρj−2 ρj−1,

λ
(0)
j,i = ρj−1 ρj−2 . . . ρi+1 λ

(0)
i+1,i ρi+1 . . . ρj−2 ρj−1,

λ
(β)
i,j = ρj−1 ρj−2 . . . ρi+1 λ

(β)
i,i+1 ρi+1 . . . ρj−2 ρj−1,

1 ≤ i < j − 1 ≤ n− 1, 0 < β ≤ k − 1.

Теорема 1. Группа kMV Pn порождается элементами:

λ
(α)
ij , λ

(0)
ji , 1 ≤ i < j ≤ n, 0 ≤ α ≤ k − 1,

и определяется соотношениями:

λ
(α)
ij λ

(β)
kl = λ

(β)
kl λ

(α)
ij , 0 ≤ α ≤ β ≤ k − 1,

λ
(0)
ik λ

(0)
jk λ

(0)
ij = λ

(0)
ij λ

(0)
jk λ

(0)
ik , 1 ≤ i, j, k ≤ n,

λ
(α)
ik λ

(α)
jk λ

(α)
ij = λ

(α)
ij λ

(α)
jk λ

(α)
ik , 1 ≤ i < j < k ≤ n, 1 ≤ α ≤ k − 1,

где разные буквы обозначают разные индексы.
Теорема 2 (Структура группы kMV Bn).
1. kMV Bn = kMV Pn o Sn.
2. 〈λ(0)

ij | 1 ≤ i 6= j ≤ n〉 ∼= V Pn.

3. Для любого α ∈ {1, 2, . . . , k − 1} выполнено 〈λ(α)
ij | 1 ≤ i 6= j ≤ n〉 ∼= FV Pn.

4. Если n = 3, то kMV P3
∼= V P3 ∗ (FV P3)∗(k−1).

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования РФ
(Соглашение № 075-02-2025-1728/2).
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ПОЧТИ ТЕТРАЭДРАЛЬНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ
Я.В. Нагибин

Санкт-Петербургский государственный университет

Пусть M – связное компактное ориентируемое 3-многообразие с непустым краем. Иде-
альная триангуляция многообразия M называется минимальной, если она содержит наи-
меньшее число тетраэдров среди всех идеальных триангуляций этого многообразия. Число
тетраэдров в минимальной идеальной триангуляции многообразия M называется триан-
гуляционной сложностью и обозначается через c∆(M). Верхние оценки сложности обыч-
но возникают из явного построения триангуляций, в то время как поиск нижних оценок
в общем случае является трудной задачей. Для гиперболического многообразия с каспами
У. Терстоном было замечено неравенство:

c∆(M) ≥ vol(M)

v3

, (1)

где через v3 обозначен объем правильного идеального тетраэдра в пространстве H3, см.,
например, [1]. Гиперболические многообразия, на которых достигается нижняя оценка
называются тетраэдральными. Список тетраэдральных многообразий до сложности 21
был составлен А. Ю. Весниным, С. Гаруфалидисом, М. Гернером, В. В. Таркаевым и
Е.А.Фоминых, в работе [2].

Е. А. Фоминых была предложена идея рассмотреть почти тетраэдральные многообра-
зия – многообразия, которые обладают триангуляцией из n тетраэдров, и объем которых
удовлетворяет неравенству

(n− 1) · v3 < vol(M) < n · v3. (2)

Неравенство (1) позволяет заключить следующую теорему.
Теорема 1. Пусть M – почти тетраэдральное многообразие. Тогда

c∆(M) =

⌊
vol(M)

v3

⌋
.

1. Метод построения новых почти тетраэдральных многообразий
К. Адамс в работе [3] привел метод, как с помощью двух ориентируемых гиперболи-

ческих многообразий конечного объема M1 и M2, содержащих трижды проколотые сфе-
ры, получить новое гиперболическое многообразие, объем которого равен сумме объемов
vol(M1) и vol(M2). Опишем метод подробнее.

Обозначим через M1 и M2 ориентируемые гиперболические 3-многообразия конечного
объема. Пусть S1 и S2 - трижды проколотые несжимаемые сферы, правильно вложенные
в M1 и M2 соответственно. Обозначим через M ′

i дополнение Mi \ N(Si), через S0
i и S1

i –
две копии Si в крае ∂M ′

i . Пусть λ0 : S0
1 → S0

2 и λ1 : S1
1 → S1

2 – любые два гомеоморфизма,
одновременно сохраняющие или обращающие ориентацию. Будем говорить, что многооб-
разие M является сферической суммой M1 и M2, если оно получено из M1 и M2 путем
склеек сфер S0

1 и S0
2 по отображению λ0 и сфер S1

1 и S1
2 по отображению λ1.

Теорема 2 [3, Theorem 4.5]. Пусть M – сферическая сумма многообразий M1 и M2.
Тогда M – гиперболическое многообразие с каспами и vol(M) = vol(M1) + vol(M2).
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Для получения новых почти тетраэдральных многообразий введем понятие допусти-
мой триангуляции. Будем называть идеальную триангуляцию трехмерного многообразия
допустимой, если она содержит две грани, объединение которых есть трижды проколотая
сфера. Эту сферу будем также называть допустимой. Будем говорить, что многообразие
M является допустимой сферической суммой многообразий M1 и M2, если оно получе-
но следующим образом: разрежем M1 и M2 по допустимым сферам, а затем склеим их
между собой по аффинным отображениям, одновременно сохраняющим или обращающим
ориентацию. Основным результатом является следующая теорема.

Теорема 3. Пусть M1 – тетраэдральное многообразие, M2 – почти тетраэдральное
многообразие, T1 и T2 – их допустимые минимальные триангуляции соответственно.
Если многообразие M является допустимой сферической суммой многообразий M1 и
M2, то:

1. M – почти тетраэдральное многообразие;

2. c∆(M) = c∆(M1) + c∆(M2).

2. Бесконечные серии почти тетраэдральных многообразий
Алгоритм получения бесконечных серий почти тетраэдральных многообразий следую-

щий:

1. Зафиксируем почти тетраэдральное многообразиеN с допустимой минимальной три-
ангуляцией и бесконечную серию тетраэдральных многообразий Mk с допустимыми
минимальными триангуляциями.

2. Возьмем допустимую сферическую сумму многообразий N и Mk. Результат суммы
– почти тетраэдральное многообразие Nk.

Поэтому для получения бесконечных серий почти тетраэдральных многообразий оста-
лось описать как получать бесконечные серии тетраэдральных многообразий с допустимой
минимальной триангуляцией. Для этого было доказано следующее предложение:

Предложение 1. Предположим, что минимальная триангуляция тетраэдрального
многообразия M содержит неразбивающую допустимую сферу. Тогда для любого нату-
рального k существует k-листное накрытие многообразия M , обладающее минимальной
триангуляцией с допустимой неразбивающей сферой.

2.1. Семейства зацеплений
Пусть L – гиперболическое зацепление, имеющее диаграмму, как на рис. 1 слева.

Рис. 1. Сферическая сумма дополнений зацеплений
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Тогда в многообразииM = S3\L трижды проколотую сферу можно увидеть явно. А имен-
но, диск, натянутый на красную тривиальную компоненту, дважды протыкается оставши-
мися компонентами, то есть является трижды проколотой сферой.

Если имеется два гиперболических зацепления L1 и L2, которые имеют диаграммы, как
на рис. 1 слева, то сферическая сумма многообразий S3\L1 и S3\L2 является дополнением
зацепления L, изображенного на рисунке справа.

Отметим, что существуют тетраэдральные дополнения зацеплений, например, L8a20,
и почти тетраэдральные дополнения зацеплений, например, L10n84, которые имеют диа-
грамму как на рис. 1 , а также обладают допустимой минимальной триангуляцией. По-
этому, если окажется, что дважды проколотый диск изотопен допустимой сфере в мини-
мальной триангуляции, то удастся получить бесконечную серию дополнений зацеплений
известной сложности.

Рассмотрим допустимую трижды проколотую сферу S в минимальной триангуляции
многообразия S3 \ L8a20. Про сферу S известно, что два ее прокола лежат на одном кас-
пе, а третий прокол – на другом каспе. Обозначим компоненты зацепления L8a20 через
K1, K2, K3 и ориентируем их так, что коэффициенты зацеплений равны lk(K2, K3) = 0,
lk(K1, K2) = lk(K1, K3) = 2. Так как в зацеплении L8a20 компоненты K2 и K3 симметрич-
ны, то можно считать, что один из проколов сферы S лежит на компоненте K2.

Предложение 2. Допустимая трижды проколотая сфера S в минимальной три-
ангуляции многообразия S3 \ L8a20 изотопна диску, натянутому на компоненту K2,
дважды протыкаемому компонентой K1.

Рассмотрим допустимую трижды проколотую сферу S в минимальной триангуляции
многообразия S3 \ L8a20. Про сферу S известно, что два ее прокола лежат на одном
каспе, а третий прокол на другом каспе. Обозначим компоненты зацепления L10n84 через
K1, K2, K3 и ориентируем их так, что коэффициенты зацеплений равны lk(K1, K3) = 0,
lk(K1, K2) = 2, lk(K2, K3) = 3.

Предложение 3. Допустимая трижды проколотая сфера S в минимальной три-
ангуляции многообразия S3 \ L10n84 изотопна диску, натянутому на компоненту K1 и
дважды протыкаемому компонентой K2.

Рис. 2. Зацепление Lk

Следствие 1. Обозначим через Mk дополнительное пространство зацепления Lk,
изображенного на рис. 2. Тогда c∆(Mk) = 10k + 8.
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ИНТЕГРИРУЕМАЯ БИЛЛИАРДНАЯ СИСТЕМА В ОДНОРОДНЫХ
СРЕДАХ, РАЗДЕЛЕННЫХ СОФОКУСНЫМИ КВАДРИКАМИ

М.А. Никулин 1,2

1Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова
2Московский центр фундаментальной и прикладной математики

Теория интегрируемых бильярдов развивается в двух в каком-то смысле встречных
направлениях:

(1) доказательство гипотезы Биркгофа;
(2) поиск интегрируемых модификаций эллиптического бильярда.
В решении задачи (1), начиная с работы С. В. Болотина [1], за последние годы был

достигнут значительный прогресс — упомянем здесь работы Миронова, Бялого и Драго-
вича [2, 3].

В направлении задачи (2) заметный прогресс связан с группой исследователей, воз-
главляемых А. Т. Фоменко (В. В. Ведюшкина (Фокичева) [4, 5], В. А. Кибкало). Объем
полученных результатов здесь настолько значителен, что коротко изложить их не пред-
ставляется возможным. Мы рекомендуем обратиться к обзору А. Т. Фоменко и В. В. Ве-
дюшкиной [6]. Хорошо известно, что бильярд в эллипсе в присутствии постоянного маг-
нитного поля, перпендикулярного плоскости стола, не интегрируем (физическая точка
зрения отражена в большом количестве статей, в частности, см. Берри и Робник [7, 8]).
Математически строгие утверждения, в том числе для бильярдных столов на поверхно-
стях постоянной кривизны, содержатся в работах [9–11]. Однако бильярд в магнитном поле
в круге интегрируем и демонстрирует интересное поведение с точки зрения инвариантов
интегрируемых гамильтоновых систем.

В направлении (2) отметим интересную систему, введенную Драговичем и Раднович
в [12] (так называемая «бильярдная игра»), а также недавнюю работу [13]. Кроме того,
имеется цикл работ про интегрируемые бильярды с потенциалом, см., например, [14, 15],
инициированный работой В. В. Козлова [16].

Недавно авторами был обнаружен новый класс интегрируемых систем, связанный с би-
льярдами в областях, ограниченных софокусными квадриками. Опишем простейшие слу-
чаи систем из этого класса. Пусть задана область Ω, ограниченная эллипсом

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

где a > b > 0. Дуга софокусной квадрики разделяет Ω на области Ω1 и Ω2.
Припишем каждой области Ωi коэффициент ni, i = 1, 2, имеющий смысл показателя

преломления. Рассмотрим движение материальной точки в области Ω. Будем считать, что
на внешней границе области Ω движение подчиняется закону «угол падения равен углу
отражения», а на общей границе областей Ω1 и Ω2 выполняется модифицированный закон
преломления, который опишем ниже в общем виде.

Пусть две области Ωi и Ωj граничат по кривой C. Показатели преломления для этих
областей равны ni и nj соответственно. Будем считать, что движение материальной точки
при достижении кривой C подчиняется следующим правилам (далее будем ссылаться на
них как на модифицированный закон преломления (∗)).
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1. Выполнено соотношение ni cos θi = nj cos θj, где θi, θj ∈ [0, π/2] – углы, которые обра-
зуют отрезки траектории в соответствующих областях с нормалью к кривой C, если
θi и θj корректно определены.

2. Если ni > nj и материальная точка, двигаясь в области Ωi, достигает кри-
вой C, причем в точке пересечения траектории с кривой C выполнено неравенство
cos θi > nj/ni, то происходит полное внутреннее отражение траектории в область Ωi

по закону «угол падения равен углу отражения» (в этом случае угол θj не определен,
поскольку (ni/nj) cos θi > 1).

3. В предыдущих двух пунктах два соседних отрезка траектории с общей точкой на
кривой C лежат по разные стороны от нормали к кривой C в этой точке.

4. Если ni > nj и материальная точка, двигаясь в области Ωj, достигает кривой C,
причем θj = 0, тогда cos θi = nj/ni и материальная точка продолжает движение
в области Ωi вдоль любого из двух возможных направлений, образующих угол θi
с нормалью к кривой C.

5. Аналогично при ni < nj.

Для удобства будем считать, что при преломлении модуль вектора скорости не меняется.

Рис. 1. Иллюстрации к пунктам 1, 2 и 4

Вернемся к рассматриваемой системе в области Ω = Ω1 ∪Ω2. Покажем, что подчиняю-
щаяся закону преломления (∗) система будет интегрируемой и предъявим дополнительный
интеграл Ξ. В некоторых случаях значения этого дополнительного интеграла Ξ принадле-
жат не прямой, а окружности. Дополнительно будут описаны слоения изоэнергетического
многообразия на поверхности уровня интеграла Ξ для случая двух областей, разделенных
софокусным эллипсом.
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12. Dragović V., Gasiorek S., Radnović M. Billiard Ordered Games and Books. Regul. Chaotic
Dyn. 2022. Т. 27. №2. С. 132–150.

13. Bialy M., Mironov A. E., Tabachnikov S. Wire billiards, the first steps. Advances in
Mathematics. 2020. Т. 368. С. 107154.
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СЛОЕНИЕ ЛИУВИЛЛЯ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ БИЛЛИАРДОВ
В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

С.Е. Пустовойтов

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова

Математическим биллиардом называется динамическая гамильтоновая система, опи-
сывающая движение материальной точки внутри ограниченной замкнутой области при
условии абсолютно упругого отражения от границы. Началом теории биллиардов принято
считать работы Дж. Биркгофа, изучившего динамику классического эллиптического бил-
лиарда и доказавшего его интегрируемость. Также Биркгоф выдвинул гипотезу, согласно
которой плоский биллиард, ограниченный гладким выпуклым контуром, является инте-
грируемым лишь в случае эллипса. В своей классической формулировке гипотеза остается
недоказанной, однако в ее направлении были достигнуты значительные результаты. Также
интересны аналоги этой гипотезы для неклассических систем. Так, рассмотрим плоские
биллиарды, помещенные в постоянное магнитное поле индукции β, ортогональное к плос-
кости биллиардного стола. Магнитное поле действует на биллиардный шар единичного
заряда, отклоняя его траекторию по окружности Лармора. Эта система гамильтонова на
своем фазовом пространстве со стандартной симплектической структурой и гамильтони-
аном

H =
1

2
(ẋ2 + ẏ2).

В [1] А. Е. Миронов и М. Бялый доказали следующую теорему, отвечающую на вопрос
интегрируемости такого биллиарда (иными словами, был доказан магнитный аналог ги-
потезы Биркгофа).

Теорема 1 [1]. Пусть магнитный биллиард задан в выпуклой области B, ограничен-
ной кусочно-гладкой кривой, и магнитное поле имеет индукцию β. Если граница ∂B не
есть окружность, магнитный биллиард не является алгебраически интегрируемым для
любых значений индукции β, кроме, быть может, конечного числа таких значений.

В связи с этим рассмотрим интегрируемые магнитные биллиарды, ограниченные
окружностью или парой концентрических окружностей (будем называть их круговым и
кольцевым биллиардом). Такие биллиарды являются интегрируемыми, причем дополни-
тельный первый интеграл имеет следующий вид:

F =
ẋ2 + ẏ2

2
+
k

2
(x2 + y2) + k(xẏ − yẋ).

Оказывается, функции H и F имеют явный геометрический смысл. А именно, биллиард-
ные траектории состоят из дуг окружностей Лармора равных радиусов

√
H, центры кото-

рых равноудалены от центра биллиарда на расстояние
√
F . Такое геометрическое описание

траекторий позволяет определить области на биллиардном столе, в которых биллиардный
шар может находиться при фиксированных значениях первых интегралов. Эти области
называются областями возможного движения и являются проекциями соответствующих
слоев слоения Лиувилля, на которые разбито фазовое пространство биллиарда совмест-
ными поверхностями уровней функций H и F . Результатом анализа областей возможного
движения является описание слоения, выполненное в терминах инвариантов Фоменко –
Цишанга.
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Теорема 2. Для кругового магнитного биллиарда изоэнергетическое многообразие
Q3 = {H = const} гомеоморфно трехмерной сфере S3 при любом значении интегра-
ла H. Соответствующий инвариант Фоменко –Цишанга имеет вид A − A с метками
r = 0 и ε = 1. Для кольцевого магнитного биллиарда изоэнергетическое многообразие
Q3 гомеоморфно произведению S1 × S2 при любом значении интеграла H. Инвариант
Фоменко –Цишанга имеет вид A− A с метками r =∞ и ε = 1 .

Список полученных систем и их слоений Лиувилля достаточно скуден. Тем не менее его
можно расширить, используя конструкцию топологических биллиардов, предложенную
В. В. Ведюшкиной [2]. А именно, склеим несколько круговых и кольцевых биллиардных
областей по их общим граничным окружностям в двумерное ориентируемое многообразие
(возможно, с краем). Определим динамику на полученном “столе” таким образом, что,
отражаясь от границы склейки, биллиардный шар переходит с одной области на другую.
Возможны четыре случая: конфигурационное пространство топологического биллиарда
гомеоморфно диску (биллиард bD), замкнутому цилиндру (bC), сфере (bS) или тору (bT ).
Конструкция топологического биллиарда сохраняет дополнительный первый интеграл,
т. е. система является интегрируемой.

Для таких систем был разработан алгоритмический подход, который позволяет стро-
ить инвариант Фоменко –Цишанга, исходя из формы топологического биллиарда. Резуль-
татом построенного алгоритма служит частичное описание грубой молекулы.

Теорема 3. Алгоритмически построенная грубая молекула топологического магнит-
ного биллиарда удовлетворяет следующим свойствам.

• Вершинам молекулы соответствуют 3-атомы A, 3-атомы серии Bτ (или атомы
с плюсами и минусами в терминологии работы Е. А. Кудрявцевой и А. А. Ошем-
кова [3]), а также 3-атомы из серии Cτ в случае биллиарда bT , где τ есть последо-
вательность положительных целых чисел.

• Биллиард bT может допускать лишь два 3-атома серии Cτ , лежащих на сосед-
них уровнях дополнительного интеграла F . Причем эти 3-атомы единственные на
своих уровнях.

• Граф грубой молекулы биллиардов bC, bD и bS является деревом. Граф биллиарда
bT допускает кратные ребра (которые образуют единственные циклы) между 3-
атомами серии Cτ .

• При достаточно больших значениях энергии грубая молекула имеет симметрич-
ный вид W −W , где W – это корневое поддерево, причем обе симметричные части
в молекуле соединены ребром (либо кратными ребрами), инцидентным обоим кор-
ням. В такой молекуле 3-атомы имеют вид A, Bn и Cn.

Теперь вычислим числовые метки, которые вместе с построенной грубой молекулой
определяют инвариант Фоменко –Цишанга. Как оказалось, они зависят только от топо-
логического типа биллиарда. Разобьем 3-атомы на две группы: 1) минимальный атом A,
3-атом Bk, перестраивающий (склеивающий) k+ 1 тор Лиувилля в один тор, и 3-атом Ck,
перестраивающий (склеивающий) k торов Лиувилля в два тора; 2) максимальный атом
A, 3-атом Bk, перестраивающий (разделяющий) один тор Лиувилля в k + 1 тор, и 3-атом
Ck, перестраивающий (разделяющий) два тора Лиувилля в k торов.

Теорема 4. Инвариант Фоменко –Цишанга топологического магнитного биллиарда
имеет следующий вид:
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• грубая молекула строится по алгоритму, приведенному в теореме 2в случае бил-
лиардов bC, bD и bS, или алгоритму, приведенному в теореме 3 в случае биллиарда
bT ;

• метка r равна нулю на всех ребрах, инцидентных 3-атомам A, и бесконечности на
остальных ребрах (и следовательно, существует лишь одна семья);

• метка ε равна +1 на всех ребрах, соединяющих два 3-атома из одной группы либо
два 3-атома A, и −1 в остальных случаях;

• метка n единственной семьи равна нулю в случае биллиардов bC и bT , ±1 в случае
биллиарда bD и ±2 в случае биллиарда bS.

Таким образом, были классифицированы топологические магнитные биллиарды с точ-
ки зрения их слоений Лиувилля на неособых изоэнергетических поверхностях. Кроме
того, был приведен алгоритм, обратный к алгоритму построения инварианта Фоменко –
Цишанга. А именно, алгоритм строит топологический магнитный биллиард по представ-
ленному инварианту, удовлетворяющему определенным свойствам. С помощью этого ал-
горитма было доказано, что топологическими магнитными биллиардами реализуются ин-
тегрируемые системы на поверхностях вращения в потенциальном поле, рассмотренные
Е. О. Кантонистовой в [4], с точностью до лиувиллевой эквивалентности.
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РАЦИОНАЛЬНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ НАТУРАЛЬНЫХ СИСТЕМ
В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Д.В. Соловьев

Новосибирский государственный университет

Исследуются натуральные механические системы

ẋi =
{
xi, H

}
mg
, ṗi = {pi, H}mg , i = 1, 2, (1)

с гамильтонианом H в магнитном поле ω

H =
p2

1 + p2
2

2
+ V (x1, x2), ω = Ω(x1, x2)dx1 ∧ dx2,

допускающие рациональный по импульсам интеграл вида

F =
a(x1, x2)p1 + b(x1, x2)p2 + d(x1, x2)

g(x1, x2)p2 + h(x1, x2)
,

где магнитная скобка Пуассона имеет вид

{F,H}mg =
2∑
i=1

(
∂F

∂xi
∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂xi

)
+ Ω(x1, x2)

(
∂F

∂p1

∂H

∂p2

− ∂F

∂p2

∂H

∂p1

)
.

Основными результатами работы являются следующие теоремы, (x1, x2) = (x, y).
Теорема 1 [1]. Функция

F =
p1 + l(x, y)

p2 + k(x, y)

является первым интегралом гамильтоновой системы (1) тогда и только тогда, когда
функции l(x, y), k(x, y) удовлетворяют следующей системе уравнений:

kl = s3xy + s1y + s2x− s0,

l2 − k2 = s3(x2 − y2) + 2s1x− 2s2y + s4,

где s0, . . . , s4 ∈ R — произвольные постоянные, а потенциал и магнитное поле имеют
вид

V (x, y) = −1

2

(
k2 + s3x

2 + 2s1x
)
, ω = kxdx ∧ dy.

Теорема 2 [1]. Функция

F =
yp1 − xp2 + l(x, y)

p2 + k(x, y)

является первым интегралом гамильтоновой системы (1) тогда и только тогда, когда
функции u(x, y) = yk(x, y), v(x, y) = l(x, y) + xk(x, y) удовлетворяют следующей системе
уравнений:

2(u2− v2) = 2s5− 4s4x+ x2(−4s2 + 4s3 + 4s1x+ s0x
2) + 2(2s2− 2s3− 3x(2s1 + s0x))y2 + s0y

4,
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uv = y(s4 − x(−2s2 + 2s3 + 3s1x+ s0x
2) + (s1 + s0x)y2),

где s0, . . . , s5 ∈ R — произвольные постоянные, а потенциал и магнитное поле имеют
вид

V (x, y) = −1

2

(
u2

y2
+ 2s0x

2 + 4s1x

)
, ω =

ux
y
dx ∧ dy.

Первые результаты о существовании таких систем были получены в [2], наша работа
дополняет и обобщает их. Отметим, что вопрос о существовании таких интегралов для
натуральных систем, но уже без магнитного поля, остается открытым. В работах [1, 3, 4]
было показано, что при некоторых дополнительных предположениях о виде рационально-
го интеграла у указанной системы обязательно существует линейный интеграл. Что инте-
ресно, для геодезических потоков аналогичная задача оказалась проще (см. [5]). Известно
довольно много примеров двумерных римановых метрик, обладающих рациональным ин-
тегралом, в том числе на фиксированном уровне энергии в магнитном поле (см. [6, 7]).

ЛИТЕРАТУРА

1. Агапов С.В., Соловьев Д.В. О рациональных интегралах натуральных систем в маг-
нитном поле Сиб. мат. журн. 2025 (принято к печати).

2. Hietarinta J. New integrable Hamiltonians with transcendental invariants Phys. Rev. Lett.
1984. V. 52. №1057. P. 1057–1060.

3. Агапов С.В. Рациональные интегралы натуральной механической системы на дву-
мерном торе Сиб. мат. журн. 2020. Т. 61. №2. С. 255–265.

4. Агапов С.В., Турсунов М.М. О рациональных интегралах двумерных натуральных
систем Сиб. мат. журн. 2023. Т. 64. №4. С. 665–674.

5. Козлов В.В. О рациональных интегралах геодезических потоков Нелиная динамика.
2014. Т. 10. №4. С. 439–445.

6. Agapov S., Shubin V. Rational integrals of 2-dimensional geodesic flows: new examples
Journ. of Geom. and Phys. 2021. V. 170. 104389.

7. Agapov S., Potashnikov A., Shubin V. Integrable magnetic geodesic flows on 2-surfaces
Nonlinearity. 2023. V. 36. №4. P. 2128–2147.



Shirokov I.M. 111

HOPF TYPE THEOREMS FOR CONVEX SURFACES

I.M. Shirokov

St. Petersburg Department of Steklov Mathematical Institute

Abstract. In this paper we study variations of the Hopf theorem concerning continuous
maps f of a compact Riemannian manifold M of dimension n to Rn. We investigate the case
when M is a closed convex n-dimensional surface and prove that the Hopf theorem (as well its
quantitative generalization) is still valid but with the replacement of geodesic to quasigeodesic
in the sense of Alexandrov (and Petrunin). Besides, we study a discrete version of the Hopf
theorem. We say that a pair of points a and b are f -neighbors if f(a) = f(b). We prove that
if (P, d) is a triangulation of a convex polyhedron in R3, with a metric d, compatable with
topology of P , and f : P → R2 is a simplicial map of general position, then there exists a
polygonal path in the space of f -neighbors that connects a pair of ‘antipodal’ points with a
pair of identical points. Finally, we prove that the set of f -neighbors realizing a given distance
δ > 0 (in a specific interval), has non-trivial first Steenrod homology with coefficients in Z.

1. Introduction
In this paper we continue the program of generalizations of the Hopf theorem, concerning

continuous maps f of a compact Riemannian manifold M of dimension n to Euclidean space
Rn (see [1] for a description of the program):

Theorem 1 [2]. Let n be a positive integer, let M be a compact Riemannian manifold of
dimension n, and let f : M → Rn be a continuous map. Then for any prescribed δ > 0, there
exists a pair {x, y} ∈ M ×M such that f(x) = f(y) and x and y are joined by a geodesic of
length δ.

In [1] we proved that the set of pairs of points satisfying the Hopf theorem when δ is fixed
(such that there are no δ-conjugate points) is uncountable (see [1] for an exact formulation and
proof of quantitative version of the Hopf theorem). However, the topological structure of the
set of such pairs was not explored and remains unclear. Understanding this structure is one of
the main driving forces for the present work.

The paper is organized as follows. First, in Sections 2 and 3, we extend the Hopf theorem
(and its quantitative version) to the case whenM is a closed convex hypersurface (with geodesics
replaced by quasigeodesics). Precise definitions of quasigeodesics are not necessary for the
statements of our results and their proofs. However, definitions can be found in [3] (for two-
dimensional convex surfaces) and in [4, 5] (for Alexandrov spaces with curvature ≥ κ, and in
particular, for convex hypersurfaces). See also [6] for a beautiful exposition of quasigeodesics
on two-dimensional convex polyhedra.

Next, in Section 4, we study a ‘discrete’ version of the Hopf theorem concerning peace-wise
linear maps of a boundary of a convex polyhedron P ⊂ R3 to R2 and prove several topological
results on the structure of “solutions” of the Hopf theorem.

2. Generalization of the Hopf theorem for convex surfaces
Definition 1. By a closed convex n-dimensional surface we mean the boundary of n-

dimensional convex body in the Euclidean (n+ 1)-space Rn+1. We assume that such a surface
is provided with induced length metric from Rn+1.
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Lemma 1 [7]. Let X1,X2, ..., and X∞ be complete metric spaces, and εn → 0+ as n→∞.
Suppose that for each n there is an εn-isometry fn : Xn → X∞. Then there exists a Gromov-
Hausdorff convergence Xn GH−−→ X∞ 1.

Theorem 2 [5]. Assume Xn GH−−→ X∞ without collapse (that is dim Xn ≥ dim X∞). And
γn ∈ Xn is a sequence of quasigeodesics which in the d-metric (on X) converges pointwise to
γ ∈ X∞. Then γ is a quasigeodesic.

Now we are ready to prove the following:
Proposition 1 [5]. Let M be a closed convex n-dimensional surface, and let f : M → Rn

be a continuous map. Then for any prescribed δ > 0, there exists a pair {x, y} ∈ M ×M such
that f(x) = f(y) and x and y are joined by a quasigeodesic of length δ.

Proof. Let B be the convex body bounded by M . Let {Mn}∞n=1 be a sequence of smooth
closed convex n-dimensional surfaces in B such thatMn converges toM as n→∞ in the sense
of Hausdorff.

Let p be a point inside B. And let Rn be the radial projection with center at p of Mn on M .
It is easy to see that each Rn is εn-isometry for some εn > 0 and εn → 0 as n→∞. Hence the
sequence {Mn}∞n=1 converges to M in the sense of Gromov –Hausdorff by Lemma 1.

For each n > 0 define a map fn = f ◦Rn : Mn → Rn. By the Hopf theorem there exists a pair
{xn, yn} ∈Mn×Mn such that f(xn) = f(yn) and xn and yn are joined by a geodesic of length δ
in Mn. Denote this geodesic parametrized by the arc length as γn. Passing to a subsequence
in {γn}∞n=1 if necessary we can assume by Arzela –Ascoli theorem that γn converges to some
continuous curve γ of length δ. Putting the metric d from Remark 1 on the common space
X = M tM1 tM2 t ..., it follows that γn converges pointwise to γ as n→∞ in the metric d.
Hence by Petrunin theorem γ is quasigeodesic. This completes the proof.

3. Quantitative version of the Hopf theorem for convex surfaces
Definition 2. Let n be a positive integer, and let δ be a positive real number. Let M be a

closed convex n-dimensional surface, and let f : M → Rn be a continuous map. We denote by
F(δ) the subset of M ×M such that {a, b} ∈ F(δ) if and only if f(a) = f(b) and the points a
and b are joined by a quasigeodesic of length δ.

We call points a, b ∈M δ-conjugate if they are joined by an infinite number of quasigeodesics
of length δ. We denote the set of such points by C(δ).

Theorem 3. Let n be a positive integer such that n > 1, and let δ be a positive real number.
Let M be a closed convex n-dimensional surface, and let f : M → Rn be a continuous map. If
C(δ) is empty, then F(δ) is uncountable.

Proof. The proof is presented in [8].
There is an interesting future direction of generalization of Hopf’s original argument to the

case of n-dimensional Alexandrov spaces M of curvature ≥ κ without boundary. Is it possible
to construct a continuous map, an analogue of exponential map, from an n-dimensional open
ball to the Alexandrov space, such that the center of a ball is mapped to p ∈ M and radial
curves are mapped to quasigeodesics, starting from p (different radial curves could be mapped
to the same quasigeodesics)?

4. Discrete version of the Hopf theorem
Let P be a triangulation 2 of the boundary of a convex polyhedron in R3. And let f : P → R2

1For definitions see [8].
2Recall that triangulation of topological space is simplicial complex homeomorphic to it. We take as a

homeomorphism the identity map.
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be a continuous map which is affine on each triangle of P 3. Next, we assume that f is a map of
general position 4. We recall that two points a and b of P are called f -neighbors if f(a) = f(b) 5.
If d is a metric on P , we say that f -neighbors a and b realize distance δ ≥ 0 if d(a, b) = δ. For
δ > 0 we define D(δ) to be the set of f -neighbors realizing distance δ > 0.

First we define the ‘induced by f ’ triangulation of P by the following algorithm.
Algorithm 1 ‘Induced by f ’ triangulation of P .
1. Denote by T the triangulation of f(P ), which is constructed by the following three steps.

(1) Define vertex set of T as intersection points of images of distinct edges of P .
(2) Define constraints C as the set of line segments which arise from subdivision (induced

by vertex set of T ) of image of each edge of P .
(3) Create constrained Delaunay triangulation CD of f(P ) with constraints C.

Triangulation T of f(P ) is defined as the family of those simplices of CD that
belong to f(P ).

2. Construct ‘induced by f ’ triangulation of P as the family of triangles (and their edges
and vertices), which arise by the following two steps:

(1) Choose triangle t of T .
(2) Take the closure of preimage of relative interior of t.

Fig. 1. Initial and ‘induced by f ’ triangulations of P . Triangles, whose images coincide, are colored
identically.

We denote the ‘induced by f ’ triangulation of P as TfP . An example of such triangulation
is shown in Fig. 1. To state our main result of this section we need several auxiliary definitions,
constructions and results.

For a given map f we introduce the notion of a complex of f -neighbors.
Definition 3 (Complex of f -neighbors).
For any two distinct trianglesA and B of TfP , whose images coincide, we define two triangles

of corresponding f -neighbors in P × P ⊂ R3 × R3, which we denote by [A,B] and [B,A] (we
will denote corresponding edges in the same way). We construct complex of f -neighbors Ff as

3f can be given at vertices of P and extended to P by affine extension.
4No three vertex images lie on the same line.
5For convenience, we do not require that a and b are distinct.
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a family of such triangles, their edges and vertices. Notice that Ff coincides with the closure
(in P × P ) of the set of f -neighbors realizing non-zero distances.

Lemma 2. Let P be a triangulation of the boundary of a convex polyhedron in Euclidean
space R3. And let f : P → R2 be a continuous map which is affine on each triangle of P and
of general position. Then the associated complex of f -neighbors Ff is a simplicial complex and
any edge of Ff belongs to exactly two triangles of Ff 6.

Proof. The detailed proof is presented in [8].
Lemma 3. Let n be a positive integer. Let M be a closed manifold of dimension n with

non-trivial Z2 action. And let Sn be a Euclidean unit n-sphere in the Euclidean (n + 1)-space
Rn+1 with standard antipodal Z2 action. Let f : M → Sn be a continuous map of an odd degree.
Then f is Z2-equivariant at least at one point of M .

Proof. Suppose to the contrary that f is not Z2-equivariant at any point of M . Then we
can homotope f to f ′ moving points f(x) and f(Z2(x)) to the midpoint of the shortest arc
connecting them for each x ∈M . By simplcial approximation theorem it follows that there exits
a sufficiently small triangulation T (M) ofM such that f ′ is homotopic to a continuous map f ′′,
which agrees with f ′ at vertices of T (M) and affinely extended to each simplex of T (M). By
a further subdivision of T (M) we can assume that the set of vertices of T (M) is Z2 invariant.
The map f ′′ has an even degree by construction. This a contradiction.

Definition 4 (Antipodal points for closed convex surface).
Let B be an (n + 1)-dimensional convex body in Rn+1 and P be its boundary. And let p

be a point in Int B 7. There is natural Z2 action on P associated with the point p: if l is a line
through p, then its intersection points with P are reversed by the action. Let d be a metric
on P . We set

D(P, d) = sup
p∈IntB

inf
x∈P

d(x,Z2(x)).

The point p, for which supremim above is achieved, we call the center of P . Points a and b
are called antipodal if a = Z2(b). By Borsuk –Ulam theorem for any continuous map f : P → Rn

there are always exist antipodal points a and b such that f(a) = f(b) and d(a, b) ≥ D(P, d).
Theorem 4 (Discrete Hopf). Let (P, d) be a triangulation of the boundary of a convex

polyhedron in Euclidean space R3, with metric d, compatable with topology of P . And let
f : P → R2 be a continuous map which is affine on each triangle of P and of general position.
Then there exists a polygonal path of f -neighbors in Ff that connects a pair of antipodal points
with a pair of identical points.

Proof. For a proof see [8].
Remark [“Starship Enterprise”]. Observe that a component L could be topologically non-

trivial. It is an interesting exercise to see that in the case of a map f : S2 → R2 shown
schematically on Fig. 2, Lf is connected and homeomorphic to a torus (hence the same is
true for L). It’s easy to generalize this example so that L can have any non-negative genus.

To explore the structure of of the set D(δ) of f -neighbors realizing distance δ > 0 we need
the following auxiliary statement, which is apparently well known in the literature, but we
couldn’t find the exact formulation.

Lemma 4. Let n be a positive integer. And let M be a connected closed orientable n-
dimensional manifold. And let K be a compact subspace of M such that M \K is disconnected.
Then (n− 1)-dimensional Steenrod homology Hn−1(K;Z) are not trivial.

6The MATLAB implementation of construction of TfP and Ff is available upon request.
7We denote by Int X the interior of a topological space X.
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Fig. 2. Schematic picture of a map f : S2 → R2. Top view on the left, front view on the right (before
projection on a plane)

Proof. For a proof see [8].
Proposition 2. Under assumptions of Theorem 4, the set D(δ) of f -neighbors realizing a

given distance δ ∈ (0,D(P, d)), has non-trivial first Steenrod homology with coefficients in Z.
Proof. The distance function d naturally lifts from complex of f -neighbors Ff to the

continuous function d̃ on Lf (see the proof of the Theorem 4 for notation). By Theorem 4,
the exists a component L of Lf such that d̃(L) = [0,D(P, d)]. Since the projection i : L → Ff is
a homeomorphism except possibly the vertices, where d̃ = 0, the set Cδ = {x ∈ L | d̃(x) = δ}
is homeomorphic to D(δ). Applying Lemma 3 to (L, Cδ) completes the proof.

I am grateful to Oleg R. Musin for pointing out the research direction of generalization
of the Hopf theorem to the case of convex surfaces, interesting discussions and inspiration.
This research was supported by the Ministry of Science and Higher Education of the Russian
Federation, agreement No. 075-15-2025-344 dated 29.04.2025.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ,
ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

И ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ

КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ МЕТРИКИ КЕРРА

И.А. Бизяев

Уральский математический центр, Удмуртский государственный университет,
Ижевск

В координатах Бойера –Линдквиста x = (t, r, θ, ϕ) интервал для метрики Керра gij
имеет вид

ds2 = gijdx
idxj = −ρ

2∆(r)

A
dt2 +

A

ρ2
sin2 θ(dϕ− ωdt)2 + ρ2

(
dr2

∆(r)
+ dθ2

)
,

ρ2 = r2 + a2 cos2 θ, ∆(r) = r2 − 2r + a2,

A = (r2 + a2)2 − a2∆(r) sin2 θ, ω =
2ra

A
.

(1)

Уравнения движения для геодезических можно представить в следующей гамильтоновой
форме:

dxi

dτ
=
∂H

∂pi
,

dpi
dτ

= −∂H
∂xi

, H =
1

2
gijpipj, (2)

где p = (pt, pr, pθ, pϕ) — момент импульса вдоль траектории, а gij — матрица, обратная
к метрике, определяемой соотношением (1). Траектории лучей света лежат на нулевом
уровне гамильтониана H = 0 этой системы и после разделения переменных сводятся
к анализу следующих квадратур:(

dr

dτ

)2

=
E2

ρ4
R(r) ,

(
dθ

dτ

)2

=
E2

ρ4
Θ(θ),

R(r) = (r2 + a2 − aλ)2 − [η + (λ− a)2]∆(r), Θ(θ) = η + cos2 θ

(
a2 − λ2

sin2 θ

)
,

(3)

где η и λ — значения первых интегралов.
Анализ этих квадратур выполнил Дж.Бардин [1]. Он проанализировал, как вращение

черной дыры влияет на форму ее тени на ярко светящемся фоне, который расположен
далеко от горизонта событий. Интересным результатом было то, что эта тень оказалась
не симметричной относительно оси вращения черной дыры и, как отмечено в работе [2],
напоминает форму буквы D.

В данной работе построена бифуркационная диаграмма и выполнена классификация
типов траекторий лучей света в зависимости от значений первых интегралов (см. рис. 1).
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Рис. 1. В зависимости от η для фиксированных λ = −0.6 и a = 0.97 (a) – функция Θ(θ), (b) –
функция R(r), а также (с), (d) – фазовые портреты
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Рис. 2. (a) Рисунок небесной сферы на плоскости P в плоском пространстве; (b) – изображение
на плоскости P в окрестности черной дыры после обратной трассировки лучей света и (c) –
увеличенный фрагмент. Наблюдатель находится в экваториальной плоскости θ0 = π/2 c r0 = 5 и
угловой скоростью Ω = 0. Небесная сфера – на расстоянии r = 1000

Получены соотношения, описывающие границу тени черной дыры для стационарного
наблюдателя, который вращается с произвольной угловой скоростью вокруг оси вращения
черной дыры. Кроме того, построена обратная трассировка лучей света и показано, как
изменяется изображение для наблюдателя при приближении к горизонту событий (рис. 2).

Работа выполнена в рамках государственного задания Минобрнауки России (проект
№ FEWS-2024-0007).
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НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛОЖЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ
НЕЛОКАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ НЕРАЗРЫВНОСТИ

А.М. Волков

Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН, Екатеринбург

Рассматривается задача Коши для нелокального уравнения неразрывности

∂tmt +∇ · (f(x,mt)mt) = 0, m0 = m∗,

где P(Rd) — пространство вероятностных мер, а f : Rd × P(Rd) → Rd. Это уравнение
описывает систему бесконечного числа однотипных частиц, подчиняющихся уравнению

ẋ = f(x,mt).

Решением нелокального уравнения неразрывности является мерозначная функция t 7→ mt,
т. е. функция, ставящая каждому моменту времени t в соответствие вероятностную меру
mt над Rd. Таким образом, в данном случае фазовым пространством является простран-
ство вероятностных мер, наделенное метрикой Канторовича. В силу того, что данное про-
странство является польским, в нем можно естественным образом ввести понятия поло-
жения равновесия уравнения неразрывности и его устойчивости.

Ранее в статье [1] исследовались достаточные условия устойчивости положения равно-
весия. Основной целью настоящей работы является анализ достаточных условий неустой-
чивости.

Важной особенностью рассматриваемой задачи является нелинейность фазового про-
странства. Она не позволяет напрямую перенести понятия дифференцируемости и требует
введения понятий, которые его обобщают. Большинство известных обобщений являются
слишком строгими: типичный представитель функции Ляпунова — квадрат расстояния до
положения равновесия — является недифференцируемым. Для преодоления данной про-
блемы, были использованы методы негладкого анализа. В частности, нами было введено
понятие барицентрического субдифференциала.

Определение. Пусть q = p′ = p/(p − 1), а функционал φ : Pp(Rd) → R полунепре-
рывен сверху. Тогда барицентрическим субдифференциалом ∂−b φ(m) функции φ в точке
m будем называть множество всех таких функций γ ∈ Lq(Rd,m;Rd∗), что для любой
функции b ∈ Lp(Rd,m;Rd) и любого τ > 0 выполняется следующее соотношение:

φ((Id +τb)]m)− φ(m) ≥
∫
Rd

γ(x) · τb(x) mdx+ o(τ).

Полученный результат обобщает известную для конечномерных систем теорему Четае-
ва о неустойчивости на случай пространства вероятностных мер и нелокального уравнения
неразрывности.

Теорема. Пусть мера m̂ ∈ Pp(Rd) — положение равновесия нелокального уравнения
нераврывности, функция f : Rd × Pp(Rd)→ Rd липшицева по совокупности аргументов,
а также существует локально липшицевая функция φ : Pp(Rd)→ R, удовлетворяющая
следующим условиям:
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1) φ субдифференцируема в шаре BR(m̂) для некоторого R > 0;

2) для любого R > 0 существует такая точка µ ∈ BR(m̂), что φ(µ) > 0;

3) для любого α > 0 найдется такое β > 0, что для всех µ из множества Лебега

sup
γ∈∂−b φ(µ)

∫
Rd

γ(x) · f(x, µ)µ dx ≥ β.

Тогда положение равновесия m̂ неустойчиво.

Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом
центре при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Россий-
ской Федерации (Соглашение № 075-02-2025-1549).
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К ВОПРОСУ О СОЕДИНИМОСТИ ГОРИЗОНТАЛЬНЫМИ
ЛОМАНЫМИ НА ГРУППАХ КАРНО

А.В. Грешнов 1,2

1Новосибирский государственный университет
2Институт математики им. С.Л.Соболева СО РАН, Новосибирск

Пусть X = {X1, . . . , Xr} — гладкие векторные поля, определенные на некоторой обла-
сти U ⊂ RN . Положим

aJX =
r∑
j=1

ajXj, aJ = (a1, . . . , ar) ∈ Rr, ai = const.

Обозначим через exp(aJX)(u), u ∈ U , точку интегральной линии exp(saJX)(u), s ≥ 0,
векторного поля aJX, соответствующую значению s = 1; для простоты полагаем, что вы-
ражение exp(aJX)(u) корректно определено для каждого вектора aJ . По индукции опре-
делим k-ломаную Lk(x0, xk), индуцированную набором X , состоящую из k сегментов Ii,
i = 1, . . . , k, (имеющую k звеньев) и k+ 1 вершин в точках x0, . . . , xk с началом в точке x0

и концом в точке xk:

Lk(x0, xk) =
k⋃
i=1

Ii, Ii =
⋃

s∈[0,1]

exp(saJiX)(xi−1), exp(aJiX)(xi−1) = xi, |aJi | 6= 0; (1)

при этом полагаем, что никакие два «следующие друг за другом» вектора aJi и aJi+1
не

коллинеарны. Если в (1) отказаться от условия |aJi | 6= 0, то получим определение ломаной,
имеющей не более k + 1 вершин и k звеньев, k = 0, 1, . . .

Если в (1) рассматривать в качестве aJi векторы только с одной ненулевой компонен-
той, то такие k-ломаные будем называть базисными и обозначать их LXk (u, v).

Рассмотрим связное гладкое многообразиеM, dimM = N , и C∞ – гладкие векторные
поля XM = {X1, . . . , Xm}, m < N , удовлетворяющие условию Хермандера на M (суб-
риманово многообразие [1–3]). Векторные поля X1, . . . , Xm и подрасслоение HM ⊂ TM,
натянутое на X1, . . . , Xm, называются горизонтальными, набор векторных полей XM –
порождающим. Абсолютно непрерывная кривая γ = γ(s) : [0, s0] → M называется гори-
зонтальной, если γ̇(s) ∈ HM(γ(s)) почти всюду. Хорошо известна следующая

Теорема 1 (Рашевского –Чоу [1, 2]). Любые две точки u, v ∈ M могут быть соеди-
нены некоторой горизонтальной кривой γ ⊂M, состоящей из конечного числа отрезков
интегральных линий горизонтальных векторных полей, принадлежащих порождающе-
му набору XM.

Отметим следующий, более точный по сравнению с теоремой 1, результат.
Теорема 2 [2]. Любые две точки u, v ∈ M могут быть соединены горизонтальной

кривой вM, состоящей не более чем из 2N отрезков интегральных линий горизонталь-
ных векторных полей, принадлежащих порождающему набору XM.

Хорошо известными частными случаями субримановых многообразий являются груп-
пы Карно [4,5], в частности, группы Гейзенберга и Энгеля [1–6]. В работе [6] была доказана
следующая
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Теорема 3. Рассмотрим каноническую группу Энгеля Eα,β. Для любых двух точек
u, v ∈ Eα,β найдется горизонтальная ломаная Lk(u, v), индуцированная порождающим
набором E = {X, Y }, k ≤ 4 = dimEα,β, где X, Y — базисные горизонтальные левоинвари-
антные векторные поля алгебры Ли группы Eα,β.

Канонической группой Энгеля Eα,β называется аффинно-векторное пространство R4

с системой координат (x, y, t, z) и групповой операцией · : R4 × R4 → R4, определяемой
правилом

w · w′ = Pw(x′, y′, t′, z′) = (x, y, t, z) · (x′, y′, t′, z′) =

=
(
x+ x′, y + y′, t+ t′ +

α

2
(xy′ − x′y), z + z′ +

β

2
(xt′ − x′t) +

αβ

12
(x− x′)(xy′ − x′y)

)
=

= (f1, f2, f3, f4), α, β > 0.

Нейтральный элемент группы Eα,β совпадает с началом координат O = (0, 0, 0, 0) ∈ R4;
для любого элемента w = (x, y, t, z) обратный к нему элемент имеет вид

w−1 = (−x,−y,−t,−z).

Значение базисных левоинвариантных векторных полей X, Y, T, Z (базис Якоби [4])
в каждой точке w = (x, y, t, z) определяется как

(X, Y, T, Z)(w) =
∂Pw(x′, y′, t′, z′)

∂(x′, y′, t′, z′)

∣∣∣
(x′,y′,t′,z′)=(0,0,0,0)

;

их координатная запись имеет вид

X =
(

1, 0,−α
2
y,−β

2
x−αβ

12
xy
)
, Y =

(
0, 1,

α

2
x,
αβ

12
x2
)
, T =

(
0, 0, 1,

β

2
x
)
, Z = (0, 0, 0, 1).

Нетрудно проверить, что векторные поля X, Y, T, Z удовлетворяют следующей «таб-
лице коммутаторов»: {

[X, Y ] = αT,

[X,T ] = βZ,

все остальные возможные коммутаторы X, Y, T, Z равны ~0. Левоинвариантные векторные
поля X, Y — горизонтальные, набор векторных полей E = {X, Y } — порождающий.

Из фактов общей теории следует, что для любой точки M ∈ Eα,β выполняется

exp(x′X + y′Y + t′T + z′Z) ◦ exp(xX + yY + tT + zZ)(M) = exp(f1X + f2Y + f3T + f4T )(M),

в частности,

exp(x′X + y′Y + t′T + z′Z) ◦ exp(xX + yY + tT + zZ)(O) =

= (x, y, t, z) · (x′, y′, t′, z′) = (f1, f2, f3, f4).

Группа Энгеля является «простейшим примером» групп Карно ступени выше чем 2.
Тем не менее ее изучение существенно осложнено тем, что с геометрической точки зре-
ния интегральные линии горизонтальных векторных полей уже не «прямые линии» (как в
случае 2-ступенчатых групп Карно, к которым относятся группы Гейзенберга), и аналити-
чески (применяя формулу Кэмпбелла –Хаусдорфа) имеем дело с изучением специальных
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полиномов третьей степени от многих переменных. Так как top dimEα,β = 4, то резуль-
тат теоремы 3 можно рассматривать как «наилучшую версию» теоремы Рашевского—Чоу
для группы Энгеля с точки зрения количества звеньев горизонтальных ломаных (см. тео-
рему 2). Но здесь необходимо отметить следующее обстоятельство: определяя как выше
горизонтальные ломаные Lk(u, v), мы рассматриваем в качестве направлений их звеньев
всевозможные линейные комбинации векторных полей X, Y , тогда как по теоремам 1, 2
направления звеньев горизонтальных ломаных определяются исключительно полямиX, Y
(базисные горизонтальные ломаные). То есть в теореме 3 «расширили класс» допустимых
горизонтальных (базисных) ломаных, за счет чего был получен точный результат.

Решаем задачу о нахождении минимального числа NE такого, что для любых двух то-
чек u, v ∈ Eα,β найдется горизонтальная базисная ломаная LEk(u, v), где k ≤ NE . Учитывая
«левоинвариантность» структуры алгебры Ли, такая задача эквивалентна нахождению
минимального числа NE такого, что для любой точки u ∈ Eα,β найдется горизонтальная
базисная ломаная LEk(O, u), k ≤ NE , где O — нейтральный элемент группы Eα,β. Исходя
из результатов работы [6], невозможно соединить все точки M ∈ Eα,β базисными горизон-
тальными k-ломаными, где k ≤ 3.

Нами доказана следующая

Теорема 4. Почти все точки M ∈ Eα,β могут быть соединены с нейтральным эле-
ментом O группы Энгеля некоторой базисной горизонтальной ломаной LEk(O,M), где
k ≤ 4 = dimEα,β.

При этом на группе Энгеля существуют такие точки, которые не могут быть соединены
с ее нейтральным элементом посредством базисной горизонтальной k-ломаной, где k ≤ 4.

Теорема 4 своеобразным образом дополняет результат теоремы 3.
Используя теорему 4, доказали следующую теорему.

Теорема 5. Для любой точки M = (x′0, y
′
0, t
′
0, z
′
0) найдется ломаная LEk(O,M), k ≤ 6.

Отметим, что в работе [7] для 2-ступенчатых групп Карно Dn с горизонтальным распре-
делением коранга 1 было доказано, что любые две точки u, v ∈ Dn могут быть соединены
базисной горизонтальной k-ломаной L

XDn
k (u, v), где k ≤ dimDn + 2, а для почти все то-

чек v ∈ Dn существует базисная горизонтальная k-ломаная LXDn
k (O, v), где k ≤ dimDn + 1;

здесь XDn — набор базисных левоинвариантных горизонтальных векторных полей алгебры
Ли группы Dn.

Дополнительную информацию, связанную с рассматриваемой в работе проблемой, чи-
татель может найти в работах [8–10].

Работа выполнена при поддержке Математического Центра в Академгородке,
Соглашение № 075-15-2025-349 с Министерством науки и высшего образования Россий-
ской Федерации.

ЛИТЕРАТУРА
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АСИМПТОТИКА РЕЛАКСАЦИОННЫХ КОЛЕБАНИЙ
В МОДЕЛЯХ НА БАЗЕ ЛОГИСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

С.А. Кащенко, М.Ю. Смирнов, А.О. Толбей

Региональный научно-образовательный математический центр «Центр интегриру-
емых систем» при Ярославском государственном университете им. П. Г. Демидова

1. Введение
Исследуется асимптотика релаксационного периодического решения обобщенного ло-

гистического уравнения с запаздыванием

∂N

∂t
= λ

1−
−h1∫
−h2

dr(s)N(t+ s)

N. (1)

Это уравнение является весьма важным для приложений. Оно описывает, в частности,
динамику изменения численности биологических популяций с учетом возрастной структу-
ры и характера (сезонного или непрерывного) размножения. Положительные параметры
λ h1, h2 (h2 > h1) и монотонная функция r(s) (с ограниченным изменением на [−h2,−h1])
имеют четкий биологический смысл. Будем интересоваться вопросом о существовании
медленно осциллирующего положительного периодического решения и его свойствами при
λ→∞.

Исследуем вопрос о существовании, устойчивости и асимптотике периодического реше-
ния уравнения (1) при условии, когда параметр λ является достаточно большим: λ � 1.
Будет показано, что при этом условии уравнение (1) имеет устойчивое периодическое
решение релаксационного характера, и будет найдено его асимптотическое разложение.
Отметим, что в техническом плане наибольшие сложности представляет исследование
свойств устойчивости. В этой связи обратим внимание на то, что количество различных
неустойчивых периодических решений (1) неограниченно растет при λ→∞ [1, 2].

Уравнение (1) при λ � 1 является сингулярно возмущенным. Для исследования его
решений в [1,2] был разработан специальный метод большого параметра. Суть его заклю-
чается в следующем. В фазовом пространстве C[−h,0] (здесь и далее h = h2) специальным
образом (используя, в том числе, и соображения биологического характера) фиксируется
множество S = S(λ). Далее изучается асимптотика всех решений N(t, ϕ) с начальны-
ми функциями ϕ(s) ∈ S. Устанавливается, что через некоторый промежуток времени
t = tϕ(λ) решение N(t, ϕ) снова попадает в S. Тем самым определяется оператор после-
дования Π: Π(ϕ(S)) = N(S + tϕ(λ), ϕ) (S ∈ [−h, 0]). Центральным его свойством является
выполнение включения ΠS ⊂ S. Отсюда и из общих утверждений (см., например, [3]) при-
ходим к выводу, что оператор Π в S имеет неподвижную точку ϕ0(S), которой отвечает
периодическое решение N0(t, λ) = N(t, ϕ0). Указанная схема была успешно применена для
исследования сложных релаксационных колебаний во многих прикладных задачах.

Далее изучаются модели, которые совсем немного — на малую величину ε — отли-
чаются от модели (1). Биологический смысл параметра ε состоит в предположении, что
в рассматриваемый однородный ареал происходит миграция с малой постоянной скоро-
стью.



Кащенко С.А., Смирнов М.Ю., Толбей А.О. 126

2. Учет малой миграции в логистическом уравнении с запаздыванием
Уравнение

Ṅ = λN
[
1−N(t− 1)

]
(2)

при достаточно больших значениях мальтузианского коэффициента λ имеет устойчивое,
медленно осциллирующее периодическое (с периодом T (λ)) решение N0(t), которое со-
вершает ровно один всплеск на некотором отрезке длины периода и для него выполнены
асимптотические при λ→∞ равенства:

T (λ) = exp
[
λ
(
1 + o(1)

)]
;

max
t
N0(t) = exp

[
λ
(
1 + o(1)

)]
; min

t
N0(t)) = exp

[
− exp

[
λ
(
1 + o(1)

)]]
.

(3)

Фиксируем ε > 0 и рассмотрим вопрос о поведении решений логистического уравнения
с запаздыванием и с малой миграцией

Ṅ = λN
[
1−N(t− 1)

]
+ ε (4)

при достаточно больших значениях λ. Основной вывод состоит в том, что уравнение (4)
(при λ > λ0) имеет устойчивое, медленно осциллирующее Tε(λ) — периодическое решение
Nε(t) с одним всплеском на периоде, причем

Tε(λ) = 2 + o(1);

max
t
Nε(t) = exp

[
λ
(
1 + o(1)

)]
; min

t
Nε(t) = exp

[
− λ
(
1 + o(1)

)]
.

Таким образом, при ε > 0 существенно уменьшился период колебаний и увеличился ми-
нимум численности, что позволяет сделать вывод о стабилизации решений.

Приведем асимптотические формулы для Nε(t). Здесь и ниже δ > 0 будем обозначать
произвольную, достаточно малую, но не зависящую от λ, постоянную. При t ∈ [1, 0 − δ]
имеем Nε(t) = exp(λt(1 + o(1))), а при t ∈ [1 + δ, 2] — Nε(t) = ελ−1 exp[−λ(t − 1 + o(1))].
Формулы для малых промежутков [1− δ, 1 + δ] и [2, Tε(λ)] из-за громоздкости приводить
не будем. Примерный вид периодического решения Nε(t) приведен на рис. 1.

Рис. 1. Примерный вид периодического решения Nε(t)
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3. Быстрые осцилляции в уравнении с малой миграцией
Как уже отмечалось, уравнение (2) имеет быстро осциллирующие периодические реше-

ния [1, 2], которые неустойчивы и количество которых неограниченно растет при λ→∞.
Периоды этих решений меньше 1, а порядок (при λ → ∞) наибольшего и наименьшего
значений тот же, что и у N0(t). Главной их отличительной особенностью является то, что
на промежутке длины периода они имеют один всплеск, причем длительность его имеет
порядок exp[−λ(1+o(1))], т. е. она чрезвычайно мала. Для уравнения (4) ситуация принци-
пиально иная. Сначала опишем режимы с одним всплеском на промежутке запаздывания
[−1, 0]. Для этого фиксируем произвольно два таких числа ξ1 и ξ2, что −1 < ξ1 < ξ2 < 0 и
через S(ξ) (ξ = (ξ1, ξ2)) обозначим множество таких непрерывных на [−1, 0] функций ϕ(s),
которые удовлетворяют следующим свойствам:

1) ϕ(s) > 0; ϕ(ξ1) = ϕ(ξ2) = ϕ(0) = 1; ϕ(s) < 1 при s ∈ [−1, ξ1)
⋃

(ξ2, 0) и ϕ(s) > 1 при
s ∈ (ξ1, ξ2);

2) ϕ(s) >
1

2
expλ(s− ξ1) при s ∈ [ξ1, ξ2 − δ];

3)

ξ1∫
−1

ϕ(s)ds+

0∫
ξ2

ϕ(s)ds 6 λ−1/2.

Обозначим N(t, ϕ) решение (4) с начальным условием ϕ(s) ∈ S(ξ). Изучим асимптоти-
ку этой функции при λ→∞. Пусть сначала t ∈ [0, 1 + ξ1]. Тогда N(t, ϕ) = expλt[1 + o(1)].
Обозначим t1(ϕ), t2(ϕ), . . . — последовательные положительные нули функции N(t, ϕ)−1.
Рассмотрим затем N(t, ϕ) при t ∈ [1 + ξ1, 1 + ξ2]. В результате приходим к выводу, что
t1(ϕ) = 1 + ξ1 + o(1) и N(t, ϕ) = o(1) при t ∈ [1 + ξ1 + δ, 1 + ξ2]. На следующем шаге
получаем, что t2(ϕ) = 1 + ξ2 + o(1). Введем в рассмотрение оператор Π, который ставит
функции ϕ(s) ∈ S(ξ) в соответствие с функцией N(s+ t2(ϕ), ϕ) : Π(ϕ(s)) = N(s+ t2(ϕ), ϕ),
s ∈ [−1, 0]. Из асимптотических формул для N(t, ϕ) вытекает, что N(s + t2(ϕ), ϕ) ∈ S(ξ),
где ξ = (ξ1, ξ2) и ξ1 = −1− ξ2 + o(1), ξ2 = ξ1 − ξ2 + o(1).

Таким образом, поведение N(t, ϕ) определяется в основном динамикой изменения па-
раметров ξ1,n и ξ2,n (n = 0, 1, 2, . . .), а динамика последних в главном описывается отобра-
жением ξ1,n+1 = −1− ξ2,n; ξ2,n+1 = ξ1,n − ξ2,n. Для zn = −1− ξ1,n приходим к уравнению

zn+2 + zn+1 + zn = 1. (5)

Отсюда
zn = (1 + ξ1,n) = −ξ2,n−1 = 1/3 + α exp[2πin/3] + α exp[−2πin/3],

а произвольная комплексная α определяется начальными данными. Таким образом, урав-
нение (4) имеет семейство быстро осциллирующих решений, динамика которых описыва-
ется отображением (5). Можно утверждать, что такая структура решений (с начальными
условиями из S(ξ)) сохраняется в течение асимптотически большого — порядка λ — отрез-
ка времени. Вывод о том, что и при t→∞ структура таких решений не изменится, сделать
нельзя: в силу «негрубости» отображения (5) «малые» добавки с течением времени могут
накапливаться.

Рассмотренная здесь ситуация обобщается на решения, число всплесков которых на
отрезке запаздывания [−1, 0] равноm, гдеm — произвольна. Аргумент ξ в выражении S(ξ)
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состоит теперь из 2m компонент ξ1, . . . , ξ2m. По аналогии с (5) для описания динамики
изменения величин ξjn приходим к отображению zn+2m + zn+2m−1 + · · ·+ zn = 1, а значит,

zn = (2m+ 1)−1 +
m∑
j=1

αj exp
2πin

2j + 1
+ αj exp

−2πin

2j + 1
.

Сформулированные результаты о динамике простейших экосистем с малой миграцией
существенно отличаются от тех, в которых миграция не учитывалась. Тем самым даже
малая миграция в определенных ситуациях может приводить к принципиальным измене-
ниям динамики установившихся режимов. В этом плане наблюдается интересная аналогия
с задачей о структуре решений в моделях популяций с малой диффузией. Интересны ре-
зультаты об эффективном управлении периодом релаксационных колебаний с помощью
малых периодических воздействий.

Работа выполнена в рамках программы развития Регионального научно-образо-
вательного математического центра Ярославского государственного университета
им. П. Г.Демидова при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образова-
ния Российской Федерации (Соглашение № 075-02-2025-1636).
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ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЙ АНАЛОГОВ
ВРЕМЕННЫХ УРАВНЕНИЙ ШРЁДИНГЕРА

В.А. Павленко 1,2

1Институт математики с ВЦ УФИЦ РАН, Уфа
2Уфимский университет науки и технологий

Помимо шести классических ОДУ Пенлеве в настоящий момент многие исследователи
интересуются и другими нелинейными дифференциальными уравнениями более высоко-
го порядка, которые также интегрируются ИДМ. На сегодня известен конечный список
совместных пар гамильтоновых систем

(qj)
′
sk

= (Hsk)
′
pj
, (pj)

′
sk

= −(Hsk)
′
qj
, k = 1, 2, j = 1, 2, (1)

с гамильтонианами Hsk(s1, s2, q1, q2, p1, p2), каждое из которых есть условие совместности
трех линейных систем дифференциальных уравнений вида

V ′sk = LskV, (2)

V ′η = AV, (3)

где квадратные матрицы Lsk и A (матрица A одна и та же для обеих гамильтоновых
систем (1)) одинаковой размерности рациональны по переменной η. Соответствующие ре-
шения дифференциальных уравнений, являющихся условием совместности таких пар, на-
зываются изомонодромными. К их числу относятся решения иерархии гамильтоновых
вырождений системы Гарнье, выписанной в известной статье Х. Кимуры ( [1]). Позднее
Х.Кавамуко (см. [2]) дополнил этот список.

Известно, что для всех представителей иерархии Кимуры справедливы две эквивалент-
ные формы: форма совместных пар гамильтоновых систем (1), определяемых квадратич-
ными по импульсам p1, p2 и рациональными по координатам q1, q2 различными парами
гамильтонианов Hsk(s1, s2, q1, q2, p1, p2), а также форма совместных пар гамильтоновых си-
стем (1), определяемых квадратичными по импульсам p1, p2 и полиномиальными по коор-
динатам q1, q2 различными парами гамильтонианов Hsk(s1, s2, q1, q2, p1, p2). Для почти всех
из этих гамильтоновых систем с двумя степенями свободы уже построены 2×2 матричные
совместные решения пар аналогов уравнений Шрёдингера

εΨsk = Hsk

(
s1, s2,−ε

∂

∂x
,−ε ∂

∂y
, x, y

)
Ψ, k = 1, 2, (4)

с ε = 1, соответствующие парам гамильтонианов Hsk(s1, s2, q1, q2, p1, p2), k = 1, 2, этих изо-
монодромных систем. (При этом их построение осуществляется совершенно явно в тер-
минах решений соответствующих изомонодромных систем.) Для эволюционных уравне-
ний (4), определяемых низшими представителями H9/2 и H5 вырождений системы Гарнье,
это сделано в статье Б.И. Сулейманова [3]. Для самой системы Гарнье — первого пред-
ставителя H1+1+1+1+1 данной иерархии соответствующие решения представлены в работе
Б.И. Сулейманова и Д.П. Новикова [4]. Для вырождений H2+1+1+1 и H4+1 подобного рода
решения выписаны в работах автора совместно с Б.И. Сулеймановым, [5,6] соответствен-
но). Для еще одного вырождения, а именно, для H3+2 автор представил соответствующие
решения эволюционных уравнений в [7].
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В настоящей работе будут сконструированы 2 × 2 матричные решения аналогов вре-
менных уравнений Шрёдингера c ε = 1, которые соответствуют гамильтоновой системе
H2+2+1. Эти решения будут представлены в двух формах: в рациональной и в полиноми-
альной. Другими словами, построим решения уравнений вида

ε
∂Ψ

∂τj
= H3+1+1

τj

(
τ1, τ2, x, y,−ε

∂

∂x
,−ε ∂

∂y

)
Ψ, j = 1, 2, ε = 1. (5)

В (5) дифференциальные операторы H3+1+1
τj

(τ1, τ2, x, y,−ε ∂/∂x,−ε ∂/∂y) соответствуют
гамильтонианам с рациональными координатами. Затем мы предъявим решения уравне-
ний вида

εΨsk = H3+1+1
sk

(
s1, s2,−ε

∂

∂r
,−ε ∂

∂ρ
, r, ρ

)
Φ, k = 1, 2, ε = 1, (6)

где дифференциальные операторы H3+1+1
sk

(s1, s2,−ε ∂/∂r,−ε ∂/∂ρ, r, ρ) соответствуют га-
мильтонианам с полиномиальными координатами. Соответствующие решения (5), (6) яв-
ным образом будут выражены через совместные решения матричных линейных пар ИДМ
(2), (3) из статьи [8], условием совместности которых являются гамильтоновы дифферен-
циальные уравнения (1), соответствующие гамильтонианам системы H3+1+1.

Следует отметить, что гамильтонова система H3+1+1 из иерархии Кимуры является по-
следним (единственным) представителем, для которой соответствующие уравнения Шрё-
дингера еще не построены.

Система H3+1+1 в статье [1] выписана в двух формах: в одной из них соответствующие
две совместные гамильтоновы системы ОДУ по координатам рациональны, а во другой
форме – полиномиальны.

В случае рациональной зависимости от координат система H3+1+1 имеет вид

∂λk
∂Tj

=
∂Hj

∂µk
,

∂µk
∂Tj

= −∂Hj

∂λk
, j, k = 1, 2, (7)

где гамильтониан H1(T1, T2, λ1, λ2, µ1, µ2) задается формулой

T 3
1H1 =

λ1(λ1 − 1)2(λ2 − 1)P (λ1)

λ1 − λ2

µ2
1 −

λ2(λ2 − 1)2(λ1 − 1)P (λ2)

λ1 − λ2

µ2
2−

− λ1(λ1 − 1)2(λ2 − 1)P (λ1)

λ1 − λ2

(
κ0

λ1

− γT 2
1

(λ1 − 1)3
+

γT2

(λ1 − 1)2
+
κ1 − 2

λ1 − 1
+
P ′(λ1)

P (λ1)

)
µ1+

+
λ2(λ2 − 1)2(λ1 − 1)P (λ2)

λ1 − λ2

(
κ0

λ2

− γT 2
1

(λ2 − 1)3
+

γT2

(λ2 − 1)2
+
κ1 − 2

λ2 − 1
+
P ′(λ2)

P (λ2)

)
µ2+

+
κ(λ1 − 1)(λ2 − 1)(P (λ1)− P (λ2))

λ1 − λ2

,

где P (λ) в статье [1] выписана с опечаткой.
В самой статье

P (λ) =

(
T 2

1 − T1 +
∑
k=1,2

T 2
1

λk − 1

)
(λ− 1)− T 2

1 .

Должно быть

P (λ) =

(
T 2

1 − T2 +
∑
k=1,2

T 2
1

λk − 1

)
(λ− 1)− T 2

1 .
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Таким образом, первый гамильтониан запишется в виде

T 3
1H1 =

λ1(λ1 − 1)3(T 2
1 λ2 − T2λ2 + T2)

λ1 − λ2

µ2
1 −

λ2(λ2 − 1)3(T 2
1 λ1 − T2λ1 + T2)

λ1 − λ2

µ2
2−

− λ1(λ1 − 1)3(T 2
1 λ2 − T2λ2 + T2)

λ1 − λ2

(
κ0

λ1

− γT 2
1

(λ1 − 1)3
+

γT2

(λ1 − 1)2
+

κ1

λ1 − 1

)
µ1−

− T2λ1(λ1 − 1)2(λ2 − 1)

λ1 − λ2

µ1 +
T 2

1 λ1(λ1 − 1)(λ1λ2 − 2λ2 + 1)

λ1 − λ2

µ1+

+
λ2(λ2 − 1)3(T 2

1 λ1 − T2λ1 + T2)

λ1 − λ2

(
κ0

λ2

− γT 2
1

(λ2 − 1)3
+

γT2

(λ2 − 1)2
+

κ1

λ2 − 1

)
µ2+

+
T2λ2(λ1 − 1)(λ2 − 1)2

λ1 − λ2

µ2 −
T 2

1 λ2(λ2 − 1)(λ1λ2 − 2λ1 + 1)

λ1 − λ2

µ2+

+ κ[T 2
1 (λ1λ2 − 1)− T2(λ1 − 1)(λ2 − 1)]. (8)

Ниже приведем соответственно второй гамильтониан

T 2
1H2 =

λ1(λ1 − 1)3(λ2 − 1)

λ1 − λ2

µ2
1 −

λ2(λ2 − 1)3(λ1 − 1)

λ1 − λ2

µ2
2−

− λ1(λ1 − 1)3(λ2 − 1)

λ1 − λ2

(
κ0

λ1

− γT 2
1

(λ1 − 1)3
+

γT2

(λ1 − 1)2
+
κ1 − 1

λ1 − 1

)
µ1+

+
λ2(λ2 − 1)3(λ1 − 1)

λ1 − λ2

(
κ0

λ2

− γT 2
1

(λ2 − 1)3
+

γT2

(λ2 − 1)2
+
κ1 − 1

λ2 − 1

)
µ2+

+ κ(λ1 − 1)(λ2 − 1). (9)

Вторая выписанная в статье [1] форма системы H3+1+1

∂qk
∂sj

=
∂Hj

∂pk
,

∂pk
∂sj

= −∂Hj

∂qk
, j, k = 1, 2, (10)

задается полиномиальными по координатам qj гамильтонианами

H1 = q3
1p

2
1 + 2q2

1

(
q2 +

1

s2

)
p1p2 + q1

(
q2

2 +
q2

s2

− (s1 + 1)q1

2

)
p2

2−

−
(

(κ0 + κ1 − 1)q2
1 + γ

(
q1 +

q2

s2

))
p1−

−
(

(κ0 + κ1 − 1)q1q2 +
κ1q1

s2

− γ
(
s1

s2
2

− 1

2

)
q2 +

γ

s2

)
p2 + κq1, (11)

H2 = q2
1

(
q2 +

1

s2

)
p2

1 + 2q1

(
q2

2 +
q2

s2

− q1

(
s1

s2
2

+
1

2

))
p1p2+

+

(
q3

2 +
q2

2

s2

+

(
s2

1

s3
2

− s2

4

)
q2

1 −
(
s1

s2
2

+
3

2

)
q1q2 −

q1

s2

)
p2

2−

−
(

(κ0 + κ1 − 1)q1q2 +
κ1q1

s2

− γ
(
s1

s2
2

− 1

2

)
q2 +

γ

s2

)
p1−

− (κ0 + κ1 − 1)q2
2p2 −

(
κ0 − 1 + κ1

(
s1

s2
2

+
1

2

))
q1p2+

+ γ

(
s2

1

s3
2

− s2

4

)
q2p2 +

κ1

s2

q2p2 − γ
(
s1

s2
2

+
1

2

)
p2 + κq2. (12)
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Эти две формы системы H2+2+1 связаны друг с другом симплектическим преобразо-
ванием

q1 =
(λ1 − 1)(λ2 − 1)

T 2
1

, q2 =
λ1 + λ2 − 2

T1

− τ2(λ1 − 1)(λ2 − 1)

T 3
1

,

s1 = T2 −
T 2

1

2
, s2 = T1,

(13)

выписанном в [1].
В [8] приведена еще одна гамильтонова система

∂Qk

∂tj
=
∂Kj

∂Pk
,

∂Pk
∂tj

= −∂Kj

∂Qk

, j, k = 1, 2, (14)

с полиномиальными гамильтонианами Ki(t1, t2, Q1, Q2, P1, P2),

K1 = P1Q1(P1 −Q1 − t1) + θ∞1 P1 + θ1Q1 + P1P2Q2+

+
1

t1 − t2
(P1(Q1 −Q2)− θ1)(P2(Q2 −Q1)− θ0), (15)

K2 = P2Q2(P2 −Q2 − t2) + θ∞1 P2 + θ0Q2 + P1P2Q1+

+
1

t2 − t1
(P1(Q1 −Q2)− θ1)(P2(Q2 −Q1)− θ0). (16)

Как указано в [8], на решениях уравнений (14) с гамильтонианами (15), (16) совместна
следующая система линейных ОДУ:

∂Y

∂η
=

(
A

(0)
0

η
+

A
(0)
1

η − (t2 − t1)
+ A(−1)

∞ + A(−2)
∞ η

)
Y,

∂Y

∂t1
=

A
(0)
1

η − (t2 − t1)
Y,

∂Y

∂t2
=

(
− A

(0)
1

η − (t2 − t1)
− A(−2)

∞ η +B1

)
Y

(17)

с матричными коэффициентами

A
(0)
0 =

P2Q2 u(θ0Q2 − P2Q
2
2)

P2

u
θ0 − P2Q2

 , A
(0)
1 =

P1Q1 u(θ1Q1 − P1Q
2
1)

P1

u
θ1 − P1Q1

 ,

A(−1)
∞ = −

 0 u(P1Q1 + P2Q2 + θ∞1 )

1

u
t2

 , A(−2)
∞ =

(
0 0
0 1

)
,

B1 =

 0 u(P1Q1 + P2Q2 + θ∞1 )

1

u
0

 .

Константы удовлетворяют условию Фукса –Хукухары:

θ0 + θ1 + θ∞1 + θ∞2 = 0.
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Легко видеть, что замена

Y = exp

(
θ1

2
ln |η − t2 + t1|+

θ0

2
ln |η|+ η2

4
− t2η

2

)
Z

совместные системы ИДМ (17) переводит в эквивалентные им совместные системы

∂Z

∂η
=

(
B

(0)
0

η
+

B
(0)
1

η − (t2 − t1)
+B(−1)

∞ +B(−2)
∞ η

)
Z,

∂Z

∂t1
=

B
(0)
1

η − (t2 − t1)
Z,

∂Z

∂t2
=

(
− B

(0)
1

η − (t2 − t1)
−B(−2)

∞ η +B1

)
Z

(18)

с матричными коэффициентами, которые уже имеют нулевой след.
Именно эта матричная форма уравнений ИДМ для гамильтоновой системы H3+1+1 ис-

пользуется в этой статье для построения решений соответствующих эволюционных урав-
нений. МатрицаM = Z−1(t1, t2, η)Z(t1, t2, ζ) размерности 2×2, образованная по совместно-
му фундаментальному решению Z линейных cистем (18), удовлетворяет двум следующим
эволюционным уравнениям с временами t1 и t2:

(t1 − t2)Mt1 = −ζ(ζ + t1 − t2)(η + t1 − t2)

ζ − η Mζζ +
η(ζ + t1 − t2)(η + t1 − t2)

ζ − η Mηη+

+
(ζ + η)(ζ + t1 − t2)(η + t1 − t2)

(ζ − η)2
(Mζ +Mη) + g1M, (19)

(t1 − t2)Mt2 =
ζη(ζ + t1 − t2)

ζ − η Mζζ −
ζη(η + t1 − t2)

ζ − η Mηη−

− ζη(ζ + η) + (t1 − t2)(ζ2 + η2)

(ζ − η)2
(Mζ +Mη) + g2M. (20)

Применяя к уравнениям (19), (20) ряд замен, получим эволюционные уравнения, ко-
торые соответствуют гамильтоновой системе H3+1+1 с рациональными коэффициентами.

Далее, с помощью квантового аналога преобразования (13) получим эволюционные
уравнения, которые соответствуют гамильтоновой системе H3+1+1 с полиномиальными
коэффициентами.

Таким образом, эволюционные уравнения, которые, в свою очередь, являются анало-
гами временных уравнений Шрёдингера, соответствующие гамильтоновой системе H3+1+1

и будут построены.

Автор благодарит Б. И. Сулейманова за консультации. Работа выполнена в рамках
госзадания ИМ ВЦ УФИЦ РАН (проект № FMRS-2025-0009).
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ДИНАМИКА МНОЖЕСТВ РЕШЕНИЙ СИСТЕМ
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ПОД ВЛИЯНИЕМ ВОЗМУЩЕНИЙ

А.Н. Рогалев

Институт вычислительного моделирования СО РАН, Красноярск

Под динамикой множества решений понимается изменение формы и размеров множе-
ства решений систем обыкновенных дифференциальных уравнений под влиянием возму-
щений. Как правило возможно оценивать параметры динамики, зависящие от влияния
возмущающих или управляющих воздействий, включенных в постановку задачи. Напри-
мер, определять включения множеств решений и их изменения. Хотя две задачи с воз-
мущениями или управлениями довольно различны, решения задач могут иметь схожие
свойства решения. Общее требование состоит в том, что для каждой из систем ОДУ,
включенных в постановку задачи, необходимо вычислить оценки решения, то есть вычис-
лить оценку множества всех решений. Невозможно исследовать только одно из множества
этих решений [1]. В постановку задачи оценки множеств решений неточные данные вклю-
чаются несколькими способами. В одном случае исходные данные системы ОДУ заданы
неточно:

dy

dt
= f(t, y), yi(t0) ∈

[
y0

i
, y0
i

]
, i = 1, ..., n, t ∈ [0, T ] . (1)

Возможно также, что, помимо неточно заданных исходных данных, на правую часть
системы влияют возмущающие воздействия u(t), о которых известно только, что u(t) ∈ U :

dy

dt
= f(t, y) + u(t), yi(t0) ∈

[
y0

i
, y0
i

]
, i = 1, ..., n, t ∈ [0, T ] . (2)

Для задачи (1) множество всех решений описывается формулой

Y (t) = Y (t, Y0) =

{
y(t, y0) : ∀ y(t0) ∈ Y0,∀t ≥ 0,

dy

dt
= f(t, y(t))

}
.

Для задачи (2) множество всех возможных решений (траекторий) запишется следую-
щим образом:

Y (t) = Y (t, Y0) =

{
y(t, y0) : ∀y(t0)) ∈ Y0,∀u(t) ∈ U,∀t ≥ 0,

dy

dt
= f(t, y(t), u(t))

}
.

Множество решений обыкновенных дифференциальных уравнений характеризуется
двумя видами решений. Значение решения y(t∗) называется граничным значением (гра-
ничной точкой) множества решений Y (t) в точке t∗, если в любой окрестности этого значе-
ния находятся числа, не принадлежащие множеству решений. Если для значения множе-
ства решений z(t∗) найдется окрестность S(t) = {|s(t)− z(t∗)|}, содержащая только точки
множества z(t∗), то z(t∗) называется внутренним (внутренней точкой) значением множе-
ства решений. Граничное значение называется крайним значением, если для одной или
нескольких компонент вектора решений это значение больше или меньше всех значений
компонент вектора решений.
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Можно выделить два подхода к численной оценке множеств решений математических
моделей, описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями (ОДУ) с воз-
мущающими воздействиями. Для возмущений известны только границы этих значений.

Первый подход к решению этой задачи заключается в многократном решении исход-
ной системы ОДУ с выбором числовых значений системы из этих границ. Второй подход
к решению основан на выполнении специально подобранных операций над определенными
множествами геометрических объектов (параллелепипеды, сферы, эллипсоиды). Эти гео-
метрические объекты включают в себя множества всех решений систем ОДУ. Включение
достигается на основе операций с границами значений решений (как неточно заданными
данными).

Первый подход требует очень большого количества вычислительных операций, кото-
рое растет экспоненциально. Во втором подходе вычисляемые границы имеют тенденцию
к слишком большому росту. Полученные оценки множеств решений очень неточны.

Выходом из этих трудностей задачи является использование символьного представле-
ния приближенных решений задачи [2], [3], [4]. Для символьных методов также требуется
изучение свойств граничных точек множества решений, использование свойств инъек-
тивности оператора сдвига, использование формул для вариаций решений в линейном и
нелинейном случаях и регуляризация задачи. Регуляризация численной оценки заключа-
ется в использовании формул, сохраняющих геометрические свойства точных решений на
большом конечном интервале времени.

В рамках данного проекта разработаны методы, реализующие алгоритмы построения
символических формул, решений совместно с оценками свойств множеств решений. Это
позволило существенно улучшить характеристические свойства методов оценки. Приведем
простой наглядный пример.

Необходимо определить, при каких условиях существует граничная траектория множе-
ства решений, а также может ли существовать внутренняя точка, лежащая на граничной
траектории.

До сих пор достаточно проблематично исследовать свойство инъективности (взаим-
ной единственности) решений ОДУ. Для линейных систем ОДУ свойство взаимной одно-
значности является следствием формулы Коши общего решения. Кроме того, существует
свойство аффинности для отображений, определяемых решениями линейных систем ОДУ.

Остается одна возможность – для нелинейных систем ОДУ с единственными решени-
ями в некоторой области исходных данных границы этих областей в каждый конкретный
момент времени переходят в границы областей решений. Для границы области решения
не существует окрестности, содержащей только решения ОДУ. Любая окрестность будет
включать также значения, не принадлежащие ни одному решению. Поэтому либо значе-
ния граничных поверхностей определяются в наборе дискретных точек (на сетке), либо
оценки максимальных значений вычисляются в направлениях осей координат, либо в лю-
бом выбранном направлении вдоль осей координат. Предварительно полезно построить
регуляризацию оценок границ множеств решений, перейдя к линейному приближению ис-
ходной системы. Регуляризация означает нахождение информации о множестве точных
решений. Эта регуляризация задается значениями сжатия/расширения в заданных на-
правлениях, смещения по оси времени и поворота на некоторый угол [5]. Можно говорить
о деформации множества решений в линейном приближении (в некотором смысле, вспо-
миная линейную теорию упругости).

Бесконечно малые векторы, исходящие из центра исходного множества (т. е. нашего
шара радиуса ρ), переходят в векторы, исходящие из центра смещенного (и деформиро-
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ванного) множества, подчиняясь действию аффинора. Итак, преобразование вектора
−−−→
MM ′

в вектор LL′ происходит (с указанной степенью точности) с помощью аффинора E+∆t·U ,
где U− производный аффинор векторного поля скоростей, а ∆t− прошедший бесконечно
малый промежуток времени. Под аффинором понимается оператор, через который выра-
жается линейное (аффинное) преобразование (линейная однородная векторная функция).
Но действие такого аффинора сводится к чистой деформации, порождаемой аффинором
E+ ∆t ·B, и к вращению посредством аффинора E+ ∆t ·C. При этом B, C− симметрич-
ные и кососимметричные части аффинора U . В нашем случае их координаты выражаются
согласно U(M)− производному аффинору векторного поля a(M)

bij =
1

2
(aij + aji) =

1

2

(
∂ai
∂xj

+
∂aj
∂xi

)
, cij =

1

2
(aij − aji) =

1

2

(
∂ai
∂xj
− ∂aj
∂xi

)
.

Система (3) служит иллюстрацией и показывает поведение внутренних и внешних то-
чек множества решений.

dy1

dt
= −y2 − y3,

dy2

dt
= y1 + 0.25y2 + y4,

dy3

dt
= y1y3 + 3,

dy4

dt
= −0.5y3 + 0.05y4,

yi(t0) ∈ [−1, 1] , i = 1, ..., 4.

(3)

Рис. 1. Вычисленные границы множеств решений задачи (3), проекция в пространство y1, y2, y3

на интервале времени [0, 15]

Поэтому в данной работе построена модель оценки решения системы управления, ре-
ализующая концепцию символьной формулы. Она использует идеи метода вариации кон-
стант также в нелинейной форме, включает алгоритмическое описание и описание свой-
ства решений системы и динамику изменения решений во времени.

При больших значениях t решения могут иметь точки сингулярности, поэтому оценки
множеств решений растут экспоненциально, либо по другому закону, и не несут никакой
информации. Приводить эти оценки не имеет смысла. Например, для системы ОДУ

dy1

dt
= y2,

dy2

dt
= −y1 + cos(t)
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решение имеет вид

y1(t) = sin(t) + cos(t) +
t

2
sin(t), y2(t) = cos(t)− 1

2
sin(t) +

t

2
cos(t)

Возмущение cos(t) приводит к линейно растущему решению. Можно сделать вывод, что
различные возмущающие воздействия, вводимые в правую часть системы, не могут быть
охарактеризованы как функции, принадлежащие только одному классу ограниченных
функций, поведение решений будут сильно различаться.

Пусть y(t) и z(t) – решения задач

dy

dt
= f(t, y), y(t0) = y0, (4)

dz

dt
= f(t, z) + g(t, z), z(t0) = z0, (5)

где векторные функции f, g непрерывны вместе со своими частными производными пер-
вого порядка по y в некоторой области (n+ 1)−мерного пространства, тогда

z(t) = y(t) +

1∫
0

∂y

∂y0

(
t0, y, y0 + s(z0 − y0)

)
(z0 − s0)ds +

y∫
y0

∂y

∂y0

(
s, y, z(s)) · g(s, z(s))ds. (6)

Эти соотношения помогают оценить устойчивость нелинейных систем и получить инфор-
мацию о свойствах множества решений этих задач [6]. Формула (6) может быть использо-
вана для установления связей между решениями возмущенной полной системы и решени-
ями невозмущенной усеченной системы ОДУ [6,7]. Если y(t) является решением уравнения

dy

dt
= A(t)y + F (t, y), (7)

и для t0 ≤ t ≤ t1 выполняются следующие условия: 1) A(t)− является непрерывной функ-
цией и γ

(
A(t)

)
= γ(t); 2) ‖ F (t, y) ‖≤ f1(t) ‖ y ‖ +f2(t), тогда для того же t неравенство

‖ y(t) ‖≤ exp

( t∫
t0

[
γ(σ) + f1(σ)

]
dσ

)
‖ y(t0) ‖ +

t∫
t0

f2(s) · exp

[ t∫
s

(
γ(σ) + f1(σ)

)
dσds

]
(8)

справедливо. Неравенство (8) помогает оценить разницу между решениями систем ОДУ
с различными управляющими воздействиями. Помимо оценки разницы решений, нам так-
же важно перейти от исходной системы ОДУ к нелинейной системе интегральных урав-
нений.

Отображение линейного члена правой части должно быть непрерывным, а правая
часть должна быть ограниченной; решение должно быть единственным. В этом случае
формула вариации для произвольных произвольных констант обосновывает переход от
системы ОДУ с управлением к системе интегральных уравнений:

y(t) = Φ(t)Φ(t)−1(t0) + Φ(t)

t∫
t0

Φ(t)−1(τ)f(τ, y(τ))dτ (9)
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здесь Φ(t)− фундаментальная матрица решений системы dy/dt = A(t)y(t) Этот метод
называется методом вариации произвольных постоянных. Этот метод использует замену
переменных в системе ОДУ:

y = Φ(t)u.

Если применить его для решения линейной системы ОДУ задачи с начальными данными,
то получим формулу Коши:

y(t) = Φ(t)Φ(t)−1(t0) + Φ(t)

t∫
t0

Φ(t)−1(τ)f(τ)dτ. (10)

Изучение динамики множеств решений систем обыкновенных дифференциальных
уравнений с воздействиями, заданными как функциональные параметры, позволяет ис-
следовать свойство инъективности (взаимной однозначности ) решений ОДУ. Для нели-
нейных систем ОДУ, имеющих единственные решения в некоторой области начальных
данных, границы этих областей переходят в границы областей решений в каждый кон-
кретный момент. Множества решений ОДУ с начальными данными, принадлежащими
областям начальных данных, имеют сложные границы (граничные поверхности в про-
странстве Rn размерности n). Для границ (поверхностей) невозможно подобрать формулы
функций, с помощью которых возможно было описать границы. В итоге есть две возмож-
ности – либо описывать значения граничных поверхностей в наборе дискретных точек (на
сетке), либо вычислять их оценки максимальных значений в направлениях координатных
осей, либо максимум в любом выбранном направлении. Предварительно полезно строить
регуляризацию оценок границ множеств решений, переходя к линейному приближению
исходной системы. Эту регуляризацию задают величины сжатия/растяжения в заданных
направлениях, смещения по оси времени и поворота на некоторый угол.
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ОБ ИССЛЕДОВАНИИ СПЕКТРОВ ПОКАЗАТЕЛЕЙ
КОЛЕБЛЕМОСТИ И БЛУЖДАЕМОСТИ

ДВУМЕРНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ
ПО ПЕРВОМУ ПРИБЛИЖЕНИЮ

А.Х. Сташ, Н.А. Лобода

Адыгейский государственный университет, Майкоп

1. Введение
Для изучения колебательных свойств движения И.Н. Сергеевым были введены снача-

ла характеристические частоты [1], а затем показатели колеблемости, блуждаемости
и вращаемости [2–4].

В работах [4, 5] были проведены исследования свойств колеблемости, блуждаемости
и вращаемости по первому приближению. В частности, в [5] было показано, что одно-
элементные спектры каждого из показателей колеблемости и блуждаемости двумерной
нелинейной системы и системы ее первого приближения могут быть совершенно произ-
вольными: модуль разности этих чисел может меняться от нуля до бесконечности.

Эффект смены знака характеристических показателей Ляпунова при переходе от нели-
нейной системы к системе ее линейного приближения был продемонстрирован в [6, 7], а
в работах [8, 9] были построены нелинейные системы, которые еще дополнительно обла-
дали бесконечными спектрами показателей Ляпунова.

В [10, 11] было доказано существования нелинейных систем со счетными спектрами
показателей колеблемости и блуждаемости, в то время как спектры одноименных показа-
телей соответствующих линейных систем их первых приближений состоят ровно из одного
неотрицательного числа.

В связи с этим возникает вопрос: насколько произвольными могут быть спектры по-
казателей колеблемости и блуждаемости нелинейной системы c фиксированными спек-
трами одноименных показателей системы ее первого приближения?

2. Показатели колеблемости и блуждаемости решений дифференциальных
систем

Для заданного n ∈ N обозначим Rn
∗ ≡ Rn \ {0} и дадим основные определения.

Определение 1 [2–4]. Верхние (нижние) сильный и слабый показатели колеблемости
нулей функции x ∈ C1 (R+,Rn

∗ ) зададим равенствами

ν̂0
•(x) ≡ inf

m∈Rn
lim
t→+∞

π

t
ν0(x,m, t)

(
ν̌0
•(x) ≡ inf

m∈Rn
lim
t→+∞

π

t
ν0(x,m, t)

)
,

ν̂0
◦(x) ≡ lim

t→+∞
inf
m∈Rn

π

t
ν0(x,m, t)

(
ν̌0
◦(x) ≡ lim

t→+∞
inf
m∈Rn

π

t
ν0(x,m, t)

)
,

где ν0(x,m, t) — число нулей функции 〈x,m〉 на промежутке (0, t].
Определение 2 [2]. Для функции u ∈ C1 (R+,Rn

∗ ) и числа t > 0 введем вариацию
следа

P(u, t) ≡
t∫
0

∣∣∣∣ ∂∂τ e(u, τ)

∣∣∣∣ dτ, e(u, τ) ≡ u(τ)

|u(τ)| ,
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функции u за время от 0 до t, причем ситуацию, когда функция u имеет на отрезке [0; t]
хотя бы один ноль, считаем вырожденной и P(u, t) = +∞ по определению.

Замечание. Геометрический смысл вариации следа функции u — это полная длина
пути на единичной сфере конца единичного вектора e(u, τ) при τ ∈ [0; t]. Отсутствие у
функции u нулей гарантирует, что вариация ее следа принимает только конечные значения
(как интеграл P(u, t) от непрерывной функции на отрезке).

Определение 3 [2–4]. Верхние (нижние) сильный и слабый показатели колеблемости
нулей функции x ∈ C1 (R+,Rn

∗ ) зададим равенствами

ρ̂•(x) ≡ inf
L∈AutRn

lim
t→+∞

1

t
P(Lx, t)

(
ρ̌•(x) ≡ inf

L∈AutRn
lim
t→+∞

1

t
P(Lx, t)

)
,

ρ̂◦(x) ≡ lim
t→+∞

inf
L∈AutRn

1

t
P(Lx, t)

(
ρ̌◦(x) ≡ lim

t→+∞
inf

L∈AutRn
1

t
P(Lx, t)

)
,

где AutRn — множество всех невырожденных линейных операторов L : Rn → Rn.

3. Формулировка основных результатов
Для заданной открытой окрестности G точки 0 в евклидовой (векторной) фазовой

плоскости R2 рассмотрим дифференциальную, вообще говоря нелинейную, систему вида

ẋ = f(t, x), x ∈ G, f(t, 0) = 0, t ∈ R+ ≡ [0,+∞), f, f ′x ∈ C(R+ ×G), (1)

обеспечивающую наличие нулевого решения, а также существование и единственность
решений задач Коши

ẋ = f(t, x), x(0) = x0, x0 ∈ G. (2)

С системой (1) свяжем линейную систему ее первого приближения

ẋ = A(t)x ≡ f′(t, x), A(t) = f ′x(t, 0), t ∈ R+, x ∈ R2, (3)

при условии
sup
t∈R+

|f(t, x)− f′(t, x)| = o(x), x→ 0.

Через S∗(f) будем обозначать множество всех непродолжаемых (т. е. максимально про-
долженных) ненулевых решений системы (1), а через xf (·, x0) – решение задачи (2), и для
любых γ2 > γ1 ≥ 0 зададим множество

Gγ1,γ2 ≡ {x0 ∈ G | γ1 < |x0| < γ2}.

Возможность изменения мощности спектра каждого из показателей колеблемости и
блуждаемости при переходе от двумерной нелинейной системы к системе ее первого при-
ближения демонстрируют следующие две теоремы.

Теорема 1. Для любых m > 1 и непустого подмножества S ⊂ [0, 1]∩Q существуют
системы вида (1) и (3) при условии

sup
t∈R+

|f(t, x)− f′(t, x)| ≤ |x|m, x ∈ G ≡ R2, (4)

обладающие при любом κ = ν̌0
◦ , ν̂

0
◦ , ν̌

0
• , ν̂

0
• , ρ̌◦, ρ̂◦, ρ̌•, ρ̂• свойствами

κ(S∗(f′)) = {1}, κ(S∗(f)) = S ∪ {1}, (5)
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причем при любом ε > 0 выполнено равенство

{κ(xf (·, x0)) | x0 ∈ G0,ε} = κ(S∗(f)).

Теорема 2. Для любого интервала S = (a, b) ⊂ [0, 1] или S = [0, 1] суще-
ствуют две системы вида (1) и (3) при условии (4), спектры каждого показателя
κ = ν̌0

◦ , ν̂
0
◦ , ν̌

0
• , ν̂

0
• , ρ̌◦, ρ̂◦, ρ̌•, ρ̂• которых обладают соответственно свойствами (5), при-

чем при S = [0, 1] при любом ε > 0 множество {κ(xf (·, x0)) | x0 ∈ G0,ε} имеет мощность
континуума.

4. Заключение
В настоящей работе установлено существование примера линейной двумерной систе-

мы с точечным спектром каждого из показателей колеблемости и блуждаемости — такой,
что у специальной возмущенной нелинейной двумерной системы сразу все перечислен-
ные показатели имеют произвольный наперед заданный конечный или счетный спектр,
состоящий из рациональных чисел единичного отрезка, или даже континуальный спектр,
содержащий весь этот отрезок. Этот результат показывает отсутствие непосредственной
связи между мощностями спектров каждого из показателей колеблемости и блуждаемо-
сти нелинейной системы и системы ее первого приближения. В работе [12] доказано суще-
ствование такой двумерной нелинейной дифференциальной системы с линейным прибли-
жением, имеющим произвольно заданные отрицательные характеристические показатели
Ляпунова, и нелинейностью произвольно заданного высшего порядка малости в окрестно-
сти начала координат, что все ее нетривиальные решения бесконечно продолжимы вправо
и множество их показателей Ляпунова совпадает с заданным ограниченным суслинским
множеством положительной полуоси. Интересным остается вопрос о возможности перене-
сения аналогичного свойства и на показатели колеблемости или блуждаемости.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего обра-
зования Российской Федерации (проект № 075-03-2024-074/5).
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О З̇АДАЧЕ ДИНАМИЧЕСКОГО ОТСЛЕЖИВАНИЯ
ТРАЕКТОРИИ СИСТЕМЫ ДРОБНОГО ПОРЯДКА

С ВОЗМУЩЕНИЕМ И ПРИ ДЕФИЦИТЕ ИНФОРМАЦИИ

П.Г. Сурков 1,2

1Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН, Екатеринбург
2Уральский федеральный университет, Екатеринбург

Рассматривается задача отслеживания траектории нелинейной системы дифференци-
альных уравнений дробного порядка с заданным начальным значением

[Dγ
∗x](t) = f(x(t)) +Bu(t), t ∈ T := [σ, θ], θ < +∞, x(σ) = xσ, (1)

где x(t) ∈ Rd — фазовый вектор, u(t) ∈ Rm — внешнее воздействие (возмущение), B — по-
стоянная d×m матрица, функция f(·) липшицева с постоянной L > 0. Здесь для функции
x(·) : T → Rd и произвольного γ ∈ (0, 1) выражение

[Dγ
∗x](t) :=

d

dt

[
I1−γ

(
x(·)− x(σ)

)]
(t)

задает дробную производную Герасимова –Капуто порядка γ, см. [1], и дробный интеграл
порядка γ ∈ (0, 1) от произвольной функции x(·) ∈ L1(T ;Rd) с началом в точке σ опреде-
ляется формулой

[Iγx](t) :=
1

Γ(γ)

t∫
σ

(t− s)γ−1x(s) ds,

где Γ(·) — гамма-функция.
Траектория системы (1) заранее неизвестна и определяется меняющимся во времени

возмущением u(·), которое также не задано. Информация о величине этого возмущения
недоступна для наблюдателя. С другой стороны, во время функционирования системы все
координаты фазового вектора доступны для измерений. Будем предполагать, что такие
измерения носят непрерывный характер, т. е. в их результате в каждый момент t ∈ T
находятся векторы ξh(t) ∈ Rd, удовлетворяющие неравенству

|ξh(t)− x(t)|d 6 h, t ∈ T, (2)

где h ∈ (0, 1) — точность измерений, | · |d — норма в евклидовом пространстве Rd, функции
ξh(·) : T → Rd измеримы.

Пусть наряду с системой (1) имеется еще одна вспомогательная управляемая система

[Dγ
∗w

h](t) = f(wh(t)) +Bvh(t), t ∈ T, w(σ) = xσ, (3)

в которой закон формирования управления vh(·) ∈ L2(T ;Rm) можно указать.
Таким образом, приходим к следующей задаче. Требуется построить алгоритм фор-

мирования управления vh(·) по принципу обратной связи во вспомогательной системе (3),
работающий в режиме реального времени, позволяющий в условиях отсутствия априор-
ной информации о траектории системы (1) и о неизвестном внешнем воздействии u(·)
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осуществить отслеживание траектории x(·) решением вспомогательной системы z(·), если
измерения (2) позиции системы производятся с погрешностью, непрерывно и одновремен-
но с функционированием системы.

В случае наличия априорной информации о мгновенных ограничениях на возмуще-
ние, u, vh ∈ P , P ⊂ Rm — заданное ограниченное и замкнутое множество, поставленная
задача может быть решена с применением метода экстремального сдвига Н.Н. Красов-
ского [2]. Вместе с тем, если информации о возмущении исчерпывается лишь включением
u(·) ∈ L2(T ;Rm), то требуется модификация метода экстремального прицеливания с введе-
нием локальной регуляризации [3]. Для обыкновенных дифференциальных уравнений за-
дача отслеживания траектории с точки зрения указанного подхода рассматривалась в [4],
а для распределенных систем с памятью — в [5]. В настоящей работе рассматривается
более широкий класс систем, описываемых дробными дифференциальными уравнениями,
для которых ставится задача отслеживания траектории. Дробный анализ в настоящее
время является одним из активно развивающихся направлений математики. Введение
дробных производных в математические модели позволяет более точно описывать про-
цессы с наследственными свойствами и памятью. Соответственно, все большую роль для
таких моделей играет задача динамического отслеживания траектории, которая может
быть использована, например, для диагностики срывов в режиме реального времени.

Введем вспомогательную функцию α := α(h) : (0, 1)→ R+ и будем выбирать управле-
ние vh(t) по формуле

vh(t) = α−1B′(ξh(t)− wh(t)), t ∈ T, (4)

где B′ обозначает транспонированную матрицу к B.
Теорема. Пусть функция α(h) и постоянная β ∈ (0, 2) таковы, что

α(h)→ 0, (α(h))−2hβ → 0 при h→ 0.

Тогда найдется постоянная h∗ ∈ (0, 1), и можно выписать в явном виде постоянную C,
не зависящую от h и α, такую, что при всех h ∈ (0, h∗) выполнена оценка

|x(t)− wh(t)|2d 6 C(α(h) + hµ), t ∈ T,

где µ := 1 ∧ 2− β.
В основе доказательства лежит процедура стабилизации функционалов типа Ляпуно-

ва:
εh(t) := |x(t)− wh(t)|2d + α[Iγ(|vh|2m − |u|2m)](t), t ∈ T,

а также применение модифицированного неравенства Гронуолла –Беллмана с интегралом
дробного порядка.
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И МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОБРАЗОВАНИЕ

ТЕХНОЛОГИЯ ПРОЕКТИРОВАНИЯ
ИНТЕГРИРОВАННЫХ И МЕЖПРЕДМЕТНЫХ УРОКОВ

Ж.С. Абдыкеров 1,2, О.М. Замятина 2

1Национальный исследовательский Томский государственный университет
2Национальный исследовательский Томский политехнический университет

Актуальность. В современной образовательной системе активно применяется концеп-
ция межпредметности как эффективного подхода к обучению. Межпредметность предпо-
лагает неотделимую связь и взаимодействие различных предметных областей, что по-
могает студентам увидеть глубинные связи между знаниями и развить более целостное
понимание мира [1].

Основная идея межпредметности заключается в том, что знания в разных предметах
не являются отдельными, закрытыми системами, а наоборот, имеют междисциплинарный
характер и взаимосвязь. При соблюдении принципов межпредметности ученики и сту-
денты имеют возможность видеть общие понятия, закономерности и связи в различных
учебных предметах и дисциплинах [2].

Появляется способность связывать предметные картины мира, переключаться между
ними и формировать собственную целостную непротиворечивую картину мира [3].

Применение межпредметности в образовании имеет несколько основных целей. Во-
первых, это позволяет ученикам пережить более глубокий уровень обучения, поскольку
они могут проследить связи и отношения между предметами, а не просто запоминать от-
дельные факты и информацию. Во-вторых, межпредметный подход способствует разви-
тию у учеников разных типов мышления (каждая картина мира подразумевает под собой
определенный тип мышления как способ решения задач внутри картины мира, а зна-
чит, и внутри предмета) это формирует способность к разному типу анализа (причинно-
следственный, элементарный, критериальный и т. д.), поскольку они учатся видеть про-
блемы и задачи с разных точек зрения.

Кроме того, межпредметность помогает стимулировать творческое мышление и способ-
ствует развитию интегративных навыков. Ученикам и студентам предоставляется возмож-
ность использовать знания из разных предметов для решения сложных задач и проблем.
Это развивает их способность к применению знаний на практике и повышает эффектив-
ность обучения [4].

В пределе межпредметность – это способ формирования новых типов мышления, кото-
рый складываются на стыке уже известных-предметных. На практике межпредметность
может быть реализована различными способами и в различных образовательных техно-
логиях [5].

Описание технологии. Образовательные технологии могут включать совместные
проекты и исследования, игровые элементы, моделирование различных процессов, произ-
водств и даже миров. Способы реализации межпредметности подразумевают взаимосвязь
и сопоставление знаний из разных предметов. Важно, чтобы преподаватели сотрудничали
между собой и объединяли свои усилия для создания целостной образовательной среды,
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в которой межпредметность будет активно применяться [6]. Сосредоточиться можно на
двух вариантах:

1. Сложный объект, для изучения которого необходимы знания из разных предметов.
Учителям необходимо выбрать объект, для изучения и работы, с которым необходимо
изучение разного рода предметов. Такими объектами могут выступать как объекты ре-
ального мира – например ТЭК (топливно-энергетический комплекс), так и понятия, тео-
ретические, умозрительные, например – картина мира (для цельного понимания которого
необходимо изучение нескольких из них). Каждая из тем может быть реализована в виде
исследовательского проекта, игры, лекционных, практических и лабораторных занятий,
решения кейсов и т. д.

Рис. 1. Сложный объект

2. Общее понятие, которое есть в каждом из предметов реализующих межпредметный
формат работы.

Рис. 2. Общее понятие [7]

Это более сложный способ реализации межпредметности, так как требует формулировки
и формирования понятия у учеников, а затем предлагать деятельность, в которой они
могли бы проявить способность им пользоваться. По сути, это прямая работа с мыш-
лением. Здесь можно привести понятия: закономерность, анализ, связь и т. д., но все
они направлены на формирование конкретных когнитивных навыков, способности видеть
и формулировать закономерности, проводить разные виды аналитики (критериальный,
причинно-следственный и т. д.), способности на схемах показывать связи между объекта-
ми и понятиями из разных предметных областей.

Далее опишем этапы проектирования интегрированного урока, которые включают
несколько ключевых шагов.
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1. Анализ. Первым шагом является анализ учебных программ по различным учебным
предметам. Необходимо определить те темы и задачи, которые могут быть объединены и
рассмотрены совместно. Анализ проводится в творческой группе учителей-предметников
(далее – педагоги), готовых к взаимодействию в рамках разработки интегрированных уро-
ков, где происходит обсуждение их учебных планов/КТП/планов урока. Этапы анализа:
• Эмоциональный анализ. Основная задача учителя-предметника, заинтересованного

в разработке интегрированного урока, рассмотреть свой предмет целостно и представить
его педагогам; при этом задача педагогов определить/почувствовать/понять, что их за-
интересовало в данном предмете, какие темы и понятия пересекаются, и так поступает
каждый учитель-предметник, участвующий в создании интегрированных уроков.
• Создание поля понятий. Совместно с педагогами формируется понятийное поле в об-

ласти пересечения понятий, терминов, тем.
• Поиск связей. Одним из самых важных этапов является выстраивание связей

(элементов-связок) между понятиями. Именно на этом этапе конструируется интеграция
понятий в рамках урока.
• Сведение понятий. На данном этапе формируется план урока, в котором достраива-

ется понятийное поле за счет интеграции понятий разных предметных областей.
Поле понятий закладывается в образовательный контекст. Несколько примеров подоб-

ного рода понятий и описания интегрированных уроков.
Интегрированный урок алгебры, геометрии, биологии «Воздух». Урок разра-

ботан для учеников 8-го класса. Длительность 90 минут (2 урока подряд).
Цель урока: формирование у учеников понимания применения математики для ре-

шения конкретной практической задачи.
Описание: в рамках данного интегрированного урока перед учениками моделирова-

лась следующая ситуация. Действие происходило в закрытом помещение с мебелью, участ-
ники были разделены на команды, и перед каждой командой стояла задача — посчитать
какое количество времени всем находящимся в комнате будет хватать кислорода при усло-
вии отсутствия воздухообмена с внешней средой.

Были даны основные и дополнительные данные, такие как:
1) В «свежем» воздухе помимо прочих газов содержится 21% кислорода.
2) На «свежем» воздухе средний человек делает 16 вдохов в минуту.
3) На «свежем» воздухе человек в спокойном состоянии в среднем вдыхает 0,5 литра

воздуха за один вдох.
4) Организм человека устроен так, что только часть из кислорода, находящегося в лег-

ких всасывается в кровь. Остаток кислорода уходит с выдохом. В среднем, это четверть
от всего вдыхаемого кислорода.

5) Будем считать, что когда концентрация кислорода достигнет 7% — он станет непри-
годным для дыхания. Критическая же концентрация CO2 – 5%.

6) Для упрощения расчетов будем считать, что люди дышат синхронно и после каждого
выдоха происходит мгновенная диффузия, т. е. выдыхаемый воздух мгновенно смешива-
ется с тем, что был.

7) Газ занимает целиком все пространство, поэтому объем воздуха равен объему ком-
наты. Можно уточнить расчеты и вычесть объемы посторонних объектов (людей, мебели
и т. д.).

8) Был дан график частоты дыхания в зависимости от концентрации кислорода:
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Рис. 3. Частота дыхания в зависимости от кислорода

По итогам участники, которые наиболее точно и близко смогли произвести соответ-
ствующие расчеты, были признаны победителями.

2. Определение целей и задач. Вторым шагом является определение цели и задач
интегрированного урока. Чего именно хотим добиться, объединяя предметы? Какие клю-
чевые навыки должны быть развиты у учеников? Цель и задачи формулируются в языке
желаемых результатов, которые планируем получить при проведении интегрированных
уроков. В рамках интегрированных уроков необходимо и обязательно планировать пред-
метные и межпредметные результаты, причем за межпредметностью не должна теряться
предметность. Так же в ходе работы, могут быть выявлены метапредметные результаты.

3. Выбор методов и форм работы. Выбор методов и форм работы на интегриро-
ванном уроке зависит от конкретной темы и задач. Это может быть проектная работа,
исследовательская деятельность, дискуссии, ролевые игры и др. Важно выбирать такие
методы, которые стимулируют активность и способствуют развитию творческих способ-
ностей. Основная задача инициировать активную деятельность учеников, а не учителя.

4. Подбор контента. Четвертым шагом станет подбор контента, который будет ис-
пользован на уроке. Это могут быть учебники, статьи, видео, интерактивные материалы
и др. Контент должен соответствовать как теме, так и выбранным методам и формам
работы.

5. Планирование урока. Планирование интегрированного урока должно включать
последовательность действий, временные рамки, оценочные средства и необходимые ре-
сурсы. Важно учесть, как будет организовано взаимодействие между предметами, как
будет оцениваться достижение целей и задач.

6. Реализация урока. Шестой шаг — проведение урока. Педагоги объединяют уси-
лия для создания образовательной среды, где интегрированные знания и навыки активно
применяются учениками. Важно обеспечить поддержку, мотивацию и постановку задач
на всем протяжении урока.

7. Оценка и рефлексия. После проведения интегрированного урока важно произ-
вести оценку полученных результатов — рефлексию, что позволит определить, насколько
достигнуты цель и задачи, какие навыки были развиты, какие сложности возникли и что
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можно улучшить в будущем, и позволит оценить результаты, которые были получены
в ходе реализации интегрированного урока.

Вывод. Технология создания интегрированных уроков с межпредметными связями
активно применяется в современной образовательной практике, поскольку она позволяет
ученикам развивать комплексное мышление и применять знания на практике. Одновре-
менно она способствует более глубокому пониманию материала, развитию критического
мышления и мотивации к обучению. Этот подход открывает новые горизонты в образо-
вании и помогает подготовить учеников к комплексным вызовам современного мира.

Авторы благодарят коллектив проекта «Большая математическая мастерская» за
возможность апробации и проектирования элементов интегрированных уроков, помощь
в проведении расчетов.

Работа поддержана Международным математическим центром в Академгородке,
финансируемым Минобрнауки РФ в рамках мероприятий по созданию и развитию науч-
ных центров мирового уровня (Соглашение № 52-2019 от 31.07.2019 г).
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ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ
И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ. ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ПАРАЛЛЕЛИ

В КУРСОВОМ ИЗЛОЖЕНИИ РАЗДЕЛОВ
И.А. Андреева

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого

1. Линейные системы обыкновенных дифференциальных уравнений
(ЛС ОДУ). Основные понятия, алгебраический фундамент.

Нормальная линейная система ОДУ в векторно-матричной записи имеет вид

dx

dt
=P (t)x+q(t), (1)

где t — вещественная независимая переменная, P (t) = {pik(t)}, i, k = 1, n, и
q(t) = (q1(t), . . . , qn(t))∗ – заданные матрица-функция и вектор-функция переменной t,
непрерывные в некотором интервале I = (α, β) оси t, вещественные или комплексные,
x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))∗ – искомая вектор-функция переменной t, вещественная или ком-
плексная (она может быть комплексной и при вещественных P (t) и q(t)). Число n ∈N
называется порядком системы. Область G, в которой определена и непрерывна правая
часть системы, называется областью задания или пространством системы. В чисто веще-
ственном случае G=I×Rn, в комплексном случае G=I×Cn. Таких областей для системы
может быть несколько и даже бесконечно много (по числу интервалов I).

Далее будем рассматривать систему (1) в фиксированной области G=I×Kn, I=(α, β),
K=R или C.

Определение 1. Решением системы (1) называется всякая непрерывно дифференци-
руемая вектор-функция ϕ : I ′→Kn (где I ′ — открытый, замкнутый или полуоткрытый
промежуток), которая, будучи подставлена в систему вместо x, обращает ее в тождество
относительно t∈I ′.

Задача Коши (начальная задача) для системы (1) ставится следующим образом: зада-
ется точка (t0, x0)∈G; требуется найти решение системы ϕ(t), удовлетворяющее началь-
ному условию

ϕ(t0)=x0. (2)

Разрешимость этой задачи гарантирует следующая теорема существования и един-
ственности.

Теорема Пикара. Для любой точки (t0, x0)∈G задача Коши (1), (2) имеет решение

x=ϕ(t), t∈I, (3)

определенное на всем интервале I, и такое ее решение единственно.

Согласно определению 1, сужение решения (3) на любой промежуток I ′(⊂ I) также
есть решение системы (1). Однако далее под решением системы (1) всегда будем понимать
решение вида (3), то есть решение, определенное на всем интервале I.

Определение 2. Множество (семейство) всех решений системы (1) называется ее об-
щим решением, а решение, проходящее через фиксированную точку (t0, x0) ∈G, то есть
удовлетворяющее фиксированному условию (2), — частным решением.
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Общее решение (1) всегда можно записать в следующем виде. Зафиксируем число
τ ∈ I. Пусть (t0, x0)∈G — произвольная точка, (3) — решение задачи Коши (1), (2). Это
решение определено в интервале I =⇒ оно определено при t=τ =⇒ для него однозначно
определен вектор ξ=ϕ(t)∈Kn. Наоборот, ∀ ξ∈Kn точка (τ, ξ)∈G =⇒ (по теореме Пикара)
существует решение системы (1) ϕ(t), ϕ(τ)=ξ, определенное в I. Обозначим это решение
символом ϕ(t, ξ). Тогда семейство всех решений системы (1), имеющих точки в G, то есть
ее общее решение в этой области, примет вид

x=ϕ(t, ξ), ξ∈Kn
, (4)

где ξ=(ξ1, . . . , ξn) — n-мерный параметр этого семейства.
Если в системе (1) q(t)≡(0, . . . , 0)∗, t∈I, то она называется линейной однородной систе-

мой (ЛОСОДУ). В противном случае — линейной неоднородной системой (ЛНСОДУ).

2. Линейная однородная система ОДУ.

Рассмотрим ЛОСОДУ n-го порядка

dx

dt
=P (t)x, (5)

где t, P (t), x такая же, что и в (1). Эта система — частный случай системы (1); поэтому
все, сказанное в п. 1 о системе (1), в равной мере относится и к системе (5). В частности,
областью задания системы (5) будем считать фиксированную область G=I×Kn.

3. Пространство решений.

Пусть τ(∈I) — фиксированное число, ξ ∈Kn — произвольный вектор, ϕ(t, ξ) — решение
системы (5) с начальной точкой (τ, ξ). Тогда, согласно (4),

Ln : ={x=ϕ(t, ξ), ξ∈Kn} (6)

есть ее общее решение (в области G).
Лемма 1. 1) Общее решение (6) системы (5) есть линейное пространство над по-

лем K. 2) Это пространство изоморфно пространству Kn, рассматриваемому как ли-
нейное.

1) На основании теоремы Пикара равенство элементов множества Ln и линейные
операции над ними определяются следующим образом: ϕ(t, ξ2) = ϕ(t, ξ1) ⇐⇒ ξ2 = ξ1,
ϕ(t, ξ2)+ϕ(t, ξ1) = ϕ(t, ξ1 + ξ2), cϕ(t, ξ) = ϕ(t, cξ), где c ∈ K. Легко видеть, что действия
сложения элементов Ln и их умножения на числа из K обладают свойствами коммута-
тивности и дистрибутивности. Следовательно, Ln — линейное пространство над полем K.

2) Рассмотрим отображение H : Kn→Ln, ξ 7→ ϕ(t, ξ). На основании теоремы Пикара
заключаем: а) H — биективно, б) H — линейно, ибо б1) для ξ1, ξ2 ∈ Kn

H(ξ1 + ξ2) =
= ϕ(t, ξ1 +ξ2) = ϕ(t, ξ1)+ϕ(t, ξ2) = H(ξ1)+H(ξ2), б2) для ξ ∈Kn и c∈K H(cξ) =ϕ(t, cξ) =
= cϕ(t, ξ)=cH(ξ). Из а) и б) следует, что отображение H — изоморфизм пространств Kn

и Ln =⇒ Ln'Kn.
Замечание 1. Отображение H−1 : Ln→Kn, ϕ(t, ξ) 7→ξ также есть изоморфизм.
Из леммы 1 вытекает вся общая теория ЛОСОДУ, а именно для системы (5) спра-

ведливы следующие теоремы (в них символом Kn обозначается пространство Kn
лин, а

символом Ln — пространство решений (6) системы (5)).
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Теорема 1 (о соответствии линейных комбинаций векторов в Kn и Ln). Для k∈N

ξ = c1ξ1 + . . .+ ckξk ⇐⇒ ϕ(t, ξ) = c1ϕ(t, ξ1) + . . .+ ckϕ(t, ξk).

Применяя к первому равенству отображение H, получаем второе; применяя ко второ-
му равенству отображение H−1, получаем первое.

Теорема 2 (о соответствии линейно независимых векторов в Kn и Ln).
Для k ∈ N ξ1, ..., ξk ∈Kn – линейно независимы ⇐⇒ ϕ(t, ξ1), ..., ϕ(t, ξk) ∈Ln – линейно

независимы.
Для любого k∈N векторы ξ1, . . . , ξk ∈Kn — линейно независимы⇐⇒ [c1ξ1+. . .+c

kξk=θ
⇐⇒ c1 = . . .= ck = 0] ⇐⇒ (теорема 1.1) [c1ϕ(t, ξ1)+ . . .+ckϕ(t, ξk) = θ ⇐⇒ c1 = . . .= ck = 0]
⇐⇒ векторы ϕ(t, ξ1), . . . , ϕ(t, ξk) ∈Ln — линейно независимы.

Теорема 3 (о соответствии базисов в Kn и Ln).

ξ1, . . . , ξn — базис Kn ⇐⇒ ϕ(t, ξ1), . . . , ϕ(t, ξn) — базис Ln.

Векторы ξ1, . . . , ξn — базис Kn ⇐⇒ 1) ξ1, . . . , ξn — линейно независимы, 2) ∀ ξ ∈Kn ∃!
представление вида ξ=c1ξ1+. . .+cnξn, c1, . . . , cn∈K ⇐⇒ (теоремы 2 и 1):

1) ϕ(t, ξ1), . . . , ϕ(t, ξn) ∈Ln — линейно независимы,
2) ∀ ξ ∈Kn ∃! представление вида ϕ(t, ξ) = c1ϕ(t, ξ1)+ . . .+ckϕ(t, ξn), c1, ..., cn ∈K ⇐⇒
ϕ(t, ξ1), . . . , ϕ(t, ξn) — базис Ln.

Следствие 1 (о размерности Ln). DimLn=n.
Из теоремы 3 следует, что в пространстве Ln существует базис из n векторов. Из этого

далее следует, что dimLn=n.
Определение 3. Если

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn − (7)

решения системы (5), то матрица Φ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)) называется матрицей ре-
шений этой системы. В случае когда решения (7) линейно независимы, их совокупность
называется фундаментальной системой решений системы (5), а матрица Φ(t) — фун-
даментальной матрицей решений этой системы. Если при некотором τ ∈ I Φ(τ) = E
(единичной матрице), то говорят, что матрица Φ(t) нормирована в точке t=τ .

В последних терминах теорема 3 принимает вид
Теорема 3′. Пусть τ ∈I, ξ1, . . . , ξn∈Kn. Если Ξ=(ξ1, . . . , ξn) — неособенная матрица,

то Φ(t) = (ϕ(t, ξ1), . . . , ϕ(t, ξn)) — фундаментальная матрица решений системы (5), и
наоборот.

Следствие 2. Если Φ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)) — фундаментальная матрица реше-
ний ЛОСОДУ (5), то общее решение системы может быть записано в виде

Ln={Φ(t)c, c=(c1, . . . , cn)∗∈Kn}, (8)

а частное решение, проходящее через точку (τ, ξ), — в виде

ϕ(t, ξ)=Φ(t)Φ−1(τ)ξ. (9)

Если Φ(τ)=E, то последняя формула имеет вид

ϕ(t, ξ)=Φ(t)ξ. (10)
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1) Для c∈Kn вектор-функция ϕ(t)≡Φ(t), c≡c1ϕ1(t)+. . .+cnϕn(t) — решение системы
(1.5) как линейная комбинация ее решений (7), являющихся столбцами матрицы Φ(t);

2) для ЛСАУ
Φ(τ)c=ξ, (τ, ξ)∈G,

существует решение относительно c: c = c0 = Φ−1(τ)ξ, ибо по теореме (3′) при условиях
следствия Ξ = Φ(τ) — неособенная матрица. Выделяя из семейства решений (8) решение,
соответствующее c = c0, получаем решение (9), проходящее через точку (τ, ξ). Следова-
тельно, семейство решений (8) содержит все решения системы (5), начинающиеся в G, то
есть является ее общим решением в области G.

Дальнейшее рассмотрение понятия и свойств вронскиана решений ЛС ОДУ, а также
структуры пространства решений линейной неоднородной системы ОДУ окончательно
проявляет фундаментальные общие с пространствами решений линейных алгебраических
систем основы. Их целесообразно положить в основу изложения соответствующих разде-
лов.
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Введение
Чтобы обсуждать роль математических мыслительных средств в истории математи-

ки, необходимо уточнить терминологию. Если придерживаться определения математики
как науки об отношениях между идеализированными объектами (см. по этому поводу [1]),
то мыслительное средство – это то, что позволяет мысленно действовать с самими объ-
ектами и указанными отношениями. Следуя [2], будем различать различать знаковые,
понятийные и идеальные мыслительные средства.

Знаковые средства служат для замены операций с объектами операциями со знаками,
обозначающими эти объекты. Идеальные мыслительные средства позволяют рассуждать
и доказывать (сумма углов треугольника равна 180◦ только для идеального треугольни-
ка, составленного из идеальных отрезков идеально прямых линий). Поскольку процедура
идеализации необратима (по идеальному объекту восстановить реальный невозможно),
для удержания связи между реальным объектом и его идеализацией служат понятий-
ные средства. Именно благодаря им можем суждение относительно идеального объекта
применить к реальному.

Следует отметить, что атрибутика конкретного математического объекта зависит от
того, в какую систему мыслительных средств он включен. К примеру, интеграл является
знаковым средством, когда решаем задачи из сборника под редакцией Б.П.Демидовича;
является идеальным средством (пределом интегральных сумм) когда про него что-то до-
казываем, и понятийным средством – когда выстраиваем отношение между формулой
с интегралом и каким-то, например физическим, явлением.

Переходя теперь к исследованию развития математики, логично заключить, что ее ис-
тория может быть представлена как история появления новых математических отноше-
ний; возникновение, эволюция и трансформация систем знаковых средств, позволяющих
оперировать этими отношениями, и систем идеальных средств, позволяющих рассуж-
дать об этих отношениях и что-то про них доказывать. В качестве примера рассмотрим
некоторые закономерности развития теории положительных операторов.

Линейная теория положительных операторов: от конечномерного уровня
к абстрактному

Здесь нам потребуется новый термин: математический конструкт – осмысленное от-
ношение между математическими мыслительными средствами, выраженное, как правило,
в виде теорем, признаков, принципов, критериев и т. п. Одним из первых таких конструк-
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тов в теории положительных операторов явилась теорема Перрона1 (1907), выражаю-
щая отношение между положительностью элементов матрицы и наличием наибольшего
по модулю, простого положительного собственного значения и соответствующего ему
собственного вектора A с положительными координатами.

Перенос приведенного отношения в бесконечномерную область стал возможен благода-
ря появлению теории Фредгольма, позволяющей ассоциировать системы линейных урав-
нений, состоящих из бесконечного числа переменных и уравнений, с интегральным урав-
нением. При этом знаковое средство векторной алгебры – матрица A, действующая на
конечномерный вектор X, в теореме Р. Ентча (1912) трансформировалась в интеграл

Ax(s)
def
=

b∫
a

K(s, t)x(t)dt, (1)

где K(x, t) – симметричное ядро, x(t) – непрерывная функция.
В конструкте Ентча было представлено отношение между положительностью ядра

оператора A из (1) и существованием его наименьшего по модулю, простого положи-
тельного собственного значения λ0 ∈ R, которому соответствует положительная на
интервале (a,b) собственная функция.

Еще одно мыслительное средство, сыгравшее важную роль в изучении поло-
жительности – позитивная последовательность, определение которой было дано
М.Г.Крейном (1937) и восходило к идеям Ф.Рисса (1928):

Если для всех положительных (в обычном смысле) многочленов P(t) вида

P (t) =
n∑
i=1

αixi(t), αi ∈ R, t ∈ [a, b], xi(t) ∈ C[a, b],

функционал B(P ) =
n∑
i=1

αici также положителен, то последовательность {ci} называ-
ется позитивной.

После того как определение позитивности было распространено Крейном (1938) на
произвольные функционалы F , действующие в бесконечномерном (банаховом) простран-
стве E, в виде способности F преобразовывать элементы некоторого конуса K ⊂ E
в неотрицательные (в обычном смысле) элементы, осталось приложить совсем немного
усилий к переходу на уровень операторов. Указанный переход стал возможен благодаря
переносу ряда фактов теории n-мерных выпуклых множеств Минковского (прежде всего,
теоремы об отделимости) на банаховы пространства (G. Ascoli, 1932; S. Mazur, 1933), с вве-
дением соответствующих понятий и операциональных систем. Однако и здесь на первых
порах не обошлось без опоры на конечномерные результаты, прежде всего, из области
теории осцилляционных матриц (подробности см. в [3]). Аналогия с вполне неотрица-
тельными матрицами помогла ученику М.Г. Крейна М.А. Рутману (1940) дать понятие
вполне позитивного линейного оператора, некоторая натуральная степень которого пре-
образует любой граничный элемент телесного конуса K в его внутренний элемент. Такое
нововведение позволило представить отношения между положительным оператором и его
спектральным радиусом, фигурирующие ранее в теореме Ентча, в абстрактном виде:

1Точные литературные ссылки на соответствующие источники, использованные в докладе, можно най-
ти в [3].
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Вполне непрерывный линейный оператор A, вполне позитивный относительно телес-
ного конуса K, имеет в этом конусе один и только один собственный вектор. Соответ-
ствующее ему собственное значение является наибольшим по модулю положительным
собственным значением оператора A.

Нелинейная теория положительных операторов: первые шаги и дальнейшее
развитие

Отсутствие работ предшественников в конечномерной ситуации до начала 1920-х гг.
не помешало начать выстраивать отношения между свойствами нелинейного ядра инте-
грального уравнения

y(x) = λ

b∫
a

K(x, s, y(s)) ds

и наличием у него положительных собственных элементов (П.С. Урысон, 1923).
Как отмечал М.А. Красносельский (1959), предположения Урысона относительно яд-

ра K(x, s, y(s)) отсылают нас к его вогнутости как функции переменной y, что позволяет
доказывать сходимость метода последовательных приближений при исследовании поло-
жительной разрешимости этого уравнения, апеллируя к скалярной ситуации. Похожая
апелляция была осуществлена и на абстрактном уровне (М.А. Рутман, 1948). Этот шаг
привел к необходимости наложения ряда дополнительных условий на нелинейный опера-
тор A:

1) монотонность по конусу: x � y ⇒ Ax � Ay;

1) ограничение на рост значений оператора A вдоль некоторого луча внутри конуса:

∃ (u ∈ K; c > 0, ε > 0)[A(tu) � ctu]∀ (t ∈ [0, ε]).

Здесь выражение x � y означает, что (x − y) ∈ K, причем отношение � обладает
свойствами обычного знака ≥.

Приведенные требования позволили Рутману усилить теорему Ентча, поскольку при их
выполнении уравнение

Ax = λx, x ∈ K ⊂ E,

для вполне непрерывного оператора A всегда имеет положительное решение (λ > 0,
x ∈ K), где норма элемента x может выбрана произвольно.

Таким образом, понятийное мыслительное средство – положительное решение – транс-
формировалось из положительной (в обычном смысле) функции в функцию, принадле-
жащую конусу, состоящему из положительных элементов, причем положительность те-
перь имеет уже совершенно абстрактный вид, для которого неотрицательные векторы
или функции являются лишь “частным случаем”.

Изучение возможности получения абстрактного аналога теоремы Урысона в привело
к необходимости введения нового класса операторов [4] – u0-вогнутых операторов. Опера-
тор A, действующий в банаховом пространстве E, полуупорядоченном посредством кону-
са K, называется u0-вогнутым, если этот оператор положителен, монотонен, преобразует
ненулевые элементы конуса внутрь конусного отрезка [αu0, βu0] и для любого элемента
ϕ ∈ K, такого что ϕ � γu0, (γ > 0), и для любых чисел a, b из интервала (0, 1) можно
указать такое положительное число η, что

A(tϕ) � (1 + η)tA(ϕ) t ∈ [a, b].
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Свойства u0 – вогнутого оператора помогли Красносельскому и Ладыженскому доказать
абстрактный аналог теоремы Урысона о спектре.

Теорема 1. Пусть A является u0-вогнутым, вполне непрерывным оператором,
асимптотически близким к линейному оператору Q

lim
‖ϕ‖→∞
ϕ∈K

‖Aϕ−Qϕ‖
‖ϕ‖ = 0

и имеющим в точке θ производную Фреше P:

lim
‖ϕ‖→0

ϕ∈K

‖Aϕ− Pϕ‖
‖ϕ‖ = 0.

Тогда позитивный2 спектр оператора A состоит из интервала (α, β), где α – положи-
тельное собственное значение оператора P, а β – или ноль или положительное соб-
ственное значение оператора Q. При этом каждому собственному значению λ ∈ (α, β)
оператора A соответствует только один положительный собственный вектор ϕλ, от-
личный от θ.

Как видим, выражение отношения между положительностью и спектральными свой-
ствами оператора, представленного в абстрактных терминах в теореме 1, потребовали
трансформации ряда мыслительных средств математического анализа: вогнутости, диф-
ференцируемости, асимптотической близости и др., которые обогатили теорию операторов
как за счет расширения области применения теоремы Урысона, так и за счет пополнения
арсенала методов использования указанных средств.

Заключение
В систему мыслительных средств теории положительных операторов следует вклю-

чить несколько групп мыслительных средств:

1) понятия, относящиеся к характеризации конусов (телесные, воспроизводящие, нор-
мальные, правильные и т. п. конусы [5]) и к банаховым пространствам, упорядочен-
ных конусом;

2) понятия, относящиеся к положительности функционалов и операторов. В абстракт-
ном случае сюда будут входить дефиниции, использующие идеи монотонности (u0 –
монотонный оператор), вогнутости (u0 – вогнутый оператор) и мажорируемости (u0 –
ограниченный оператор, монотонная миноранта и мажоранта). Сюда же следует от-
нести понятия растягивающего и сжимающего конус оператора;

3) понятия, пришедшие из математического анализа: сильная и асмиптотическая про-
изводная по конусу, выпуклый и вогнутый оператор;

4) понятия, связанные с определением вращения бесконечномерных векторных полей,
в том числе понятие относительного вращения (Ю.Г. Борисович, 1964).

Перечисленные мыслительные средства составляли к середине 1960-х гг. ядро теории
положительных операторов. Они выступали как в роли понятийных, так и в роли иде-
альных средств. С их помощью были не только получены обобщения теорем Ентча и

2Позитивный спектр – это совокупность тех точек спектра, которым отвечают положительные соб-
ственные векторы.
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Урысона, но и доказан ряд абсолютно новых теорем (конусная теорема Красносельско-
го о неподвижной точке 3, критерий наличия нескольких неподвижных точек, теорема о
точках бифуркации, признак сходимости итерационной последовательности для вогнутых
операторов и др. [3]).

Что касается знаковых средств, то их перечень оказался невелик: обозначение конуса
(K ), упорядоченности в конусе (�), миноранты (A−) и мажоранты (A+) оператора A, u0

– вогнутых (u0 - монотонных, u0 – ограниченных) операторов, а также {K, u0} – вогну-
тых операторов (И.А. Бахтин, 1957). Малость величины списка новых знаковых средств
можно объяснить тем, что теория положительных операторов с конца 1930-х гг. явля-
лась частью функционального анализа, поэтому в ней использовались уже устоявшиеся
обозначения.

Отметим, что ряд мыслительных средств и конструктов обсуждаемой теории вышли
за рамки математики и стали инструментом исследования (в том числе глобального) нели-
нейных систем [7]. Сюда в первую очередь следует отнести нелинейную механику с задачей
о формах продольного изгиба сжатого стержня [8] и гидродинамику с задачей о профиле
установившихся волн немалой амплитуды [9].
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Д.А. Збродько 1, А. В. Фролова 2,3, Т.М. Сирина 2,3, М.А. Долматова 4

1 АНО «Консультационный центр «Резонанс», Томск
2 Школа олимпиадной математики «Пять в уме», Новосибирск
3 Школа «Дио-Ген», Новосибирск
4 Свободный исследователь

В рамках Мастерской команде проекта предлагалось построить геймифицированную
систему курса школьной математики, используя различные игровые механики, чтобы сде-
лать процесс обучения более привлекательным и интересным для обучающихся.

Описание геймификационной системы
Геймификационная система «Спасти океан» – это надстройка над процессом изуче-

ния курса математики за 5 класс. В начале года дети оказываются на дне Марианской
впадины. Им предстоит пройти 7 уровней и победить 4 монстров. В конце учебного года
ученикам нужно будет победить финального (четвертого) монстра, спасти Мировой океан
и выйти на побережье.

Важный принцип. Геймификация – это прежде всего про добровольность. Система
создана таким образом, что при отсутствии желания ребенок может в ней не участвовать
и это никак не повлияет на его обычную учебу.

Уровни. Количество уровней соответствует количеству изучаемых тем. Переход на
следующий уровень происходит по результатам усвоения материала прошлой темы.

Баллы. Внутриигровая валюта – баллы. На них можно покупать артефакты и сбивать
монстрам уровень «злой энергии». Получить баллы можно за контрольные, самостоятель-
ные и домашние работы, а также за урочную и внеурочную деятельность на усмотрение
учителя.

Животные. На каждом уровне ученики могут выбрать себе одно из двух или трех
животных, с которым они хотят дружить. В начале года животное с первого уровня по-
вествует о четырех монстрах, которые поработили всю Марианскую впадину, и артефак-
тах, которые могут помочь ученикам в борьбе за спасение океана.

Артефакты. Артефакты покупаются для друга-животного за баллы. Различные
комбинации из трех артефактов дают дополнительные возможности в учебной деятель-
ности. При этом на первом уровне доступны для покупки только 3 артефакта, на каждом
следующем уровне становятся доступными еще 3 артефакта.

Монстры. В начале каждой четверти появляется один из монстров и рассказыва-
ет, как он атакует в случае «проигрыша» учеников. В случае «победы» учеников монстр
не наносит урон. Условия «победы» различаются у разных монстров, но всегда зависят
от количества двоек в классе по результатам проверочной работы. Если к концу четвер-
ти школьники в сумме набирают нужное количество баллов для снятия «злой энергии»
монстра, то он переходит на сторону учеников, иначе остается бороться на стороне зла.

В начале учебного года ученики находятся на дне Марианской впадины. Цель – спасти
океан от монстров и выбраться на побережье к концу учебного года. Подъем из глубины на
побережье разделен на 7 уровней – по числу тем в курсе 5 класса, т. е. 1 уровень – 1 тема.
Переход на следующий уровень происходит по результатам усвоения материала прошлой
темы. Разработчики предполагают, что переход с уровня на уровень будет происходить



Збродько Д.А., Фролова А.В., Сирина Т.М., Долматова М.А. 162

у всего класса автоматически по факту окончания уроков по теме, но учитель может
использовать переход на следующий уровень как стимул. Например, если ученик отстал
по последней теме, можно дать ему возможность сделать дополнительную работу, чтобы
перейти на следующий уровень вместе с остальными одноклассниками.

На каждом уровне ученик может выбрать себе одного из двух или трех животных, с ко-
торым он хочет дружить. Эти животные представлены в виде карточек, которые выдаются
ребенку на руки. Карточки животных остаются с ребенком до конца года (т. е. к концу
года у ученика будет 7 карточек друзей-животных). В начале года животное с первого
уровня повествует о четырех монстрах, которые поработили всю Марианскую впадину,
способах борьбы с монстрами и артефактах, которые могут помочь ученикам. Таблицу
друзей-животных смотрите в методических рекомендациях к геймификационной системе.

Ребенок в течение учебного года может приобретать своим животным какие-то арте-
факты за заработанные баллы. На первом уровне доступны для покупки только 3 арте-
факта, на каждом следующем уровне становятся доступными еще 3 (можно приобретать
артефакты и с предыдущих уровней). Некоторые наборы из 3 артефактов образуют се-
ты, для получения одного сета необходимо собрать артефакты с одного или нескольких
уровней.

Начисление баллов
Баллы зарабатываются выполнением работ: домашней, самостоятельной, контрольной.

В 5 классе всего предполагается 10 контрольных работ, 14 самостоятельных работ, 50
домашних заданий. Также предполагаются дополнительные активности в виде докладов
и интересных рассказов на уроке (на усмотрение учителя), за которые в сумме за год
можно будет получить 300 баллов.

Основная таблица перевода оценок в баллы

Оценка/тип работы Контрольная Самостоятельная Домашняя
5 100 баллов 50 баллов 10 баллов
4 40 баллов 40 баллов 7 баллов
3 25 баллов 25 баллов 5 баллов
2 0 баллов 0 баллов 0 баллов

Если контрольные работы оцениваются по 100-балльной шкале, то ребенок получает
столько баллов, сколько выставлено за работу. Аналогично, если самостоятельные или
домашние работы оцениваются по другой шкале, то баллы стоит ставить пропорционально
разбалловке в таблице. За год за учебную деятельность можно получить максимум 2200
баллов.

Также возможно заработать дополнительные 300 баллов, например, за доклад (30 бал-
лов), за активность на уроке (5 баллов) и т. д.

Комментарий. Это один из возможных расчетов баллов. Учитель может использовать
свою систему начисления баллов, но стоит придерживаться максимума в 2500 баллов за
год, поскольку от этого зависит игровой баланс.

Использование баллов
Учет заработанных и потраченных баллов ведется учителем. Ученики могут потратить

баллы: 1) на артефакты; 2) на снижение «злой энергии» монстров.
С таблицей артефактов можно ознакомиться в методических рекомендациях к гейми-

фикационной системе.
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Каждый сет действует только один раз, т. е. если сет использован, то такого сета у ре-
бенка больше нет, но можно купить артефакты повторно и снова собрать сет. Учащимся
рекомендуется использовать сеты до конца учебного года. Если сеты остались неиспользо-
ванными или получены в конце учебного года, то их судьба решается учителем. Например,
артефакты можно переносить на следующий учебный год. Каждому сету соответствует
бафф (бафф (англ. buff) – понятие в компьютерных играх, обозначающее временное уси-
ление игрока). Это соответствие сразу известно детям (ищите в методических рекоменда-
циях, также оно есть в книжке с Правилами игры (для учеников), с. 4–7).

Стоимость артефактов учитель может определять самостоятельно с учетом игрово-
го баланса: необходимо, чтобы «серьезные» баффы стоили дорого, а шутливые – деше-
во. Помимо приобретения артефактов для друзей-животных, баллы нужны для борьбы
с монстрами. У каждого монстра есть своя «злая энергия». Уровень этой энергии разный
у всех монстров. Перед вывешиванием монстра впишите заранее его уровень энергии.
Чтобы победить монстра, нужно обнулить его «злую энергию»: каждый ученик в классе
«жертвует» сколько-то из своих баллов, и «злая энергия» монстра уменьшается на эту
величину. Периодически (на усмотрение учителя) нужно указывать на карточке монстра,
сколько «злой энергии» у монстра осталось.

В 4 четверти самый сильный монстр – Левиафан. Если мы его побеждаем, то в итоге
предотвращаем выход Левиафана из Мирового океана и спасаем мир.

Комментарий. Цель – помимо выхода на побережье все-таки обнулить монстров, по-
тому что на побережье мы должны выйти просто в силу окончания учебного года.

Комментарий. Зная, что у учеников будут отниматься баллы за то, что одноклассники
получают двойки за проверочные работы, другие ученики могут расстраиваться. В этот
момент важно рассказать о том, что это общая борьба с монстром, а также дополнительно
мотивировать детей баллами. Например, можно давать баллы детям, которые помогают
своим отстающим одноклассникам, а отстающим детям можно давать дополнительные
баллы за факт улучшения (т. е. ученик и так получит больше баллов, если напишет кон-
трольную на 4, а не на 3, но и за факт улучшения тоже добавится еще 5 баллов).

Использование системы в учебном процессе
Для того чтобы внедрить геймификационную систему, достаточно ознакомиться с ме-

тодическими рекомендациями и распечатать все материалы. Система может быть исполь-
зована не только для 5, но и для 6–8 классов, а также для других школьных предметов.

Апробация
В рамках БММ эксперименты не проводились, но данная система была апробирована

в 2024–2025 учебном году в школе неформального образования «Резонанс» в Томске на
учениках 7 класса. В выбранном классе учатся 16 учеников. А также в данной школе
практикуют иную систему оценивания – в 100-балльной шкале. При апробации необходимо
это было учитывать.

С точки зрения учителя, взявшегося прикладывать эту систему в учебный процесс,
первая сложность будет заключаться в схватывании всей сюжетной составляющей и обес-
печивающих ее процессов. Держать в актуальной памяти, в какой момент нужно объявить
о том или ином событии, подготовить распечатки и вводить синхронно учебным процес-
сам. Для этого была создана электронная таблица учета успеваемости учеников, в которой
фиксировалось выполнение домашних задний, самостоятельных и контрольных работ.

Поскольку для проведения апробации был выбран 7 класс, то нужно было переложить
«системные условности» на учебный план курса именно этого класса. Система предпола-
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гает 7 отдельных уровней и требует 7 отдельных тем, либо урезания некоторых уровней
в случае недостатка тем, либо объединения тем в один уровень, так как новых карточек
самостоятельно включить в систему больших затрат не удастся. В нашем случае в про-
грамме 7 класса имелось также 7 тем, что облегчило адаптацию системы. Примерно через
неделю после запуска системы можно было слышать на переменах разговоры учеников
о выстраивании лучшей стратегии для получения баллов и борьбы с монстрами – сю-
жетная линия и игровые механизмы их привлекали. Ученики уточняли о возможностях
получения артефактов и как их можно использовать.

Ажиотаж то стихал, то возобновлялся. Особенно с появлением новых монстров в на-
чале четверти, а также перед написанием контрольных и самостоятельных работ – цель
минимизировать потери своих баллов посредством более успешной сдачи контрольных
точек.

Можно отметить, что появление более стоящих артефактов отложено на более поздний
срок, что понижало интерес после первых позитивных эмоций от только что введенной
игровой системы. И многие ученики не видели ценности в их приобретение. В связи с этим
стоит пересмотреть баланс артефактов – сделать появление более значимых несколько
ранее, чтобы ученики оценили приятное использование и увидели их ценность. В свою
очередь это нивелирует просадку интереса примерно в первой трети учебного года.

Первая апробация закончилась тем, что ученикам не хватило несколько очков, что-
бы одолеть главного злодея. Но они справились с предыдущими тремя. Можно выделить
несколько причин такой ситуации: во-первых, учителю не удалось к концу года поддер-
жать важность борьбы против главаря, зарядить, воодушевить учеников, во-вторых, уста-
лость их к концу года. Возможно, это место тоже требует корректировки баланса: как
лучше завершить год с геймификационной системой, чтобы не потерялась радость пре-
одоления трудности, игровой, и ощущением невозможности это сделать?

Работа выполнена в рамках Большой математической мастерской 2024 и поддержа-
на Математическим центром в Академгородке.
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О ЗАПУСКЕ ПИЛОТНЫХ ОБРАЗОВАТЕЛЬНЫХ ПРОГРАММ
НА ММФ НГУ

А.В. Карпенко

Новосибирский государственный университет

Механико-математический факультет НГУ – классический факультет классического
университета с более чем шестидесятилетней историей. ММФ реализует программы по на-
правлениям подготовки «Математика», «Прикладная математика и информатика», «Ме-
ханика и математическое моделирование», «Математика и компьютерные науки», «Мате-
матика и механика», «Компьютерные и информационные науки».

Факультет борется за абитуриентов, конкурируя как со столичными университетами,
так и с сильными региональными университетами, в том числе ТГУ, СФУ, КФУ, УрФУ и
др. С 2021 года для снижения внутренней конкуренции набор производится не на отдель-
ные направления, а на укрупненную группу «Математика и механика».

Реформирование образования на таком факультете – сложный и ответственный про-
цесс. Важно сохранить высокий уровень качества подготовки специалистов, а также обес-
печить им возможность обучения в ведущих магистратурах и аспирантурах России и мира.
Именно поэтому в 2019 году руководством факультета было принято решение о том, что
ключевая ставка будет делаться на запуск пилотных программ – профилей.

В рамках доклада речь пойдет об изменениях в структуре портфеля образовательных
программ механико-математического факультета НГУ, произошедших в период с 2019
года по настоящее время. Ниже приведем основные эффекты.

Запуск пилотных профилей позволил ММФ НГУ привлечь мотивированных абиту-
риентов, готовых пройти отбор на соответствующую программу, а также показать суще-
ственное преимущество классических программ – осознанный выбор в процессе обучения.

Привлечение к обучению в магистратуре факультета иностранных обучающихся пози-
тивно сказался на наборе в аспирантуру, интернациональности аспирантуры и повышении
защищаемости в PhD-совете НГУ иностранных граждан.

Реализация профилей и модулей позволила провести апробацию отдельных курсов,
педагогических подходов и отдельных инструментов. В настоящее время ведется работа
по систематизации и оформлению накопленного опыта.

Автор благодарит коллективы образовательных программ, которые взяли на себя
смелость разработать и запустить программы.

Разработка программ «Инженерная школа: искусственный интеллект и прикладной
инжиниринг», «Исследовательская группа фундаментальной математики», «Матема-
тические методы и информационные технологии в механике», «Прикладное машинное
обучение и большие данные» выполнена при финансовой поддержке Математического
центра в Академгородке (Соглашение № 075-15-2022-282).
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ГРАФОВОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ

Н.Ю. Кропачева 1, Г. В. Павилайнен 1, Г. В. Федорова 2

1Санкт-Петербургский государственный университет
2Военно-морской политехнический институт, Санкт-Петербург

В условиях стремительно возросших объемов информации и скорости ее обмена воз-
никает необходимость новых подходов к обучению студентов и курсантов, развитие их ко-
гнитивной (познавательной) способности, формирование информационной компетенции.
Исследования показывают, что человеческая память сохраняет приблизительно 10% услы-
шанного, 50% — увиденного и 90% — проделанного собственноручно. Когнитивный подход
в обучении связывает между собой традиционные части познавательного процесса – вос-
приятие, внимание, память, воображение и мышление – в единое целое, чтобы обеспечить
существование человека в информационной перенасыщенной среде.

Обучающие технологии с элементами моделирования способствуют развитию логи-
ческого мышления, формируют умения и навыки исследовательской интеллектуальной
деятельности. При этом суть познавательного процесса заключается в том, чтобы обуча-
ющийся построил образ изучаемого объекта, показал состав и иерархию функциональных
элементов, направленных на достижение поставленной цели.

В последние годы для решения разнообразных задач активно используются методы
теории графов – графовые методы. Они дают простой и мощный инструмент построе-
ния моделей и решения задач упорядочения объектов. Использование графового подхода
позволяет представить объекты и процессы исследования в доступной для понимания и
анализа наглядной форме, избежать многих логических ошибок.

Рассмотрим возможности применения теории графов при изучении раздела «Мате-
матический анализ» и, в частности, «Дифференцирование сложной функции нескольких
переменных».

Пусть требуется найти полную производную функции z = f(x, y). Будем использовать
графическое представление структуры сложной функции нескольких переменных. Пере-
ход от исходных аргументов к итоговому значению z = f(x, y) сложной функции зададим
графом, вершинами которого служат последовательно вложенные аргументы, а роль ве-
сов ребер выполняют формулы-правила перехода от аргумента к аргументу. Построенный
граф наглядно иллюстрирует правило дифференцирования сложной функции или так на-
зываемое цепное правило, которое позволяет вычислить производную композиции двух и
более функций на основе частных производных.

Рассмотрим первый случай: пусть в некоторой области D задана дифференцируемая
функция z = f(x, y), причем каждая из переменных x, y, в свою очередь, является диф-
ференцируемой функцией независимой переменной t, то есть x = x(t), y = y(t). Таким
образом, z фактически является функцией одной переменной. Представим схему, соот-
ветствующую этой ситуации (рис. 1). В этом случае первый переход по верхним стрелкам
соответствует частным производным ∂z/∂x и ∂z/∂y. Далее переходим к переменной t. Пе-
реход по левой ветке схемы соответствует производной (∂z/∂x)(dx/dt) соответственно, а
по правой — (∂z/∂y)(dy/dt). Согласно структуре графа, можно пойти либо по левой ветке,
либо по правой, то есть при вычислении производной будем суммировать соответствую-
щие производные. В этом случае производная z по t называется полной производной и
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будет вычисляться по формуле

dz

dt
=
∂z

∂x

dx

dt
+
∂z

∂y

dy

dt
.

Как видим, структура формулы соответствует структуре рис. 1.

Рис. 1 Рис. 2

В частном случае, если y = y(x), получаем z(t) = f(x, y(x)) (рис. 2). Структура схемы
совпадает со структурой предыдущего рисунка. Предполагая, что z = f(x, y), y = y(x)
дифференцируемы, для производной сложной функции z(t) = f(x, y(x)) получим формулу
(у первого слагаемого пропадает сомножитель dx/dt):

dz

dt
=
∂z

∂x
+
∂z

∂y

dy

dt
.

Рассмотрим второй случай: пусть в некоторой области D задана дифференцируемая
функция z = f(x, y), причем каждая из переменных x, y, в свою очередь, является диф-
ференцируемой функцией независимых переменных u и v, то есть x = x(u, v), y = y(u, v).
Представим схему, соответствующую этой ситуации (рис. 3):

Рис. 3

В этом случае первый переход по верхним стрелкам соответствует частным производным
∂z/∂x и ∂z/∂y. Следующий переход, в свою очередь, соответствует частным производным
по переменным u и v для переменных x и y: ∂x/∂u и ∂x/∂v, ∂y/∂u и ∂y/∂v. Проводя
аналогию с первым случаем, для функции z можем вычислить частные производные по
переменным u и v (рис. 4):

или

Рис. 4
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В этом случае формулы вычисления частных производных примут вид

∂z

∂u
=
∂z

∂x

∂x

∂u
+
∂z

∂y

∂y

∂u
,

∂z

∂v
=
∂z

∂x

∂x

∂v
+
∂z

∂y

∂y

∂v
.

Проведя аналогичные рассуждения, можно вывести формулы дифференцирования
сложной функции любого числа независимых переменных и любом числе промежуточных
аргументов. Структура формулы будет также соответствовать структуре соответствую-
щего графа.

Пример. Дана функция w = x2y3 − yz2 + 2xz, где x = t, y = ln t, z = 3t3. Необходимо
вычислить производную функции w от t.

Сначала графически изобразим структуру функции w (рис. 5):

Рис. 5

В этом случае формула полной производной сложной функции будет выглядеть как

dw

dt
=
∂w

∂x

dx

dt
+
∂w

∂y

dy

dt
+
∂w

∂z

dz

dt
.

Сначала находим частные производные:

∂w

∂x
= 2xy3 + 2z,

∂w

∂y
= 3x2y2 − z2,

∂w

∂z
= −2yz + 2x.

Далее вычисляем производные промежуточных переменных:

dx

dt
= 1,

dy

dt
=

1

t
,

dz

dt
= 9t2.

В итоге получаем:

dw

dt
=
(
2xy3 + 2z

)
+
(
3x2y2 − z2

) 1

t
+ (−2yz + 2x) 9t2.

И теперь надо вместо x, y, z подставить их зависимости от t:

dw

dt
=
[
2t(ln t)3 + 6t3

]
+
[
3t2 ln2 t− (3t3)2

] 1

t
+
[
−2 ln t(3t3) + 2t

]
9t2.

Как видим, графовое представление структуры формулы позволяет при изложении
теоретического материала решать следующие задачи обучения:

• стимулирование учебно-познавательной активности обучающихся;

• повышение их самоорганизации;
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• развитие логики рассуждений, что позволяет лучше усваивать материал;

• совершенствование формы записи мыслей, что делает ее более компактной и обозри-
мой.
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КАБИНЕТ ПРАКТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ:
ОТ ПРОШЛОГО ДО НАСТОЯЩЕГО

Г.А. Кутеева, О.И. Шаталова, Г.А. Синильщикова

Санкт-Петербургский государственный университет

Тема этого доклада посвящена появлению и развитию одного из центров физико-
математического образования в России – Кабинета практической механики при физико-
математическом факультете Императорского Санкт-Петербургского университета. Этот
Кабинет был открыт в 1865/66 учебном году доцентом Михаилом Федоровичем Окатовым
(1829—1901), что подтверждается документами, хранящимися в Санкт-Петербургском го-
сударственном университете [1,2]. Таким образом, в 2025 году отмечается 160-летие осно-
вания Кабинета.

В июле 2025 года сотрудники Музея истории физики и математики СПбГУ создали
онлайн-выставку на платформе izi.travel [3], посвященную этому событию. Там представ-
лены фотографии подлинных экспонатов из Кабинета практической механики Император-
ского Санкт-Петербургского университета, а также фотографии некоторых документов
(см. рис. 1).

Рис. 1. Экспонаты выставки. (а.) Стопоходящая машина П.Л. Чебышева. Черновая модель пер-
вой в мире шагающей машины, экспонировавшейся на Всемирной выставке в Париже в 1878
году. (б.) Механизм Чебышева. (в.) Выпуклый трехсторонник в квадрате (треугольник Рело).
(г.) Сердцевидный эксцентрик

Настоящий доклад состоит из двух частей. Первая часть – история Кабинета практи-
ческой механики, его возникновение, дальнейшее развитие вплоть до революции 1917 года



Кутеева Г.А., Шаталова О.И., Синильщикова Г.А. 171

и несколько позже. Приводятся также небольшие справочные материалы о персоналиях,
которые связаны с Кабинетом в тот или иной момент времени.

Если погружаться в историю этого Кабинета, то оказывается, что вся тема очень об-
ширна. Далее представим тезисно основные моменты доклада.

1. 1865 год. Организован Кабинет практической механики. Первые экспонаты. Михаил
Федорович Окатов. Его диссертации на степень магистра и доктора прикладной математи-
ки. О М.Ф.Окатове известно не очень много. Краткая информация о нем дана в Сетевом
биографическом словаре [4], где указывается, что М.Ф. Окатов исследовал коэффициент
поперечной деформации для различных сортов стали, а также способствовал организации
в университете кабинета практической механики. Приведем новый для авторов истори-
ческий документ из цифрового архива Российской государственной библиотеки, связан-
ный с М.Ф. Окатовым [5]. В документе указывается, что к 1878 году М.Ф.Окатов имел
чин IV класса, несколько орденов, был заслуженным и экстраординарным профессором
С.-Петербургского университета (рис. 2).

Рис. 2. Слева страница, посвященная М.Ф.Окатову, из списка гражданским чинам IV класса,
документ исправлен по 1-е марта 1878 года [5]

2. Консерваторы и хранители Кабинета. Список хранителей, составленный Николаем
Владимировичем Розе, 1939 год (по материалам музея истории СПбГУ [6]). Консервато-
рами (хранителями) этого кабинета были молодые ученые, недавние выпускники Универ-
ситета, которые были оставлены Университетом “для приготовления к профессорскому
званию”.

3. Приобретаемые Кабинетом приборы и модели. 1865-1894 года. 1894 год – год смерти
академика П.Л. Чебышева. Переданы в дар модели, собственноручно им изготовленные.

4. Классификация приобретаемых моделей, приборов, механизмов. Вплоть до нача-
ла революции 1917 года и несколько позже (по материалам сохранившейся Инвентарной
книги [2]).

Вторая часть доклада – современное отношение к сохранившимся экспонатам. Здесь
рассказывается о том, что подлинные модели и механизмы 19 века являются экспонатами
оффлайн- и онлайн-выставок. Студенты кафедры теоретической и прикладной механи-
ки СПбГУ участвуют в проектах, посвященных моделированию и анимации экспонатов.
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Примерно с 2012 года прошло много занятий по лабораторно-вычислительному практику-
му с использованием экспонатов музея. Во время практикума студенты проводят расчеты
кинематического анализа механизмов 19 века (траектории, скорости, ускорения точек).
Описание практикума и некоторых лучших решенных задач во время практикума даны
в ссылках [7–9].
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Доклад подготовлен на основе выступлений автора на совместном заседании Научно-
го совета РАО по развитию математического и естественно-научного образования и Ме-
тодологического семинара Московского государственного педагогического университета
(МПГУ, 25.02.2025 г.) и на Международной научно-практической интернет-конференции
«Актуальные проблемы методики обучения информатике и математике в современной
школе» (МПГУ, 22-30.04.2025 г.), а также результатов анализа уровня остаточных знаний
по математике, проводимого на базе Красноярского математического центра Сибирского
федерального университета (КМЦ) и Красноярского государственного педагогического
университета им. В.П. Астафьева (КГПУ им. В.П. Астафьева). В докладе рассматрива-
ются вопросы повышения уровня и качества знаний выпускников «массовой» общеобра-
зовательной школы, т. е. задачи модернизации «массового» общего образования.

Одной из центральных проблем, без решения которой невозможна полномасштабная
реализация утвержденного Правительством РФ Комплексного плана мероприятий по по-
вышению качества математического и естественно-научного образования до 2030 года,
является проблема выбора оптимального содержания общего образования, в первую оче-
редь, школьных курсов математики и естественно-научных дисциплин. Например, на про-
тяжении длительного периода времени не удается выработать консолидированное мнение
ученых-математиков, учителей математики и преподавателей вузовских курсов матема-
тики по вопросам оптимизации перечня разделов высшей математики и их содержания,
включаемых в учебные программы общего образования, а также модернизации содержа-
ния разделов элементарной математики.

Расширение содержания разделов высшей математики в школьном курсе, начатое
в 60-е годы при проведении системной реформы математического образования, позво-
лило повысить уровень «продвинутого» математического образования, но привело к ряду
негативных последствий в «массовом» общем образовании – в условиях сокращения учеб-
ного времени, отводимого на изучении математических и естественнонаучных предметов,
а также в условиях общей учебной перегрузки учеников и учителей и снижения интере-
сов молодого поколения к точным наукам, заметно снизился уровень знаний выпускников
«массовой» школы в области элементарной математики, показатели качества знаний раз-
делов высшей математики также являются неудовлетворительными [1-4].

Результаты экспертных оценок по этим вопросам, как правило, зависят от личной по-
зиции экспертов, а их позиции в ряде случаев значительно различаются и не удается
выработать консолидированные подходы к решению проблемы оптимизации содержания
школьного курса математики. Поэтому без проведения соответствующих эксперименталь-
ных исследований невозможно обеспечить научную обоснованность и объективность при-
нимаемых решений по этим вопросам. Так же учебно-методическое обеспечение препода-
вания новых разделов математики должно проходить необходимую апробацию в «массо-
вой» школе. Вместе с тем, негативная практика «силового» внесения изменений в содер-
жание и методики преподавания школьного курса математики продолжается. Например,
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недавнее введение в государственный стандарт общего образования и в учебные школьные
программы разделов по теории вероятностей и математической статистике проведено без
предварительной широкой экспериментальной апробации учебно-методического обеспече-
ния и методик их преподавания в «массовой» школе. Причем, это решение было принято в
условиях значительных сомнений многих специалистов в области математики и учителей
по поводу самой возможности эффективного освоения «средним школьником» данных
разделов математики. Попытки создать адаптированный курс тоже вызывают много во-
просов – нельзя преподавать математику «на пальцах».

Вопросы модернизации содержания школьного математического образования являют-
ся системными и комплексными, а результаты их разрешения будут значительным образом
влиять и на личные судьбы представителей молодого поколения, и на процессы научного
и научно-технического развития всей страны. По-видимому, эти факторы стали основной
причиной того, что данная проблема регулярно обсуждается в научных и образовательных
кулуарах, на различных конференциях, но только сейчас задача ее решения обозначена
на уровне руководства страны.

Можно констатировать, что успешность решения задач, поставленных в Комплекс-
ном плане, в первую очередь «находится в руках» ученых-математиков, преподавателей
и учителей математики. Она определяется успешностью выработки консолидированных
предложений по решению задачи модернизации содержания школьного курса математи-
ки. Одним из конструктивных и научно-обоснованных подходов к решению обсуждаемой
проблемы может стать следующий: провести в «массовой» школе одновременное пред-
ставительное и объективное тестирование по всем разделам высшей и элементарной ма-
тематики, включенным в школьный курс. По итогам анализа, по каждому разделу, по
которому итоги тестирования будут неудовлетворительными, принять решение либо об ис-
ключении этого раздела из школьного курса, либо о выделении на изучение этого раздела
необходимого учебного времени, а также о переработке учебно-методического обеспечения
с последующей его апробацией в «массовой» школе. Для достижения объективности и до-
стоверности такого тестирования целесообразно использовать опыт, отработанный в ходе
проведения ЕГЭ.

Учитывая, что уровень знаний по ряду разделов элементарной математики также низ-
кий, необходимо провести анализ и возможную корректировку содержания курса элемен-
тарной математики и после этого определить объемы учебного времени, необходимого для
изучения данных разделов, которые позволят «среднему» учителю сформировать нужный
уровень знаний и умений у «среднего» ученика.

Анализ итогов тестирования уровня остаточных знаний по математике, проводимого
уже несколько лет на базе КМЦ с участием КГПУ им. В.П. Астафьева, подтвержда-
ет вышесказанное и показывает, что необходимо оставить в школьной программе разде-
лы, связанные с изучением производной (возможно, уточнив объем учебного времени), а
по остальным разделам высшей математики принять одно из решений, указанных выше
(см. также [5–7]).

Учитывая значительное расхождение в подходах различных специалистов в области
математики к решению этих вопросов, целесообразно воспользоваться опытом решения
таких проблем в советский период – когда на высоком уровне создавалась представитель-
ная и компетентная комиссия, которая должна была выработать предложения по решению
стоящих задач и принятию необходимых управленческих решений. Так было при прове-
дении системной реформы математического образования. Как показал опыт проведенной
реформы – это не идеальный способ решения стоящих задач, поскольку возможны оши-
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бочные решения, но все же – это продвижение вперед, в ходе которого могут выявляться и
устраняться возможные ошибки. Сейчас мы практически «топчемся на месте», реализуя
частные решения, которые не могут существенно изменить ситуацию. Наглядный при-
мер – выполнение относительно недавнего поручения Президента РФ о необходимости
повышения качества изучения математики и информатики в средней школе. С большим
запозданием была создана рабочая группа и одним из конкретных предложений было раз-
решить директору школы использовать на эти цели один дополнительный учебный час.
В условиях большой перегрузки учебного процесса такое решение – неэффективно.

Не вызывает сомнений, что одновременно и параллельно должен проводится анализ
ситуации с преподаванием естественно-научных школьных дисциплин. Там тоже стоит
проблема оптимального выбора содержания и поиска более эффективных методов и ме-
тодик преподавания.

Важно учитывать, что поиск оптимальных решений предстоит осуществлять в усло-
виях значительной предметной насыщенности образовательных школьных программ, а
также существенной учебной перегрузки и учителей, и учащихся. Должен быть найден
разумный баланс между предметными циклами и гуманитарной направленности, и ма-
тематической, и естественно-научной в рамках весьма ограниченного учебного времени.
При этом нельзя упускать вопросы формирования у молодого поколения научного миро-
воззрения и важных для развития российского государства гражданских позиций.

После решения задачи оптимизации содержания, дальнейшая работа будет состоять
уже в поиске и выборе наиболее эффективных методов и методик освоения модернизи-
рованного содержания. Для повышения эффективности этой работы нет необходимости
в принятии каких-либо решений высокого государственного уровня, а требуется моральное
и материальное стимулирование обществом и государством научной, учебно-методической
и инновационной деятельности ученых, преподавателей и учителей, постоянная обще-
ственная и государственная поддержка их в решении задачи поиска и реализации новых
дидактических решений и инноваций, и, соответственно, существенное повышение статуса
и роли Учителя в российском обществе.

Не вызывает сомнений, что в решении задач модернизации содержания разделов мате-
матики, включаемых в программу общеобразовательной школы, могут и должны сыграть
важную роль математические центры России.

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Ми-
нобрнауки РФ (Соглашение № 075-02-2025-1234).
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ПОДГОТОВКА БУДУЩИХ ПРЕПОДАВАТЕЛЕЙ МАТЕМАТИКИ
В ВЫСШЕЙ ШКОЛЕ К ОБУЧЕНИЮ МОДЕЛИРОВАНИЮ

ОПАСНЫХ ФАКТОРОВ ПОЖАРА

Е.И. Скафа, Е. Г. Евсеева, А.С. Гребенкина

Донецкий государственный университет

Важнейшей целью обучения математике будущих инженеров в современных условиях
специальной военной операции является формирование умений строить математические
модели в области пожарной безопасности. Указанные модели характеризуются сложно-
стью и громоздкостью расчетов в ходе их решения, наличием в исходных данных неиз-
вестных и быстро меняющихся параметров, требованием оперативности решения модели.
В части моделей невозможно найти аналитическое решение, такие модели могут быть
решены только численными методами.

Многие ученые указывают на необходимость применения метода математического мо-
делирования при обучении математике студентов инженерных специальностей [1; 2]. Воз-
можности применения имитационного моделирования в процессе подготовки инженерных
кадров всесторонне рассмотрены в многочисленных исследованиях [2; 3], однако постро-
ение имитационных математических моделей в сфере гражданской защиты предлагает-
ся включать в обучение исключительно студентов пожарно-технических специальностей
[4; 5]. Перспективы применения таких моделей в процессе обучения студентов других ин-
женерных специальностей не рассматривались ранее, но в настоящее время повышенных
рисков и высокой опасности возникновения пожаров и других ЧС, по нашему мнению,
такая подготовка крайне важна для будущих инженеров различной специализации [6].

Обучение будущих инженеров математическому моделированию опасных факторов по-
жара возможно при наличии педагогических кадров, в совершенстве владеющих как тео-
ретическими основами построения математических моделей в сфере обеспечения пожар-
ной безопасности, так и практическим опытом получения точных решений, цифровыми
инструментами имитационного моделирования, методической компетентностью по приме-
нению исследовательских методов обучения.

Подготовка преподавателей математики для высшей школы в Донецком государствен-
ном университете ведется по направлениям 44.04.01 – Педагогическое образование (в рам-
ках магистерской программы “Математическое образование”) и 01.04.01 – Математика.
В связи актуальностью и широтой проблемного поля задач пожарной безопасности в со-
временных условиях нами предложено подготовку будущих преподавателей математики
в высшей школе к обучению моделированию в сфере обеспечения пожарной безопасности
осуществлять в рамках вариативной дисциплины “Методика обучения математическому
моделированию опасных факторов пожара”, содержание которой включает темы:

1. Цели и содержание моделирования опасных факторов пожара в помещении.
Типологии математических моделей.

2. Методика построения интегральной математической модели пожара в помещении.

3. Зонные математические модели пожара в помещении.

4. Дифференциальные математические модели пожара в помещении.
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5. Математическая модель динамики опасных факторов в начальной стадии пожара.

6. Построение статистических моделей в сфере управления деятельностью противопо-
жарных служб.

7. Методика применения цифровых инструментов моделирования опасных факторов
пожара.

Изучение предложенной дисциплины возможно в магистратуре в третьем учебном се-
местре после изучения дисциплин “Педагогика высшей школы” и “Методика обучения
в высшей школе”, а также по направлениям 01.04.01 на базе дисциплин “Современные
компьютерные технологии” и “Математические модели в современном мире” и 44.04.01 –
“Логика и методология математического моделирования” и “Избранные разделы высшей
математики”, где рассматривается необходимый математический аппарат для моделиро-
вания.

В качестве примера рассмотрим моделирование температурного режима внутренне-
го пожара с учетом начальной стадии, которое осваивается будущими инженерами при
изучении темы “Математическая модель динамики опасных факторов в начальной ста-
дии пожара”, с использованием математических моделей, относящиеся к типу зонных и
интегральных моделей пожара. Зонные модели основаны на предположении о формиро-
вании в помещении двух слоев: верхнего слоя продуктов горения (задымленная зона) и
нижнего слоя невозмущенного воздуха (свободная зона). Состояние газовой среды в зо-
нальных моделях оценивается через осредненные термодинамические параметры не одной,
а нескольких зон, причем межзонные границы обычно считаются подвижными. Однако
более целесообразно моделировать пожар в начальной стадии посредством интегральной
математической модели.

Приведем пример расчета температурного режима внутреннего пожара с учетом на-
чальной стадии по методике, описанной в [7].

Задача. Условное возгорание произошло в производственном помещении, характери-
зующемся следующими размерами: площадь пола равна S = 2560 м2, объем помещения
V = 15360 м2, суммарная площадь проемов A = 189 м2, высота проемов h = 2, 95 м.
Общее количество пожарной нагрузки для древесины составляет 6, 4 · 104 кг, что соответ-
ствует пожарной нагрузке q = (6, 4 · 104)/2560 = 25 кг/м2, где q – количество пожарной
нагрузки для площади пола. Температура окружающего воздуха T0 = 293K. Необходимо
рассчитать температурный режим условного пожара.

Решение. Сначала определим проемность П помещения. Поскольку объем помещения
V > 10 м3, то имеем

П =

∑
Ai
√
hi

S
, (1)

где S – площадь пола, м2; h – высота i-го проема помещения, м; Ai – площадь i-го проема
помещения, м2.

Используя данные о параметрах помещения и размерах проемов, по формуле (1) по-
лучим

П =
189 · √2,95

2560
= 0,13м2.

Количество воздуха, необходимое для сгорания 1 кг материала, равно

V0 =

∑
V0iPi∑
Pi

, (2)
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где V0i – i-я пожарная нагрузка, м3; Pi – общее количество пожарной нагрузки i-го ком-
понента твердых горючих и трудногорючих материалов, кг [3].

Примем пожарную нагрузку V01 = 4, 2 м3/кг объему воздуха, необходимому для пол-
ного сгорания килограмма древесины при влажности воздуха 10%. Подставляя числовые
значения в формулу (2), получим для одного проема:

V0 =
4, 2 · 6, 4 · 104

6, 4 · 104
= 4, 2 м3/кг.

Определим удельное критическое количество пожарной нагрузки qкр.к для кубического
помещения объемом V , равном объему исследуемого помещения:

qкр.к =
45003

1 + 5003
+

3
√
V

6V0

, qкр.к =
4500 · 0, 133

1 + 500 · 0, 133
+

3
√

15360

6 · 4, 2 = 5, 69 кг/м3.

Вычислим удельное количество пожарной нагрузки qк для исследуемого помещения:

qк =

∑
PiQ

p
Hi

(6S − A)Qp
Hд

, (3)

где Qp
Hi

– низшая теплота сгорания i-го компонента материала пожарной нагрузки; Qp
Hд

–
низшая теплота сгорания древесины.

Значения низшей теплоты сгорания горючего материала и древесины – табличные
значения, которые приведены в [3].

Учитывая, что для помещения в форме куба S = V 0,667, найдем

qк =
6, 4 · 104 · 13, 8

(6 · 153600,667 − 189)13, 8
= 18, 1 кг/м.

Сравнивая значения qкр.к и qк, получим qк = 18, 1 > 5, 69 = qкр.к. Значит, в данном произ-
водственном помещении развивается пожар, регулируемый вентиляцией (ПРВ).

Определим максимальную среднеобъемную температуру Tmax на стадии объемного по-
жара для ПРВ в интервале времени 0, 15 ≤ 1, 22 c точностью до 5 % :

Tmax = 940 e4,7·10−3(q−30); Tmax = 940 e4,7·10−3(25−30) = 962 K.

Характеристика продолжительности (время) пожара равна

tn =

∑
PiQ

p
Hi

6285A
√
h
· ncp

∑
Pi∑

niPi
, (4)

где ncp – средняя скорость выгорания древесины, кг/(м2·мин); ni – средняя скорость вы-
горания i-го компонента твердого горючего или трудногорючего материала, кг/(м2·мин).
Подставляя значения в формулу (4), получаем:

tn =
6, 4 · 104 · 13, 8

6285 · 189
√

295
· 2, 4 · 6, 4 · 104

2, 4 · 6, 4 · 104
= 0, 43 ≈ 0, 5 ч.

Для ПРВ время достижения максимального значения среднеобъемной температуры tmax

определяется соотношением tmax = tn = 0, 5 ч = 30 мин. Изменение среднеобъемной тем-
пературы при объемном свободно развивающемся пожаре равно [7]:

T − T0 = (Tmax − T0) · 115, 6 ·
(

t

tmax

)4,75

e−4,75t/tmax . (5)
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Подставим в последнее соотношение найденные значения максимальной температуры по-
жара и время достижения этого значения:

T − 293 = (962− 293) · 115, 6 ·
(
t

30

)4,75

e−4,75t/30; T = 293 + 7, 4 · 10−3 · t
4,75

e0,15t
.

Получили соотношение, позволяющее определить среднеобъемную температуру пожара
в рассматриваемом производственном помещении в произвольный момент времени.

По результатам выполненного расчета сделаем выводы:
– для рассматриваемого производственного помещения динамика среднеобъемной тем-

пературы свободно развивающегося пожара определяется соотношением

T = 293 + 7, 4 · 10−3 · (t4,75/e0,15t), t− время;

– при данной пожарной нагрузке максимальное значение среднеобъемной температуры
равно 610 и достигается на 25-й минуте развития пожара.

Моделирование температурного режима внутреннего пожара может быть также вы-
полнено средствами различных специализированных цифровых инструментов. Удобным
средством прогнозирования изменения температуры пожара является программа СИТИС:
ВИМ, которая выполняет расчет динамики развития опасных факторов пожара в здании
по интегральной математической модели. Поскольку в основе моделирования развития
пожара лежит интегральная модель, то все получаемые параметры пожара, такие как
температура среды, тепловой поток, концентрации кислорода, концентрация продуктов
сгорания и пр., являются среднеобъемными. Результаты моделирования выводятся в про-
грамме в табличной форме или графическом виде.

(а) (б)
Рис. 1 – Пример моделирования температуры пожара в программе СИТИС: ВИМ: (а) – модели-
рование температуры пожара, усредненной по объему помещения; (б) – динамика роста средне-
объемной температуры в выбранной расчетной точке

Графики изменения опасных факторов пожара во времени в программе СИТИС: ВИМ
можно построить в каждой, выбранной температуры пожара, усредненной по объему по-
мещения. На рис. 1 (а) приведен пример моделирования температуры пожара, усредненной
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по объему помещения. Во вкладке Результаты открыт флажок Графики развития ОФП,
позволяющий выбрать именно тот опасный фактор пожара, динамика которого анализи-
руется. В процессе моделирования программа СИТИС: ВИМ не только строит график
динамики опасного фактора пожара, но и вычисляет критическую продолжительность
пожара по этому фактору. Так, на рис. 1 (а) отражено вычисление критической продол-
жительности пожара по повышенной температуре (критическое значение равно 70 ◦С). На
рис. 1 (б) показана динамика роста среднеобъемной температуры в выбранной расчетной
точке Т-В2. Результат моделирования представлен в виде отдельного графика.

Готовность к обучению математическому моделированию будущих инженеров должна
являться частью профессиональной компетентности преподавателя математики в выс-
шей школе в современных условиях повышенных рисков возникновения чрезвычайных
ситуаций. Рассматривая различные виды математических моделей и способы их примене-
ния в процессе обучения вариативной дисциплине “Методика обучения математическому
моделированию опасных факторов пожара”, приходим к заключению, что математиче-
ское моделирование – одно из направлений практико-ориентированной математической
подготовки, основанное на практических ситуациях, которые могут возникнуть в про-
фессиональной деятельности будущих инженеров, которая позволит им получать более
объективную и точную оценку рисков и послужит необходимой предпосылкой принятия
обоснованных решений по предупреждению ЧС, смягчению и ликвидации их последствий.

Исследования проводились в ФГБОУ ВО “ДонГУ” при финансовой поддержке
Азово-Черноморского математического центра (Соглашение № 075-02-2025-1608) от
27.02.2025.
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ОТ ИГРАЛЬНЫХ КУБИКОВ К МАРКОВСКИМ ЦЕПЯМ:
ОПЫТ ПРЕПОДАВАНИЯ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ,
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ И МЕТОДОВ

МОНТЕ-КАРЛО В ШКОЛЕ

Н.В. Трачева 1,2

1Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН,
Новосибирск

2Новосибирский государственный университет

В докладе представлен опыт разработки и реализации специализированного курса по
теории вероятностей, математической статистике и методам Монте-Карло для учащихся
9–11 классов физико-математической школы. Обсуждаются вопросы адаптации матема-
тически строгих понятий к школьному уровню. Особое внимание уделено использованию
симуляций и цифровых инструментов (в том числе языка Python) для визуализации рас-
пределений и демонстрации алгоритмов. В качестве мотивирующих тем рассматривают-
ся, например, парадокс Монти Холла и задача о днях рождения. Также обсуждаются
способы формирования у школьников базовых навыков анализа данных и статистическо-
го мышления. Доклад сопровождается примерами заданий и исследовательских мини-
проектов [1–3].
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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ КОМПОЗИЦИОННОГО
УПРУГО-ПЛАСТИЧНОГО СТЕРЖНЯ

О.Н. Черепанова

Сибирский федеральный университет, Красноярск

Вводные сведения

В настоящее время большое внимание уделяется всестороннему исследованию компози-
ционных материалов – по данному научному направлению имеется значительное количе-
ство работ. Это связано с тем, что все больше элементов реальных конструкций изготавли-
ваются из композитов. Препятствием к более широкому использованию таких материалов
является недостаточное теоретическое обоснование методов расчета их прочности и долго-
вечности. Исследователям, желающим более подробно ознакомиться с рассматриваемыми
вопросами, рекомендуем российский журнал «Композиты и наноструктуры», где освеща-
ется современное состояние и тенденции этого актуального направления. В [1] предложена
модель композита с пластической матрицей и упругими волокнами. В указанной работе
автор сформулировал гипотезу: «При нагружении композита возникает касательное на-
пряжение между волокнами и матрицей, и оно постоянно». Основываясь на этой гипотезе,
в данной работе найдены компоненты девиатора тензора напряжений и тем самым дана
оценка напряженному состоянию композиционного стержня для данного способа армиро-
вания. При решении этой задачи эффективно показали себя законы сохранения, которые
начинают использоваться и для решения других задач механики [2] .

Постановка задачи

Рассмотрим прямолинейный стержень, армированный упругими волокнами. Пусть ко-
личество волокон равно n. Предел текучести матрицы стержня при чистом сдвиге равен k,
модуль упругости Юнга – G. Волокна располагаются вдоль образующей стержня в про-
извольном порядке коллинеарно оси Oz. Все волокна круглого сечения; центры распола-
гаются в точках с координатами (xi, yj), радиусы всех волокон равны r, модули Юнга Gi.
Поперечное сечение стержня приведено на рис. 1.

Предел текучести при чистом сдвиге матрицы k меньше предела текучести волокон,
поэтому волокна всегда находятся в упругом состоянии. На границе между волокном и
связующим при нагружении возникает напряжение, оно по гипотезе [1] равно τ < k.

Система уравнением в этом случае сводится к уравнению равновесия

∂s13

∂x
+
∂s23

∂y
= 0 (1)

и условию совместности упругих деформаций

∂s13

∂y
=
∂s23

∂x
. (2)

Условия на границе, свободной от напряжений и находящейся в пластическом состоя-
нии, запишутся следующим образом:

s13l0 + s23n0 = 0, s2
13 + s2

23 = k2, (3)

где (l0, n0) – нормаль к боковой поверхности. Эти условия перепишем в виде

s13 = ∓n0k, s23 = ±l0k. (4)
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Рис. 1. Сечение стержня

В силу гипотезыЮ.Н. Работнова на границе между связующим и волокном выполнены
условия

s13ni − s23li = τ, s2
13 + s2

23 = k2, (5)

где ni, li – компоненты вектора нормали к боковой поверхности i-го волокна. Их можно
записать в виде

s13 = niτ ± li
√
k2 − τ 2, s23 = liτ ± ni

√
k2 − τ 2. (6)

Законы сохранения системы (1)–(2)

Для удобства положим
s13 = U, s23 = V.

В этом случае получим следующую краевую задачу

F1 = Ux + Vy = 0, F2 = Uy − Vx = 0,

U = ∓n0k, V = ±l0k,
U = niτ ± li

√
k2 − τ 2, V = liτ ± ni

√
k2 − τ 2.

(7)

Для системы уравнений (7) закон сохранения ищем в виде

∂xA(x, y, U, V ) + ∂yB(x, y, U, V ) = ω1F1 + ω2F2, (8)

где ω1, ω2 – дифференциальные линейные операторы, которые вместе с компонентами со-
храняющегося тока подлежат определению.

Пусть
A = α1U + β1V + γ1, B = α2U + β2V + γ2, (9)
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где αi, βi, γi – функции только от x, y.
Подставляя (9) в (8), получаем

α1
x + α2

y = 0, β1
x + β2

y = 0, α1 = ω1,

β1 = −ω2, α2 = ω2, β2 = ω1, γ1
x + γ2

y = 0.

Разрешая эти уравнения, получаем

α1
x − β1

y = 0, β1
x + α1

y = 0, γ1
x + γ2

y = 0. (10)

Система уравнений (10) имеет два решения, которые имеют особенность в произволь-
ной точке (x0, y0), принадлежащей рассматриваемому сечению стержня (x0, y0 – постоян-
ные):

α1 =
x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2
, β1 = − y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2
, γ1 = γ2 = 0, (11)

α1 =
y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2
, β1 =

x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2
, γ1 = γ2 = 0. (12)

Нахождение компонент девиатора тензора напряжений в точке (x0, y0)

Рассмотрим (x0, y0) – произвольную точку, принадлежащую матрице, и пусть в этой
точке компоненты сохраняющегося тока имеют вид (11) или (12).

В силу формулы Грина из (8) следует∫∫
S

(Ax +By) dxdy =

∮
Γ0

Ady −B dx−
n∑
i=1

∮
γ1

Ady −B dx−
∮
ε

Ady −B dx = 0, (13)

где ε – окружность: (x− x0)2 + (y − y0)2 = ε2.
Подставим в (13) решение (11) или (12), сделав замену переменных по формулам

x − x0 = ε · cosϕ, y − y0 = ε · sinϕ. Устремляя ε → 0 и используя теорему о среднем,
найдем s13(x0, y0), s23(x0, y0).

В результате, проделав опущенные выкладки, получим формулы для вычисления ком-
понент тензора девиатора напряжений в произвольной точке сечения стержня. Это поз-
воляет построить границу между упругой и пластическими зонами в рассматриваемом
композитном стержне. Величина и форма пластической зоны позволяет оценить его несу-
щую способность и оптимальным образом провести армирование.
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КОМПЛЕКСНЫЙ АНАЛИЗ

ОБ ОБОБЩЕННЫХ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ
ТИПА IPD
К.Е. Бахтин

РНОМЦ “Дальневосточный центр математических исследований”, ДВФУ,
Владивосток

Обобщенные гипергеометрические функции используются в широком спектре задач
теоретической физики, прикладной математики, статистики и инженерных наук, не гово-
ря уже о самой теоретической математике. В частности, функции 3F2 и 4F3, вычисленные
в единице, связаны с коэффициентами Клебша –Гордана и Рака [1, секции 8.2.5, 9.2.3]
и [2, 3]. В последние годы специальные функции также играют важную роль в теории
приближений. Их растущее значение объясняется их универсальностью [4,5].

В теории гипергеометрических функций широко известны преобразования и форму-
лы суммирования, которые восходят к Леонарду Эйлеру. Несмотря на долгую историю
их изучения, исследования в этом направлении продолжаются. Большое внимание уделя-
ется изучению обобщенных гипергеометрических функций с целыми параметрическими
разностями. Напомним, что обобщенной гипергеометрической функцией с целыми пара-
метрическими разностями (функция IPD типа) называется функция, содержащая пары

параметров
[
f +m
f

]
(известная, как целая положительная разность) и/или

[
b

b+ n

]
(известная, как целая отрицательная разность) для произвольных натуральных чисел m,
n. Гипергеометрические функции IPD типа и, в частности, широко известная формула
суммирования Карлссона –Минтона используются в физике при вычислении интегралов
Фейнмана. В данном докладе обсуждаются различные обобщения формулы суммирова-
ния Карлссона –Минтона, а также близкие результаты, касающиеся групп преобразований
обобщенных гипергеометрических функций с целыми параметрическими разностями.

Формула суммирования Минтона (см., например [6, 1.2]) для обобщенной гипергеомет-
рической функции имеет вид

pFp−1

(−k, b, f + m

b+ 1, f

)
=

k!

(b+ 1)k

(f − b)m
(f)m

,

где k ≥ m, k ∈ N и f ∈ Cp−2, m ∈ Np−2. В дальнейшем этот результат был обобщен
Карлссоном, который заменил−k на произвольное комплексное число a, удовлетворяющее
условию Re(1− a−m) > 0 (см., например [6, 1.3]):

pFp−1

(
a, b, f + m
b+ 1, f

)
=

Γ(b+ 1)Γ(1− a)(f − b)m
Γ(b+ 1− a)(f)m

. (1)

Далее, в статье [6] формула (1) была распространена на случай замены числа b вектором
b = (b1, b2, . . . , bl), приняв следующий вид:

l+p−1Fl+p−2

(
a,b, f + m

b + 1, f

)
=

Γ(1− a) (b)1
(f)m

l∑
q=1

Γ (bq) (f − bq)m
αqΓ (1 + bq − a)

, (2)
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где 1 = (1, 1, . . . , 1) и αq =
∏l

v=1,v 6=q(bv − bq). При этом в формуле (2) все координаты
вектора b различны.

Аналог формулы (2) для случая, когда в векторе b есть одинаковые координаты, был
получен нами в [7, (8)]. А именно, пусть b=(b1, b2, . . . , bl), n=n1+n2+. . .+nl, Re(n−a!−m)>0,
(−1 + a,−b,−b + a− 1,−f) /∈ N2l+p−1

0 . Тогда

p+n+l−2Fp+n+l−3


a, b1, . . . , b1︸ ︷︷ ︸

n1

, b2, . . . , b2︸ ︷︷ ︸
n2

, . . . , bl, . . . , bl︸ ︷︷ ︸
nl

, f + m

b1 + 1, . . . , b1 + 1︸ ︷︷ ︸
n1

, b2 + 1, . . . , b2 + 1︸ ︷︷ ︸
n2

, . . . , bl + 1, . . . , bl + 1︸ ︷︷ ︸
nl

, f

 =

=
Γ(1− a)

(f)m

l∑
i=1

ni∑
ki=1

(−1)ki+1αiki
(ki − 1)!

(
Γ(x) (f − x)m
Γ(x− a+ 1)

)(ki−1)

x=bi

, (3)

где αiki коэффициенты разложения
∏l

i=1
b
ni
i

(bi+x)ni
на простые дроби,

l∏
i=1

bnii
(bi + x)ni

=
l∑

i=1

ni∑
ki=1

αiki
(bi + x)ki

.

Формула (3) выполняется только при положительном параметрическом балансе. При
отрицательном балансе гипергеометрический ряд в единице расходится. Исключение со-
ставляет случай a = −k, где k ∈ N0. Чтобы сформулировать результат, нам понадобится
определение коэффициентов Норлунда.

Для комплексных векторов a = (a1, . . . aq−1) и b = (b1 . . . bq) коэффициенты Норлунда
определяются следующим образом:

gn(a,b) =
∑

0≤j1≤j2≤···≤jq−2≤n

q−1∏
l=1

(ψl + jl−1)jl−jl−1

(jl − jl−1)!
(bl+1 − al)jl−jl−1

,

где ψl =
l∑

i=1

(bi − ai), j0 = 0, jq−1 = n. В статье [6] была получена формула суммиро-

вания, которая дополняет известную формулу суммирования Минтона на случай, когда
0 ≤ k ≤ m− 1. А именно, была доказана формула [6, 2.3]

pFp−1

(
−k, b, f + m
b+ 1, f

)
=

k!

(b+ 1)k

(f − b)m
(f)m

− (−1)mk!b

(f)m
uk, (4)

где uk =
∑m−k−1

i=0 gm−k−i−1(α; β)(b− i)i, при этом α = (b− f), β = (b− f −m, b+ k).
Из формулы (4) вытекает следующая
Лемма 1. Пусть b = (b1, b2, . . . bp), p = 1 = (1, 1, . . . , 1). Тогда

F

(
−k,b, f + m

b + 1, f

)
= (b)1

p∑
l=1

K−1
l

bl

(
k!(f − bl)m

(bl + 1)k(f)m
− (−1)mk!bl

(f)m
uk,l

)
, (5)

где Kl =
∏p

v=1,v 6=l(bv − bl), uk,l =
∑m−k−1

i=0 gm−k−i−1(α; β)(bl − i)i, при этом α = (−f),
β = (−f −m, k).

Заметим, что формула (5) неприменима в случае, когда вектор b состоит из одинаковых
координат. Для этого случая нами доказана следующая
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Теорема 1. Пусть b = (b1, b2, . . . , bl), n = n1 + n2 + . . . + nl, n + k −m < 0, −bi /∈ N0,
−fr /∈ N0 для любых i = 1, . . . , l, r = 1, . . . , p− 2. Тогда

p+n+l−2Fp+n+l−3


−k, b1, . . . , b1︸ ︷︷ ︸

n1

, . . . , bl, . . . , bl︸ ︷︷ ︸
nl

, f + m

b1 + 1, . . . , b1 + 1︸ ︷︷ ︸
n1

, . . . , bl + 1, . . . , bl + 1︸ ︷︷ ︸
nl

, f

 =
k!

(f)m

l∑
i=1

ni∑
ci=1

(−1)ci+1αici
(ci − 1)!

×

×
[(

(f − x)m
(x)k+1

)(ci−1)

x=bi

+ (−1)m+1

m−k−2∑
v=0

gm−k−v−2 (α; β) ((x− 1− v)v+1)
(ci−1)
x=bi

]
, (6)

где αici — коэффициенты разложения
∏l

i=1
b
ni
i

(bi+x)ni
на простые дроби,

l∏
i=1

bnii
(bi + x)ni

=
l∑

i=1

ni∑
ci=1

αici
(bi + x)ci

, (7)

gm−k−v−2 (α; β) – коэффициенты Норлунда, α = (−f), β = (−f −m, k).

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (Соглашение
№ 075-02-2025-1638/1 от 10.03.2025).
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ ОДНОМЕРНЫХ
СТЕПЕННЫХ РЯДОВ ПОСРЕДСТВОМ ИНТЕРПОЛЯЦИИ

КОЭФФИЦИЕНТОВ

А.Д. Мкртчян 1,2

1Институт математики НАН РА, Ереван
2Сибирский федеральный университет, Красноярск

Исследуется задача аналитического продолжения степенного ряда одной комплекс-
ной переменной в сектор при условии интерполяции коэффициентов ряда голоморфной
функцией. Полученный результат обобщает теорему Ле Руа –Линделёфа. В отличие от
классической постановки, где требуется, чтобы рост (тип) интерполирующей функции
в замкнутой правой полуплоскости Rez ≥ 0 был меньше π, в данной работе налагается
менее ограничительное условие на совокупный рост функции вдоль мнимой оси, а именно
hϕ(−π/2) + hϕ(π/2) < 2π. Это позволяет устранить симметричность относительно точ-
ки −1 сектора, куда продолжается степенной ряд.

Рассмотрим степенной ряд
∞∑
k=0

fkz
k (1)

с радиусом сходимости 0 < R <∞.

Теорема [1]. Пусть функция ϕ(ζ) является голоморфной функцией экспоненциально-
го типа в области R≥0 + iR и интерполирует коэффициенты степенного ряда (1). Если
ϕ(ζ) удовлетворяет условию

hϕ

(π
2

)
+ hϕ

(
−π

2

)
< 2π,

то сумма ряда (1) аналитически продолжается в сектор

∆σ1,σ2 := {z ∈ C : σ1 < arg z < 2π − σ2},

где
σ1 = hϕ

(π
2

)
, σ2 = hϕ

(
−π

2

)
.

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Ми-
нобрнауки РФ в рамках мероприятий по созданию и развитию региональных НОМЦ
(Соглашение № 075-02-2025-1790), и Комитетом по высшему образованию и науке Рес-
публики Армения (Соглашение № 24RL-1A028).
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЛОГИКА
И ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ИНФОРМАТИКА

СЛОЖНОСТЬ ЛИНЕЙНО АППРОКСИМИРУЕМЫХ
РАСШИРЕНИЙ БАЗИСНОЙ ПРОПОЗИЦИОНАЛЬНОЙ

ЛОГИКИ ВИССЕРА

К.И. Александров

Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»,
Москва

Изучение алгоритмических свойств логик исторически было связано с оцениванием
размера наименьших шкал Крипке, отделяющих формулы от логик. Для логики L, пол-
ной относительно некоторого класса конечных шкал Крипке, оценка размера наименьших
шкал Крипке логики L, опровергающих формулы определенной длины, проводится с по-
мощью функции сложности:

fL(n) = max {min{|F| : F |= L,F 6|= ϕ} : ϕ /∈ L, |ϕ| ≤ n} ,

где |F| обозначает длину шкалы, а |ϕ| – длину формулы. Это означает, что достаточ-
но использовать шкалы Крипке логики L размера не больше fL(n), чтобы опровергнуть
формулы не из L длины n.

Интерес к функции сложности логики связан с долгим убеждением, что ее харак-
тер (полиномиальный, экспоненциальный и др.) напрямую связан со сложностью логики,
однако Э. Хемаспаандра установила существование нормальных модальных логик с ли-
нейной функцией сложности и неразрешимым унарным фрагментом. М.Н. Рыбаков и
Д.П. Шкатов расширили ее результаты, а именно показали, что для любой степени нераз-
решимости существуют нормальные расширения модальных логик KTB,K4,GL,Grz
с линейными функциями сложности и константными или унарными фрагментами с дан-
ной степенью неразрешимости, а также доказали существование суперинтуиционистских
пропозициональных логик с похожими свойствами.

В данной работе этот результат расширен на случай базисной пропозициональной ло-
гики BPL, которая представляет собой логику класса шкал Крипке с транзитивным и
антисимметричным отношением достижимости, а именно показано, что для любой степе-
ни неразрешимости существует линейно аппроксимируемая логика, расширяющая BPL,
константный фрагмент которой имеет данную степень неразрешимости.

Будем пользоваться стандартной семантикой Крипке. Для логики L и n ∈ N обозначим
L[n] = {ϕ ∈ L : ϕ n-арна} и будем называть его n-арным фрагментом логики L. Логика L
называется финитно аппроксимируемой, если она является логикой некоторого класса C
конечных шкал Крипке. Если логика L финитно аппроксимируема, то для нее можно
определить функцию сложности.

Логика L называется линейно аппроксимируемой, если существуют c > 0 и k ∈ N
такие, что fL(n) ≤ c · n всякий раз, когда n ≥ k.

Далее под множеством будем подразумевать подмножество натуральных чисел. Мно-
жество называется разрешимым, если существует алгоритм, который по любому данному
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на вход числу сможет определить за конечное число шагов, принадлежит ли это число
данному множеству. Множество A называется разрешимым относительно B (обозначе-
ние: A ≤R B), если существует алгоритм, который выясняет за конечное число шагов,
принадлежит ли число множеству A, возможно с применением оракула, знающего, при-
надлежит ли это число B. То есть алгоритм может содержать инструкции, обращающиеся
к оракулу, для того чтобы проверить, лежит ли элемент в B. Отношение ≤R является ча-
стичным порядком; A ≤R B означает, что задача принадлежности A не сложнее задачи
принадлежности B. В случае A ≤R B и B ≤R A пишем A ∼R B. Для A ⊆ N класс экви-
валентности {B ⊆ N : A ∼R B} называется степенью неразрешимости A. Каждый такой
класс эквивалентности называется степенью неразрешимости. Для множества формул Φ
и множества A пишем Φ ∼R A, отождествляя Φ с гёделевыми номерами формул из Φ.

Определим �ϕ как сокращение для формулы > → ϕ. Тогда введенная связка для
логики BPL аналогична модальности � логики K4, а именно: для любого мира w модели
M логики BPL

M, w |= �ϕ⇐⇒ для любого мира w′, достижимого из мира w, выполняется M, w′ |= ϕ.

Данная «модальность» удобна для обозначения некоторых свойств миров в шкалах
логики BPL.

Утверждение 1. Для мира w модели M M, w |= �⊥ ⇐⇒ мир w не видит никакой
другой мир.

Такие миры назовем тупиками. В частности, тупик является иррефлексивным миром.
Докажем, что бывают сколь угодно сложные, линейно аппроксимируемые логики сре-

ди расширений BPL. Для этого каждому натуральному числу сопоставим определенную
шкалу Крипке. Тогда множества таких шкал будут соответствовать множествам натураль-
ных чисел. Научимся описывать каждую шкалу константной формулой. Таким образом,
получится соответствие между константными фрагментами логик и множествами нату-
ральных чисел. Это докажет существование логик с константными фрагментами любой
степени неразрешимости. С другой стороны, все такие логики получатся линейно аппрок-
симируемыми. Далее разберемся подробнее.

Для любого подмножества натуральных чисел A обозначим A = (N+ 2)\2A, то есть A
содержит все нечетные числа больше 2, а четные — в зависимости от A.

Рис. 1. Шкала Fn

Теперь определим шкалы, соответствующие натуральным числам. Для любого
n ∈ N + 2 обозначим (см. рис. 1 – рефлексивные миры обозначены незакрашенными
кружками, иррефлексивные – закрашенными):
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• WB
n = {w−1, w0, w1, . . . , wn, w

∗};

• RB
n является транзитивным замыканием отношения

{(wi, wi+1) : −1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {(w0, w
∗), (w∗, w∗)};

• FBn = (WB
n , R

B
n ).

Верхний индекс B относится к логике BPL. Заметим, что |FBn | = n+ 3.

Для любого множества A ⊆ N определим CBA = {FBn : n ∈ A}. Таким образом, FBn ∈ CBA
тогда и только тогда, когда либо n – нечетное больше 2, либо n – ненулевое четное, но его
половина не лежит в A. Также обозначим LBA = Log(CBA ).

Далее, для любого множества A ⊆ N + 2 будем доказывать линейную аппроксимируе-
мость логики LBA и LBA[0] ∼R A. Это означает, что для любой степени неразрешимости D
существует линейно аппроксимируемая логика LBA такая, что LBA[0] ∈ D.

Из следующей леммы будет следовать линейная аппроксимируемость любой логи-
ки LBA.

Лемма 1. Для любых подмножеств натуральных чисел A и любой формулы ϕ, если
ϕ 6∈ LB

A, FBn 6|= ϕ для некоторого n такого, что n ∈ A и n ≤ |ϕ|+ 4.
Пусть ϕ 6∈ LBA. Тогда FBn , x0 6|=v ϕ для некоторой шкалы FBn ∈ CBA , некоторого мира x0

этой шкалы и некоторой оценки v на FBn . Допустим, что n > |ϕ|+4, иначе лемма доказана.
Идея доказательства заключается в том, чтобы выбрать из WB

n достаточно миров,
чтобы, с одной стороны, формула ϕ все еще опровергалась в x0, а с другой стороны, чтобы
количество выбранных миров было таким, что получившаяся шкала была достаточно мала
и находилась в CBA . Для этого сначала для любой подформулы вида �ψ формулы ϕ из
RB
n (x0) выбирается мир, в котором ψ опровергается, а затем, чтобы получившаяся шкала

была из CBA , добавляется дополнительный мир, если число миров не лежит в A. Подробное
доказательство опустим.

Утверждение 2. Логика LB
A линейно аппроксимируема для любого множе-

ства A ⊆ N.
Доказательство напрямую следует из леммы 1.
Далее покажем, что свободный от переменных фрагмент LBA рекурсивно эквивалентен

A. Для этого для любого k ∈ N + 1 определим формулы:

• Ak = �k+1⊥ → �k⊥;

• Bk = �k+1⊥;

• αk = Ak → (Ak−1 ∨Bk), то есть

αk = (�k+1⊥ → �k⊥)→ ((�k⊥ → �k−1⊥) ∨�k+1⊥).

Далее понадобится техническая лемма.
Лемма 2. FBn , x 6|= αk ⇐⇒ n = k, x = w−1.
Лемма 3. Пусть A ⊆ N. Тогда LB

A[0] ∼R A.
Без ограничения общности можем предположить, что A не содержит 0 или 1, иначе

можно рассматривать A′ = A + 2. Понятно, что A′ ∼R A и A′ не содержит 0 или 1. Из
леммы 2 и определения CBA и LBA следует, что для любого n ∈ N + 2

n ∈ A⇐⇒ FB2n 6∈ CBA ⇐⇒ α2n ∈ LBA.
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Формула α2n – константа, а значит, A ≤R LBA[0].
Далее поймем, что LBA ≤R A, откуда сразу будет следовать, что LBA[0] ≤R A. Заме-

тим, что для любой формулы ϕ существует алгоритм, строящий за конечное число шагов
множество

X = {n ∈ N : 2 ≤ n ≤ |ϕ|+ 4 и FBn 6|= ϕ}.
Тогда из леммы 1 следует, что чтобы проверить, что ϕ ∈ LBA, достаточно проверить,

если n — четное, что n/2 ∈ A.
Теорема 1. Для любой степени неразрешимости существует линейно аппрокси-

мируемая логика, расширяющая BPL, константный фрагмент которой имеет данную
степень неразрешимости.

Пусть задана степень неразрешимости D и A ∈ D. По утверждению 2 логика LBA —
линейно аппроксимируемая. Из леммы 3 LBA[0] ∼R A. Значит, LBA[0] ∈ D и LBA — искомая
логика.
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STRONG CONSTRUCTIBILITY OF RECURSIVE ORDINALS

S. S. Goncharov 1,2, A.M. Petrenko 1, V.K. Kravtsov 1, E. I. Khlestova 1

1Novosibirsk State University
2Academy of Sciences, Siberian Branch, Mathematical Institute, Novosibirsk

In the talk, results acquired as a result of investigation into strong construtibility of models
on the basis of ordinal constructions [1] will be presented. It is shown that ordinals smaller
than ωω are strongly constructive on the basis of criteria for strong constructibility of prime
models of decidable theories. The basis of this research is the well known paper by A. Tarski,
A. Mostowski, and D. Doner [2] on the decidability of elementary theories of any ordinal. Using
this technique and computability theory it is shown that for any recusive ordinal λ it is possible
to build a strongly constructive presentation for ordinal ωω × ωλ.

Theorem. Any computable ordinal is strongly constructive.

This result can be used for some inductive constructions of models on the basis of ordinals
in order to investigate their strong constructibility.

The research was conducted with funding from grant № 23-11-00170 of the Russian Science
Foundation, https://rscf.ru/project/23-11-00170/.
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ТЕМПОРАЛЬНАЯ ЭПИСТЕМИЧЕСКАЯ ЛОГИКА ДЛЯ АГЕНТОВ
С ЗАДЕРЖКОЙ В ОСВЕДОМЛЕННОСТИ

В.В. Долгоруков, Е.Л. Попова

Международная лаборатория логики, лингвистики и формальной философии
НИУ ВШЭ, Москва

Моделирование осведомленности (awareness) является одним из направлений тео-
рии многоагентных систем и восходит к работам классиков теоретической информати-
ки Р.Фейгина, Дж.Халперна, Й.Мозеса, М.Варди [1,2]. Данные авторы показывают, что
моделирование осведомленности позволяет решить проблему логического всеведения, ко-
торая представляет собой одно из ключевых затруднений стандартной эпистемической
логики.

В настоящем докладе представим расширение подхода Р.Фейгина и соавторов, а имен-
но, темпоральную эпистемическую логику для агентов c задержкой в осведомленности.
Данная логика позволяет сочетать рассуждения о прошлых и будущих эпистемических
состояниях агентов с динамикой их осведомленности.

Основная идея предлагаемой нами системы состоит в особом типе взаимодействия
между текущим имплицитным знанием агента и его будущим эксплицитным знанием:
изменение в имплицитном знании агента является триггером для изменения его экспли-
цитного знания на следующем шаге. Предложенная нами логика формализует процесс
рассуждения агентов в условиях изменения среды. Мы моделируем следующий тип ди-
намики осведомленности: агентам требуется некоторые время на вычисления для того,
чтобы извлечь информацию из имеющихся у них данных, однако ситуация за время, ко-
торое агент потратил на вычисления, может измениться. Поэтому в общем виде динамика
осведомленности агента предполагает, что эксплицитное знание описывает положение дел
в прошлом.

Множество формул темпоральной эпистемической логики для агентов с задержкой
в осведомленности (L) порождается следующей грамматикой:

ϕ ::= p | ¬ϕ | (ϕ ∧ ϕ) | Kiϕ | Aiϕ | Xϕ | Y ϕ,
где p ∈ Prop – множество пропозициональных переменных, i ∈ Ag – конечное множество
агентов.

Другие логические связки и константы вводятся стандартным образом. Модальные
операторы читаются следующим образом:

• «Kiϕ» – «агент i (имплицитно) знает, что ϕ»,

• «Aiϕ» – «агент i осведомлен, что ϕ»,

• «Xϕ» –– «во всех вариантах следующего состояния верно, что ϕ»,

• «Y ϕ» – «во всех вариантах предыдущего состояния верно, что ϕ».

Формула «�iϕ» читается как «агент i эксплицитно знает, что ϕ» и вводится как сле-
дующее синтаксическое сокращение:

�iϕ := Kiϕ ∧ Aiϕ.
Вводим также следующие синтаксические сокращения:
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• K̂iϕ := ¬Ki¬ϕ,

• X̂ϕ := ¬X¬ϕ,

• Ŷ ϕ := ¬Y ¬ϕ,

Моделью темпоральной эпистемической логики для агентов с задержкой в осведом-
ленности является следующая структура:

M = (W, (∼i)i∈Ag, , A, V ),

где

• (W, (∼i)i∈Ag, V ) – мультиагентная S5-модель Крипке,

•  ⊆ W ×W – темпоральное отношение достижимости, описывающее стадии эволю-
ции возможного мира,

• Ai : W → P(L) – функция осведомленности для i-го агента.

Темпоральное отношение достижимости должно удовлетворять следующим свойствам:

1. ∀x∀ y∀ z((y  x ∧ z  x)⇒ y = z);

2. ∀x∀ y∀ z((x y ∧ y ∼i z);⇒ ∃w(w  z ∧ x ∼i w));

3. ∀x∀ y((x ∼i y ∧ ∃ z(x z))⇒ ∃w(y  w));

4. ∀x∀ y((x ∼i y ∧ ¬∃ z(x z))⇒ ¬∃w(y  w));

5. ∀x∀ y((x ∼i y ∧ ∃ z(z  x))⇒ ∃w(w  y));

6. ∀x∀ y((x ∼i y ∧ ¬∃ z(z  x))⇒ ¬∃w(w  y)).

Также модель должна удовлетворять следующим условиям:

1. x y ⇒ Ai(x) ⊆ Ai(y);

2. (ϕ ∈ Ai(x) ∧ x ∼i y)⇒ ϕ ∈ Ai(y);

3. ∀x([∀ y(x ∼i y ⇒ y � ϕ) ∧ ∃x′∃x′′(x′  x ∧ x′ ∼i x′′ ∧ x′′ 6|= ϕ)] ⇒ ∀ z(x  z ⇒
Ŷ ϕ ∈ Ai(z))).

Истинность формулы в отмеченной модели определяется следующим образом:

• M, w � p⇐⇒ w ∈ V (p);

• M, w � ¬ϕ⇐⇒M, w 2 ϕ;

• M, w � ϕ ∧ ψ ⇐⇒M, w � ϕ иM, w � ψ;

• M, w � Kiϕ⇐⇒ ∀w′(w ∼i w′ ⇒M, w′ � ϕ);

• M, w � Xϕ⇐⇒ ∀w′(w  w′ ⇒M, w′ � ϕ);

• M, w � Y ϕ⇐⇒ ∀w′(w′  w ⇒M, w′ � ϕ);
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• M, w � Aiϕ⇐⇒ ϕ ∈ Ai(w).

Предлагается следующая аксиоматизация темпоральной эпистемической логики для
агентов с задержкой в осведомленности.

Аксиомные схемы:

1. Тавтологии классической логики высказывания;

2. Аксиомные схемы S5 для Ki;

3. X(ϕ→ ψ)→ (Xϕ→ Xψ);

4. Y (ϕ→ ψ)→ (Y ϕ→ Y ψ);

5. ϕ→ XŶ ϕ;

6. ϕ→ Y X̂ϕ;

7. Ŷ ϕ→ Y ϕ;

8. KiXϕ→ XKiϕ;

9. X⊥ → KiX⊥;

10. ¬X⊥ → Ki¬X⊥;

11. Y⊥ → KiY⊥;

12. Aiϕ→ XAiϕ;

13. Aiϕ→ KiAiϕ;

14. (Ŷ ¬Kiϕ ∧Kiϕ)→ XAiŶ ϕ;

правила вывода:

• ϕ, ϕ→ ψ / ψ;

• ϕ / Kiϕ;

• ϕ / Xϕ;

• ϕ / Y ϕ.

Теорема. Предложенная аксиоматизация является корректной и сильно полной.

Статья подготовлена в ходе проведения исследования в рамках Программы фунда-
ментальных исследований Национального исследовательского университета «Высшая
школа экономики» (НИУ ВШЭ).

ЛИТЕРАТУРА

1. Fagin R., Halpern J. Belief, Awareness, and Limited Reasoning. Artificial Intelligence. 1988.
V. 34. №1. P. 39–76.

2. Fagin R., Halpern J., Moses Y., Vardi M.Y. Reasoning About Knowledge. Cambridge : The
MIT Press, 1995.



Ефремов Е.Л. 198

ОБ АКСИОМАТИЗИРУЕМОСТИ КЛАССА
КОНГРУЭНЦ-ПЕРЕСТАНОВОЧНЫХ ПОЛИГОНОВ

Е.Л. Ефремов

Дальневосточный федеральный университет, Владивосток

Конгруэнцией алгебраической структуры называется бинарное отношение, сохраняю-
щее операции и предикаты, определенные в этой структуре. Умножение конгруэнций в об-
щем случае не является коммутативной операцией. Алгебраические структуры, для ко-
торых умножение конгруэнций коммутативно, называются конгруэнц-перестановочными.
Многие классы алгебр состоят из конгруэнц-перестановочных алгебр, однако класс унаров
содержит унары, не являющиеся конгруэнц-перестановочными.

Одним из стандартных вопросов теории моделей алгебраических структур является
вопрос аксиоматизируемости класса этих структур. Такие вопросы для различных клас-
сов полигонов над моноидом рассмотрены Степановой А.А., Ефремовым Е.Л., Птахо-
вымД.О., Gould V. и др. в работах [1–6]. Строение конгруэнц-перестановочных полигонов
над коммутативным моноидом и над группой изучено Степановой А.А. и Чекановым С. Г.
в работе [7], унаров — в работе Шамича Н.И. [8].

В настоящей работе приводится ряд результатов, полученных в ходе изучения вопро-
са строения и аксиоматизируемости класса конгруэнц-перестановочных полигонов над
конечно-порожденным моноидом.

Все необходимые определения и теоремы можно найти в [9, 10,12,13].
Пусть S – моноид. Левым S-полигоном (или полигоном над S) называется непустое

множество A, на котором определено действие моноида S, т. е.

• s1(s2a) = (s1s2)a для любых a ∈ A, s1, s2 ∈ S,

• 1a = a для любого a ∈ A.

Обозначать левые полигоны над S будем через SA. В работе рассматриваются только
левые полигоны.

Полигон SA называется связным, если для любых a, b ∈ A существуют n ∈ N, c1, . . . , cn,
s1, . . . , s2n ∈ S такие, что

a = s1c1, s2ici = s2i+1ci+1 (i 6 n), s2ncn = b.

Полигон SA называется циклическим, если существует элемент a ∈ A такой, что
A = {sa | s ∈ S}. Элемент a при этом называется порождающим. Обозначать цик-
лический полигон, порождаемый элементом a, будем через SSa.

Полигон SA называется линейно упорядоченным, если {SSa | a ∈ A} — линейно упоря-
доченное относительно 6 множество.

Конгруэнцией полигона SA называется отношение эквивалентности ρ на A, удовлетво-
ряющее условию

〈x, y〉 ∈ ρ =⇒ ∀ s ∈ S (〈sx, sy〉 ∈ ρ).

Через Con(SA) обозначим множество всех конгруэнций SA. Вместо записи 〈a, b〉 ∈ ρ ино-
гда будем использовать запись a ρ b. Через ∆A обозначим конгруэнцию {〈x, x〉 | x ∈ A}
полигона SA.
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Конгруэнцией Риса полигона SA, задаваемой подполигоном SB 6 SA, называется кон-
груэнция ρ ∈ Con(SA), определяемая следующим образом:

a ρ b⇐⇒ a, b ∈ B или a = b.

Конгруэнцию Риса, задаваемую подполигоном SB 6 SA, обозначим как R(SB).
Будем говорить, что конгруэнция ρ ∈ Con(SA) порождается множеством X ⊆ A2,

если ρ — наименьшая относительно включения конгруэнция SA, содержащая X. Такую
конгруэнцию будем обозначать через 〈X〉.

Произведением бинарных отношений ρ1 и ρ2 на A называется бинарное отношение ρ1ρ2,
которое определяется следующим образом:

〈a, b〉 ∈ ρ1ρ2 ⇐⇒ ∃ c ∈ A : 〈a, c〉 ∈ ρ1 и 〈c, b〉 ∈ ρ2.

Полигон SA называется конгруэнц-перестановочным, если для любых ρ1, ρ2 ∈ Con(SA)
верно ρ1ρ2 = ρ2ρ1.

Любой подполигон конгруэнц-перестановочного полигона конгруэнц-перестановочен.
Под копроизведением полигонов SAi (i ∈ I) будем понимать их дизъюнктное объеди-

нение и обозначать его через
⊔
i∈I

SAi.

В работе [7] авторами получен следующий результат: любой конгруэнц-переста-
новочный полигон упорядочен относительно 6.

Перейдем к результатам, полученным в рамках исследования строения конгруэнц-
перестановочных полигонов над коммутативным моноидом. Для связных полигонов был
получен следующий результат:

Теорема 1. Пусть S — коммутативный моноид. Связный полигон SA конгруэнц-
перестановочен тогда и только тогда, когда SA — линейно упорядоченный полигон и
для любой конгруэнции ρ ∈ Con(SA) и любых a, b ∈ A

SSb < SSa и 〈a, b〉 ∈ ρ =⇒ ρ ⊇ R(SSa).

Однако данный критерий вынуждает проверять свойства множества конгруэнций по-
лигона, что не всегда удобно. Следующей целью исследования было конкретизировать
полученный результат, получив алгебраическое описание конгруэнц-перестановочных по-
лигонов.

Пусть SSa — конгруэнц-перестановочный полигон, ρ ∈ Con(SSa). Тогда SSa/ρ —
конгруэнц-перестановочный полигон.

Заметим, что бинарное отношение ρ̄ = {〈x, y〉 | SSx = SSy} является конгруэнцией
любого полигона SA.

Согласно теореме 1, конгруэнц-перестановочные полигоны над коммутативным монои-
дом прежде всего линейно упорядочены. Поэтому следующие результаты приводятся для
связных циклических полигонов SSa над коммутативным моноидом S.

Если SSa — связный конгруэнц-перестановочный полигон, то для любого t ∈ S суще-
ствует b ∈ Sa такой, что tb/ρ̄ = b/ρ̄.

Если S — конечно-порожденный коммутативный моноид, то у любого конгруэнц-
перестановочного полигона SSa существует наименьший относительно включения под-
полигон.

Класс алгебраических систем K сигнатуры Σ называется аксиоматизируемым, если
существует такое множество предложений Z сигнатуры Σ, что для любой алгебраической
системы A сигнатуры Σ
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A ∈ K ⇐⇒ A � Φ для всех Φ ∈ Z.

Класс всех конгруэнц-перестановочных полигонов над конечно-порожденным комму-
тативным моноидом аксиоматизируем.

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (Соглашение
№ 075-02-2025-1638/1 от 10.03.2025).
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ОПРЕДЕЛИМОСТЬ В СТРУКТУРЕ СЛОВ БЕЗ ПОВТОРЕНИЙ
С ОТНОШЕНИЕМ ВЛОЖИМОСТИ

Л.М. Михайлов, В.Л. Селиванов

Санкт-Петербургский государственный университет

Рассматриваются вопросы определимости в структуре (W ;6) – слов, в которых любые
два соседних символа различны, а 6 – отношение вложимости (как подпоследователь-
ность).

Для |Σ| = 2 структура похожа на (N;6), а при |Σ| = 1, множество W одноэлементно.
Поэтому в дальнейшем рассматривается случай |Σ| > 3.

Дается полное описание автоморфизмов структуры, и показывается определимость
одноэлементных множеств (при обогащении сигнатуры именами всех однобуквенных и
одного двухбуквенного слова, обогащенную структуру назовем (W ;6, c1, c2, ..., cn)).

Для случая |Σ| > 4 докажем не только интерпретируемость арифметики (N; +, ∗), но
и в (W ;6, c1, c2, ..., cn) – биинтерпретируемость.

Рассматриваемая структура и результаты об определимости похожи на таковые для
(Σ∗;6), рассматриваемой в [1], однако некоторые доказательства проводятся другими ме-
тодами.
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ЗАДАЧНЫЙ ПОДХОД КАК ОСНОВА ДОСТИЖЕНИЯ
СИЛЬНОГО ИИ: ГИБРИДНАЯ МЕТОДОЛОГИЯ С LLM,

ЛОГИКО-ВЕРОЯТНОСТНЫМИ СИСТЕМАМИ
И МУЛЬТИБЛОКЧЕЙНОМ

А.В. Нечесов

Новосибирский государственный университет

В работе предлагается новая методология построения интеллектуальных систем на ос-
нове LLM, логико-вероятностной системы обучения и мультиблокчейнов. В основе этой
комбинации лежит задачный подход, который позволяет любой запрос к LLM рассматри-
вать как некоторую формализованную задачу, решение которой предстоит найти. Данная
комбинация позволяет хранить задачи и их решения в базе знаний, которая распределена
по элементам мультиблокчейн-структуры и обрабатывается набором смарт-контрактов.
Сами же задачи могут решаться как с помощью логической интеллектуальной систе-
мы, которая работает с иерархично расположенными вероятностными знаниями, так и
с LLM, которые итеративно пытаются решить задачу, используя базу знаний как внеш-
ний источник памяти. В силу того, что знания постоянно накапливаются, обрабатываются
и выкристаллизовываются, то данная интеллектуальная система по своим когнитивным
способностям имеет гораздо больший потенциал, чем обычные LLM системы.

Введение
Современные большие языковые модели (LLM), такие как GPT-4, демонстрируют впе-

чатляющие способности к обработке языка и генерации гипотез, но сталкиваются с фунда-
ментальными ограничениями: галлюцинациями, черным ящиком и статичностью знаний.
Для преодоления этих барьеров предлагается гибридная система, объединяющая три ком-
понента:

• LLM (быстрая интуитивная система),

• символьная логика (медленная, но строгая система проверки гипотез),

• мультиблокчейн (децентрализованное хранилище знаний).

Эта интеграция позволяет сохранить творческий потенциал LLM, устранить неопре-
деленность через формальные доказательства и обеспечить непрерывное обучение через
децентрализованную память.

1. Задачный подход: формализация и иерархия знаний
Любой запрос к системе рассматривается как формальная задача вида [1]:

∀x ∃ y Φ(x)→ Ψ(x, y), (1)

где необходимо найти самое эффективное решение y = t(x). Вводится понятие вероятност-
ного знания вида [2]:

K :< F (x, y), y = t(x), p > . (2)

Далее можем определить иерархию знаний следующим образом:

K1 ≤ K2 ⇔ (Φ1(x) ⊆ Φ2(x))&(Ψ1(x) ⊆ Ψ2(x))&(p1 ≤ p2) (3)
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2. Мультиблокчейн архитектура — иерархическое хранение знаний
2.1. Индуктивное определение мультиблокчейна

1. База индукции: Если B – блокчейн, тогда 〈B〉 – мультиблокчейн.

2. Шаг индукции: Если M1,M2, ...,Mk – мультиблокчейны и B – блокчейн, тогда
〈B, 〈M1,M2, . . . ,Mk〉〉 – мультблокчейн.

2.2. Определение высоты и уровня

1. База индукции: Для 〈B〉: level(B) = 1, h(〈B〉) = 1.

2. Шаг индукции: Для 〈B, 〈M1, . . . ,Mk〉〉 = M∗:

h(M∗) = level(B) = max{h(M1), . . . , h(Mk)}+ 1.

2.3. Мастер блокчейн
Мастер блокчейн мультиблокчейна M — это такой блокчейн B что

level(B) = h(M).

2.4. Предикат Multi
Multi(X) истинен тогда и только тогда, когда X — мультиблокчейн.
Лемма. Если h(M) > 1, тогда для всех x ∈ head(M)

Multi(X) ∧ h(x) ∈ [1, h(M)− 1] (4)

3. Метавселенная как полигон для AGI
Метавселенная представляет собой некоторую глобальную виртуальную площадку,

объединяющую передовые сетевые технологии, виртуальную/дополненную реальность и
искусственный интеллект. В нашем контексте она служит богатой тестовой средой для
AGI (искусственного общего интеллекта): открытая многоагентная экосистема, где физи-
ческие и виртуальные сущности сосуществуют и взаимодействуют. Формально метавсе-
ленная трактуется как мультиагентная система (MAS) [4], где каждый из агентов, может
осуществлять различные действия и запоминать и обрабатывать информацию.

В такой социальной среде агенты могут формировать команды, конкурировать или
сотрудничать, имитируя сложность человеческого общества [3]. Классическое взаимо-
действие «агент–среда» расширяется до многоагентного сценария, где агенты действуют
одновременно. Многоагентная метавселенная порождает эмерджентные явления (рынки,
культуры, конфликты), недоступные изолированным агентам. В этой среде разнородные
агенты взаимодействуют с логической и блокчейн-инфраструктурой.

Заключение
Представлена новая гибридная платформа для сильного искусственного интеллекта,

которая объединяет логический вывод на основе LLM, символьную логику рассуждений
и децентрализованную память блокчейна. Структурируя знания в иерархическую веро-
ятностную логику и сохраняя их в многоуровневых блокчейнах, наша система обеспе-
чивает непрерывное обучение, поддающееся проверке: агенты могут получать новую ин-
формацию по цепочке, тщательно проверять ее и со временем надежно расширять свои
возможности. Этот дизайн преодолевает классические недостатки LLM (галлюцинации,
устаревшие факты), всегда сверяя результаты с формально проверяемыми знаниями. На
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примере метавселенной, построенной в соответствии с нашей методологией, показано, как
агенты могут взаимодействовать друг с другом и как их когнитивные способности мо-
гут расти при решении задач с фиксированным бюджетом вычислительных ресурсов, что
подчеркивает потенциал подхода.
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О ЛОГИЧЕСКИХ И ТОПОЛОГИЧЕСКИХ КЛАССИФИКАЦИЯХ
РЕГУЛЯРНЫХ ЯЗЫКОВ НА БЕСКОНЕЧНЫХ

ОРДИНАЛЬНЫХ СЛОВАХ

В.Н. Ореховский, В.Л. Селиванов

Санкт-Петербургский государственный университет

В работе рассматриваются логический и топологический подходы к классификации
α-языков (где ω 6 α < ωω). Наиболее хорошо изучены ω-языки. Важным техническим
инструментом работы является тонкая иерархия [4].

Пусть B = (B,∪,∩, , 0, 1) – булева алгебра. Сокращение ab = a ∩ b будет часто ис-
пользоваться. Пусть L – подрешетка (B,∪,∩, 0, 1). Для любого k будем обозначать L(k)
множество элементов вида ∪i(a2i ∩ ā2i+1), где a0 ⊇ a1 ⊇ . . . и ak = 0. Последовательность
{L(k)}k∈ω называется разностной иерархией над L.

Под базой в B будем понимать последовательность L = {Ln}n<ω подрешеток
(B,∪,∩, 0, 1) такую, что Ln ∪ Ľn ⊆ Ln+1 для каждого n < ω, где Ľn = {ā | a ∈ Ln}. База
L редуцируема, если любой Ln обладает свойством редукции (т. е. для любых x0, x1 ∈ Ln
найдутся непересекающиеся y0, y1 ∈ Ln (т. е. y0y1 = 0) такие, что yi ⊆ xi и x0∪x1 = y0∪ y1.

Тонкая иерархия определяется в терминах (довольно экзотических) операций на под-
множествах B – bisep и Bisep. Эти операции являются финитарными версиями соответ-
ствующих инфинитарных операторов, популярных в теории Вэджа:

bisep(X, Y0, Y1, Y2) = {x0y0 ∪ x1y1 ∪ x̄0x̄1y2 | xi ∈ X, yj ∈ Yj, x0x1 = 0},

Bisep(X, Y0, Y1, Y2) = {x0y0 ∪ x1y1 ∪ x̄0x̄1y2 | xi ∈ X, yj ∈ Yj, x0x1y0 = x0x1y1}.
Операция Bisep более общая и относится к тонкой иерархии над произвольной базой,
операция bisep приводит к эквивалентному, более простому определению тонкой иерархии
над редуцируемой базой.

Тонкой иерархией над базой L называется последовательность {Sα}α<ε0 , где Sα = S0
α и

классы Snα(n < ω) определяются индукцией по α:

1. Sn0 = {0}; Snωγ = Sn+1
γ for γ > 0;

2. Snβ+1 = Bisep(Ln, S
n
β , Š

n
β , S

n
0 ) для каждого β < ε0;

3. Snβ+ωγ = Bisep(Ln, S
n
β , Š

n
β , S

n
ωγ ) для γ > 0 и β вида β = ωγ · β1 > 0.

Пусть X – конечный алфавит, содержащий хотя бы 2 символа. Будем обозначать Xn –
множество всех слов длины n над алфавитомX,X∗ =

⋃
n∈ωX

n – множество всех конечных
слов и Xα – множество всех α-слов (где ω 6 α < ωω) над этим алфавитом.

Сопоставим алфавиту X = {a, . . .} сигнатуру σX = {6}∪{Qa | a ∈ X}, где 6 и Qa (для
любого a ∈ X) – бинарные символы отношения. Будем также рассматривать расширение
сигнатуры σX – сигнатуру τX = σX ∪{p, s}, где p, s – унарные функциональные символы.

Для любой сигнатуры ρ ∈ {σX , τX} любое α-слово x ∈ Xα можно рассматривать как
ρ-структуру x = (α;6, Qa, . . .), где 6 понимается в обычном смысле, для любого симво-
ла a ∈ X Qa(i) ↔ x(i) = a, s – функция следования и p – функция предшествования
(полагаем p(0) = 0).
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Пусть ϕ – предложение логики первого порядка одной из указанных сигнатур. Обо-
значим L(ϕ) = {x | x |= ϕ}. Также будем обозначать Σρ

n – класс всех языков вида L(ϕ),
где ϕ принадлежит уровню Σn иерархии по числу перемен кванторов ρ-предложений.

Последовательность L = {Σρ
1+n}n∈ω является базой, следовательно, можно рассмот-

реть соответствующую тонкую иерархию {Sρα}α<ε0 над ней. Эту тонкую иерархию будем
называть логической. В работе [7] было показано, что для ω-языков ни один из уров-
ней Σρ

1+n,Π
ρ
1+n, n ≤ ω не обладает свойством редукции при ρ ∈ {σA, τA}. Следовательно,

в определении Sρα не можем использовать операцию bisep вместо Bisep. В этом заключа-
ется определенная техническая сложность доказательств некоторых свойств логических
тонких иерархий {Sρα}, приведенных ниже.

В работе построено множество языков {Nα}α∈ε0 такое, что любой язык Nα задается
предложением логики первого порядка сигнатуры σ и принадлежит уровню Sσα . Отметим,
что по построению Nα – язык над алфавитом, зависящим от α. Возникает естественный
вопрос: можно ли построить языки с теми же свойствами, но над фиксированным ал-
фавитом? На данный момент ответ для сигнатуры σA остается неизвестным, но можно
сделать это для сигнатуры τA, для произвольного фиксированного алфавита, в частности,
для бинарного алфавита A = {0, 1}. С помощью достаточно прямолинейной техники ко-
дирования можно закодировать (используя также функции p и s) языки Nα в языки N τ

α

сигнатуры τ{0,1} с тем же свойством.
Пусть X – конечный алфавит, содержащий не менее двух символов. Снабдим множе-

ство X дискретной топологией, получившееся пространство будет польским. Будем ра-
ботать с топологией произведения на множествах Xα =

∏
i∈αX, где ω 6 α < ωω. Эти

пространства тоже будут польскими, поскольку каждое является счетным произведением
польских пространств.

Пространство 2ω – канторовское. Открытые множества в канторовской топологии име-
ют вид Y Xω, где Y ⊆ X∗. Это топологическое пространство компактно, любое счет-
ное произведение канторовских пространств гомеоморфно канторовскому пространству
и для любых двух конечных неунарных алфавитов X1, X2 соответствующие пространства
Xω

1 , X
ω
2 гомеоморфны.

Для топологического пространства T определим последовательность {Σ0
α(T )}α∈ω1 –

борелевскую иерархию. Также обозначим Π0
α(T ) = {Ū | U ∈ Σ0

α(T )} и
∆0

α(T ) = Σ0
α(T ) ∩Π0

α(T ). Положим Σ0
1(T ) = {U ⊆ T | U – открытое}, Σ0

α(T ) = {⋃n∈ω Un |
Un ∈ Π0

ξn
(T ), где ξn < α}. Если пространство T понятно из контекста, то будем опускать

его в обозначениях и писать Σ0
α вместо Σ0

α(T ). В основном, будем работать с некоторым
фиксированным алфавитом A.

Конечная борелевская иерархия {Σ0
1+n}n∈ω является редуцируемой базой. Следова-

тельно, можно построить соответствующую (топологическую) тонкую иерархию {Σα}α<ε0
над {Σ0

1+n}n∈ω, причем в силу свойств тонкой иерархии можно использовать операцию
bisep вместо Bisep. Этот факт необходим для доказательства важного свойства языков
Nα, которое будет приведено ниже.

Эта тонкая иерархия является небольшим, но важным фрагментом иерархии Вэджа
в Aω, которая определяется в терминах сводимости Вэджа (m-сводимости непрерывными
функциями). Пусть A1, A2 – алфавиты и L1 ⊆ Aω1 , L2 ⊆ Aω2 . Будем говорить, что язык
L1 сводится по Вэджу к языку L2 (будем использовать обозначение L1 6W L2), если су-
ществует непрерывная функция f : Aω1 → Aω2 такая, что L1 = f−1(L2). Иерархия Вэджа
в Aω совпадает со структурой степеней борелевских подмножеств Aω относительно сво-
димости Вэджа на Aω (при A = A1 = A2). Эта структура фундирована и не содержит
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антицепей длины 3. Известно, что любой несамодвойственный уровень C иерархии Вэджа
(в том числе и уровни Σα, определенные выше) обладает следующим свойством: язык L
принадлежит классу C \ Č тогда и только тогда, когда L – полный по Вэджу в C.

В работе показано, что для любого α ∈ ε0 язык Nα является Σα-трудным. Имеем, что
для любого α ∈ ε0 также верно соотношение Sτα ⊆ Σα. Следовательно, для любого α ∈ ε0

язык Nα также является Σα-полным.
Из работы [1] известно, что любой α-язык, задаваемый предложением логики первого

порядка сигнатуры τ , является α-регулярным. На множестве регулярных ω-языков топо-
логическая тонкая иерархия совпадает с иерархией Вагнера [6]. Из полученного резуль-
тата, в частности, следует, что топологическая иерархия регулярных α-языков намного
сложнее иерархии Вагнера (иерархия Вагнера имеет длину ωω).

Также установлено точное соотношение между уровнями логической и топологической
иерархий регулярных α-языков, аналогичный результату, полученному для регулярных
ω-языков в работе [3], то есть, для любого α ∈ ε0 верно Sτα ⊆ Σα и Sτα 6⊆ Σ̌α. Из этого
результата также следует, что иерархия {Sτα}α<ε0 не схлопывается.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 19-71-30002).
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МУЛЬТИАГЕНТНАЯ ИНТЕРВАЛЬНАЯ ЛОГИКА
С ДИНАМИЧЕСКИМИ ОПЕРАЦИЯМИ И ДИНАМИЧЕСКИМ

ОБНОВЛЕНИЕМ ОЦЕНКИ НА ОСНОВЕ RAFT

Н.А. Проценко, В. В. Рыбаков

Сибирский федеральный университет, Красноярск

На данный момент активно изучается приложения нестандартных логик и математи-
ческой логики в целом в CS.

В качестве примеров могут служить разработка аксиоматизаций блокчейн [1] или ин-
струментов для анализа византийских систем [2,3].

Нами предлагается некоторая новая формализация работы N + 1 сервера в интерва-
лах времени с изменяющимся сервером-лидером. При этом смотрим несколько иначе на
концепцию моделей с мультиозначиваниями, которая ранее исследовалась, например в ра-
ботах [4–6]. А также продолжаем исследование систем с интервальными структурами, как
в нашей предыдущей работе [7].

Здесь будет предложена семантика логической системы, которая в некотором смысле
формализует работу N + 1 сервера, у каждого из которых имеется свой журнал с воз-
можностью обновления. При этом внутри каждого сервера возможно N вычислительных
потоков, которые моделируются посредством интервалов. Для максимального упроще-
ния этого представления исследуются слегка измененные модели Крипке, а также вместо
обновления модели при определении выполнимости некоторых новых формул будем гово-
рить о новой модели измененными журналами и означиваниями сервера-лидера, но той
же структурой относительно серверов. Обновление означиваний будем стараться макси-
мально приблизить к [8].

Фиксируем счетное число пропозициональных переменных Prop = {p, q, . . . }. Опреде-
ляем язык логики:

L = 〈∧2,∨2, A2,¬1,�1
i , K

1
i ,M

1
i , Syn

1〉.
Запишем правила построения формул:

ϕ ::= p|ϕ ∧ ϕ|ϕ ∨ ϕ|¬ϕ|�iϕ|Kiϕ|Synϕ|Mip|pAϕ.

Опишем кратко семантику.
Пусть Ini = [ai0; bi0] ∪ [ai1; bi1] ∪ . . . =

⋃
j∈ω[aij; b

i
j] ⊂ ω, где aij ≤ bij и bij < bij+1 и bij ≤ aij+1

(интервалы могут пересекаться не более чем в одной точке), и EIni = {[ai0; bi0], [ai1; bi1], . . . } –
множество всех интервалов из Ini). Пусть ≤ – линейный порядок на ω.

Определим:
бинарные отношения

R�0 , . . . , R�N : xR�iy ⇐⇒ (∃ I ∈ EIni)(x ∈ I ∧ y ∈ I ∧ x ≤ y);

RK0 , . . . , RKN : xRKiy ⇐⇒ (x ∈ Ini ∧ y ∈ Ini ∧ x ≤ y);

реляционную структуру

F = 〈ω,R�0 , . . . , R�N , RK0 , . . . , RKN 〉;
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структуру, на которой будет вводиться понятие выполнимости:

M = 〈F , 〈Follower0, Log0〉, 〈Follower1, Log1〉, . . . , 〈FollowerN , LogN〉〉,

где Followeri : Prop 7→ 2ω и Logi-кортеж, элементы которого пропозициональные пере-
менные, где i ∈ [0, N ].

Пусть statusi – это пропозиция «Сервер i доступен». При наличии N + 1 сервера этот
статус можно интерпретировать это как «Сервер i доступен с точки зрения сервера j».
А именно, x ∈ Follower1(status3) – «в момент времени x Сервер 3 доступен для Серве-
ра 1». Причем условимся, что для выделенных пропозиций всегда будет верно следующее
свойство:

x ∈ Followeri(statusj) ⇐⇒ x ∈ Followerj(statusi).
Введем следующую функцию:

Majj(x) = ‖{i|i ∈ [1, N ]x ∈ Followerj(statusi) ∧ Logi = Logj}‖.

Ее интерпретация следующая – это число доступных серверов относительно сервера j
в момент времени x с таким же журналом, как и у j.

Введем понятие выполнимости индуктивно, следующим образом:

〈M, x〉 |= p ⇐⇒ x ∈ Follower0(p);

〈M, x〉 |= pAϕ ⇐⇒ существует модельM′, в нулевом состоянии (момент времени x′ = 0)
которой выполнима формула ϕ, при этом число серверов одинаково и для каждого серве-
ра изM существует сервер вM′ такой, что они одинаковы в плане оценок, но отличны не
более чем на одну единицу записи в журналах (одна пропозиция). При этом сервер-лидер
у них различен и вM′, в лидерах сервер с максимальным Majj(x) по всем j доступным
из 0 относительно исходной модели серверам (т. е. по значением statusi можно построить
неориентированный граф и по нему определить такой сервер) в том числе не непосред-
ственно. То есть могут быть случаи изолированного сервера или случаи, когда серверы
делятся на непересекающиеся классы.
〈M, x〉 |= Synϕ ⇐⇒ существует модельM′, в которой все серверы, доступные отно-

сительно сервера-лидера (это серверы, находящиеся в той же компоненте связности, что и
текущий лидер, как в графе доступности, описанном ранее), имеют одинаковый журнал и
в нулевом состоянии модели формула ϕ выполнима. Если изначально журналы совпадают,
то выполнимость смотрится на исходной модели.
〈M, x〉 |= Mi(p) ⇐⇒ x ∈ Followeri(p) И 〈M, x〉 |= statusi;
〈M, x〉 |= Kiϕ ⇐⇒ (∀ y)(xRKiy → 〈M, y〉 |= ϕ);
〈M, x〉 |= �iϕ ⇐⇒ (∀ y)(xR�iy → 〈M, y〉 |= ϕ);
〈M, x〉 |= ϕ ∧ ψ ⇐⇒ 〈M, x〉 |= ϕ И 〈M, x〉 |= ψ;
〈M, x〉 |= ϕ ∨ ψ ⇐⇒ 〈M, x〉 |= ϕ ИЛИ 〈M, x〉 |= ψ;
〈M, x〉 |= ¬ϕ ⇐⇒ 〈M, x〉 6|= ϕ.
Пусть K – это класс всех моделей, описанных выше. Определим логику следующим

образом:
L := {ϕ ∈ Formϕ|∀M ∈ K M |= ϕ}.

Исследуется проблема разрешимости для этой логики, а также возможные подходы,
которые бы позволили перейти к рассмотрению одной модели вместо построения новых.
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Кроме того, ставится задача формализовать случай разделения серверов с их последую-
щим объединением в рамках предложенной логики.

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Мин-
обрнауки РФ (Соглашение № 075-02-2025-1790).
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РАЗРЕШИМОСТЬ ГЛОБАЛЬНОЙ ДОПУСТИМОСТИ
ПРАВИЛ ВЫВОДА В ЛОГИКЕ Grz (GL)

В.В.Римацкий, В.В. Рыбаков

Сибирский федеральный университет, Красноярск

В начале 2000-х для большинства базовых неклассических логик ключевые вопросы
теории допустимых правил (разрешимость по допустимости, наличие базиса) были реше-
ны. Одним из направлений дальнейшего изучения допустимых правил вывода некласси-
ческих логик стали глобально допустимые правила вывода (введенные в 2005 г. в [1]), т. е.
правила, допустимые не только в заданной модальной логике L или S4, а в целом классе ее
финитно аппроксимируемых расширений. Такие правила развивают и обобщают понятие
допустимого правила вывода. Как и для допустимых правил заданной индивидуальной
логики, для глобально допустимых правил также возникает проблема разрешимости (про-
блема Фридмана), наличия конечного или явного базиса (проблема Кузнецова) и т. д.

Вероятно, практическое применение глобально допустимых правил может быть ос-
новано на следующем наблюдении. Известно, что в компьютерных науках объекты или
явления часто могут быть описаны с точки зрения различных неклассических логик (мо-
дальных, временных и т. д.). Наличие правил вывода, допустимых сразу во всех логиках
(достаточно широком классе таких логик), позволит по-новому взглянуть на исследуемый
объект или явление, получить новые следствия из имеющихся данных.

Представленная работа продолжает изучение глобально допустимых правил модаль-
ных логик и развивает результаты, полученные в [2, 3]. В указанных статьях были опи-
саны свойства этой модели (условия), наличие которых гарантировало глобальную до-
пустимость или недопустимость заданного правила в логике S4. Их описание позволило
существенно сузить множество правил (моделей для правил), где вопрос глобальной до-
пустимости оставался открытым (см. свойства (1)–(4) в теореме 2).

Для правил в редуцированной форме, модель которых удовлетворяет некоторым есте-
ственным свойствам (свойства (1)–(4)), получено необходимое и достаточное условие гло-
бальной допустимости в логике Grz (GL). На основе полученного критерия построен
алгоритм проверки глобальной допустимости произвольного правила в редуцированной
форме. Таким образом, проблема глобальной допустимости в Grz (GL) разрешима.

В данном исследовании используется редуцированная форма модальных правил вы-
вода. Говорим, что правило r имеет редуцированную форму, если r := {∨1≤j≤m φj/x0},
где

φj :=
∧

0≤i≤k

xaii ∧
∧

0≤i≤k

♦xbii , ai, bi ∈ {0, 1}; x0 := x, x1 := ¬x.

Для каждого члена φj посылки правила в редуцированной форме определим также
множества

θ1(φj) := {xj : 0 ≤ j ≤ k, aj = 0}; θ2(φj) := {xj : 0 ≤ j ≤ k, bj = 0};

θ3(φj) := {xj : 0 ≤ j ≤ k, aj = 1}; θ4(φj) := {xj : 0 ≤ j ≤ k, bj = 1}.

Для правила r в редуцированной форме множество всех формул φj в посылке обозна-
чим как Pr(r).
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Утверждение 1 [4, гл. 3.1]. Для любого модального правила вывода R существует
правило rf(R) в редуцированной форме, эквивалентное R относительно истинности на
S4-алгебрах и S4-фреймах; R и rf(R) одновременно выводимы или допустимы в любой
модальной логике, расширяющей S4.

Напомним определение глобально допустимого правила вывода, введенное в [1]. Пра-
вило вывода r глобально допустимо в логике L, если r допустимо во всех финитно ап-
проксимируемых логиках, расширяющих логику L. Набор правил вывода R называется
базисом глобально допустимых правил логики L, если: 1) каждое правило из R глобаль-
но допустимо в L; 2) любое глобально допустимое в L правило выводится из R во всех
финитно аппроксимируемых логиках, расширяющих L.

Основным результатом [1] была редукция глобальной допустимости правила в логике
S4 (Int) к допустимости во всех табличных расширениях этой логики:

Теорема 1 [1, теорема 3]. Правило вывода r допустимо во всех финитно аппроксими-
руемых логиках, расширяющих S4 (Int) ⇐⇒ r допустимо во всех табличных логиках
(в том числе порожденных конечными корневыми S4-фреймами), расширяющих S4 (Int).

Определим модель M(r,X) для правила r в редуцированной форме (см. [4, гл. 3.1]).
Пусть задано правило вывода r в редуцированной форме. И пусть множество
X ⊆ Pr(r) состоит из всех членов посылки правила, таких, что ∀φj ∈ X(θ1(φj) ⊆ θ2(φj)).
Модель M(r,X) построена на множестве X с отношением R и означиванием V : ∀φj, φk ∈
∈ X (φjRφk ⇐⇒ θ2(φk) ⊆ θ2(φj)); ∀φj ∈ X, ∀ p ∈ V ar(r) (φj ∈ V (p) ⇐⇒ p ∈ θ1(φ1)).
Понятно, что отношение R рефлексивно и транзитивно на множестве X. Модель M(r,X)
для правила r в логике Grz (GL) определяется аналогично.

Пусть G – произвольный конечный S4-фрейм (модель), первый слой которого содер-
жит одноэлементный сгусток e1. Для произвольного элемента y ∈ G определим локальную
компоненту Kc(y) следующим образом. Пусть F0 := yR

⊔{e1}. На каждом шаге построе-
ния i > 0 для каждой нетривиальной антицепи Aj ⊆ S≤i+1(Fi), имеющей одноэлементное
ко-накрытие в G, добавляем одно из них к Fi+1 (в случае, когда антицепь имеет строго
больше одного ко-накрытия, выбираем одно из них). Через конечное число шагов про-
цесс построения оборвется в силу конечности G. Полученный в результате фрейм и есть
локальная компонента K(y).

Пусть задано правило r в редуцированной форме и модель M(r,X) для этого правила.
Используя результаты, полученные в [2], рассмотрим сначала следующие случаи:

Лемма 1.
(1) Если ∀ φ ∈ S1(M(r,X)) выполняется θ1(φ) 6= θ2(φ), то правило r глобально допу-

стимо в логике S4.
(2) Если ∀ φ ∈M(r,X) выполняется x0 ∈ θ1(φ), то правило r глобально допустимо в S4.

Если существует φ0 ∈ Pr(r) : x0 6∈ θ1(φ0) и при этом выполняется также θ1(φ0) = θ2(φ0),
то правило r не допустимо глобально в логике S4.

(3) Если в модели M(r,X) выполняется: ∃φ1 ∈ S1(M(r,X)) : θ1(φ1) = θ2(φ1),
∃φ0 ∈M(r,X) : x0 6∈ θ1(φ0) & θ1(φ0) 6= θ2(φ0)), и при этом локальная компонента

Kc(φ0) = φR0 ∪ φ1 ∪
⋃
{φ ∈M(r,X) : ∃ z ∈ φR0 ∪ φ1(φRz)} vM(r,X)

насыщенна по ко-накрытиям до глубины d(φ0) элемента φ0 (т. е. каждая антицепь эле-
ментов из Kc(φ0) глубины не более d(φ0) имеет ко-накрытие), то правило r не допустимо
глобально в логике S4.
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(4) Если ∃φ ∈ Kc(φ0) vM(r,X) : φ 6|=V φ, то правило r глобально допустимо в логи-
ке S4.

(5) Пусть задано подмножество Z ⊆ X такое, что M(r, Z) v M(r,X). Если |Z| ≤ 3
и правило r опровергается на подмодели M(r, Z), то правило r не допустимо глобально
в логике S4.

При выполнении этих условий (свойств модели M(r,X)), вопрос глобальной допусти-
мости или недопустимости правила уже решен. Поэтому далее рассматриваем правила
вывода в редуцированной форме, модель M(r,X) для которых удовлетворяет свойствам:

(1) ∃ φ1 ∈ S1(M(r,X)) : θ1(φ1) = θ2(φ1),
(2) ∃ φ0 ∈M(r,X) : x0 6∈ θ1(φ0) & θ1(φ0) 6= θ2(φ0)),
(3) локальная компонента Kc(φ0) не насыщенна по ко-накрытиям,
(4) правило r опровергается на Kc(φ0) (т. е. ∀φ ∈ Kc(φ0) (φ |=V φ), ∃φ0 ∈ Kc(φ0)

(φ0 6|=V x0))).
Оказалось, что при выполнении этих условий (1)–(4) правило может быть как гло-

бально допустимым, так и нет. Однако множество правил вывода, для которых вопрос
о глобальной допустимости оставался открыт, стало существенно меньше и проще. Это
позволило доказать следующую теорему:

Теорема 2. Пусть Grz (GL)-модель M(r,X) для правила r в редуцированной форме
удовлетворяет условиям: (1) ∃φ1 ∈ S1(M(r,X)) : θ1(φ1) = θ2(φ1), (2) ∃φ0 ∈ M(r,X) :
x0 6∈ θ1(φ0)& θ1(φ0) 6= θ2(φ0)), (3) локальная компонента Kc(φ0) не насыщенна по
ко-накрытиям, (4) правило r опровергается на Kc(φ0) (т.е. ∀φ ∈ Kc(φ0) (φ |=V φ),
∃φ0 ∈ Kc(φ0) (φ0 6|=V x0))).

Правило r глобально допустимо в логике Grz (GL) если и только если для любо-
го непустого множества дизъюнктов Z ⊆ X существует нетривиальная антицепь
A ⊆ Kc(φ0) ⊆ ⊆M(r, Z) такая, что:

(1) ∃ Y ⊆ Kc(φ0) : f(YR) = AR&f − p-морфизм;
(2) ∃φY ∈ Kc(φ0) – ко-накрытие для Y в Kc(φ0); т.е. θ2(φY) = θ1(φY) ∪ ⋃Y{θ2(φi) :

φi ∈ Y} & θ4(φY) = θ3(φY) ∩⋂Y{θ4(φi) : φi ∈ Y}
(3) антицепь A не имеет ко-накрытия в M(r,X), т. е. выполняется: ∀φa ∈M(r, Z)

θ2(φa) 6= θ1(φa) ∪
⋃
A

θ2(φi) & θ4(φa) 6= θ3(φa) ∩
⋂
A

θ4(φi).

На основе результатов, полученных в лемме 1 и теореме 2, был разработан алгоритм
проверки глобальной допустимости в логике Grz (GL) заданного правила r в редуциро-
ванной форме. Таким образом, доказано следующее утверждение:

Теорема 3. Проблема глобальной допустимости в логике Grz (GL) разрешима.

Исследование было поддержано Российским научным фондом (проект № 23-21-00213,
25-21-20011) и Красноярским математическим центром, финансируемым Минобрнауки
РФ (Соглашение № 075-02-2025-1790).
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О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ ИНТРАНЗИТИВНОЙ ВРЕМЕННОЙ
МУЛЬТИАГЕНТНОЙ ЛОГИКИ

В.В.Рыбаков, В. Р.Кияткин

Институт математики и фундаментальной информатики СФУ, Красноярск

В этой работе изучается интранзитивная временная мультиагентная логика. Эта ло-
гика семантически определяется как множество формул, истинных на линейных моделях
с мультиозначиванием переменных для агентов на кластерах состояний. Доказывается,
что исследуемая логика разрешима и финитно аппроксимируема.

Логическая концепция знания возникла в ходе анализа распределенных систем и при-
вела к развитию мультиагентных и мультиозначиваемых логических систем. В последнее
время в исследованиях по концепции знания применяются временные логики [1–3]. В ста-
тье изучается интранзитивная временная мультиагентная логика с мультиозначиванием
для каждого агента. Моделирование концепции знания развивается с помощью моделей
Крипке. Это линейные временные модели, состояния в которых представлены обычными
кластерами с отношениями достижимости для агентов, где время интранзитивно и дей-
ствует только для связи кластеров. Доказывается, что исследуемая логика разрешима и
финитно аппроксимируема.

1. Определения и предварительные результаты
Под логикой понимается множество формул, истинных на моделях из некоторого клас-

са моделей. Напомним некоторые определения.
Фреймом F называется пара 〈W,R〉, где W – произвольное непустое множество, а R –

бинарное отношение на W . Непустое подмножество C ⊆ W называется кластером, если:
(1) для любых x, y, x 6= y имеет место xRy, (2) для любого x ∈ C, y ∈ W и (xRy& yRx)
следует y ∈ C. Фрейм F называется интранзитивным, если отношение достижимости R
на W интранзитивно.

Логика λ называется разрешимой, если существует алгоритм, который для произволь-
ной формулы может установить, принадлежит ли она логике λ. Логика λ обладает свой-
ством финитной аппроксимируемости, если для для любой формулы α 6∈ λ существует
конечная λ-модель, на которой опровергается формула α.

2. Логика NML, финитная аппроксимируемость и разрешимость
NML-фрейм – это набор FNML = 〈W,Next, R1, . . . , Rn〉, где W =

⋃
i∈J Ci,

и J = [0, 1, . . . ,m]∨(J = N) и любое Ci – кластер, то есть Rj, 1 6 j 6 n – отношение эквива-
лентности на Ci такое, что xRjy ⇔ ∃ i ∈ J : (x ∈ Ci & y ∈ Ci). Временное бинарное отноше-
ние Next определяется следующим образом: (xNext y) ⇐⇒ ∃ i ∈ J : (x ∈ Ci & y ∈ Ci+1).
В случае когда J = [0, ...,m], полагаем ∀x, y ∈ Cm(xNext y).

NML-модель – это набор MNML = 〈F , V1, V2, . . . Vn, Vav〉, где F есть NML-фрейм,
Vj ⊆ 2W – означивание j-го агента. Если a ∈MNML и a ∈ Vj(p), то пишем (MNML, a) |=Vj p
и говорим, что p истинно на элементе a относительно означивания j-го агента Vj.

Язык логики NML состоит из:
1) P := {p1, p2, . . . } – множество пропозициональных переменных;
2) {¬,∨,∧,→} – булевые операторы;
3) Kj – оператор знания j-го агента, 1 6 j 6 n;
4) N – оператор времени;
5) Stlj – оператор информационной стабильности для j-го агента;
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6) AV – оператор авторитетного мнения;
7) Relj – оператор информационной надежности для j-го агента;
8) {(, )} – вспомогательные символы (скобки).
Формула в NML-языке определяется стандартным образом. Любое означивание аген-

тов Vj на шкале FNML моделиMNML может быть распространено на формулы следующим
образом:

(1) Истинность булевых логических связок ¬,∧,∨,→ определяется стандартно;
(2) (FNML, x) |=Vj Kj(α) ⇐⇒ ∀ y ∈ W ((xRjy) =⇒ (FNML, y) |=Vj α);
(3) (MNML, x) |= N (α) ⇐⇒ ∃ k ∈ N : x ∈ Ck ∧ ∀ y ∈ Ck+1, то есть ( x Next y) и

(MNML, y) |= α;
(4) (FNML, x) |=Vj Stlj(α) ⇐⇒ | {y ∈ W : (xRjy) ∧ (FNML, y) |=Vj α} |>| {y ∈ W :

(xRjy) ∧ (FNML, y) |=Vj ¬α} |;
(5) (FNML, x) |=Vav AV (α) ⇐⇒ Vav(α) (истинность формулы AV (α) совпадает с озна-

чиванием Vav(α) на x);
(6) (FNML, x) |=Vj Relj(α)⇔ (MNML, x) |=Vj Stlj(α) ∧ AV (α) ∧ α.
Каждый элемент NML-шкалы FNML считаем информационной точкой (пунктом). Все

информационные точки, потенциально доступные в один и тот же момент времени, обра-
зуют кластеры C0, C1, C2,. . . Отношения Rj соединяют друг с другом те точки кластера,
которые доступны j-ому агенту в данный момент ∀x, y ∈ W :

xRjy ⇐⇒ ∀ϕ ∈ L [(FNML, x) |=Vj Kj(ϕ) ⇐⇒ ⇐⇒ (FNML, y) |=Vj Kj(ϕ)],

где L – язык логики NML.
Временное отношение Next связывает информационные точки в единый линейный и

дискретный временной поток, то есть xNexty означает, что y будет доступно в следую-
щий момент времени относительно x. Время полагаем дискретным, то есть между двумя
моментами времени Cn и Cn+1 нет других моментов времени. При этом цепь кластеров
имеет начало C0: C0

Next−→ C1
Next−→ C2

Next−→ C3
Next−→ . . . Линейность течения времени

– это отсутствие ветвления, то есть после каждого момента n может идти только один
момент, так что Cn

Next−→ Cn+1.
Возьмем произвольную формулу α. Временная степень td(α) формулы α определяется

следующим образом:

td(p) = td(>) = td(⊥) = 0, td(¬α) = td(α), td(N (α)) = td(α) + 1,

td(α ∧ β) = td(α→ β) = td(α ∨ β) = max{td(α), td(β)}.
Модальная степень формулы md(α) определяется аналогично, с той лишь разницей, что
md(Kj(α)) = md(α) + 1.

Теорема. Логика NML разрешима и финитно аппроксимируема.
Доказательство. Пусть дана формула α, не являющаяся теоремой нашей логики.

Тогда она ложна на нашей определяющей модели: (MNML, x) 6|= α. Пусть α имеет времен-
ную степень td(α) = k. Без ограничения общности можем считать, что точка x принадле-
жит кластеру C0 моделиMNML.

Сначала производим фильтрацию каждого кластера по отдельности следующим обра-
зом. Пусть Sub(α) – множество всех подформул формулы α. Определим отношение ∼:

x ∼ y ⇔ ∃ i : x, y ∈ Ci ∧ ∀A ∈ Sub(α)[(MNML, x) |= A⇔ (MNML, y) |= A].
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Затем полагаем

∀x ∈MNML, [x] := {t : x ∼ t}; W f = {[x] : x ∈ W}

∀x, y ∈MNML (x Next y ⇐⇒ [x]Nextf [y]);

∀x, y ∈MNML ∀ j 6 n (xRjy =⇒ [x]Rf
j [y]);

[x]Rf
j [y] ⇔ Kj(A) ∈ Sub(α), [(FNML, x) |=Vj Kj(A) =⇒ (FNML, y) |=Vj A];

∀ p ∈ Sub(α)(V f
j (p) := {[x] : x ∈ Vj(p)});

∀ p ∈ Sub(α)(V f
av(p) := {[x] : x ∈ Vav(p)}).

Обозначим полученный фрейм и модель следующим образом:

FFNML = 〈W f , Nextf , Rf
1 , . . . R

f
n〉,

MF = 〈W f , Nextf , Rf
1 , . . . R

f
n;V f

1 . . . V
f
n , V

f
av〉.

Все кластеры модели оказались отфильтрованы по отдельности,

Cf
0

Next−→ Cf
1

Next−→ Cf
2

Next−→ Cf
3

Next−→ . . .

Мощность каждого кластера отфильтрованной модели не превосходит 2|Sub(α)|. По извест-
ной лемме о фильтрации имеет место следующее утверждение:

∀A ∈ Sub(α) [(MNML, x) |= A ⇐⇒ (MF , [x]) |= A].

Таким образом, доказано
Утверждение 1. (MF , [x]) 6|=Vj α.
Рассмотрим модель

MF = 〈
⋃
i∈J

Cf
i , Next

f , Rf
1 , . . . R

f
n;V f

1 . . . V
f
n , V

f
av〉

и подмодель

MF
k = 〈(Cf

0 ∪ Cf
1∪, . . . ,∪Cf

k ), Nextf , Rf
1 , . . . R

f
n;V f

1 , . . . V
f
n , V

f
av〉,

и пусть означивание на кластерах Cf
0 , C

f
1 , . . . , C

f
k совпадает на обеих моделях.

Утверждение 2. Предположим, что td(α) = k, тогда

∀x ∈ Cf
0 [(MF , x) |= α ⇐⇒ (MF

k , x) |= α]. (∗)

Это значит, что истинность формулы α на любом элементе x ∈ Cf
0 единственным образом

определяется истинностными значениями пропозициональных переменных на элементах
кластеров Cf

0 , C
f
1 , . . . , C

f
k из моделиMF .

Доказательство. Индукцией по временной степени формулы α.
Утверждение 3. Базис. Если td(α) = 0 то

∀x ∈ Cf
i [(MF , x) |= α ⇐⇒ (MF

k , x) |= α)], 0 6 i 6 k.

Доказательство. (I) Индукцией по модальной степени md(α).
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Если md(α) = 0, то формула α построена только из пропозициональных переменных
с помощью булевых логических связок. В этом случае свойство (*) имеет место очевидным
образом. Предположим, что для формулы α при md(α) 6 ` утверждение верно. Покажем,
что при md(α) = `+ 1 наше утверждение (*) также верно.

Пусть α = Kj(β) и если (MF , x) |= Kj(β), то ∀ y ∈ Cf
i , xR

f
j y : (MF , y) |= β и md(β) 6 `.

Согласно гипотезе имеет место (MF
k , x) |= β. Таким образом, заключаем:

∀x ∈ Cf
i [(MF , x) |= α =⇒ (MF

k , x) |= α)], 0 6 i 6 k. Доказательство в обратную сто-
рону проводится аналогично. Утверждение 3 доказано.

(II) Гипотеза. Предположим, что для формулы α при md(α) 6 k − 1 утверждение
теоремы верно. Покажем, что для формулы α при md(α) = k утверждение теоремы также
верно. Без ограничения общности можем рассмотреть формулу

α = N (N (. . . (N︸ ︷︷ ︸
k

(β)))...),

где td(β) = 0.
Предположим, что x ∈ Cf

0 ⊆MF и (MF , x) |= α, тогда

∀ y ∈ Cf
1 ⊆MF , (xNext y) : (MF , y) |= N (N (. . . (N︸ ︷︷ ︸

k − 1

(β)))...)

и временная степень этой формулы – k − 1. Если возьмем Cf
1 в качестве начального кла-

стера, то по гипотезе: ∀ z ∈ Cf
k ⊆ MF (MF , z) |= β. Поскольку все кластеры Cf

0 , C
f
1 . . . C

f
k

образуют начальный интервал шкалы FFNML и принадлежат моделиMF
k , получаем

∀x ∈ Cf
0 [(MF , x) |= α =⇒ (MF

k , x) |= α].

Доказательство в обратную сторону проводится аналогично.
Окончательно с помощью контрпозиции получаем: (MNML, x) 6|= α⇐⇒ (MF

k , x) 6|=V sj
α.

Мощность моделиMF
k при этом не превосходит k2|Sub(α)|. Теорема доказана.

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Мин-
обрнауки РФ (Соглашение № 075-02-2025-1790).
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МОДАЛЬНЫЕ ПРЕДИКАТНЫЕ ЛОГИКИ ДЕДЕКИНДОВЫХ
ПОРЯДКОВ: НЕВОЗМОЖНОСТЬ АКСИОМАТИЗАЦИИ

ПРИ УСЛОВИИ ПОСТОЯНСТВА ПРЕДМЕТНЫХ ОБЛАСТЕЙ

М.Н. Рыбаков 1,2,3, Д.П. Шкатов 4

1ВШМ МФТИ, Москва
2НИУ ВШЭ, Москва
3Тверской государственный университет
4University of the Witwatersrand, Johannesburg

Контекст и обозначения. Ниже речь пойдет о предикатных логиках (модальных и
суперинтуиционистских), определяемых шкалами Крипке с постоянными или расширяю-
щимися предметными областями [1]. Шкала с расширяющимися предметными областя-
ми — это пара FD = 〈F, D〉, где F = 〈W,R〉 — шкала Крипке, а D — функция, припи-
сывающая каждому миру w ∈ W непустую предметную область Dw, причем wRv влечет
Dw ⊆ Dv; если при этом Dw = D для каждого w ∈ W , то такую шкалу называют шкалой
с постоянной областьюD и обозначают F�D. Будем писатьWR вместо 〈W,R〉 иWR

D вместо
〈W,R〉�D, а шкалу Крипке WR будем понимать как класс всех шкал с расширяющимися
областями, определенными на этой шкале Крипке. Пусть F и C — шкала с предметными
областями и класс шкал Крипке. Определим модальные логики MLF, MLC и MLcC как
множества модальных формул, истинных, соответственно, в F, в C и в классе шкал из C ,
области которых постоянны; аналогично определим суперинтуиционистские логики ILF,
ILC и ILcC .

Введение. Ситуация с предикатными логиками линейных порядков сильно отлича-
ется от ситуации, которую наблюдаем в классе пропозициональных логик. Рассмотрим
следующие шкалы: N6, Q6, R6, а также α6 и α>, где α — бесконечный ординал; пусть
также L 6 — класс всех нестрогих линейных порядков. Суперинтуиционистская пропо-
зициональная логика, определяемая хоть классом L 6, хоть каждой отдельной шкалой
из приведенного списка шкал, одна и та же, и это LC; в модальном случае каждый раз
будем получать одну из двух логик — S4.3 или Grz.3; см. [2]. В отношении класса пре-
дикатных логик известно, как минимум, следующее: ILL 6 = QLC, MLL 6 = QS4.3,
ILcL 6 = QLC.cd, при этом ILQ6 = QLC [3] (см. также [1]), MLQ6 = QS4.3 [4],
ILR6 = ILQ6 [5], ILcQ6 = QLC.cd [6], ILcR6 6= ILcQ6 [6] (а значит, MLcR6 6= MLcQ6).
Кроме того, ILcR6 конечно аксиоматизируема [6], а ILcR6 рекурсивно аксиоматизируе-
ма [5], монадические фрагменты модальных логик нетеровых линейных порядков сильно
неразрешимы даже при двух переменных в языке (см., например, [7]), то же справедливо
для MLα6 и MLcα

6, где ω 6 α < ω2 [8, 9] (в частности, для MLN6 и MLcN6), и близкие
результаты получены для всех логик между ILN6 и ILN6N, но с использованием бинарных
предикатных букв [10–12].

Некоторое время назад В.Б. Шехтман сообщил авторам о следующих вопросах в кон-
тексте логик линейных порядков, ответы на которые пока неизвестны. Верно ли, что
MLR6 = MLQ6? Верно ли, что MLcL 6 = S4.3.bf? Верно ли, что логика MLcR6 конечно
аксиоматизируема?

Здесь дадим отрицательный ответ на последний из этих вопросов. Фактически, иссле-
дование этого вопроса привело нас к довольно общему результату, и мы опишем бесконеч-
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ный класс линейных порядков, логики которых Π1
1 – трудны в случае, когда рассматриваем

только шкалы с постоянными областями.

Полученный результат. Порядок 4 в линейной шкале W4 называем дедекиндовым,
если каждое непустое 4-ограниченное подмножество множества W имеет в W точную
верхнюю грань. Пусть D — класс всех шкал Крипке с линейным дедекиндовым поряд-
ком. Используя методы, предложенные в [13, 14] для произведений логик, нам удалось
свести к проблеме выполнимости в шкалах из D , при условии постоянства предметных
областей, Σ1

1-полную проблему укладки домино [15], благодаря чему был получен следу-
ющий результат.

Теорема. Пусть R — отношение на множестве N, лежащее между отношениями
< и 6 на N. Если MLcD ⊆ L ⊆ MLNR

N , то L является Π1
1-трудной в языке с унарными

предикатными буквами и двумя предметными переменными.
Как следствие, все такие логики не являются рекурсивно аксиоматизируемыми, в част-

ности, конечно аксиоматизируемыми. Например, к ним относятся MLcR6, MLcR<, MLR6N,
MLR<

N , MLR6R и MLR<
R , а также MLcα

6, MLcα
<, MLcα

6
D и MLcα

<
D, где α — бесконечный

ординал, а D — бесконечное множество. В частности, получаем отрицательный ответ на
третий из упомянутых выше вопросов.

Обсуждение. Доказательство представленного результата существенно использует
не только то, что линейный порядок в рассматриваемых шкалах Крипке является деде-
киндовым, но и то, что предметные области миров этих шкал, во-первых, бесконечны, а
во-вторых, одинаковы. По этой причине неясно, можно ли перенести возникшую в дока-
зательстве конструкцию на логики тех же классов шкал, но без требования постоянства
областей. Косвенным аргументом в пользу возможности такого переноса является то, что
для некоторых из таких логик аналогичный результат удалось получить, но другими ме-
тодами [7–9, 12, 16], хоть и близкими. Тем не менее использованные методы и получен-
ные результаты не позволили нам получить ответ ни на вопрос о равенстве логик MLR6
и MLQ6, ни на вопрос о равенстве логик MLcL 6 и S4.3.bf . Завершая обсуждение, от-
метим, что требование линейности порядка кажется нам несущественным в возникших
в доказательстве построениях, и мы ожидаем, что похожие результаты можно будет по-
лучить для логик, не содержащих аксиому линейности; это тематика возможных будущих
исследований.

Работа первого автора выполнена в рамках проекта «Международное академическое
сотрудничество» НИУ ВШЭ.

ЛИТЕРАТУРА

1. Gabbay D., Shehtman V., Skvortsov D. Quantification in Nonclassical Logic. Studies in
Logic and the Foundations of Mathematics. Elsevier, 2009. V. 153.

2. Chagrov A., Zakharyashev M. Modal Logic. Oxford University Press, 1997.
3. Corsi G. Completeness theorem for Dummett’s LC quantified and some of its extensions.

Studia Logica. 1992. V. 51. P. 317–335.
4. Corsi G. Quantified modal logics of positive rational numbers and some related systems.

Notre Dame Journal of Formal Logic. 1993. V. 34. № 2. P. 263–283.
5. Skvortsov D. A remark on superintuitionistic predicate logics of Kripke frames with constant

and with nested domains. Journal of Logic and Computation. 2009. V. 21. № 4. P. 697–713.



Рыбаков М.Н., Шкатов Д.П. 221

6. Takano M. Ordered sets R and Q as bases of Kripke models. Studia Logica. 1987. V. 46.
P. 137–148.

7. Rybakov M. Predicate counterparts of modal logics of provability: High undecidability and
Kripke incompleteness. Logic Journal of the IGPL. 2024. V. 32. № 3. P. 465–492.

8. Rybakov M., Shkatov D. Algorithmic properties of first-order modal logics of the natural
number line in restricted languages. Advances in Modal Logic. College Publications, 2020.
V. 13. P. 523–539.

9. Rybakov M., Shkatov D. Algorithmic properties of first-order modal logics of linear Kripke
frames in restricted languages. Journal of Logic and Computation. 2021. V. 31. № 5.
P. 1266–1288.

10. Рыбаков М.Н. Неразрешимость логики QLC в языке с двумя предметными пере-
менными. IV Конференция математических центров России. Сборник тезисов. 2024.
С. 151–152.

11. Рыбаков М.Н., Серова Д.А. Неразрешимые фрагменты расширений предикатной ло-
гики Геделя –Дамметта. Международная конференция Мальцевские чтения. Тезисы
докладов. Новосибирск, 2024. С. 45.

12. Rybakov M. Superintuitionistic predicate logics of linear frames: undecidability with two
individual variables. 2025. arXiv:2505.00531.

13. Marx M., Reynolds M. Undecidability of compass logic. Journal of Logic and Computation.
1999. V. 9. № 6. P. 897–914.

14. Reynolds M., Zakharyaschev M. On the products of linear modal logics. Journal of Logic
and Computation. 2001. V. 11. № 6. P. 909–931.

15. Harel D. Effective transformations on infinite trees, with applications to high undecidability,
dominoes, and fairness. Journal of the ACM. 1986. V. 33. P. 224–248.

16. Рыбаков М.Н. Перечислимость модальных предикатных логик и условия обрыва
возрастающих цепей. Логические исследования. 2001. Т. 8. С. 155–167.



Симаков В.К. 222

О ЗАМКНУТЫХ МОНОИДАЛЬНЫХ СТРУКТУРАХ
НА КАТЕГОРИЯХ ПРОСТРАНСТВА ЧУ

В.К. Симаков

Дальневосточный федеральный университет, Владивосток

Конструкция Чу [1] позволяет по произвольной автономной замкнутой симметричной
моноидальной категории построить ее расширение, называемое категорией пространств
Чу. В терминах пространств Чу выражаются различные понятия и свойства математиче-
ских объектов из различных областей математики и естествознания. К общим свойствам
категории пространств Чу над замкнутой симметрической моноидальной категорией от-
носится возможность задать на ней произведение, относительно которого она становится
замкнутой моноидальной категорией [1].

В работе [2] определяется расширение категории пространств Чу, а в работах [2–4] и
ряде других доказываются ее общие свойства. Однако мультипликативная структура не
вводилась и не рассматривалась. В докладе представляется конструкция произведения
на расширенной категории пространств Чу. Доказывается, что существует экспоненциал,
или внутренний hom, что делает категорию замкнутой.

Пусть (C,⊗,() — замкнутая симметричная моноидальная категория. Определим ка-
тегорию Chu(C) пространств Чу (с переменным алфавитом) над категорией C следующим
образом:

• объекты Chu(C) — это всевозможные морфизмы r : A⊗X → D категории C;

• морфизмы между объектами r1 : A1 ⊗ X1 → D1 и r2 : A2 ⊗ X2 → D2 категории
Chu(C) — это всевозможные тройки f = (f+, f−, f 0), где f+ : A1 → A2, f− : X2 → X1,
f 0 : D1 → D2 такие, что

f 0 ◦ r1 ◦ (A1 ⊗ f−) = r2 ◦ (f+ ⊗X2);

• композиция морфизмов f = (f+, f−, f 0) : r1 → r2 и g = (g+, g−, g0) : r2 → r3 — это
тройка g ◦ f = (g+ ◦ f+, f− ◦ g−, g0 ◦ f 0) : r1 → r3;

• тождественный морфизм объекта r — это, очевидно, тройка idr = (idA, idX , idD).

Теорема. Категория (Chu(C),⊗, T,() является левозамкнутой левомоноидальной
категорией с левой единицей T : I ⊗ ? → ?, где функторы ⊗ и ( определены следу-
ющим образом: r1 ⊗ r2 : (a1 ⊗ a2)⊗ ((a1 ( x2)× (a2 ( x1))→ d2,

r1 ⊗ r2 = r2 ◦ (1a2 ⊗ eval) ◦ α ◦ (s⊗ pra1(x2),
(f ⊗ g)+ = f+ ⊗ g+, (f ⊗ g)− = (f+ ( g−)× (g+ ( f−), (f ⊗ g)0 = g0,

r1 ( r2 : ((a1 ( a2)× (x2 ( x1))⊗ (a1 ⊗ x2)→ d2,

(r1 ( r2) = r2 ◦ ((eval ◦ s)⊗ 1x2) ◦ α ◦ (pra1(a2 ⊗ 1a1⊗x2),

(f ′( g)+ = (f ′+ ( g+)× (g−( f ′−), (f ′( g)− = f ′+ ⊗ g−, (f ′( g)0 = g0,
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где r1, r2, r
′
1, r
′
2 — пространства Чу, f : r1 → r′1, g : r2 → r′2; f ′ : r′1 → r1, g : r2 → r′2,

pra1(x2 : (a1 ( x2)× (a2 ( x1)→ (a1 ( x2), pra1(a2 : (a1 ( a2)× (x2 ( x1)→ a1 ( a2 —
проекции.

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (Соглашение
№ 075-02-2025-1638/1 от 10.03.2025).
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ДИСТРИБУТИВНАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ
СЕМАНТИКИ МОНТЕГЮ

В.В. Стрепетова 1, А.И. Стукачев 1,2

1Новосибирский государственный университет
2Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН, Новосибирск

В работе [1] предложено расширение модели дистрибутивной семантики естественных
языков DisCoCat [2] до модели HO-DiscoCat. В этом расширении, в частности, опреде-
лен класс строковых диаграмм, допускающих вложенность, и построен алгоритм, обеспе-
чивающий равномерное конструктивное преобразование вложенных строковых диаграмм
в объекты дистрибутивной семантики (векторы, матрицы, тензоры).

В данной работе с использованием результатов [1] определен алгоритм, обеспечиваю-
щий равномерное конструктивное преобразование синтаксических выражений фрагмен-
та интенсиональной логики Монтегю во вложенные строковые диаграммы модели HO-
DisCoCat. Этот фрагмент замкнут относительно логических связок конъюнкции, дизъ-
юнкции и отрицания, Лямбда-абстракции и аппликации, и обладает выразительными воз-
можностями, позволяющими формализовать достаточно сложные предложения естествен-
ного языка (например, содержащими наречия).
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ПРОБЛЕМА ПОЛНОТЫ
В МОДАЛЬНЫХ ЛОГИКАХ ПРЕДИКАТОВ

В.Б. Шехтман 1,2

1Национальный исследовательский университет “Высшая школа экономики”,
Москва

2Московский физико-технический институт

В докладе дается обзор современных исследований семантик модальных предикатных
логик и, главным образом, проблемы полноты. На сегодняшний день предложено доста-
точно много таких семантик — реляционных, топологических, алгебраических, категор-
ных; из них лучше всего изучена семантика Крипке.

Некоторые общие результаты о полноте были доказаны в конце прошлого века, но они
не не охватывают всех логик. С тех пор был получен ряд новых результатов о полноте
конкретных логик и о сохранении полноты при различных операциях над логиками; см,
например, [1].

С другой стороны, получены результаты о неполноте больших семейств логик в семан-
тике Крипке и близких к ней семантиках; некоторые примеры также имеются в [1].

Наконец, в докладе формулируются некоторые гипотезы и открытые проблемы в дан-
ной области.
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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА
И МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

ПОДХОДЫ К ПОВЫШЕНИЮ ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ
ПРИБЛИЖЕННЫХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
Р.А. Голубев, В. В. Шайдуров, Л.В. Гилева

Институт вычислительного моделирования СО РАН, Красноярск

Рассмотрим одномерное уравнение теплопроводности

∂u

∂t
− σ∂

2u

∂x2
= f(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1] , (1)

с начальными и краевыми условиями:

u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, 1], (2)

u(t, 0) = u(t, 1) = 0. (3)
Для численного решения этой задачи введем равномерные разностные сетки по простран-
ству и времени

ωx = {xi = ih : i = 0, ..., N} , ωt = {tk = kτ : k = 0, ...,M}
с шагами h и τ .

Для применения первого подхода рассмотрим неявную разностную схему (с опереже-
нием [1, 2]):

1

τ̄

(
uτ̄k,i − uτ̄k−1,i

)
+
σ

h2

(
−uτ̄k,i−1 + 2uτ̄k,i − uτ̄k,i+1

)
= fk,i, i = 1, ..., N − 1,

с краевыми условиями
uτk,0 = uτk,N = 0 (4)

и начальным условием
uτ0,i = u(0, xi), i = 0, ..., N.

Более компактно эта схема выглядит в сеточно-операторном виде с учетом краевых усло-
вий (4): (

1

τ
I + σA

)
U τ̄
k =

1

τ̄
U τ̄
k−1 + Fk, (5)

где I – единичная матрица, U τ̄
k =

(
uτ̄k,1, ..., u

τ̄
k,N−1

)T , Fk =
(
fk,1, ..., fk,N−1

)T , fk,i = f(tk, xi),
а матрица A имеет трехдиагональный вид:

A =
1

h2



2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 2


.
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Разностная схема (5) аппроксимирует поставленную задачу с порядком O(τ + h2). Теперь
представим алгоритм для достижения второго порядка аппроксимации по времени путем
двукратного использования разностной схемы (5) на одном временном интервале. Начнем
с приближенного решения U τ

k−1 на временном слое t = tk−1 сетки ωt и решим две системы
линейных алгебраических уравнений(

1

τ
I + σA

)
U τ1
k =

1

τ
U τ
k−1 + F τ1

k , (6)

(
1

τ
I + σA

)
U τ2
k =

1

τ
U τ
k−1 + F τ2

k (7)

с временны́ми шагами
0 < τ1(1 + c0) ≤ τ2 ≤ 2τ1,

с положительной константой c0, не зависящей от τ и h. Правые части в (6) и (7) вычис-
ляются по формулам F τ1

k =
(
f τ1k,1, ..., f

τ1
k,N−1

)T с соответствующей заменой τ1 на τ2 для F τ2
k .

Возьмем два параметра:

α =

√
τ 2

1 + τ 2
2 − τ1

τ2 − τ1

и 1− α =
τ2 −

√
τ 2

1 + τ 2
2

τ2 − τ1

.

Они являются решением алгебраических уравнений

τ = ατ1 + (1− α)τ2 = τ1 + τ2 −
√
τ 2

1 + τ 2
2 > 0,

ατ 2
1 + (1− α)τ 2

2 = τ 2/2 .

С помощью этих параметров вычислим комбинированное решение

U τ̄
k = αU τ1

k + (1− α)U τ2
k ,

аппроксимирующее точное решение u(tk, xi) со вторым порядком точности по времени и
пространству, i = 1, ..., N − 1.

Второй подход представляет собой повышение порядка точности исходной схемы Кран-
ка –Николсона со второго до четвертого порядка по временному шагу путем коррекции
правой части без изменения оператора сеточной задачи и его первого дифференциально-
го приближения [3, 4]. Для формирования исходной разностной задачи используем схему
Кранка –Николсона [5]:

yki − yk−1
i

τ
+
σ

2

(
−yki−1 + 2yki − yki+1

h2
+
−yk−1

i−1 + 2yk−1
i − yk−1

i+1

h2

)
= f

k−1/2
i , (8)

k = 1, ...,M, i = 1, ..., N − 1,

y0
i = u0, (xi) , i = 0, ..., N, (9)

yk0 = ykN = 0, k = 0, ...,M, (10)

где yki = y (tk, xi) – значение сеточной функции y, определенной на сетке ωτ × ωh,
f
k−1/2
i = f

(
tk−1/2, xi

)
, tk−1/2 = tk − τ/2. Эта схема имеет второй порядок точности по
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времени и пространству. Теперь предположим, что на сетке ωτ × ωh получили решение yki
задачи (8)–(10). Рассмотрим новую разностную схему для задачи (1)–(3):

w1
i − w0

i

τ
+
σ

2

(−w1
i−1 + 2w1

i − w1
i+1

h2
+
−w0

i−1 + 2w0
i − w0

i+1

h2

)
=

= f
k−1/2
i − −2y0

i + 7y1
i − 9y2

i + 5y3
i − y4

i

12τ
+
τ 2

8

∂2f
1/2
i

∂t2
, i = 1, ..., N − 1,

wki − wk−1
i

τ
+
σ

2

(
−wki−1 + 2wki − wki+1

h2
+
−wk−1

i−1 + 2wk−1
i − wk−1

i+1

h2

)
=

= f
k−1/2
i − yk+1

i − 3yki + 3yk−1
i − yk−2

i

12τ
+
τ 2

8

∂2f
k−1/2
i

∂t2
, i = 1, ..., N − 1, k = 2, ...,M,

w0
i = u0 (xi) , i = 0, ..., N,

wk0 = wkN = 0, k = 0, ...,M,

которая аппроксимирует задачу (1)–(3) с четвертым порядком по времени и вторым по
пространству.

Для представленных методов проведено теоретическое обоснование порядка точности
и вычислительные эксперименты.

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым
Минобрнауки РФ в рамках мероприятий по созданию и развитию региональных НОМЦ
(Соглашение 075-02-2025-1606).
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ИМИТАЦИОННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛООБМЕНА
В ТЕРМОШКАФЕ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ

ЦИФРОВОГО ДВОЙНИКА

Е.И. Гурина, И.В. Тренбач

Национальный исследовательский Томский государственный университет

Введение
В последние годы значительно расширились исследования в области теплообмена, иг-

рающие ключевую роль в развитии техники и промышленности. В данной работе рассмат-
ривается задача математического и численного моделирования температурных характе-
ристик термошкафа типа РизурБокс-С-Т7 с пассивным обогревом за счет тепла нефте-
газоводяной смеси в трубопроводе. Такие термошкафы применяются для защиты обору-
дования от низких температур в условиях работы в северных регионах, влаги, осадков,
пыли и механических повреждений [1]. Исследование связано с актуальным направлением
цифровизации нефтегазовой отрасли, в частности – использованием беспроводных техно-
логий автоматизации в условиях отсутствия стабильного энергоснабжения. Разработанная
цифровая модель термошкафа позволяет оптимизировать тепловой режим в термошкафе,
что в ряде случаев исключает необходимость дополнительного электрообогрева и снижает
капитальные затраты.

1. Физическая постановка задачи
Численное моделирование теплообмена в конструкции термошкафа РизурБокс-С-Т7

выполнено методом конечных разностей для семислойной пластины [2] (1 – теплоизоля-
ционный материал, 20 мм; 2 – воздух, 159.5 мм; 3 – сталь класса прочности К48, 5 мм;
4 – нефтегазоводяная смесь, 111 мм; 5 – сталь класса прочности К48, 5 мм; 6 – воздух,
503.3 мм; 7 – теплоизоляционный материал, 25 мм).

В начальный момент времени все семь частей термошкафа имеют одинаковую тем-
пературу T0 = −51 ◦C. В 4-м слое конструкции поддерживается постоянная температура
среды Toil, температура окружающей среды Tout = −51 ◦C (рис. 1).

Рис. 1. Семислойная конструкция расчетного домена
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В первом приближении к решению сопряженной задачи естественно-конвективного те-
чения внутри расчетного домена рассматривается распространение тепла только за счет
теплопроводности. Для каждого из слоев конструкции используется свое уравнение теп-
лопроводности:

ρiCi
∂Ti
∂t

= λi

(
∂2Ti
∂x2

)
, Li−1 < x < Li, i ∈ 1, 7.

Начально-краевые условия, используемые для замыкания задачи:

t = 0 : T0(t, x) = −51 ◦C, 0 ≤ x ≤ L, x = 0 : T (t, x) = −51 ◦C, t > 0.

В зонах контакта различных слоев пластины рассматриваются ГУ IV рода: λi
∂Ti
∂x

∣∣∣∣
x=Li

= λi+1
∂Ti+1

∂x

∣∣∣∣
x=Li+1

Ti(t, xi) = Ti+1(t, xi+1)

, i ∈ 1, 2, 5, 6.

Температуру рабочей среды в слое 4 считаем постоянной:

t > 0 : T4(t, x) = 54 ◦C, L3 ≤ x ≤ L4, x = L : −λ7

(
∂T7

∂x

)
= k(T7 − Tout), t > 0,

где ρ – плотность материала, (кг/м3); Cρ – удельная теплоемкость материала, (Дж/кг ·◦C);
λ – коэффициент теплопроводности материала, (Вт/м ·◦C); T (t, x) – температура, ◦C;
L – граница рассматриваемой области, м; k – коэффициент теплообмена между термо-
шкафом и окружающей средой, Li – координаты границы раздела сред, Ti – температура
соприкасающихся частей пластины, Tcp – температура окружающей среды.

2. Результаты численного моделирования и верификация

Рис. 2. Сравнение результатов расчета (МКР и AnsysFluent)
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Численное решение поставленной задачи реализовано на C++ на основе метода ко-
нечных разностей с использованием неявной разностной схемы. На рис. 2 представлены
графики распределения температуры по толщине пластины спустя 10 минут, полученные
с использованием МКР и Ansys Fluent.

Для решения кейса индустриального партнера была рассмотрена сопряженная зада-
ча, учитывающая турбулентное, неизотермическое, сжимаемое установившееся течение
воздуха в термошкафе в 3D постановке. Построена детальная геометрия и качественная
конечно-объемная сетка в ПО Gambit (2 877 892 элементов).

Для исследования закономерностей теплопереноса внутри термошкафа проведен ряд
расчетов в ПО AnsysFluent при значениях температур Tout = −60 ◦C, Toil = 5 ◦C, а
также для теплоизоляционных материалов с различными теплофизическими параметра-
ми (рис. 3).

Рис. 3. Значения температуры в точках контроля в зависимости от материала уплотнителя
(T1, T2 – температура в точках Point_1 и Point_2 соответственно)

Заключение
Полиуретан в качестве теплоизоляционного материала показал наилучшие результаты

по температурному режиму внутри термошкафа. При Tout = −60 ◦C, T1 = 5 ◦C, температу-
ра в точках контроля имеет значение: T1 = −27.07 ◦C, Toil = −27.14 ◦C. При Tout = −51 ◦C,
T1 = 15 ◦C, температура в точках контроля: T1 = −22.6 ◦C, Toil = −22.6 ◦C.

Разработанная цифровая модель термошкафа РизурБокс-С-Т7 решает актуальную за-
дачу оптимизации теплового режима оборудования в условиях отсутствия гарантирован-
ного энергоснабжения, что особенно важно для северных месторождений. Применение
цифровой модели РизурБокс-С-Т7 позволило создать эффективный инструмент для от-
каза от электрообогрева за счет использования тепла трубопровода и оптимального мате-
риала теплоизолятора.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ
ПЕРЕНОСА ПРИ ВЫРАЩИВАНИИ КРИСТАЛЛОВ
МЕТОДОМ ЧОХРАЛЬСКОГО С ЖИДКОСТНОЙ

ГЕРМЕТИЗАЦИЕЙ РАСПЛАВА

А.О. Гусев, О.С. Мажорова

Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН, Москва

В работе рассматривается процесс получения полупроводниковых монокристаллов ме-
тодом Чохральского с жидкостной герметизацией расплава. Эта техника выращивания яв-
ляется одним из вариантов метода направленной кристаллизации и состоит в следующем.
Тигель, заполненный расплавом кристаллизующегося материала, помещается в неодно-
родное поле температуры, создаваемое системой нагревателей. Свободная поверхность
расплава покрыта флюсом, который препятствует испарению компонентов из жидкой
фазы. На начальной стадии процесса затравочный кристалл малого радиуса приводит-
ся в контакт со свободной поверхностью расплава. После контролируемого расплавления
небольшого объема затравки начинается процесс роста кристалла. Образующийся моно-
кристалл медленно вытягивается из жидкой фазы, при этом кристалл и тигель вращаются
в противоположные стороны. За счет изменения температуры теплового узла радиус кри-
сталла увеличивается до необходимого. На развитой стадии процесса в ростовой камере
требуется поддерживать условия, обеспечивающие рост кристалла практически постоян-
ного радиуса, с низкой плотностью дислокаций. Численное изучение тепловых полей, воз-
никающих внутри установки, позволяет сократить количество натурных экспериментов,
направленных на подбор оптимальных условий выращивания.

Рис. 1. Расчетная область
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Постановка задачи. Для описания переноса энергии в ростовой камере использует-
ся термокапиллярная математическая модель процесса кристаллизации [1], дополненная
уравнениями движения вязкой несжимаемой жидкости в переменных «функция тока, за-
вихренность, момент вращения» [2]. Поля температуры и скорости являются осесиммет-
ричными; зависимость плотности расплава от температуры описывается в рамках прибли-
жения Обербека –Буссинеска. Расчет ведется в области Ω(t, r, z), расположенной в плос-
кости (r, z) (см. рис. 1). В ходе моделирования предполагается, что перенос тепла в тигле
Ω0(r, z), флюсе Ω2(t, r, z) и кристалле Ω3(t, r, z) осуществляется механизмом теплопровод-
ности, в расплаве Ω1(t, r, z) учитывается конвективный теплообмен. В задаче присутству-
ют три подвижные границы, положение которых определяется процессами теплопереноса
внутри камеры и поверхностными процессами на боковой поверхности кристалла (кривая
r = Rs(t, z)), фронте кристаллизации (z = ζ0(t, r)) и границе между расплавом и флюсом
(мениск z = ζ1(t, r)). Точку, в которой сходятся кривые r − Rs(t, z) = 0, z − ζ0(t, r) = 0
и z − ζ1(t, r) = 0, назовем тройной. Контактный угол, образующийся при смачивании
кристалла расплавом, равен θ(t). Изменение объема кристалла и расплава происходит
в соответствии с законом сохранения массы. На межфазной границе z = ζ0(t, r) выпол-
нен закон сохранения внутренней энергии, форма фронта кристаллизации определяется
положением изотермы, соответствующей температуре фазового перехода. Форма менис-
ка описывается уравнением Юнга –Лапласа для капиллярного давления. Форма боковой
поверхности r = Rs(t, z) определяется из условия, связывающего изменение положения
тройной точки с отклонением реального контактного угла θ(t) от своего равновесного
значения θe. Температура боковой стенки тигля Tc(t) изменяется с теченим времени, дно
тигля — теплоизолированное. Теплообмен между поверхностью кристалла, флюса и тигля
осуществляется механизмом излучения.

Метод решения. Для решения задачи с внутренними подвижными границами раз-
работан численный алгоритм, в основе которого лежит метод выпрямления фронта и
геометрически консервативная разностная схема, обеспечивающая выполнение законов
сохранения массы, внутренней и кинетической энергии [3].

Алгоритм решения системы нелинейных сеточных уравнений, полученной в ходе ап-
проксимации задачи, основан на специальной схеме расщепления по физическим процес-
сам. На каждом шаге по времени сначала проводится расчет теплопереноса в системе
тигель–флюс-расплав–кристалл в области с неподвижными границами, положение кото-
рых получено на предыдущем шаге по времени. На этом этапе из разностных аналогов
уравнений Навье –Стокса вычисляется поле скоростей жидкости; c помощью метода Нью-
тона определяется распределение температуры в области и скорость движения фронта
кристаллизации. Затем по найденному полю температуры и скорости фронта вычисля-
ется новое положение тройной точки, форма мениска, боковой поверхности кристалла и
границы расплав/кристалл.

Результаты расчетов. Вычислительный алгоритм применялся для изучения влия-
ния естественной и вынужденной конвекции на теплообмен в системе и форму фронта
кристаллизации на различных стадиях процесса. Предполагалось, что в начальный мо-
мент времени затравочный кристалл приводится в контакт с жидкой фазой. Расчет за-
канчивался, когда в тигле оставалось менее 10% от первоначального объема расплава.
Уменьшение объема жидкой фазы в ходе выращивания существенным образом влияет на
перенос энергии в ростовой камере. Рост кристалла постоянного радиуса обеспечивается
динамическим управлением температурой нагревателя. В расчетах температура боковой
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стенки тигля изменялась по закону

dTc

dt
= gP

dR

dt
+ gI(R−Rset), (1)

где R − Rset — отклонение радиуса тройной точки от заданного значения. Значения па-
раметров gP, gI, обеспечивающие устойчивость процесса управления, были определены
экспериментально в ходе серии расчетов.

На рис. 2 представлена форма кристаллов, полученных в рамках расчетов, в кото-
рых движение жидкости не учитывалось (слева), рассматривалась естественная конвекция
в расплаве (в центре), рассматривалось взаимодействие тепловой и вынужденной конвек-
ции, вызванной вращением кристалла и тигля в противоположные стороны (справа).

Рис. 2. Влияние движения жидкости на форму кристалла в различные моменты времени ti:
конвекция в расплаве отсутствует (слева), естественная конвекция в расплаве (в центре), есте-
ственная и вынужденная конвекция (справа)

Во всех расчетах управление процессом с помощью пропорционально–интегрального
регулятора температуры (1) было устойчивым: радиус кристалла монотонно увеличивал-
ся в начале процесса (t0 < t < t2) и в дальнейшем оставался практически постоянным
(t2 < t < t5). Расчеты показывают, что если перенос энергии в расплаве осуществляется
механизмом теплопроводности, то на развитой стадии процесса фронт кристаллизации
практически не искривляется (рис. 2, слева). При наличии тепловой конвекции течение
в расплаве состоит из крупного тороидального вихря, в котором жидкость поднимает-
ся у «горячей» боковой стенки тигля и опускается в его центре. Дополнительный отвод
теплоты от фронта кристаллизации за счет движения жидкости приводит к тому, что гра-
ница расплав/кристалл становится выпуклой в жидкую фазу (рис. 2, в центре). Вращение
тигля и кристалла приводит к тому, что структура течения в расплаве усложняется, при
этом влияние тепловой конвекции существенно ослабевает (см. рис. 3). На протяжении
всего процесса конвективный перенос в окрестности фронта кристаллизации определя-
ется вихрем, который порождается вращением кристалла. Расчеты показали, что в этом
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случае при t = t5 фронт кристаллизации имеет характерную для натурных экспериментов
W-образную форму (рис. 3, справа).

Рис. 3. Результаты моделирования начальной стадии процесса выращивания (t = t1) кристалла в
случае, когда тигль и кристалл вращаются в противоположные стороны: функция тока в расплаве
(слева) и распределение температуры в расчетной области (справа)

Результаты численного моделирования отражают качественные особенности рассмат-
риваемого процесса. Зависимость температуры нагревателя от времени и соответствую-
щая ей форма кристалла согласуются с доступными теоретическими и эксперименталь-
ными данными [4,5].
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ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ОБЕРБЕКА–БУССИНЕСКА
ДЛЯ ОПИСАНИЯ ТЕРМОДИФФУЗИОННЫХ ТЕЧЕНИЙ

В ДВУХСЛОЙНОЙ СИСТЕМЕ ЖИДКОСТЕЙ

М.В. Ефимова

Институт вычислительного моделирования СО РАН, Красноярск

В работе рассматривается задача возникновения конвективного течения в горизон-
тальном слое двухслойной системе жидких сред с общей поверхностью раздела в поле
массовых сил. Пусть система состоит из двух слоев жидких сред:

Ω1 = {x = (x, y, z) : |x| < ∞, |y| < ∞, −l1 < z < 0},

Ω2 = {x = (x, y, z) : |x| < ∞, |y| < ∞, 0 < z < l2}.
Границы слоя z = −l1, z = l2 суть твердые неподвижные стенки, а z = 0 – неподвижная
поверхность раздела между несмешивающимися жидкостями. Движение в слоях описы-
вается уравнениями Обербека –Буссинеска [1]

ujt + (uj · ∇)uj = − 1

ρj
∇p̄j + νj∆uj − g(βjθj + β3εjc),

θjt + uj · ∇θj = χj∆θj,

ct + u2 · ∇c = D∆c+ αD∆θ2,

divuj = 0, j = 1, 2.

(1)

В системе (1) индекс j = 1 относится к жидкости, а j = 2 – к бинарной смеси;
uj = (uj, vj, wj), p̄j, θj, cj – искомые вектора скорости, модифицированные давления, тем-
пературы и концентрации в слоях; ρj > 0, νj = µj/ρj > 0, βj > 0, β3 > 0, χj > 0, D > 0, α –
постоянные плотности, кинематической вязкости, коэффициенты теплового и концентра-
ционного расширения жидкости, температуропроводности, диффузии и термодиффузии;
g = (0, 0,−g) – ускорение силы тяжести, ε1 = 0, ε2 = 1.

Система уравнений дополнена граничными условиями. Одна из границ считается теп-
лоизолированной, а на второй — задано радиальное распределение температуры, на стен-
ках выполнены условия прилипания. На поверхности раздела z = 0 выполнены условия
непрерывности, динамическое условие, равенство потоков тепла, а также отсутствует по-
ток вещества.

Температура и концентрация в жидкостях квадратично зависят от горизонтальных
координат, а поле скоростей имеет специальный вид:

uj(x, y, z, t) =

(
(Fj(z, t) +Hj(z, t))x, (Fj(z, t)−Hj(z, t))y,−2

z∫
z0

Fj(z1, t)dz1

)
,

θj = aj(z, t)x
2 + bj(z, t)y

2 + qj(z, t), c = m1(z, t)x2 +m2(z, t)y2 + n(z, t).

После подстановки исследуемого решения в уравнения система может быть редуци-
рована к 10 нелинейным интегродифференциальным уравнениям. В предположении что
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течение в слоях является ползущим (значение числа Марангони мало), получено точное
решение, описывающее стационарное течение в слоях. Это позволяет получить явные за-
висимости между параметрами системы и описать особенности термоконцентрационного
движения.

Показано влияние силы тяжести на структуру течения в слое с бинарной смесью, а
также влияние геометрии системы на формирование возвратных течений. Так, в условиях
полной невесомости в каждом слое формируется вихревое течение, причем в слое с вязкой
жидкостью имеет место возвратное течение (жидкость движется в направлении, обратном
оси z из области с большей температурой). В условиях нормальной гравитации в слое с би-
нарной смесью формируется возвратное течение вблизи твердой стенке и при этом в слое
вязкой теплопроводной жидкости структура течения качественно не меняется. В случае
пониженной гравитации изменение толщины слоев не оказывает влияния на структуру
течения. Однако в поле действия массовых сил с увеличением толщины слоя бинарной
смеси у теплоизолированной границы начинает формироваться третий вихрь с противо-
положным направлением циркуляции. В данной конфигурации движение в пристенном
слое порождается массовыми силами и влияние термоконцентрационных сил сохраняется
лишь у поверхности раздела.

Работа выполнена в рамках государственного задания ИВМ СО РАН (про-
ект № FWES-2024-0025).
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕФОРМАЦИЙ УПРУГИХ СИСТЕМ
С ЛОКАЛИЗОВАННЫМИ ОСОБЕННОСТЯМИ

M.Б. Зверева, М.Ш. Бурлуцкая

Воронежский государственный университет

В последнее время особое внимание уделяется математическим моделям струнных си-
стем в связи с их востребованностью во многих отраслях естествознания и техники. Урав-
нением деформации струны можно описывать процессы в строительной механике (расчет
мостов, антенн, тросовых конструкций), робототехнике (гибкие манипуляторы, тросовые
передачи), приборостроении, машиностроении, проектировании современных композит-
ных материалов и других областях естествознания.

На основе вариационных методов проведено исследование моделей деформаций систе-
мы стилтьесовских струн, расположенной вдоль геометрического графа–звезды, а также
цепочки из стилтьесовских струн, соединенных между собой пружинами. Стилтьесовской
струной называем упругую нить, к которой в произвольном множестве точек (не более
чем счетном) могут быть прикреплены упругие опоры, могут прикладываться сосредото-
ченные силы. Кроме того, предполагалось, что в одной из точек расположен ограничитель
на перемещение струны под воздействием внешней нагрузки. Это порождает нелинейное
условие, поскольку в зависимости от приложенной силы соответствующий конец струны
либо остается свободным, либо достигает границы ограничителя. В работах [1–4] в явном
виде найдены точные решения этих моделей. Поскольку точные решения выражаются че-
рез функции, удовлетворяющие интегродифференциальным уравнениям с переменными
коэффициентами и интегралом Стилтьеса, что существенно осложняет их непосредствен-
ное вычисление, то возникает вопрос о нахождении приближенных решений. Для этой
цели был адаптирован метод конечных элементов. Установлена оценка разности между
точным и приближенным решениями, написаны программы на языке Python для нахож-
дения приближенных решений указанных моделей, проведены численные эксперименты.

Приведем подробное описание для модели деформаций струнной системы на графе–
звезде. Пусть точки O, A1, A2, ..., An принадлежат горизонтальной плоскости π. Рассмот-
рим механическую систему, состоящую из n стилтьесовских струн, соединенных между со-
бой в одной точке, которые в положении равновесия совпадают с отрезками OA1, OA2, ...,
OAn. Под воздействием внешней силы, направленной перпендикулярно плоскости π, стру-
ны отклоняются от равновесного положения. При этом предполагается, что отклонение
всех точек струн параллельно прямой, перпендикулярной плоскости π. Введем систему
координат, чтобы описать процесс деформаций. Ось Ox для i-й струны (i = 1, 2, ..., n)
содержит отрезок OAi и направлена от O к Ai. Ось Oy направлена перпендикулярно
к плоскости π и проходит через точку O. Таким образом, точке O соответствует начало
координат. Точка Ai имеет на своей оси Ox координату li (i = 1, 2, ..., n). Граф–звезда Γ,
вдоль которого в положении равновесия расположена струнная система, ориентирован от
узла и состоит из ребер–интервалов γi = (0, li) и внутренней вершины 0 (узла). Через ∂Γ
обозначим множество граничных вершин графа Γ; Γ = Γ

⋃
∂Γ; R(Γ) =

⋃n
i=1 γi.

Обозначим через u(x) определенную на Γ функцию, описывающую отклонение струн-
ной системы от положения равновесия под воздействием внешней силы, определяемой
с помощью функции ограниченной вариации F (x), где x ∈ Γ. Будем предполагать, что си-
стема струн жестко закреплена в граничных вершинах, что означает выполнение условий
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u(a) = 0, a ∈ ∂Γ. Сужения ui(x), где i = 1, 2, . . . , n, функции u(x) на ребра определяют
деформации каждой из струн. В точки li функции ui доопределим предельными значени-
ями. Обозначим через Fi(x) сужение функции F (x) на ребро γi. Физический смысл Fi(x) –
сила, приложенная на участок (0, x] соответствующего ребра. Заметим, что функции Fi
имеют разрывы первого рода в точках ξ ∈ (0, li), в которых приложены сосредоточенные
силы. Причем скачки ∆Fi(ξ) = Fi(ξ + 0)− Fi(ξ − 0) совпадают со значениями этих сил.

Дополнительно предположим, что в узле, вдоль оси Oy установлен ограничитель на
перемещение струн, представленный отрезком [−m,m]. Таким образом, имеется условие
|u(0)| ≤ m. В зависимости от приложенной внешней силы, узловая точка струнной систе-
мы либо остается внутри интервала (−m,m), либо достигнет границы ограничителя.

Обозначим через p(x) функцию ограниченной вариации на Γ, характеризующую ло-
кальное натяжение струн. Будем предполагать, что inf

R(Γ)
p > 0. Пусть функция Q(x) опи-

сывает распределение упругой реакции внешней среды, где x ∈ Γ. Будем предполагать,
что функция Q(x) не убывает на каждом ребре и обозначим через Qi(x) сужение функ-
ции Q(x) на ребро γi, где i = 1, 2, . . . , n. Точки ξ ∈ (0, li), в которых струны опираются
на пружины, являются точками разрыва функции Qi(x), и скачки ∆Qi(ξ) в этих точ-
ках совпадают с жесткостями соответствующих пружин. Кроме того, в настоящей работе
предполагается, что функции p(x), F (x), Q(x) непрерывны в точках из ∂Γ;

n∑
i=1

[Qi(0 + 0)−Q(0)] = 0,
n∑
i=1

[Fi(0 + 0)− F (0)] = 0.

Потенциальная энергия Φ струнной системы равна работе, которую нужно совершить,
чтобы система струн перешла из положения равновесия в положение u(x). Такиим обра-
зом, функционал потенциальной энергии имеет вид

Φ(u) =

∫
Γ

pu′
2

2
dx+

∫
Γ

u2

2
dQ−

∫
Γ

udF. (1)

Здесь первое слагаемое описывает работу силы натяжения струн, второе слагаемое харак-
теризует работу силы упругости внешней среды, а третье слагаемое совпадает с работой
внешней силы. Интеграл по графу равняется сумме интегралов по ребрам.

Обозначим через E множество абсолютно непрерывных на Γ функций u(x), производ-
ные которых u′(x) являются функциями ограниченной вариации на каждом ребре. Соглас-
но принципу Лагранжа – Гамильтона, искомая форма (деформация), принятая струнной
системой, минимизирует функционал (1). При этом рассматриваем случай, когда выпол-
няются условия

u(a) = 0, a ∈ ∂Γ; |u(0)| ≤ m. (2)

Обозначим через K множество функций u ∈ E, удовлетворяющих условиям (2).
Теорема 1. Функция u0 минимизирует функционал (1) на множестве K тогда и

только тогда, когда u0 является решением вариационного неравенства∫
Γ

pu′v′dx−
∫
Γ

pu′
2
dx+

∫
Γ

uvdQ−
∫
Γ

u2dQ−
∫
Γ

vdF +

∫
Γ

udF ≥ 0, (3)

где v — произвольная функция, принадлежащая K.
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Теорема 2. Решение вариационного неравенства (3) существует и единственно.
Приведем алгоритм нахождения приближенного решения модели деформаций струн-

ной системы на графе–звезде. Пусть все ребра графа имеют длину l. Выберем систему ба-
зисных функций, линейной комбинацией которых будет искомое приближенное решение.
Для этого рассмотрим разбиение Γ на равные части точками 0 = xi0 < xi1 < . . . < xini = l,
где i = 1, 2, . . . , n. Обозначим h = xij+1 − xij. Отметим, что граничные вершины и узел
будем обязательно включать в разбиение.

Для i-го ребра k-ю базисную функцию ϕk,i (k = 1, 2, . . . , ni − 1, i = 1, 2, . . . , n) зададим
формулой

ϕk,i(x) =


x− xik−1

h
, x ∈ [xik−1, x

i
k],

xik+1 − x
h

, x ∈ [xik, x
i
k+1],

0, для остальных x.

Заметим, что базисные функции ϕk,i равны нулю везде на Γ, кроме промежутка (xik−1, x
i
k+1)

соответствующего ребра с номером i. При этом ϕk,i(x
i
k) = 1. Также определим базисную

функцию

ϕ(x) =


xi1 − x
xi1

, x ∈ [0, xi1], i = 1, 2, . . . , n,

0, для остальных x.
Обозначим через Eh пространство, натянутое на данные базисные функции. Заметим,

что любая функция из Eh обращается в ноль при x = l. Через Kh обозначим множество
функций vh ∈ Eh, удовлетворяющих условию |vh(0)| ≤ m. Вопрос о поиске приближенного
решения модели деформаций струнной системы на графе сводится к вопросу о поиске
функции uh ∈ Kh такой, что для всех vh ∈ Kh верно∫

Γ

pu′hv
′
hdx−

∫
Γ

pu′h
2
dx+

∫
Γ

uhvhdQ−
∫
Γ

uh
2dQ−

∫
Γ

vhdF +

∫
Γ

uhdF ≥ 0.

Введем билинейный функционал 〈ϕ, ψ〉 следующим образом:

〈ϕ, ψ〉 =

∫
Γ

pϕ′ψ′dx+

∫
Γ

ϕψdQ.

В силу положительности p(x) и неубывания Q(x) на каждом ребре данный билинейный
симметричный функционал может служить скалярным произведением. Таким образом,
требуется найти функцию uh ∈ Kh такую, что для всех vh ∈ Kh верно неравенство

〈uh, vh − uh〉 −
∫
Γ

(vh − uh)dF ≥ 0. (4)

Решение (4) будем строить, опираясь на решения двух вспомогательных задач. Вопрос
о минимизации функционала энергии (1) на множестве функций u ∈ E, удовлетворяющих
условию u(∂Γ) = 0, приводит к задаче

Ds− (piu
′
i) (x) +

x∫
0

uidQi = Fi(x)− Fi(0)− (piu
′
i)(+0), i = 1, 2, ..., n,

n∑
i=1

pi(+0)u′i(+0) = 0,

ui(li) = 0, i = 1, 2, ..., n.

(5)
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Обозначим через up приближенное решение задачи (5), найденное как линейная комби-

нация тех же самых базисных функций, т. е. up(x) =
n∑
i=1

ni−1∑
j=1

cijϕj,i(x) + cϕ(x). Выпишем

алгоритм для нахождения коэффициентов cij, c.
Из уравнения в (5) следует, что для любой функции v ∈ E, удовлетворяющей условию

v(∂Γ) = 0, справедливо равенство∫
Γ

pu′v′dx+

∫
Γ

vudQ =

∫
Γ

vdF.

Таким образом, если u — точное решение задачи (5), то верно равенство

〈u, v〉 =

∫
Γ

vdF. (6)

Подставим в (6) вместо u функцию up, и пусть v = vh — произвольные функции из Eh.
Тогда (6) перепишем в виде

〈up, vh〉 =

∫
Γ

vhdF.

Подставив в это представление вместо vh базисные функции, получим следующую систему
уравнений для нахождения коэффициентов cij, c в представлении up(x):

n∑
i=1

ni−1∑
j=1

cij

∫
Γ

p(x)ϕ′k,i(x)ϕ′j,i(x)dx+ c

∫
Γ

p(x)ϕ′k,i(x)ϕ′(x)dx+
n∑
i=1

ni−1∑
j=1

cij

∫
Γ

ϕk,i(x)ϕj,i(x)dQ+

+c

∫
Γ

ϕk,i(x)ϕ(x)dQ =

∫
Γ

ϕk,i(x)dF,

n∑
i=1

ni−1∑
j=1

cij

∫
Γ

p(x)ϕ′(x)ϕ′j,i(x)dx+ c

∫
Γ

p(x)ϕ′2(x)dx+
n∑
i=1

ni−1∑
j=1

cij

∫
Γ

ϕ(x)ϕj,i(x)dQ+

+c

∫
Γ

ϕ2(x)dQ =

∫
Γ

ϕ(x)dF.

Заметим, что коэффициенты этой системы уравнений образуют матрицу Грамма для ли-
нейно независимых функций ϕk,i, ϕ . Значит, определитель матрицы системы отличен от
нуля, откуда следует, что полученная система имеет единственное решение.

Рассмотрим вторую вспомогательную задачу
Ds− (piω

′
i) (x) +

x∫
0

ωidQi + (piω
′
i)(+0) = 0, i = 1, 2, ..., n,

n∑
i=1

pi(+0)ω′i(+0) = −1,

ωi(li) = 0, i = 1, 2, ..., n.

(7)
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Заметим, что для всех v ∈ E, удовлетворяющих условию v(∂Γ) = 0, верно равенство∫
Γ

pw′v′dx+

∫
Γ

vwdQ = v(0).

Будем искать приближенное решение wp задачи (7) в виде

wp(x) =
n∑
i=1

ni−1∑
j=1

dijϕj,i(x) + dϕ(x).

Аналогично предыдущей задаче, для всех vh ∈ Eh получаем равенство

〈wp, vh〉 = vh(0),

и коэффициенты dij, d могут быть найдены из системы уравнений

n∑
i=1

ni−1∑
j=1

dij

∫
Γ

p(x)ϕ′k,i(x)ϕ′j,i(x)dx+ d

∫
Γ

p(x)ϕ′k,i(x)ϕ′(x)dx+
n∑
i=1

ni−1∑
j=1

dij

∫
Γ

ϕk,i(x)ϕj,i(x)dQ+

+d

∫
Γ

ϕk,i(x)ϕ(x)dQ = 0

n∑
i=1

ni−1∑
j=1

dij

∫
Γ

p(x)ϕ′(x)ϕ′j,i(x)dx+ d

∫
Γ

p(x)ϕ′2dx+
n∑
i=1

ni−1∑
j=1

dij

∫
Γ

ϕ(x)ϕj,i(x)dQ+

+d

∫
Γ

ϕ2(x)dQ = 1.

Для нахождения приближенного решения uh задачи о деформациях струнной системы
на графе–звезде будем применять следующий алгоритм.

1. Находим описанным выше способом приближенное решение up задачи (5). Если
окажется, что |up(0)| < m, то полагаем, что uh = up.

2. Если up(0) ≥ m, то полагаем uh =
m− up(0)

wp(0)
wp + up.

3. Если up(0) ≤ −m, то полагаем uh =
−m− up(0)

wp(0)
wp + up.

Теорема 3. Функция uh, построенная по описанному выше алгоритму, является ре-
шением вариационного неравенства (4).

Теорема 4. Пусть u(x) — точное решение (3), uh(x) — приближенное решение, най-
денное по указанному выше алгоритму. Тогда

〈u− uh, u− uh〉 ≤ Ch,

где константа C не зависит от h.
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О ПОКРЫТИИ ЭЛЛИПСОИДА
РАВНЫМИ ГЕОДЕЗИЧЕСКИМИ КРУГАМИ
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1Институт динамики систем и теории управления им. В.М. Матросова СО РАН,
Иркутск
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В работе рассматривается задача построения оптимального покрытия эллипсоида гео-
дезическими кругами. Данная задача возникает при построении высокоточных геодезиче-
ских сетей, что требует оптимального размещения опорных точек [1], при создании карт
в различных проекциях [2], а также в системах типа GPS и ГЛОНАСС, где требуется
обеспечить эффективное покрытие земной поверхности зонами видимости спутников [3].
Частным случаем является задача покрытия сферы [4]. Для эллипсоида она существенно
усложняется из-за непостоянства его гауссовой кривизны, которая изменяется от полюсов
(K = b2/a4) до экватора (K = a/b2).

Под геодезической окружностью будем понимать совокупность точек, расположенных
на равном геодезическом расстоянии R до заданной точки Oi, называемой центром геоде-
зической окружности, а геодезический круг Ci представляет собой область на поверхности,
ограниченную геодезической окружностью.

Задачу построения оптимального (тончайшего) покрытия можно сформулировать сле-
дующим образом. Необходимо разместить n геодезических кругов Ci так, чтобы поверх-
ность S принадлежала объединению объектов, и радиус R был минимальным:

R→ min, (1)

∀ p ∈ S ∃ i : σ(Oi, p) 6 R, (2)

Oi ∈ S, i = 1, n. (3)

Целевая функция (1) минимизирует радиус покрытия. Условие (2) гарантирует, что любая
точка поверхности S принадлежит по крайней мере одному покрывающему объекту, а (3)
означает, что все центры объектов располагаются на поверхности S.

Решение задачи о покрытии включает два этапа:

1. Поверхность S разбивается на n областей с помощью геодезической диаграммы Во-
роного, которая строится по произвольному набору начальных точек.

2. Для каждой области диаграммы Вороного строится один покрывающий объект ми-
нимального радиуса, его центр находится с помощью чебышевского центра множе-
ства и оптико-геометрического подхода [5]. Далее строится новая диаграмма Во-
роного относительно найденных центров. Итерационный процесс продолжается до
выполнения критерия останова.

Отметим, что задача вычисления геодезического расстояния на эллипсоиде является
нетривиальной.

Рассмотрим эллипсоид S с центром в начале координат, заданный в параметрическом
виде:

x = a cosµ cos θ, y = b cosµ sin θ, z = c sinµ, θ ∈ [0, 2π], µ ∈
[
−π

2
,
π

2

]
,
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где a, b, c — полуоси эллипсоида, θ — долгота, µ — широта.
Геодезическое расстояние ds определяется из решения уравнения

ds2 = Hdµ2 +Gdθ2, (4)

где s – искомая функция, θ – независимая переменная, µ = µ(θ).
Для трехосного эллипсоида с полуосями a > b > c параметры H и G определяются по

следующим формулам:

H =
b2 sin2 µ+ c2 cos2 µ

h2
x − h2

y sin2 µ
(h2

y cos2 µ+ h2
z sin2 θ),

G =
a2 sin2 θ + b2 cos2 θ

h2
x − h2

z sin2 θ
(h2

y cos2 µ+ h2
z sin2 θ),

hx =
√
a2 − c2, hy =

√
b2 − c2, hz =

√
a2 − b2.

Уравнение в дифференциалах (4) преобразуется в нелинейное обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение второго порядка

2HGµ
′′

+HHθ(µ
′
)3 − (2HGµ −HµG)(µ

′
)2 + (2HθG−HGθ)µ

′ −GGµ = 0

с краевыми условиями
µ(θ0) = µ0, µ(θ1) = µ1

и решается численно.
Для оценки качества покрытия реализован численный метод расчета плотности покры-

тия. Проведены вычислительные эксперименты для различных эллипсоидов, найденные
покрытия сравнивались с аналогичными покрытиями для сфер, имеющих ту же площадь.

Работа выполнена в рамках госзадания Минобрнауки России по проекту “Теоретиче-
ские основы, методы и высокопроизводительные алгоритмы непрерывной и дискретной
оптимизации для поддержки междисциплинарных научных исследований”, № гос. реги-
страции: 121041300065-9.
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ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ИДЕНТИФИЦИРУЕМОСТЬ
ПРИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОМ СОЕДИНЕНИИ

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ
А.А. Ломов 1,2

1Институт математики им. С.Л.Соболева СО РАН, Новосибирск
2Новосибирский государственный университет

Рассмотрим линейную динамическую систему

αnxk+n + αn−1xk+n−1 + . . .+ α0xk = −βnuk+n − βn−1uk+n − . . .− β0uk, k = 1, N − n,

xk ∈ Rr, uk ∈ Rm, описываемую матричным уравнением A>x + B>u = 0 с клеточно-
теплицевыми матрицами

A> = A>(α)
.
=

[ α0 α1 ... αn 0
α0 α1 ... αn

... ... ...
0 α0 α1 ... αn

]
∈ R(N−n)r×Nr,

αi ∈ Rr×r, B> .
= A>(β), βi ∈ Rr×m, x .

= [x1; . . . ;xN ], u .
= [u1; . . . ;uN ]:

G>z = 0, G>
.
=
[
A>, B>

]
z
.
=

[
x
u

]
∈ RN(r+m). (1)

Подобного рода системы (в некотором смысле простейшие) используются для построения
линейных фильтров наблюдения в системах управления. Характерным примером является
задача фильтрации наблюдений ž ∈ RN(r+m) на основе решений уравнения (1), исследо-
ванная в [1, 2]:

J
.
= ‖ž − z‖2 → min

G>z=0
. (2)

При известной матрице G, kerG = 0, результатом фильтрации является точка

ẑ
.
= arg min

z
J =

[
I −GCG>

]
ž, C

.
=
(
G>G

)−1
; (3)

отсюда при рекуррентном вычислении ẑk+1
.
=

[
x̂k+1

ûk+1

]
по наблюдениям x̌1, . . . , x̌k, ǔ1, . . . , ǔk

с рекурсией вычисления матрицы C в проекторе (3) получаются уравнения [2] типа урав-
нений известного фильтра Калмана [3].

Существенной особенностью предложенного [1,2] подхода к фильтрации является сов-
местное решение двух задач: 1) вычисление проектора (2) и 2) адаптация (идентификация)
коэффициентов α = α(θ), β = β(θ), θ ∈ Rv фильтра «в пространстве траекторий» (3) по
критерию минимума целевой функции J(θ)

.
= ‖ž− ẑ(θ)‖2 (2). В отличие от других методов

адаптации (расширенный фильтр Калмана [3], настраиваемые рекуррентные фильтры [4]),
в фильтре Егоршина [1,2] решение задачи идентификации параметров осуществляется без
рекурсии по k, с использованием траекторий ž, ẑ «в целом», что приводит к алгоритмам [1]
типа обратных итераций с малой чувствительностью к начальному приближению [5]. В
определенном смысле подход [1, 2] к фильтрации и идентификации «в пространстве тра-
екторий» оказался предвестником ставшего широкоизвестным «поведенческого» («бихе-
виористического») подхода в теории систем [6,7].
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Необходимым условием единственности решения задачи идентификации
J(θ) → minθ является идентифицируемость параметров θ в смысле однозначности
отображения kerG>(θ) → θ. Для систем (1) идентифицируемость равносильна неразре-
шимости матричного уравнения G(θ′)−G(θ) = G(θ)P относительно квадратной матрицы
P 6= I и вектора параметров θ′ 6= θ. Это является следствием общего подхода к исследова-
нию идентифицируемости на основе равносильных преобразований уравнений системы [8].
В локальном случае уравнение неидентифицируемости имеет вид dG(θ, dθ) = G(θ) dP .
Задача исследования идентифицируемости становится нетривиальной в многомерных
системах (1) с r > 1; ранговые критерии в терминах «малых» матриц αi, βi были получены
в [9].

Условия идентифицируемости параметров нескольких систем вида (1), соединенных
параллельно, изучались в [10].

В настоящей работе рассмотрен случай последовательного соединения двух систем
вида (1). Этот случай сложен тем, что «внутренние» траектории системы (являющиеся
выходом первой системы и одновременно входом второй системы) не наблюдаются на-
прямую. Показано, что данная задача сводится к случаю системы с возмущениями из
линейного многообразия, представленного базисной матрицей, зависящей от параметров.
При постоянной базисной матрице эта задача изучалась в [11,12], ввиду чего здесь среди
новых утверждений формулируются и модификации теорем [11,12].

Пусть даны две системы вида (1) с матрицами
[
A>2 , B

>
e

]
и
[
A>e , B

>
1

]
. Последовательным

соединением назовем систему уравнений[
A>2 B>e 0
0 A>e B>1

]xe
u

 = 0; (4)

здесь u является входом, x— выходом, а e— внутренними переменными последовательного
соединения. Решением задачи фильтрации при известных матрицах A2, Be, Ae, B1 будет
значение переменных x, u, e, минимизирующих целевую функцию

J = ‖x̌− x‖2 + ‖ǔ− u‖2 → min . (5)

При замене

S
.
= GCF, F

.
= G>S, G>

.
=

[
A>2 0
0 B>1

]
, F

.
=

[
B>e
A>e

]
, z

.
= [x;u] (6)

задача (4), (5) принимает вид J(z, e) = ‖ž−z‖2 → minG>z=−Fe и становится эквивалентной
задаче

J(z, π) = ‖ž − z − Sπ‖2 → min
G>z=0

, (7)

которая исследовалась в [11,12]; (7) можно трактовать как задачу (2) с дополнительными
возмущениями Sπ из линейного многообразия imS, представленного базисной матрицей S.
В отличие от [11,12], здесь матрица S = GCF = S(θ) зависит от параметров θ.

Пусть H = H(θ) — базисная матрица для kerG> = imH. Как и в [11, 12], под иденти-
фицируемостью параметра θ понимаем взаимную однозначность отображения

θ 7→ imH(θ) + imS(θ) (8)

в некоторой области θ ∈ Θ ⊆ Rv. Если Θ — малая окрестность точки θ, то говорится о
локальной идентифицируемости.
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Предложение 1. Параметр θ идентифицируем в области Θ тогда и только тогда,
когда система уравнений [

∆H ∆S
]

=
[
H S

] [∆PHH ∆PHS
∆PSH ∆PSS

]
(9)

относительно матриц ∆H
.
= H(θ + ∆θ) − H(θ), ∆S

.
= S(θ + ∆θ) − S(θ), ∆PHH , ∆PHS,

∆PSH , ∆PSS при θ+∆θ ∈ Θ имеет единственное решение
[
∆H ∆S

]
= 0. Ввиду линейной

независимости столбцов объединенной матрицы
[
H S

]
последнее равенство равносильно

условию
[
∆PHH ∆PHS
∆PSH ∆PSS

]
= 0.

В силу условия S = GCF имеем imS ⊆ imG, тогда верен следующий вариант предло-
жения 1.

Предложение 2. Параметр θ идентифицируем в области Θ тогда и только тогда,
когда система уравнений

G>
[
∆H ∆S

]
= F

[
∆PSH ∆PSS

]
(10)

имеет единственное решение
[
∆H ∆S

]
= 0. Ввиду линейной независимости столбцов

матрицы F последнее равенство равносильно условию
[
∆PSH ∆PSS

]
= 0.

При малых отклонениях dG, dH верно равенство G> dH + dG> · H = d
(
G>H

)
= 0,

в силу чего имеет место следующий критерий локальной идентифицируемости.
Предложение 3. Параметр θ локально идентифицируем тогда и только тогда, когда

система уравнений
dG> ·

[
H, GCF

]
=
[
F dQ, dF + F dP

]
(11)

относительно матриц dG
.
= G(θ + dθ) − G(θ), dF

.
= F (θ + dθ) − F (θ), dQ, dP имеет

единственное решение dG = 0, dF = 0, dQ = 0, dP = 0.
Далее привлекаем определения (6).
Теорема. Для матриц G = G(θ), F = F (θ) вида (6) параметр θ локально идентифи-

цируем тогда и только тогда, когда система уравнений
dA2 = A2 dP2,

dB1 = B1 dP1,

dAe = Ae dP1 + dP · Ae,
dBe = Be dP2 + dP ·Be

имеет единственное решение dP1 = 0, dP2 = 0, dP = 0.
Теорема является обобщением случая S = 0, при котором исследуемая задача имеет

вид (2) с уравнением неидентифицируемости dG> · H = 0 или Gθ+ dθ = Gθ (I + dP ) или
dG = G dP ; как отмечено выше, для этого случая ранговые критерии получены в [9].

Заметим, что если бы сигнал e был наблюдаем, то условие идентифицируемости при-
няло бы вид (см. (4)) 

dA2 = A2 dP2,

dB1 = B1 dP1,

dAe = Ae dP1,

dBe = Be dP2

⇒ dP1,2 = 0.
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Таким образом, при наличии ненаблюдаемых напрямую внутренних переменных e в си-
стеме уравнений неидентифицируемости в условии теоремы появляются дополнительные
слагаемые.

Схема доказательства теоремы.
Приведем ряд вспомогательных утверждений.

Лемма 1. Пусть A
.
=


a0 0
... ...

anA a0

... ...
0 anA

 6= 0 и B
.
=


b0 0
... ...

bnB b0

... ...
0 bnB

 6= 0 — клеточно-

теплицевые матрицы клеточной размерности соответственно N×(N − nA) и N×(N − nB)
(N — число клеточных строк, N − nA, N − nB — числа клеточных столбцов), и пусть
N > nA + nB > 1. Все клетки в A имеют размерность m× rA, все клетки в B имеют раз-
мерность m× rB. Утверждается, что матричное уравнение B = AX, в котором A обозна-
чает матрицу, столбцы которой образуют базис линейного подпространства kerA> ⊂ RNm,
неразрешимо относительно матрицы X. Или (равносильно) A>B 6= 0.

Лемма 2. Пусть A,B — клеточно-теплицевые матрицы из условия леммы 1.Тогда
уравнение AQ+ AP = B относительно матриц P,Q подходящей размерности (с одинако-
вым количеством столбцов, равным количеству столбцов B) влечет P = 0, AQ = B.

Лемма 3. Уравнение dG> ·H = F dQ равносильно уравнению

dG = G dP +H dX> · F> (12)

с некоторыми матрицами dP , dX подходящей размерности.
Лемма 4. При последовательном соединении (6) уравнение (12):

dG = G dP +H dX> · F> −

равносильно системе уравнений[
dA2 0
0 dB1

]
=

[
A2 0
0 B1

] [
dP2 0
0 dP1

]
+

[
A2 0
0 B1

]
dX> ·

[
Be Ae

]
(13)

для некоторых матриц dP1,2, dX подходящей размерности.
Лемма 5. Система уравнений (13) равносильна системе уравнений{

dA2 = A2 dP2 + A2 dY1 · Ae>Be,

dB1 = B1 dP1 +B1 dY2 ·Be
>
Ae

(14)

для некоторых матриц dY1,2 подходящей размерности.
Для лучшего понимания уравнений (14) можно иметь ввиду, что следующие три усло-

вия равносильны:

kerA>e ∩ kerB>e = 0 ⇔ rankAe
>
Be = max ⇔ rankBe

>
Ae = max .

Нетрудно увидеть, что эти условия есть необходимое условие восстанавливаемости сигна-
ла e при последовательном соединении (4).
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Лемма 6. При последовательном соединении (6) первое уравнение системы (11):
dG> ·H = F dQ — равносильно системе уравнений{

dA2 = A2 dP2,

dB1 = B1 dP1

для некоторых матриц dP1,2 подходящей размерности.
Из лемм 3–6 следует, что матричное уравнение (11) в условии предложения 3 равно-

сильно системе уравнений 
dA2 = A2 dP2,

dB1 = B1 dP1,

dG> ·GCF = dF + F dP.

Ввиду выражений (6) для матриц G,F можем переписать эту систему уравнений в рав-
носильном виде 

dA2 = A2 dP2,

dB1 = B1 dP1,

dAe = Ae dP1 + dP · Ae,
dBe = Be dP2 + dP ·Be,

(15)

переобозначив − dP> как dP .
Заменив матричное уравнение (11) в условии предложения 3 на равносильную систему

уравнений (15), придем к утверждению теоремы.

Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики
им. С.Л. Соболева СО РАН (проект № FWNF-2022-0008).
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ФИЛЬТРАЦИИ
В ПРОТАИВАЮЩЕМ СНЕГЕ И ГРУНТЕ

Т.А. Пекарская 1,2, А.Н. Сибин 1,2,3

1Алтайский государственный университет, Барнаул
2Новосибирский национальный исследовательский государственный университет
3Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск

,

Фильтрация раствора солей в протаивающем снеге и верхнем слое грунта оказывает
значительное влияние на формирование весеннего речного водотока, особенно в север-
ных регионах. Талая вода, образующаяся в результате снеготаяния, не только пополняет
водоемы, но и переносит с собой различные химические примеси и соли, накопленные
в снежном покрове за зимний период [1]. Динамика жидкости в снежном покрове опре-
деляет количество и скорость вымывания этих загрязняющих веществ, что подчеркивает
важность глубокого понимания процессов фильтрации.

Интенсивное использование технической соли для борьбы с гололедом приводит к эко-
логическим проблемам, так как соль легко смывается талой водой и попадает в почву и
водоемы. В работе [2] исследуется эффективность дорожных смесей с различным содержа-
нием соли. Существующие эмпирические модели часто не учитывают пористую структуру
снега и неравномерное распределение загрязняющих веществ [3], что затрудняет точную
оценку их воздействия.

В работе [4] рассматривается процесс замерзания и оттаивания грунта с учетом влия-
ния растворенной соли, но игнорируются фильтрационные свойства грунта. В работах [5,6]
учитывают капиллярные силы и движение воды и воздуха, но не рассматриваются изме-
няющиеся фильтрационные свойства грунта при замерзании воды и изменении пористо-
сти грунта. Для оценки подземного стока в работах [7, 8] проведены экспериментальные
исследования влияния различных химических растворов на коэффициент фильтрации
глинистых грунтов. Коэффициент фильтрации в них увеличивается с ростом концентра-
ции водных растворов солей. Это создает необходимость разработки более сложных мно-
гомерных моделей, которые будут учитывать взаимодействие между снегом и грунтом
одновременно.

В докладе рассматривается математическая модель, в которой протаивающий грунт
и снег на его поверхности считается четырехфазной средой, состоящей из воды, возду-
ха, льда и грунта. Для описания процесса фильтрации воды с динамически нейтральной
примесью и воздуха в пористом скелете используется уравнение сохранения массы для
каждой из фаз с учетом фазовых переходов, уравнение двухфазной фильтрации, учиты-
вающее взаимодействие между водой и воздухом, уравнение теплового баланса, которое
позволяет учитывать изменения температуры в системе, движение растворенной примеси
описывается уравнением конвективной диффузии из работы [9] с коэффициентом диффу-
зии из работы [10]. Пористость талого грунта задана как постоянная величина. Частицы
грунта и льда образуют твердый пористый скелет грунта, который считается неподвиж-
ным. Интенсивность фазового перехода «вода–лед» считается заданной функцией, зави-
сящей от температуры и опирается на идеи из работ [11,12].

На основании этих предположений была получена замкнутая система дифференциаль-
ных уравнений для определения пористости, водонасыщенности, температуры, переноса
растворенной в воде примеси и выведены соотношения для определения скоростей филь-
трации воды и воздуха.
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В рамках предложенной модели разработана разностная схема. При аппроксимации
нелинейного вырождающегося решения уравнения водонасыщенности, уравнения для тем-
пературы и уравнения для концентрации примеси использована разностная схема для мо-
дели Маскета –Леверетта с направленной разностью для конвективного слагаемого. Урав-
нение для пористости аппроксимируется разностной схемой Рунге –Кутты второго поряд-
ка точности. Система нелинейных алгебраических уравнений решается методом простой
итерации по нелинейности: значения искомых функций подставляются из предыдущей
итерации, что позволяет свести систему к линейному виду.

Для численного решения одномерной задачи фильтрации растворенной в воде примеси
на начальном этапе задаются значения водонасыщенности, температуры и пористости. На
верхней границе задаются температура и давление воздуха при условии отсутствия ветра
на поверхности. На нижней границе устанавливаются температура и условия непротека-
ния для всех фаз. Нижняя граница выбирается на такой глубине, чтобы фильтрационный
поток не доходил до нее.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№ 24-71-00058).
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ВНУТРЕННИЕ ВОЛНЫ И ПЕРЕМЕШИВАНИЕ
В СТРАТИФИЦИРОВАННЫХ ГЛУБОКОВОДНЫХ ТЕЧЕНИЯХ

С.К. Тарасов

Новосибирский государственный университет

Развитие сдвиговой неустойчивости в гравитационных придонных течениях, приводя-
щее к турбулентному перемешиванию и формированию слоев смешения, является важ-
ной составляющей в динамике гравитационных течений. Для моделирования сдвиговых
течений с учетом турбулентного перемешивания используются математические модели,
обобщающие классическую теорию мелкой воды. Модели трехслойного гидростатическо-
го течения с массообменом в приближении Буссинеска построены, исследованы и вери-
фицированы в [1]. Метод построения длинноволновых моделей, основанный на слоистом
представлении течения с массообменом между слоями, предложен в [2]. Равновесная мо-
дель слоя смешения предложена в работе [3]. Приведенный в [4] учет негидростатичности
распределения давления во внешних слоях позволяет применить трехслойную модель для
описания процессов перемешивания при обрушении уединенных внутренних волн.

В работе рассматривается упрощенный вариант моделей трехслойного сдвигового тече-
ния стратифицированной жидкости, предложенных для описания развития слоев смеше-
ния [2] и обрушения внутренних волн большой амплитуды [4]. Упрощение состоит в том,
что верхний слой жидкости считается пассивным (бесконечно толстым и покоящимся).
В рамках рассматриваемой модели для гидростатических течений определены понятия
сверхкритического (докритического) течения и решена задача о формировании стацио-
нарного слоя смешения. Показано, что в зависимости от числа Фруда набегающего потока
реализуется монотонный или осциллирующий слой смешения. Построены решения с силь-
ным разрывом, моделирующие внутренние гидравлические прыжки. Учет негидростатич-
ности распределения давления в нижнем слое позволяет получить стационарные решения
в форме уединенных волн второй моды, примыкающих к заданному постоянному потоку.
Проведены нестационарные расчеты, иллюстрирующие формирование и эволюцию уеди-
ненных волн большой амплитуды, индуцирующих сдвиг скорости в слоях и вовлечение
жидкости в промежуточную прослойку.
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1. Вводная информация

В данной статье рассматриваются проекционные статистические оценки, используемые
в методе Монте-Карло для решения задач переноса поляризованного излучения в рассеи-
вающих и поглощающих средах. Такие задачи имеют важное значение при моделировании
световых потоков в атмосфере, биологических тканях и других оптически активных сре-
дах, где учитываются сложные угловые и временны́е характеристики излучения.

Математическая модель основывается на стационарном интегродифференциаль-
ном векторном уравнении переноса, в которое включен вектор Стокса и фазо-
вая матрица рассеяния [1]. Компоненты вектора Стокса — I, Q, U, V, — описыва-
ют интенсивность, степень линейной и круговой поляризации [2]. Вектор-функция
Φ(r, ω) =

(
Φ(1)(r, ω),Φ(2)(r, ω),Φ(3)(r, ω),Φ(4)(r, ω)

)T описывает распределение этих вели-
чин в пространстве и по направлениям. Здесь r — точка в пространстве R3, ω — единичный
вектор направлений. Учет поляризационных эффектов достигается введением фазовой
матрицы рассеяния R(ω′, ω, r), состоящей из 16 элементов, каждый из которых может
зависеть от углов и координат.

Рассмотрим стационарное интегродифференциальное векторное уравнение переноса
поляризованного излучения (см., например, [1]):

ω∇Φ(r, ω) + σ(r)Φ(r, ω) =

∫
Ω

σs(r)P (ω′, ω, r)Φ(r, ω′) dω′ + I0(r, ω),

или в коротком операторном представлении LΦ + σΦ = SΦ + I0. Здесь σs – коэффици-
ент рассеяния, σ = σs + σc – коэффициент ослабления, σc – коэффициент поглощения;
P (ω′, ω, r) = L(π − i2)R(ω′, ω, r)L(−i1), R(ω′, ω, r) — фазовая матрица рассеяния, L(i) —
матрица поворота, явный вид которой можно найти, например, в работе [1]; i1 — угол
между плоскостью рассеяния ω′, ω и плоскостью ω′, s; i2 — угол между плоскостью ω′, ω
и плоскостью ω, s; s — единичный вектор оси OZ локальной системы координат, I0 —
вектор-функция распределения источника излучения.

Матрица R нормируется следующим образом:
∫1

−1
r11(µ) dµ = 1. Новое направление ω

после рассеяния фотона определяется зенитным углом θ и азимутальным углом ϕ. Коси-
нус µ угла θ моделируется по индикатрисе r11. После выбора нового направления углы i1
и i2 можно найти, используя формулы сферической тригонометрии.

В предположении изотропности среды получаем наиболее простую “феноменологиче-
скую” марковскую модель переноса поляризованного излучения. Единственное различие
со стандартной скалярной моделью состоит в том, что индикатриса рассеяния заменяется
на матрицу рассеяния, которая преобразует вектор Стокса, ассоциированный с некоторым
“фотоном”, в точке рассеяния [1] по формуле Φ(r, ω) = P (ω′, ω, r) ·Φ(r, ω′). Формулы для
пересчета вектора Стокса после рассеяния можно найти, например, в работе [1].
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2. Параметры временно́й асимптотики поляризованного излучения

Одним из ключевых результатов данной работы является анализ временны́х харак-
теристик интенсивности излучения. Для скалярной модели неполяризованного излуче-
ния известно [3], что временна́я асимптотика потока частиц описывается экспонентой
Φ(1)(r, ω, t) ∼ C(r, ω, t)eλ

∗t с параметром, являющимся ведущим характеристическим чис-
лом однородного стационарного уравнения переноса излучения

LΦ(1) + (σ + λ/v)Φ(1) = SΦ(1),

со стандартными граничными условиями [3]. Здесь v — скорость частиц.
В поляризованном случае аналогичный результат подтвержден численно и частично

аналитически ( [5, 6]). Показано, что в пространственно однородной среде (бесконечной
или полубесконечной) независимо от типа поляризации λ∗ = λ∗∞ = −σcv, в ограниченных
слоях наблюдается различие между скалярной и векторной асимптотикой λ∗S 6= λ∗V , т. е. де-
поляризация потока частиц несколько запаздывает относительно выхода на асимптотику.
Здесь λ∗S и λ∗V — значения параметра асимптотики для скалярного (без учета поляризации)
и векторного (с учетом поляризации) случаев соответственно ( [7, 8]).

Для более точного описания временной динамики предлагается разложение вектора
интенсивности по базису, ортонормированному с весом e−σcvt на (0,∞):

Φ(r, ω, t) = C(r, ω)e−σcvt
∞∑
i=0

aiΨi(t), где
∞∫
0

e−σcvtΨi(t)Ψj(t)dt = δij.

Выбор полиномов Лагерра позволяет аналитически выразить коэффициенты разложе-
ния и использовать их в численном моделировании

ai = C−1(r, ω)

∞∫
0

Φ(t)Ψi(t) dt.

3. Двумерная рандомизированная проекционная оценка метода Монте-
Карло в пространстве угловых переменных

Понятие “сферической гармоники” хорошо известно среди специалистов и часто при-
меняется при решении задач, связанных с процессом переноса излучения в плоско-
параллельных средах [1,9]. При данном подходе решение задачи ищется в виде разложения
в ряд по сферическим гармоникам, построенным на основе присоединенных функций Ле-
жандра. В работе [10] для задачи переноса излучения с поверхности или на поверхность,
когда излучение оценивается на поверхности в пределах телесного угла 2π, был пред-
ложен новый класс функций, названный “полусферическими гармониками”, основанный
на присоединенных полиномах Якоби с параметрами (0,1). Предложенная система “гар-
моник” ортогональна на полусфере с весом µ = cos(θ), где θ – зенитный угол. Данный
вид “гармоник” можно рассматривать как обобщение классических “сферических гармо-
ник”. Затем в работе [11] была доказана полнота системы “полусферических гармоник”
и выведен аналитический вид квадрата их нормы. Используя эти теоретические резуль-
таты, в работе [12] был построен двумерный рандомизированный проекционный метод
и проведены расчеты двунаправленных угловых характеристик поляризованного излуче-
ния. Дальнейшего исследования свойств “полусферических гармоник” на основе полино-
мов Якоби с параметрами (0,1) не проводилось.
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Будем рассматривать перенос частиц через плоский слой 0 < z < H от располо-
женного в точке (0, 0,−1) источника вида Φ0(ω) = δ(ω − ωi)Φ0, где ωi — направле-
ние падения начального излучения. При этом выполняются следующие соотношения:
Φ0 =

(
Φ

(1)
0 ,Φ

(2)
0 ,Φ

(3)
0 ,Φ

(4)
0

)T , Φ
(1)
0 ≥ 0, Φ

(1)2
0 ≥ Φ

(2)2
0 + Φ

(3)2
0 + Φ

(4)2
0 . Пусть ωi — направле-

ние падающего излучения, ωr — направление отраженного излучения, ωt — направление
прошедшего через слой излучения. Нас интересует, как распределены направления рассе-
янного слоем излучения.

На внешней границе z = H слоя плотность полного потока излучения (освещенность
границы слоя) равна

PH(ωi) =

∫
Ω+

Φ(1)(ωi, ωr)µr dωr =

2π∫
0

1∫
0

µr Φ(1)(ωi, µr, ϕr) dµr dϕr,

где µr = (ωr, n), ωr — зенитный угол, ϕr — азимутальный угол.
Угловая плотность Φ

(1)
s (r, µ, ϕ) распределения по µ и ϕ потока излучения в точке r на

границе слоя равна
Φ(1)
s (r, ωi, µr, ϕr) = |µr|Φ(1)(r, ω, µr, ϕr). (1)

Угловое распределение интенсивности отраженного излучения (при интегрировании
по полусфере направлений Ω+ на верхней границе среды z = H)

IRR(ωi, µr, ϕr) = Φ(1)
s (ωi, µr, ϕr)/PH(ωi), µr ∈ (0, 1), ϕr ∈ (0, 2π), (2)

или проходящего излучения (при интегрировании по полусфере направлений Ω− на ниж-
ней границе среды z = 0) находится из соотношения

ITR(ωi, µt, ϕt) = Φ(1)
s (ωi, µt, ϕt)/PH(ωi), µt ∈ (−1, 0), ϕt ∈ (0, 2π). (3)

Описанную функцию плотности можно рассматривать как двунаправленную функ-
цию отражательной способности с учетом подповерхностного переноса поляризованно-
го излучения (в англоязычной литературе — Bidirectional Scattering-Surface Reflectance
Distribution Function). Для получения BSSRDF необходимо насчитать массив плотностей
вида (2),(3) для некоторого набора начальных направлений {ωki , k = 1, 2, ..., K}.

По аналогии с (1) рассмотрим вектор-функцию Φs(h, µ, ϕ) углового распределения
по µ и ϕ потока рассеянного излучения на поверхности z = h, 0 ≤ h ≤ H вида
Φs(h, µ, ϕ) = |µ|Φ(h, µ, ϕ), где µ = ωz, ϕ — азимутальный угол, причем µ ∈ (0, 1) со-
ответствует выходящему вверх из слоя 0 < z < h излучению, а µ ∈ (0,−1) — рассеянному
обратно излучению.

“Векторный” полный поток равен

PH =

∫
Ω+

Φ(h, ω) |µ| dω =

2π∫
0

1∫
0

|µ|Φ(µ, ϕ) dµdϕ.

Таким образом, можно оценить не только угловые характеристики интенсивности поляри-
зованного излучения Φ(1), но и другие компоненты вектора Стокса Φ(2),Φ(3),Φ(4). Это поз-
воляет оценить угловые распределения такой важной для исследователей характеристик
частично поляризованного излучения как степень поляризации. В работе [12] для оценки
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данных функционалов был построен метод Монте-Карло, основанный на ортогональном
разложении функции Φ(h, µ, ϕ) по ортонормированному базису {Hi,j(x, y), i = 0, ...∞,
j = −i, .., i}, в L2,µ(Ω), такому что

2π∫
0

1∫
0

µHi,k(µ, ϕ)Hj,l(µ, ϕ)) dµ dϕ =

{
1, i = j, k = l
0, иначе.

В качестве базисных полиномов рассматривались преобразованные “полусферические
гармоники” с заменой переменных x = 2µ − 1 и перенормировкой для сохранения орто-
нормальности относительно новой переменной:

Коэффициенты полученного разложения

Φs(µ, ϕ) = µ
∞∑
i=0

i∑
j=−i

ai,jHi,j(µ, ϕ), где ai,j =

2π∫
0

1∫
0

Φs(µ, ϕ)Hi,j(µ, ϕ)dµdϕ

находятся с помощью оценок метода Монте-Карло [12].

4. Численные результаты

Пусть полупространство y > 0 заполнено рассеивающим и поглощающим веществом,
а источник излучения расположен в точке rs = (0,−1, 0) и испускает фотоны вдоль еди-
ничного вектора нормали ns = (0, 1, 0). Для простоты рассмотрим v = 1. Алгоритм моде-
лирования переноса поляризованного излучения, использованный в наших расчетах ме-
тодом Монте-Карло, можно найти, например, в работе [13]. Вычисления проводились для
N = 108 траекторий.

Для задачи оценки временно́го распределения векторной интенсивности излучения на
границе полупространства коэффициенты разложения в ряд и их стандартные отклонения
приведены в таблице 1.

Таблица 1. Коэффициенты временно́го распределения интенсивности излучения αi
и соответствующие стандартные отклонения σN

i σc = 0.2 σc = 0.1 σc = 0.05
αi σN ,% αi σN ,% αi σN ,%

Аэрозольное рассеяние
0 0.4472136 0.0000005 0.3162277 0.0000007 0.2236068 0.0000005
1 0.0294755 0.1402072 0.0482726 0.0547818 0.0602943 0.0284492
2 -0.0053623 0.7177656 0.0054198 0.4636213 0.0215079 0.0756294
3 -0.0074681 0.4921465 -0.0055536 0.4273886 0.0057120 0.2685246
4 -0.0053438 0.7476046 -0.0078197 0.2815259 -0.0015857 0.9053434
5 -0.0034303 1.7386488 -0.0073554 0.2684813 -0.0049757 0.2764703

Молекулярное рассеяние
0 0.4472136 0.0000005 0.3162277 0.0000007 0.2236068 0.0000005
1 0.1038617 0.0335651 0.1190196 0.0185948 0.1141121 0.0121771
2 0.0294893 0.1119991 0.0610704 0.0351335 0.0757140 0.0185280
3 0.0018840 1.7184295 0.0320395 0.0638317 0.0534029 0.0253844
4 -0.0093916 0.3947262 0.0151790 0.1270447 0.0384428 0.0337756
5 -0.0137471 0.4277478 0.0047505 0.3720200 0.0277165 0.0445280

Первый коэффициент здесь представляет собой
√
σc, по построению метода. Можно

заметить, что коэффициенты αi довольно быстро убывают с ростом номера i. Это означа-
ет, что для аппроксимации интенсивности излучения можно использовать относительно
небольшое количество членов ряда.
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Для пространственно-угловой задачи, описанной в разделе 3, коэффициенты соответ-
ствующего разложения приведены в таблице 2. Аналогично, можно заметить убывание
коэффициентов, однако оно не монотонно, более того коэффициенты разложения знако-
произвольны.

Таблица 2. Коэффициенты углового распределения интенсивности излучения ai

i ai,0 ai,1 ai,2 ai,3 ai,4 ai,5
Молекулярное рассеяние, 45↓ H=1

0 0.56418958
1 -0.09666714 -0.05311955
2 0.00671478 -0.00399171 0.2101993
3 0.00511568 0.00187376 -0.00989916 0
4 -0.00303621 -0.00068508 0.00530712 0 0
5 0.00089704 0 -0.00301011 0 0 0

Аэрозольное рассеяние, 45↑ H=1
0 0.56418958
1 -0.00474036 0.43962412
2 -0.06920229 0.0461520 0.20712773
3 -0.01868589 -0.01474585 0.03685193 0.09415937
4 -0.00329801 -0.02239394 0.00320044 0.02376149 0.04383586
5 0.00533368 -0.06208675 -0.01221249 0.04695470 0.01408333 0

5. Заключение

Рассматриваются задачи распространения излучения из точечного источника в полу-
пространстве либо слое, заполненном рассеивающей и поглощающей средой. Моделирует-
ся распространение 108 траекторий, анализируются угловые и временные распределения
на границе среды. Результаты представлены в виде коэффициентов разложения.

Для оценки временны́х характеристик поляризованного излучения в рассеивающей
среде используется базис на основе полиномов Лагерра, что позволяет получить аппрок-
симацию на всей временной прямой, включая доасимптотические времена.

Для оценки пространственно-угловых характеристик используются преобразованные
“полусферические гармоники”, обладающие свойствами ортогональности на полусфере
с весом µ. Доказана полнота данной системы, приведен аналитический вид ее элементов
и нормы. Такие “гармоники” применяются для оценки плотностей отраженного и про-
шедшего через слой излучения, что позволяет восстановить функцию двунаправленной
отражательной способности (BSSRDF).

Работа выполнена в рамках госзадания ИВМиМГ СО РАН (проект FWNM-2025-0002).
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МОЛЕКУЛЯРНО-ДИНАМИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ТЕРМОДИНАМИКИ ФУЛЛЕРЕНОВ В ГАЗОВОЙ СМЕСИ

А.С. Челнокова

Национальный исследовательский Томский государственный университет

Наноструктуры на основе углерода, такие как фуллерены, привлекли широкое внима-
ние исследователей по всему миру благодаря своим уникальным свойствам. В наномасшта-
бе одним из устоявшихся подходов к изучению пористых структур является молекулярно-
динамическое (МД) моделирование. Оно особенно полезно для количественной оценки ос-
новных взаимодействий и динамических процессов. Данное исследование посвящено чис-
ленному моделированию динамики фуллерен-газовой смеси в выделенном объеме.

В рамках подхода атом-атомных взаимодействий и с использованием теории сфери-
ческих потенциалов рассматривается состояние гелий-ксенон и гелий-азот фуллереновой
смеси в однородных условиях.

Пусть в некотором представительном объеме V газовой среды находятся N частиц газа
одной компоненты, M −N частиц второй компоненты и фуллерены, состоящие из L−M
атомов углерода. Тогда уравнения движения частиц первой компоненты будут иметь вид

m1
dvli
dt

= −
N∑
k=1,
k 6=i

∂U11(ρik)

∂xlk
−

M∑
k=N+1

∂U12(ρik)

∂xlk
−

L∑
k=M+1

∂U13(ρik)

∂xlk
, i = 1, ..., N, l = 1, 2, 3. (1)

Здесь vli – проекция i-й частицы первой компоненты газа на l-ю ось координат; m1 – масса
частицы газа первой компоненты; U11 – потенциал парных взаимодействий для частиц
первой компоненты газа; U12 – потенциал смешанных взаимодействий частиц газа пер-
вой и второй компонент; U13 – потенциал смешанных взаимодействий частиц газа первой
компоненты с атомами углерода в фуллеренах; xli – декартовы координаты k-й частицы;

ρ =
√∑3

l=1(xli − xlk)2 – расстояние между i-й и k-й взаимодействующими частицами.
Аналогично можно записать уравнения движения частиц второй компоненты газа.
Каждый из упомянутых потенциалов может иметь свою функциональную зависимость

от расстояния между силовыми центрами. Однако в представленных здесь расчетах ис-
пользуется форма потенциала Леннарда –Джонса для всех парных взаимодействий, а кон-
кретные пары отличаются лишь параметрами выбранного потенциала.

Поскольку все потенциалы зависят от расстояний между силовыми центрами (атома-
ми и простыми молекулами газовой фазы), а интегрирование уравнений (1) дает лишь
скорости этих частиц, то для замыкания уравнений движения газовых частиц необходимо
выписать следующие кинематические соотношения:

dxli
dt

= dvli, i = 1, ...,M, l = 1, 2, 3. (2)

Фуллерен является крупной углеродной молекулой, которая перемещается поступа-
тельно вместе со своим центром масс и вращается вокруг него. Центр масс движется как
материальная точка, имеющая массу фуллерена и находящаяся под действием главного
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вектора внешних по отношению к рассматриваемой молекуле сил. В проекциях на оси
абсолютного базиса уравнения движения центра масс первого фуллерена имеют вид

mf
dvlc
dt

= −
L∑

i=K+1

(
N∑
k=1

∂U13(ρik)

∂xlk
+

M∑
k=N+1

∂U23(ρik)

∂xlk
+

K∑
k=M+1

∂U33(ρik)

∂xlk

)
. (3)

Здесь mf – масса фуллерена; vlc – проекции скорости центра масс фуллерена.
Уравнения (3) также замыкаются кинематическими соотношениями:

dxlc
dt

= vlc, l = 1, 2, 3. (4)

Следует обратить внимание на то, что фуллерен достаточно крупная молекула и ки-
нетическая энергия его вращений может превосходить кинетическую энергию его же
трансляционных движений. Поэтому следует записать уравнения вращательного движе-
ния фуллерена:

d

dt

(
3∑

k=1

Alkωxk

)
= Lxl , l = 1, 2, 3. (5)

Здесь Alk – компоненты тензора инерции, которые в процессе численных расчетов вы-
числяются для каждого k-го силового центра на каждом временном шаге в абсолютной
системе координат; ωxk – компоненты вектора мгновенной угловой скорости; Lxl – проек-
ции моментов сил, действующих на фуллерен.

Следуя теореме о сложении скоростей, для каждого атома фуллерена можем записать:

vk = vc + ω × rk, k = M −N, ..., N.

Тогда координаты атомов углерода в фуллеренах можно найти из кинематических соот-
ношений:

drk
dt

= vk, (6)

где rk – радиус вектор положения k-го атома углерода в абсолютном базисе, vk – его вектор
скорости.

Уравнения (1)–(6) интегрируются при следующих начальных условиях:

t = 0, xlk = x0l
k , vlk = v0l

k , xlc = x0l
c , vlc = v0l

c , k = 1, ..., N, l = 1, 2, 3. (7)

Здесь индексом ноль вверху обозначены начальные значения координат и скоростей ато-
мов и молекул рассматриваемой системы перемещающихся частиц.

В результате расчетов находятся мгновенные значения скоростей атомов газовых ча-
стиц и центров масс крупных молекул (фуллеренов), а также проекции угловых скоростей
фуллеренов. По этим данным можно определить трансляционную энергию каждой газо-
вой частицы и трансляционную и вращательную энергии фуллеренов.

Расчеты состояния смеси газовых составляющих с различной молекулярной массой
показали, что равновесие в системах частиц определенного сорта устанавливается за раз-
личное время. Для гелия и азота оно достигается за 1 нс, для ксенона – за 10 нс.
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Рис. 1. Осредненные по ансамблю частиц газа и по интервалу в 1 нс значения энергии для атомов
гелия и молекул азота за время расчета 10 нс

Используются три интервала осреднения: 1, 10 и 30 нс; расчеты показали, что ни один
из них не обеспечивает равенство необходимых энергий в отношении фракции фуллеренов.
Энергия вращения фуллеренов существенно отличается от энергии их трансляционных
движений. Каждая из этих характеристик испытывает долгопериодические возмущения.
При этом их среднеарифметическая величина приближается к энергии, отвечающей за-
данной температуре системы лишь на интервале осреднения, существенно превышающем
30 нс.

Рис. 2. Мгновенные значения средней по ансамблю из 8 фуллеренов C60 энергии трансляционного
и вращательного движений за время расчета 10 нс

Работа поддержана Региональным научно-образовательным математическим цен-
тром Томского государственного университета, финансируемым Минобрнауки РФ
в рамках мероприятий по созданию и развитию региональных НОМЦ (Соглашение
№ 075-02-2025-1728/2).
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ОЦЕНКИ ЁМКОСТЕЙ ПОДМНОЖЕСТВ ДЕРЕВЬЕВ

Г.А. Юдин 1,2

1Лаборатория «Вероятностные методы в анализе» , Санкт-Петербург
2Санкт-Петербургский государственный университет

Идея использования дискретных моделей для работы с энергиями и потенциалами,
введенная в начале девяностых годов Ю. Пересом и Р. Пемантлом (см. [1, 2]) и затем
развитая Н. Аркоцци и др. (см. [3]), оказалась очень полезной даже в случае классических
потенциалов Бесселя и Рисса. В частности, это мощный инструмент для доказательства
различных теорем и неравенств о вложении, причем удивительно большое число таких
утверждений можно интерпретировать на дискретном языке, что значительно облегчает
их глубокий анализ (например, можно переформулировать описание мер Карлесона для
различных пространств – см. [4]).

В докладе будет рассказано об обобщении известного результата о сравнимости «непре-
рывной» бесселевской емкости на единичном квадрате и дискретной емкости на дереве
(см. [3]) на мультипараметрический случай емкостей на квадрате и полидереве. Также
будет рассказано о соответствующей мультипараметрической версии неравенства Макен-
хаупта –Уидена –Вольффа, полученной при доказательстве основного результата.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего об-
разования Российской Федерации в рамках реализации научного проекта (Соглашение
№ 075-15-2025-013).
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СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

РЕШЕНИЕ ЛИУВИЛЛЯ В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ И ПРОБЛЕМА ТЕМНОЙ ЭНЕРГИИ

Д.Е. Афанасьев 1, М.О. Катанаев 2

1Московский авиационный институт
2Математический институт им. В. А. Стеклова РАН, Москва

1. Введение
Точные решения уравнений Эйнштейна всегда привлекали большое внимание матема-

тиков и физиков. Хотя их известно довольно много [1, 2], это направление исследований
остается одним из самых востребованных.

Недавно найдено новое точное решение (решение Лиувилля) в общей теории относи-
тельности со скалярным полем с экспоненциальным потенциалом [3]. При этом было сде-
лано два предположения: 1) метрика имеет лиувиллевский вид, т. е. является конформно
плоской, а конформный множитель равен сумме четырех произвольных функций, каж-
дая из которых зависит только от одной координаты, и 2) скалярное поле зависит от
координат только через конформный множитель. В этих предположениях найдено общее
решение уравнений Эйнштейна, которое оказалось удивительно простым.

Полученное решение описывает, в частности, голую сингулярность и представляет ин-
терес в космологии. Его можно преобразовать к виду метрики Фридмана только внутри
светового конуса с вершиной в начале глобальной системы координат, где оно описывает
ускоренное расширение однородной и изотропной Вселенной с пространственными сечени-
ями постоянной отрицательной кривизны (открытая Вселенная). Масштабный множитель
обращается в ноль на световом конусе, который является геодезически неполным, а тен-
зор кривизны не имеет никаких особенностей. Таким образом, решение Лиувилля явля-
ется примером гладкого продолжения космологических решений через ноль масштабного
множителя.

Метрика Лиувилля допускает полное разделение переменных в уравнении Гамиль-
тона –Якоби для геодезических. Это означает, что уравнения геодезических имеют четы-
ре независимых закона сохранения, находящихся в инволюции. Уравнения геодезических
проинтегрированы в явном виде. Их анализ показал, что решения является глобальны-
ми: каждая геодезическая либо продолжается до бесконечного значения канонического
параметра, либо при конечном значении попадает в сингулярную точку.

2. Обозначения и решение
Рассмотрим четырехмерное пространство-время (гладкое многообразие) M с локаль-

ной системой координат x = (xα), α = 0, 1, 2, 3. Допустим, что задана метрика Лиувилля

gαβ := Φ(x)ηαβ, ηαβ := diag(+1,−1,−1,−1), (1)

где конформный множитель является суммой четырех достаточно гладких функций от
одного аргумента

Φ(x) := φ0(x0) + φ1(x1) + φ2(x3) + φ3(x3), Φ 6= 0.
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Это – метрика Лиувилля [4], хорошо известная в механике, потому что допускает полное
разделение переменных в уравнении Гамильтона –Якоби для геодезических при произ-
вольных функциях. При некоторых функциях φ метрика (1) обладает симметрией, но
в общем случае векторные поля Киллинга отсутствуют. Более того, переменные делятся
также в волновом уравнении, уравнениях Шрёдингера и Дирака (с небольшими поправ-
ками).

Метрика Лиувилля определяет символы Кристоффеля

Γαβ
γ :=

1

2

(
∂αgβδ + ∂βgαδ − ∂δgαβ

)
gδγ =

1

2Φ

(
φ′αδ

γ
β + φ′βδ

γ
α − φ′γηαβ

)
.

Здесь и далее подъем и опускание индексов производится с помощью метрики Лоренца
ηαβ, а штрих обозначает производную по соответствующему аргументу. Кривизна, тензор
Риччи и скалярная кривизна имеют вид

Rαβγ
δ := ∂αΓβγ

δ − ∂βΓαγ
δ − Γαγ

εΓβε
δ + Γβγ

εΓαε
δ =

1

2Φ

(
Φ′′αγδ

δ
β −Φ′′βγδ

δ
α −Φ′′α

δηβγ + Φ′′β
δηαγ

)
+

+
3

4Φ2

(
− φ′αφ′γδδβ + φ′βφ

′
γδ
δ
α + φ′αφ

′δηβγ − φ′βφ′δηαγ
)

+
1

4Φ2
φ′εφ

′ε(ηαγδδβ − ηβγδδα),
Rαγ := Rαβγ

β =
1

2Φ

(
2Φ′′αγ + Φ′′ε

εηαγ
)
− 3

2Φ2
φ′αφ

′
γ,

R := gαγRαγ =
3

Φ2
Φ′′α

α − 3

2Φ3
φ′αφ

′α.

Рассмотрим действие

S :=

∫
dx
√
|g|

[
R− 2Λ +

1

2
gαβ∂αϕ∂βϕ− V (ϕ)

]
, g := det gαβ,

где потенциал имеет вид

V = −2Λ + 12C2Λ
∓ 2√

3
ϕ
, C = const.

Вариация этого действия по компонентам метрики gαβ и скалярному полю ϕ(x) дает урав-
нения Эйлера –Лагранжа. Для метрики Лиувилля (1) они имеют вид

Rαβ = −1

2
∂αϕ∂βϕ+

1

2
Φηαβ(V + 2Λ),

ηαβ∂2
αβϕ+

1

Φ
φ′α∂αϕ+ ΦV ′ = 0.

Предположим, что скалярное поле зависит от координат только через конформный
множитель ϕ(x) := Ψ

(
Φ(x)

)
, где Ψ

(
Φ
)
– произвольная функция. Опуская выкладки [5],

выпишем сразу общее решение уравнений Эйлера –Лагранжа при сделанных предполо-
жениях с точностью до сдвига и растяжки координат:

Φ = s+ c,

где c ∈ R – постоянная интегрирования и

s := ηαβx
αxβ.
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Таким образом, метрика Лиувилля в рассматриваемом случае принимает вид

gαβ = (s+ c)ηαβ. (2)

Она определена в области s+c > 0. Очевидно, что эта метрика инвариантна относительно
глобальных лоренцевых вращений вокруг начала координат (xα). Следовательно, имеет-
ся шесть векторов Киллинга, существование которых не предполагалось изначально. Это
явление было названо “спонтанным появлением симметрии” в статьях [6, 7]. Метрика (2)
также является сферически симметричной, потому что группа вращений является под-
группой группы Лоренца.

Скалярное поле расходится при s → −c и s → ±∞. Оно постоянно на двуполостном,
s = const > 0, и однополостном гиперболоиде, −c < s = const < 0. Оно также постоянно
на световом конусе при s = 0.

Уравнение Гамильтона –Якоби для геодезических для метрики (2) допускает полное
разделение переменных и принадлежит классу [0, 4, 0]2 по классификации, предложенной
в [8,9]. Уравнения геодезических линий имеют четыре квадратичных по импульсам первых
интегралов, которые находятся в инволюции.

Простейшие инварианты тензора кривизны равны

RαβγδRαβγδ =
12

Φ4

(
9− 6

c

Φ
+ 5

c2

Φ2

)
, RαβRαβ =

36

Φ4

(
3 +

c2

Φ2

)
, R =

6

Φ2

(
3 +

c

Φ

)
.

Видно, что кривизна имеет особенность только при Φ = 0.
На рис. 1 показана область определения метрики Лиувилля на плоскости x0, x1 для

Φ > 0 и c > 0. Эту картинку нужно вращать (в двух дополнительных пространствен-
ных измерениях вокруг оси x0. Поэтому запрещенной областью (показана серым цветом)
является однополостный гиперболоид, границей которого является голая сингулярность.
Пробные частицы из бесконечности прошлого могут либо упасть на голую сингулярность
при конечном собственном времени, либо пройти сквозь горловину и жить вечно. Про-
странственные бесконечности для этого решения отсутствуют.

Рис. 1. Область определения метрики Лиувилля для голой сингулярности Φ > 0, c > 0. Запре-
щенная область показана серым цветом
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3. Метрика Лиувилля в форме Фридмана
Введем псевдосферические координаты в квадранте II, который вращается в двух до-

полнительных пространственных измерениях:

x0 := t coshχ, x1 := t sinhχ sin θ cosϕ,

x2 := t sinhχ sin θ sinϕ, x3 := t sinhχ cos θ,

где t > 0, χ ∈ (0,∞), θ ∈ (0, π), ϕ ∈ (0, 2π). Затем введем новую временную координату,
определяемую дифференциальным уравнением

dτ

dt
=
√
t2 + c, t2 + c > 0.

Тогда метрика Лиувилля примет вид метрики Фридмана

ds2 = dτ 2 − a2(τ)dΩ,

где масштабный множитель принимает вид

a(τ) = t
√
t2 + c.

Его производные по космическому времени равны

da

dτ
=

2t2 + c

t2 + c
,

d2a

dτ 2
=

2ct

(t2 + c)5/2
.

Видим, что однородная и изотропная Вселенная в квадранте II расширяется с ускорением
при c > 0.

В квадрантах I и III метрику Лиувилля невозможно записать в виде метрики Фридма-
на, потому что гиперповерхности Φ = const времениподобны. В квадранте IV Вселенная
расширяется, но с замедлением.

Таким образом, расширение Вселенной с ускорением происходит только в квадранте
II для голой сингулярности при Φ > 0 и c > 0 внутри светового конуса. Однородная и
изотропная Вселенная появляется и начинает расширяться с ускорением на “горизонте”
t = 0 (световой конус будущего), где масштабный множитель равен нулю. Идя вспять
по времени, однородность и изотропия Вселенной пропадает, и наблюдатель оказывается
в горловине голой сингулярности. Он видит сигналы, исходящие из голой сингулярности
s = −c и дыру в центре. Времениподобные геодезические продолжаются сквозь эту дыру
до бесконечного значения канонического параметра.

4. Заключение
Найдено новое однопараметрическое семейство глобальных решений уравнений Эйн-

штейна со скалярным полем. Решения являются асимптотически плоскими в простран-
ственных и временных бесконечностях. Они инвариантны относительно глобальных ло-
ренцевых вращений. Решение, описывающее голую сингулярность, представляет большой
интерес для космологии, поскольку описывает гладкое продолжение решения Фридмана
через ноль масштабного множителя.

В качестве исходной подстановки выбрана метрика Лиувилля, зависящая от четырех
произвольных функций, каждая от одной координаты. В общем случае метрика не имеет
ни одного вектора Киллинга, но допускает полное разделение переменных в уравнении
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Гамильтона –Якоби для геодезических. Все геодезические линии найдены в явном виде.
Доказано, что найденные решения являются глобальными: каждая геодезическая линия
либо продолжается до бесконечного значения канонического параметра, либо при конеч-
ном значении попадает в сингулярную точку.

Решение, описывающее голую сингулярность, представляет особый интерес в космо-
логии. Оно может быть приведено к метрике Фридмана только внутри светового конуса,
причем ноль масштабного множителя соответствует всему световому конусу, а не точке.
Внутри светового конуса метрика описывает однородную и изотропную открытую Все-
ленную, которая расширяется с ускорением. Анализ геодезических линий показывает, что
голая сингулярность, расположенная вне светового конуса, притягивает материю внут-
ри светового конуса, тем самым являясь причиной ускоренного расширения вселенной.
В этом сценарии понятие “Большого взрыва” отсутствует.

Наивное предположение, что решение Лиувилля можно было бы получить в рамках
начальной подстановки метрики Фридмана в уравнения Эйнштейна, является неверным.
Если искать решения в форме Фридмана, то получится только локальное решение внутри
светового конуса, которое является геодезически неполным и требует продолжения. За-
дача о продолжении решения вдоль геодезических является сложной, и конструктивный
метод продолжения в настоящее время отсутствует. Использование метрики Лиувилля
в качестве начальной подстановки сразу привело к глобальному решению.

Большинство точных решений уравнений Эйнштейна получено в предположении о
наличии симметрии у метрики, что существенно ограничивает количество независимых
компонент. Данное предположение заменили требованием полного разделения перемен-
ных в уравнении Гамильтона –Якоби для экстремалей. Это также существенно уменьшает
число независимых компонент и, что более важно, сводит систему уравнений Эйнштейна
к системе обыкновенных дифференциальных уравнений, потому что компоненты сепара-
бельной метрики зависят только от функций одного аргумента. Это требование показало
свою эффективность на примере метрики Лиувилля. Недавно было доказано, что суще-
ствует только десять классов сепарабельных метрик в четырех измерениях [8,9], при этом
метрика Лиувилля принадлежит одному их этих классов.
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nombre quelconque de points matériels. J. Math. Pures Appl. 1849. V. 14. P. 257–299.

5. Afanasev D.E., Katanaev M.O. 2024. Geodesics and Global Properties of the Liouville
Solution in General Relativity with a Scalar Field. 2024. arXiv:2410.03799.

6. Afanasev D.E., Katanaev M.O. Global properties of warped solutions in general
relativity with an electromagnetic field and a cosmological constant. Phys. Rev. D. 2019.
V. 100(2):024052.



Афанасьев Д.Е., Катанаев М.О. 270

7. Afanasev D.E., Katanaev M.O. Global properties of warped solutions in general relativity
with an electromagnetic field and a cosmological constant. II. Phys. Rev. D. 2020.
V. 101(12):124025.

8. Katanaev M.O. Complete separation of variables in the geodesic Hamilton-Jacobi equation.
ArXiv:2305.02222 [gr-qc], 2023.

9. Katanaev M.O. Complete separation of variables in the geodesic Hamilton-Jacobi equation
in four dimensions. Phys. Scr. 2023. V. 98(10):104001.



Борисов Д.И., Поляков Д.М. 271
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3Южный математический институт Владикавказского научного центра РАН

В работе рассматривается нелокальный оператор Шрёдингера H(a) в L2(0, 2π) с диф-
ференциальным выражением

(Ĥ(a)u)(x) := −d
2u

dx2
(x) + V (x)u(x− a), a ∈ [0, 2π], (1)

периодическими краевыми условиями

u(0) = u(2π), u′(0) = u′(2π). (2)

Здесь u(x − a) понимается в смысле 2π-периодического продолжения функции u на всю
вещественную ось, а V = V (x), x ∈ R, — 2π-периодическая комплекснозначная функция
со свойствами

V ∈ W 3
2 (0, 2π), V (j)(0) = V (j)(2π), j = 0, 1, 2. (3)

Предполагается, что функция V не равна тождественно нулю. Через ‖ · ‖X 7→Y обозначаем
норму ограниченного оператора, действующего из банахова пространства X в банахово
пространство Y. Наш первый результат следующий.

Теорема 1. Оператор H(a) является m-секториальным для всех a ∈ [0, 2π]. Су-
ществует фиксированное λ0 ∈ R, не зависящее от a такое, что полуплоскость
{λ : Reλ 6 λ0} вложена в резольвентное множество оператора H(a) для всех a ∈ [0, 2π].
Для каждого λ в этой полуплоскости резольвента (H(a)−λ)−1 непрерывна по a ∈ [0, 2π]
и для всех l a, b ∈ [0, 2π), a 6 b, выполнена оценка∥∥(H(a)− λ)−1 − (H(b)− λ)−1

∥∥
L2(0,2π)→W 2

2 (0,2π)
6 C(d(a, b))

1
2 ,

d(a, b) := min
{
b− a, 2π − b+ a

}
,

(4)

с некоторой константой C, не зависящей от a и b. Для каждого a ∈ [0, 2π] спектр
оператора H(a) — из счетного числа собственных значений, которые накапливаются
только к бесконечности.

Собственные значения оператора H(a) упорядочены в порядке неубывания их абсо-
лютных величие с учетом алгебраических кратностей.

Теорема 2. Собственные значения оператора H(a) — непрерывные по a ∈ [0, 2π] функ-
ции, и для каждого собственного значения выполнено λ(0) = λ(2π). Все собственные
значения расположены в полуполосе

Π := {λ : Reλ > −α0, | Imλ| 6 α0}, α0 := max
[0,2π]
|V |. (5)
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Существуют фиксированные R0 > 0 и n0 > 0, не зависящие от a ∈ [0, 2π], такие,
что совокупная алгебраическая кратность собственных значений, удовлетворяющих
Reλ 6 R0, ограничена равномерно по a ∈ [0, 2π], а во множестве Π∩{λ ∈ C : Reλ > R0}
все собственные значения оператора H(a), обозначаемые через λ±n (a), n > n0, обладают
следующими свойствами. Совокупная алгебраическая кратность собственных значений
λ+
n (a) и λ−n (a) в точности равна двум, и верны представления

λ±n (a) = n2 + Λ±n,0(a) +
Λ±n,1(a)

n
+

Λ±n,2(a)

n2
+
η±n (a)

n3
,

Λ±n,0(a) := V0e
∓ina, Λ±n,1(a) := ∓e

∓2ina

2

∑
p∈Z\{0}

VpV−p
p

e−ipa,

Λ±n,1(a) :=
1

4

(
e∓3ina

∑
p∈Z\{0}

∑
q∈Z\{−p}

VpVqV−p−q
p(p+ q)

e−i(q+2p)a+

+ V0e
∓3ina

∑
p∈Z\{0}

VpV−p
p2

e−ipa − e∓2ina
∑

p∈Z\{0}

VpV−pe
−ipa

)
,

где η±n (a) и Λ±n,j(a) ограничены равномерно по n и a.

Работа выполнена в рамках госзадания Министерства просвещения РФ (Соглашение
№ 073-03-2025-039 от 16.01.2025.
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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ ВОЛЬТЕРРОВЫХ ОПЕРАТОРНЫХ
ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Д.А. Закора

Физико-технический институт ФГАОУ ВО «Крымский федеральный университет
им. В.И.Вернадского», Симферополь

Пусть H, Hl (l = 1, 2) — гильбертовы пространства, L(H,Hl) — банахово пространство
линейных ограниченных операторов, действующих из H в Hl, L(H) := L(H,H). Пусть
G1 ∈ L(H1), A, G2, Cl — плотно определенные замкнутые операторы: A : D(A) ⊂ H → H,
G2 : D(G2) ⊂ H2 → H2, Cl : D(Cl) ⊂ H → Hl, причем A, Gl — самосопряженные положи-
тельно определенные операторы. Будем считать, что введенные операторы удовлетворяют
следующей гипотезе:

A) оператор-функции C∗l exp(−tGl)ClA
−1 (l = 1, 2) сильно непрерывны на R+.

Здесь и далее R+ := [0; +∞). Из гипотезы A) при t = 0 и полярного разложения замкну-
того оператора следует, что D(A1/2) ⊂ D(Cl). Обозначим ωGl := inf{λ ∈ σ(Gl)} — нижнюю
грань оператора Gl, σ(Gl) — спектр оператора Gl, и предположим, что выполнена вторая
гипотеза:

B) существуют a1 ∈ (0, 1), a2 > 0 такие, что

2∑
l=1

1

ωGl
‖Clu‖2 6 a1‖A1/2u‖2, ‖C1u‖2 > a2‖A1/2u‖2 ∀u ∈ D(A1/2) = D(C1).

Отметим, что гипотеза B) призвана обеспечить положительную определенность неко-
торого оператора и в конкретной ситуации может быть ослаблена.

В гильбертовом пространстве H рассмотрим задачу Коши для неполного
интегродифференциального операторного уравнения второго порядка:

d2u

dt2
= −Au+

t∫
0

2∑
l=1

C∗l exp
(
−Gl(t− s)

)
Clu(s) ds+ f(t),

u(0) = u0, u′(0) = u1.

(1)

Определение. Решением задачи Коши (1) назовем функцию u ∈ C2(R+;H) такую,
что 1) u(t) ∈ D(A), u′(t) ∈ D(A1/2) для любого t ∈ R+ и Au, A1/2u′ ∈ C(R+;H), 2) в (1)
выполнено уравнение для любого t ∈ R+ и начальные условия.

Теорема. 1. Если u0 ∈ D(A), u1 ∈ D(A1/2), f ∈ C1(R+;H), то задача Коши (1) имеет
единственное решение.

2. Будем считать дополнительно, что

f(t) = g(t) +
n∑
k=0

e−iσktfk(t), σ0 = 0, 0 6= σk ∈ R (k = 1, n).
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Если g, fk ∈ C1(R+;H) (k = 0, n), то существуют константы ω > 0, M1 > 0 и M2 > 0
такие, что для решения задачи Коши (1) выполнено неравенство(∥∥∥A1/2

(
u(t)−

n∑
k=0

e−iσktA−1/2M−1(iσk)A
−1/2fk(t)

)∥∥∥2

H
+

+
∥∥∥u′(t) +

n∑
k=1

e−iσktiσkA
−1/2M−1(iσk)A

−1/2fk(t)
∥∥∥2

H

)1/2

6

6M1e
−ωt
(
‖A1/2u0‖2

H+‖u1‖2
H +

n∑
k=0

‖fk(0)‖2
H

)
+M2

t∫
0

e−ω(t−s)
(
‖g(s)‖H+

n∑
k=0

‖f ′k(s)‖H
)
ds,

M(λ) := I + λ2A−1 −
2∑
l=1

(
ClA

−1/2
)∗

(Gl − λI)−1
(
ClA

−1/2
)
.

3. В частности,∥∥∥A1/2
(
u(t)−

n∑
k=0

e−iσktA−1/2M−1(iσk)A
−1/2fk(t)

)∥∥∥2

H
+

+
∥∥∥u′(t) +

n∑
k=1

e−iσktiσkA
−1/2M−1(iσk)A

−1/2fk(t)
∥∥∥2

H
−→ 0 (t −→ +∞),

если ‖g(t)‖H −→ 0, ‖f ′k(t)‖H −→ 0 (k = 0, n) при t −→ +∞.

Рассмотрим пример реализации операторного ядра в интегральном слагаемом из (1).
Пусть Hk,l (k = 1,m, l = 1, 2) — гильбертовы пространства. Введем m гильбертовых про-
странств l2(Hk,l) со скалярными произведениями и нормами:

l2(Hk,l) :=
{
Xk = {xp}p∈N : xp ∈ Hk,l,

∑
p∈N

‖xp‖2
Hk,l

< +∞
}
,

(Xk, Yk)l2(Hk,l) :=
∑
p∈N

(xp, yp)Hk,l , ‖Xk‖2
l2(Hk,l)

=
∑
p∈N

‖xp‖2
Hk,l

(k = 1,m).

Определим гильбертово пространство Hl со скалярным произведением и нормой:

Hl :=
m⊕
k=1

l2(Hk,l) =
{
X = (X1;X2; . . . ;Xm)τ : Xk ∈ l2(Hk,l) (k = 1,m)

}
,

(X, Y )Hl :=
m∑
k=1

(Xk, Yk)l2(Hk,l), ‖X‖2
Hl

=
m∑
k=1

‖Xk‖2
l2(Hk,l)

.

Пусть Ck,α,l — плотно определенные замкнутые операторы, действующие из H в Hk,l:
Ck,α,l : D(Ck,α,l) ⊂ H → Hk,l, {α(l)

kp}p∈N, {γ
(l)
kp}p∈N (k = 1,m, l = 1, 2) — последовательности

положительных чисел. Будем считать, что выполнены следующие условия:

D(A) ⊂ D(C∗k,α,lCk,α,l),
∑
p∈N

α
(l)
kp < +∞ (k = 1,m, l = 1, 2),

inf
p∈N

γ
(1)
kp > 0, sup

p∈N
γ

(1)
kp < +∞, inf

p∈N
γ

(2)
kp > 0 (k = 1,m).
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Определим операторы Ck,l, Gk,l (k = 1,m, l = 1, 2), Cl и Gl по следующим формулам:

Ck,lu :=

{√
α

(l)
kpCk,α,lu

}
p∈N

, D(Ck,l) = D(Ck,α,l), Ck,l : D(Ck,l) ⊂ H → l2(Hk,l),

Gk,lXk :=
{
γ

(l)
kpxp

}
p∈N

, D(Gk,l) :=
{
Xk ∈ l2(Hk,l) :

∑
p∈N

‖γ(l)
kpxp‖2

Hk,l
< +∞

}
⊂ l2(Hk,l),

Cl := (C1,l;C2,l; . . . ;Cm,l)
τ , Gl := diag(G1,l, G2,l, . . . , Gm,l),

тогда

C∗l e
−tGlCl =

m∑
k=1

C∗k,le
−tGk,lCk,l =

m∑
k=1

∑
p∈N

α
(l)
kpe
−γ(l)kp tC∗k,α,lCk,α,l (l = 1, 2). (2)

Лемма. Оператор-функции C∗l e−tGlClA−1, l = 1, 2, сильно непрерывны на R+.

Таким образом, для оператор-функции (2) выполнена гипотеза A). Гипотеза B), свя-
зывающая введенные операторы и числовые коэффициенты, принимает вид

B′) существуют a1 ∈ (0, 1), a2 > 0 такие, что

2∑
l=1

m∑
k=1

(∑
p∈N

α
(l)
kp

γ
(l)
kp

)
‖Ck,α,lu‖2

Hk,l
6 a1‖A1/2u‖2

H ,

‖Ck,α,1u‖2 > a2‖A1/2u‖2 ∀u ∈ D(A1/2) = D(Ck,α,1) (k = 1,m).

Интегродифференциальные уравнения с операторными ядрами вида (2) системати-
чески изучались в [1]. Для полного интегродифференциального операторного уравнения
вопрос асимптотического поведения решений исследован в [2].

Работа поддержана Министерством науки и высшего образования Российской Феде-
рации (Соглашение №075-02-2025-1543).
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КЛАССИФИКАЦИЯ АЛГЕБР ЛИ С ОРБИТАМИ
КОПРИСОЕДИНЕННОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

ОБЩЕГО ПОЛОЖЕНИЯ РАЗМЕРНОСТИ ЧЕТЫРЕ,
СЛУЧАЙ НЕТРИВИАЛЬНЫХ ПОЛУПРЯМЫХ СУММ

Ф.И. Лобзин 1,2

1Московский государственный университет им. М.В.Ломоносова
2Московский центр фундаментальной и прикладной математики

Важнейшим примером пуассонова многообразия является аффинное пространство Π
с заданным на нем тензорным полем πij, удовлетворяющем свойствам

πjk(x) = −πkj(x),

πjk∂kπ
lm + πlk∂kπ

mj + πmk∂kπ
jl = 0.

Простейшим примером такого тензора является тензор, не зависящий от координат,
однако изучение свойств подобного пуассонова многообразия сводится к простым зада-
чам линейной алгебры. Следующим по сложности и важным примером является тензор,
линейно зависящий от xk — координат на Π:

πij = cijk x
k. (1)

Тогда для тензора cijk условия, выписанные ранее, переписываются в виде

cijk = −cjik , cade c
bc
d + cbde c

ca
d + ccde c

ab
d = 0.

Отсюда видно, что любую линейную пуассонову структуру можно интерпретировать как
тензорное поле на g∗ — пространстве, сопряженном некоторой алгебре Ли g, со структур-
ными константами из формулы (1).

Такой подход рассмотрен, например, в книге В. И. Арнольда [1]. Симплектические
слои такого пуассонова многообразия совпадают с орбитами коприсоединенного представ-
ления. Иными словами, механическая система с n степенями свободы при таком подходе
описывается алгеброй Ли, у которой орбиты коприсоединенного представления общего
положения имеют размерность 2n. Этот факт вызывает интерес к построению алгебр Ли
с орбитами определенных размерностей, их классификации и изучению свойств получив-
шихся интегрируемых систем.

Простейший случай среди интегрируемых систем — это системы с одной степенью сво-
боды. Они моделируются алгебрами Ли, у которых орбиты коприсоединенного представ-
ления общего положения двумерные. Полная классификация таких алгебр Ли проведена
в [2], где также приводятся ссылки на работы, посвященные конкретным интегрируемым
системам, соответствующим этим алгебрами. В работе [3] изучена топология орбит общего
положения в алгебрах из списка из основной теоремы [2].

Тема доклада посвящена следующему по сложности и важному случаю интегрируемых
систем с двумя степенями свободы. Такие системы моделируются алгебрами Ли с четырех-
мерными орбитами коприсоединенного представления общего положения. Полная класси-
фикация таких алгебр Ли может быть полезна для решения различных задач теории



Лобзин Ф.И. 277

интегрируемых систем, например, для построения полных биинволютивных наборов мно-
гочленов и проверки обобщенной гипотезы Мищенко –Фоменко, сформулированной в [4],
или для построения геодезических потоков на орбитах коприсоединенного представления
с использованием конструкции, предложенной в [5]. В частности, в работе [6] рассматрива-
ются примеры алгебр Ли с двумерными и четырехмерными орбитами коприсоединенного
представления с рациональными инвариантами в контексте конструкции из [5].

Результаты о классификации алгебр Ли с четырехмерными орбитами коприсоединен-
ного представления общего положения, полученные автором, основаны на известной тео-
реме Леви, согласно которой любая алгебра изоморфна полупрямой сумме полупростой
алгебры и разрешимого идеала. В докладе рассматривается случай полупрямой суммы
нетривиальной полупростой алгебры с некоторым разрешимым идеалом. Для заверше-
ния классификации остается рассмотреть случай разрешимых алгебр Ли, который будет
разобран в последующих работах автора.

Основной результат, который будет представлен, заключается в следующей теореме:
Теорема 1. Пусть у некоторой вещественной алгебры, представимой в виде полу-

прямой суммы s+ϕh, где s — нетривиальная полупростая алгебра Ли, а h — разрешимый
идеал, орбиты общего положения коприсоединенного представления четырехмерны.
Тогда с точностью до прямой суммы с идеалом, лежащим в центре, она изоморфна
одной из алгебр:

• прямая сумма полупростой и разрешимой алгебры с двумерными орбитами копри-
соединенного представления общего положения;

• полупрямая сумма sl(2,R) +ϕ R2 по стандартному представлению;

• полупрямая сумма sl(2,R) +ϕ R3 по присоединенному представлению;

• полупрямая сумма so(3,R) +ϕ R3 по стандартному трехмерному представлению.

Интересным вопросом является топология орбит коприсоединенного представления.
Оказывается, что в алгебрах, разобранных в данной статье, топология орбит не оказыва-
ется очень богатой.

Теорема 2. Пусть вещественная алгебра Ли g изоморфна полупрямой сумме s +ϕ V
нетривиальной полупростой алгебры Ли s и коммутативного идеала V . Пусть у
алгебры Ли g орбиты общего положения коприсоединенного представления имеют
размерность 4. Тогда возможны следующие случаи:

• орбиты общего положения коприсоединенного представления прямой суммы
полупростой и разрешимой алгебры с двумерными орбитами коприсоединенного
представления общего положения гомеоморфны прямому произведению пары, где
каждый множитель либо плоскость, либо цилиндр, либо сфера;

• орбиты общего положения коприсоединенного представления sl(2,R) +ϕ R2 по
стандартному представлению гомеоморфны прямому произведению цилиндра на
двумерную плоскость;

• орбиты общего положения коприсоединенного представления sl(2,R) +ϕ R3 по
присоединенному представлению гомеоморфны прямому произведению цилиндра на
двумерную плоскость;

• орбиты общего положения коприсоединенного представления полупрямой суммы
so(3,R) +ϕ R3 по стандартному трехмерному представлению гомеоморфны каса-
тельному расслоению сферы.
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В различных задачах важную роль играют размеры жордановых и кронекеровых бло-
ков в разложении пучков: (Ax − λAa)ij =

(
ckijxk − λckijak

)
, где ckij — структурные константы

алгебры Ли g, а (xk), (ak) ∈ g∗. Подробнее о разложении Жордана –Кронекера и его роли
в построении полных биинволютивных наборов многочленов можно прочитать в работе [4].
Отдельно интересно, какие именно наборы различных инвариантов Жордана –Кронекера
могут реализовываться на различных алгебрах Ли. Последнему вопросу посвящена сле-
дующая теорема.

Теорема 3. Пусть некоторая алгебра изоморфна полупрямой сумме нетривиальной
полупростой алгебры Ли и разрешимого идеала. Пусть размерность орбит общего поло-
жения коприсоединенного представления у этой алгебры равна 4. Тогда с точностью
до произвольного числа кронекровых блоков размерности 1 возможны следующие наборы
инвариантов Жордана –Кронекера:
• один жорданов блок размерности 2 и один кронекеров блок размерности 3,
• два кронекерова блока размерности 3,
• один кронекеров блок размерности 5.

Пусть g — некоторая алгебра Ли со структурными константами ckij и

{f, g} = ckijxk
∂f

∂xi
∂g

∂xj
, {f, g}a = ckijak

∂f

∂xi
∂g

∂xj
−

скобка Пуассона –Ли и скобка с замороженным аргументом a ∈ g∗ соответственно. Пол-
ным бикоммутативным относительно скобки Пуассона –Ли и скобки с замороженным ар-
гументом набором многочленов будем называть функционально независимый почти всюду
набор многочленов, попарно коммутирующих относительно скобки Пуассона –Ли и скобки
с замороженным аргументом, состоящий из (dim g + ind g)/2 функций. Построим полные
бикоммутативные наборы многочленов для всех алгебр из списка в теореме 1. Подробнее
про эту задачу можно прочитать в [4]( см. также [7, conjecture 5.5]).

В докладе будет представлен результат о полном решении этой задачи для произволь-
ного a ∈ g∗ для алгебр из списка в теореме 1. В работе [8] сформулировано усиление
обобщенной гипотезы Мищенко –Фоменко (см. “argument shift conjecture” в [4]):

Сильная обобщенная гипотеза Мищенко –Фоменко. Для любой алгебры Ли g,
для всех (необязательно регулярных) элементов a ∈ g∗ существует полный набор мно-
гочленов в биинволюции, то есть набор, функции из которого попарно коммутируют
относительно скобки {·, ·} и скобки {·, ·}a.

Теорема 4. Сильная обобщенная гипотеза Мищенко –Фоменко верна для любой ал-
гебры, представимой в виде полупрямой суммы нетривиальной полупростой алгебры Ли
и разрешимого идеала, у которой орбита коприсоединенного представления общего поло-
жения размерности 4.
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1. Введение
Линейная система

d

dt
x(t) = A(t)x(t), x(t) ∈ X, (0 ≤ t ≤ ∞), (1)

рассматриваемая в банаховом пространстве X, называется экспоненциально устойчивой,
если существуют положительные числа γ и M = M(γ) такие, что любое решение x(t)
удовлетворяет оценке

‖x(t)‖ ≤Me−γt‖x(0)‖, t ≥ 0, (2)

где ‖ · ‖ обозначает норму в X.
В статьях [1–3] (конец 20 – начало 21 в.) для автономной системы (1), т. е. где линейный

оператор A(t) = A не зависит от t, рассматривается более сильное свойство экспоненци-
ально устойчивых систем, известное как сверхустойчивость (superstability). Система (1)
называется сверхустойчивой, если оценка (2) справедлива для любого γ > 0 с соответ-
ствующим M = M(γ). Пусть T (t) обозначает C0-полугруппу, инфинитезимальным опера-
тором которой является оператор A, тогда резольвента R(λ;A) оператора A определяется
по формуле

R(λ;A)x =

∞∫
0

e−λtT (t)x dt, x ∈ X. (3)

Так как ||T (t)x|| ≤M(γ)e−γt‖x‖, то отсюда видно, что для сверхустойчивых систем резоль-
вента R(λ;A) есть целая функция комплексного параметра λ, и спектр σ(A) оператора A
пустой.

Свойство сверхустойчивости имеет смысл только для систем в бесконечномерных бана-
ховых пространствах, так как линейный оператор A : X → X в конечномерном простран-
стве X имеет непустой точечный спектр и число γ в (2) не может быть меньше максимума
из реальных частей собственных значений оператора A. У линейных непрерывных опера-
торов A, определенных на всем ненулевом банаховом пространстве X, всегда существует
непустой компактный спектр, поэтому соответствующие автономные системы (1) также
не могут обладать свойством сверхустойчивости.

Важный класс сверхустойчивых систем, которые рассматриваются в этой работе, со-
ставляют системы, чьи решения стабилизируются к нулю за конечное время. Простейший
пример дается начально-краевой задачей [4]

ut + ux = 0, (x, t) ∈ (0, 1)× (0,∞),
u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, 1],
u(0, t) = 0, t ∈ (0,∞).
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Легко видеть, что все решения задачи стабилизируются к нулю за время t > 1. Заме-
тим, что в общем случае сверхустойчивые системы не обязательно обладают конечным
временем стабилизации [3].

В последние десятилетия, начиная с работы Д. Рассела [5], многочисленные иссле-
дования посвящены свойству стабилизации к нулю решений в смешанных задачах для
линейных и квазилинейных гиперболических систем первого порядка с двумя перемен-
ными. Это связано, в частности, с использованием этого свойства в теории управления и
обратных задачах. Здесь рассмотрим сверхустойчивые начально краевые задачи с конеч-
ным временем стабилизации для линейных автономных и неавтономных гиперболических
систем.

В работе [6] было установлено свойство стабилизации к нулю в линейных строго гипер-
болических автономных системах с распавшимися граничными условиями. Рассмотрим
критерий стабилизации в линейных неавтономных смешанных задачах для распавших-
ся гиперболических систем с граничными условиями отражения, обладающий свойством
устойчивости относительно изменения коэффициентов в дифференциальной системе. Дан-
ный критерий был доказан в [7] и сформулирован в терминах граничных условий, порож-
дающих класс сверхустойчивых гиперболических систем. Эти граничные условия назвали
граничными условиями, повышающими гладкость (smoothing boundary conditions [8]), так
как они приводят к эффекту повышения гладкости решений с течением времени в сме-
шанных задачах для нераспавшихся линейных гиперболических систем. Работа [8] посвя-
щена асимптотическим свойствам решений у возмущенных сверхустойчивых линейных
неавтономных гиперболических систем. В [9] доказывается, что выделенные граничные
условия приводят также к эффекту стабилизации к нулю за конечное время, не завися-
щее от начальных данных, всех гладких решений соответствующей смешанной задачи для
квазилинейной гиперболической системы.

2. Постановка задачи и основные результаты
Рассмотрим в полуполосе Π = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t < ∞} смешанную задачу для

неавтономной распавшейся гиперболической системы первого порядка:

∂tu+ A(x, t)∂xu+B(x, t)u = 0, 0 < x < 1, t > 0, (4)

uout(t) = Puin(t), t ≥ 0, (5)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, 1]. (6)

Неизвестная функция u = (u1, . . . , n) и заданная начальная функция ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) –
векторы вещественнозначных функций. A = diag(A1, . . . , An), B = diag(B1, . . . , Bn) —
диагональные матрицы, при этом для всех (x, t) ∈ Π

Aj(x, t, ) ≥ Λ0, 1 ≤ j ≤ m, Aj(x, t, ) ≤ −Λ0, m+ 1 ≤ j ≤ n, (7)

где Λ0 > 0 — некоторое фиксированное число; n ≥ 2 и 0 ≤ m ≤ n – фиксированные целые
числа. Условие m = n (m = 0) означает, что в гиперболической системе (4) присутству-
ют только характеристики с положительным (отрицательным) наклоном, а условие (7) –
что эта система не вырождена и длины всех характеристик равномерно ограничены в Π.
Матрица P c постоянными коэффициентами pjk (j, k = 1, ..., n) задает граничные условия
отражения (5), в которых

uout(t) = (u1(0, t), . . . , um(0, t), um+1(1, t), . . . , un(1, t)),
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uin(t) = (u1(1, t), . . . , um(1, t), um+1(0, t), . . . , un(0, t)).

На каждой из границ x = 0 и x = 1 полуполосы Π задаются значения неизвестных функ-
ций, характеристики которых выходят с данной границы, через значения тех функций,
характеристики которых приходят на данную границу.

Корректность постановки задачи (4)–(6) в классах непрерывных и непрерывно диффе-
ренцируемых функций доказывается интегрированием вдоль характеристик системы (4).
В [8] доказывается существование L2-обобщенного решения этой задачи.

Определение 1. (см. [8, Def. 4.3]). Пусть ϕ ∈ L2(0, 1). Функция u ∈ C ([0,∞), L2(0, 1))
называется L2-обобщенным решением задачи (4)–(6), если для любой последовательности
ϕl ∈ C∞0 [0, 1], сходящейся к ϕ в L2(0, 1), соответствующая последовательность классиче-
ских решений ul задачи (4)–(6), в которой ϕ заменено на ϕl, удовлетворяет сходимости

‖u(·, t)− ul(·, t)‖L2(0,1) →l→∞ 0,

равномерно по t на отрезке 0 ≤ t ≤ T , для каждого T > 0.
Определение 2. (см. в [7, Def. 1.3]). Задача (4)–(6) обладает свойством стабили-

зации за конечное время, если существует число Ts > 0 такое, что для любой функции
ϕ ∈ L2(0, 1) L2-обобщенное решение задачи (4)–(6) становится тождественно равным ну-
лю для всех t > Ts. Значение Ts называется конечным временем стабилизации. Инфимум
значений всех Ts с вышеупомянутым свойством называется оптимальным временем ста-
билизации и обозначается через Topt.

Определение 3. (см. в [7, Def. 1.4]). Задача (4)–(6) обладает свойством робаст стаби-
лизации за конечное время, если она обладает свойством стабилизации за конечное время
для любых гладких и ограниченных в Π функций Aj, Bj, удовлетворяющих (7).

Имеет место следующая теорема (см. в [7, Theorem 1.10, Corollary 1.9]).
Теорема 1. Пусть P = (pjk) — n× n постоянная матрица и Pabs — матрица с эле-

ментами |pjk|. Тогда справедливы следующие утверждения:
(i) задача (4)–(6) обладает свойством робаст стабилизации за конечное время тогда

и только тогда, когда матрица Pabs нильпотентна, т. е. (Pabs)
n = 0;

(ii) задача (4)–(6) обладает свойством робаст стабилизации за конечное время тогда
и только тогда, когда все главные миноры матрицы P равны нулю;

(iii) задача (4)–(6) обладает свойством робаст стабилизации за конечное время тогда
и только тогда, когда всевозможные произведения pi1i2pi2i3 . . . pin,in+1 равны нулю, если ik
принимают любые значения 1, 2, . . . , n (1 ≤ k ≤ n);

(iiii) пусть a0 = inf {|Aj(x, t)| : (x, t) ∈ Π, j ≤ n} > 0, k0 – минимальное значение среди
k ≤ n таких, что (Pabs)

k = 0. Тогда оптимальное время стабилизации задачи (4)–(6)
удовлетворяет неравенству Topt ≤ k0/a0.

3. Спектральный критерий сверхустойчивости
Рассмотрим автономную систему (4)–(6), т. е. A(x, t) ≡ A(x), B(x, t) ≡ B(x) и введем

в рассмотрение оператор LA,B : L2(0, 1)→ L2(0, 1) такой, что

(LA,Bv) (x) =

(
−A(x)

d

dx
−B(x)

)
v,

и область определения которого имеет вид

D(LA,B) =

{
v ∈ L2(0, 1) :

dv

dx
∈ L2(0, 1), vout = Pvin

}
.
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Здесь vout = (v1(0), ..., vm(0), vm+1(1), ..., vn(1)), vin = (v1(1), ..., vm(1), vm+1(0), ..., vn(0)).
Исследуем спектральную задачу, соответствующую автономной системе (4)–(6), т. е.

λw = LA,Bw, wout = Pwin. (8)

Известно, что оператор LA,B замкнут и его спектр σ(LA,B) состоит из не более чем
счетного числа собственных значений конечной кратности, причем собственные значения
не имеют конечной предельной точки. Обозначим

βj(x) =

x∫
0

Bj(ξ)

Aj(ξ)
dξ, βj = βj(1), αj(x) = −

x∫
0

1

Aj(ξ)
dξ, τj = |αj(1)|, j ≤ n,

тогда общее решение дифференциальной системы в (8) – вектор-функция w = (w1, ..., wn),
где wi(x, λ) = Cie

λαj(x)−βj(x), а Ci – произвольные константы, i = 1, ..., n. При подстановке
w в граничные условия в (8) нетрудно убедиться, что ненулевое решение спектральной
задачи (8) существует тогда и только тогда, когда λ удовлетворяет характеристическому
уравнению

∆(λ) = 0. (9)

Здесь
∆(λ) = det

(
In − diag

(
e−λτ1 , ...., e−λτn

)
P1

)
, (10)

где In – тождественная n× n-матрица, а

P1 = diag(1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m

, eβm+1 , ..., eβn)Pdiag(e−β1 , ..., e−βm , 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−m

).

Итак, λ ∈ σ(LA,B) тогда и только тогда, когда λ удовлетворяет уравнению (9). Функция
∆(λ) в (10) есть полином Дирихле, который можно записать как

∆(λ) = 1 +
M∑
k=1

Eke
−λrk ,

где M ≥ 1 – целое число, r1 < r2 < ... < rM – числа, представляющие собой линейные
комбинации τk, а Ek – числа, зависящие от элементов матрицы P1. Известно [10], что если
хоть один из коэффициентов Ek ненулевой, то ∆(λ) имеет счетное число нулей. Поэтому
уравнение ∆(λ) = 0 не имеет решений в комплексной плоскости тогда и только тогда,
когда ∆(λ) ≡ 1.

Теорема 2. (см. в [7, Theorem 1.5]). Автономная задача (4)–(6) обладает свойством
стабилизации за конечное время тогда и только тогда, когда спектр оператора LA,B пу-
стой. Теорема 5 доказывается с помощью применения преобразования Лапласа к гладко-
му решению исходной системы (4)–(6). В случае отсутствия спектра σ(LA,B) резольвента
оператора LA,B является целой функцией параметра λ, обратное преобразование Лапла-
са которой есть гладкая функция с финитным носителем относительно t, что и означает
свойство конечной стабилизации исходной задачи.

Из теоремы 2 и (3) вытекает следующее утверждение.
Следствие 1. Автономная задача (4)–(6) обладает свойством сверхустойчивости

тогда и только тогда, когда она обладает свойством стабилизации за конечное время.
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Примеры, показывающие неустойчивость спектрального критерия по отно-
шению к возмущению коэффициентов задачи (4)–(6).

Рассмотрим систему из 2-х уравнений

∂tu1 + ∂xu1 = 0, ∂tu2 − ∂xu2 = 0 (11)

с граничными условиями

u1(0, t) = u1(1, t)− u2(0, t), u2(1, t) = u1(1, t)− u2(0, t) (12)

и начальными данными

u1(x, 0) = ϕ1(x), u2(x, 0) = ϕ2(x). (13)

Так как
det (I2 − diag(e−λ, e−λ)P ) = 1− e−2λ + e−2λ,

то характеристическое уравнение (9) для соответствующего оператора LA,B, порождаемо-
го задачей (11)–(13), читается как 1 = 0. Это означает, что оператор LA,B имеет пустой
спектр, следовательно, по теореме 2 задача (11)–(13) обладает конечным временем стаби-
лизации.

1. Рассмотрим теперь возмущенную задачу с ε-возмущением в коэффициенте перед
производной у оператора LA,B. Для системы

∂tu1 + (1 + ε)∂xu1 = 0, ∂tu2 − ∂xu2 = 0 (14)

зададим граничные условия (12) и начальные данные (13). В этом случае

det (I2 − diag(e
−λ
1+ε , e−λ)P ) = 1 + e−λ − e −λ1+ε ,

и характеристическое уравнение имеет вид

1 + e−λ − e −λ1+ε = 0.

Следовательно, оператор LA,B, порождаемый возмущенной системой, имеет бесконечно
много собственных значений, поэтому задача (14), (12), (13) не обладает свойством конеч-
ной стабилизации.

2. Рассмотрим ε-возмущение в коэффициентах перед младшими членами оператора
LA,B. Для системы

∂tu1 + (1 + ε)∂xu1 + εu1 = 0, ∂tu2 − ∂xu2 = 0, (15)

зададим граничные условия (12) и начальные данные (13). В этом случае характеристи-
ческое уравнение имеет вид 1 + e−λ − e−(λ+ε) = 0. Поэтому оператор LA,B, порождаемый
возмущенной системой, имеет бесконечно много собственных значений, следовательно, за-
дача (15), (12), (13) не обладает свойством конечной стабилизации (даже при очень малых
возмущениях коэффициентов Aj или Bj).

Заметим, что матрица P в граничных условиях (12) не удовлетворяет условиям теоре-
мы 1 о робастной стабилизации. Действительно, (Pabs)

2 6= 0, поскольку

P =

(
1 −1
1 −1

)
, Pabs =

(
1 1
1 1

)
.
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Теорема 3. (см. в [7, Cor. 3.4]). Если автономная задача (4)–(6) обладает свойством
стабилизации для любых матриц A и B, то все главные миноры матрицы P нулевые.
Как показывает теорема 1, это условие является и достаточным для свойства стабилизации
за конечное время уже неавтономной системы (4)–(6).

Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики
им. С.Л.Соболева СО РАН (проект № FWNF-2022-0008).
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СОБСТВЕННЫЕ ЧАСТОТЫ
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО РЕФЛЕКТОРА

М.E. Марчук 1,2, С.И. Сенашов 1

1Сибрский государственный университет им. М.Ф. Решетнева, Красноярск
2АО «Решетнев», Железногорск

Рассматривается решение задачи определения собственных частот оболочечного эле-
мента по типу твердотельного рефлектора космического аппарата. Предложен аналити-
ческий способ определения собственных частот оболочки. Приведен результат расчета
собственных частот оболочки с помощью конечно-элементного моделирования.

Для конструкций, подверженных динамическим воздействиям, определение собствен-
ных частот элементов космического аппарата является основной задачей при проектиро-
вании космического аппарата. При проектировании необходимо убедиться в отсутствии
резонансов конструкции на определенном диапазоне частот. Явление резонанса – нежела-
тельное явление для обеспечения прочности изделия. В данной работе предложено реше-
ние задачи определения собственных частот оболочечного элемента по типу рефлектора
космического аппарата.

В стартовом положении рефлектор крепится к его корпусу в точках зачековки. Суще-
ствуют требования по собственной частоте для закрепленного рефлектора.

Рефлектор проектируется из композиционных материалов, имеющих свойства анизо-
тропии. Для упрощения в данной работе рассматривается рефлектор (оболочка) из алю-
миния, являющегося изотропным материалом. Исследуется система уравнений [1], описы-
вающая колебания параболического рефлектора космического аппарата

K∆∆u− 1

R
∆F = −ρδ∂

2u

∂t2
,

1

Eδ
∆∆F +

1

R
∆u = 0,

(1)

где u – отклонение от срединной поверхности, F – напряжения, возникающие на рефлек-
торе, δ, R, ρ, K – постоянные характеризующие рефлектор.

В работе построены точные решения уравнений (1), которые позволили найти соб-
ственные частоты рефлектора.

В таблице 1 приведены собственные частоты рефлектора

Таблица 1. Собственные частоты рефлектора

Номер тона Частота, Гц
1 164,7
2 193,22
3 262,36
4 332,05
5 419,13
6 532,81
7 560,12
8 896,61
9 901,14
10 1012,15
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Определение собственных частот позволит спроектировать рефлектор, который не сло-
мается при колебаниях, возникающих на активном участке выведения космического ап-
парата.
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PROPERTIES OF NON-COMMUTATIVE MICHELSON CONTRAST
AND ITS RELATION TO HOLEVO BOUND.
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We consider the generalization of the Michelson contrast for positive operators of countably
decomposable W ∗-algebras and prove its properties. In addition, we study how the inequalities
characterizing traces interplay with the Michelson contrasts of operator variables.

1. Introduction

The article was first composed under the inner motivation of functional analysis, defining and
describing interesting properties of the "centrality measure since from various points of view,
central and tracial elements are in some sense “better” than arbitrary elements of the algebra
and functionals, respectively. A vast majority of articles dedicated to the characterization of
tracial functionals by inequalities can be found in this overview [1].

The main inspiration was found in the 2019 article by Bikchentaev and Abed [2].
Surprisingly for us, after we had written the first version of the text we discovered that

the "centrality measure"that we have defined in this paper from purely algebraic motivation,
eventually coincided in its form with the so-called Michelson contrast (also called visibility
measure), that is widely applied in image processing [3,4], optics [5], vision [6,7] and quantum
computing [8].

2. Notations and Preliminaries

Let A denote some Banach ∗-algebras; then, Asa,A+ are its self-adjoint and positive parts,
respectively. A∗ is the conjugate space of continuous linear functionals. If A is von Neumann
algebra, then A∗ denotes its predual space. Additionally, A+

∗ , A∗+ are the positive cones in A∗
and A∗, respectively. Tr denotes the canonical trace of Mn(C). By C(H) and B(H) we denote
the ideal of compact operators and the algebra of bounded operators, respectively.

3. Centrality and invertibility in B(H)+

Let A = B(H), then the center C(B(H)) of B(H) is equal to C1. Let us consider the
function

∆(x) = inf
A∈R+

{∥∥∥1− x

A

∥∥∥} for x ∈ B(H)+,

which illustrates how far the element x is from the central elements.
We see, that if x = 1, then ∆(1) = 0 (A = 1) and ∆(0) = 1.
Proposition 1. Let x be positive operator (x ∈ B(H)+), then ∆(x) ≤ 1.
Proposition 2. Let x be positive non-invertible (singular) operator, then

∆(x) = 1.

Corollary 1. Let x be positive compact operator, then ∆(x) = 1.
The corollary characterizes compact operators as the kind of most non-central positive

elements in the sense of the function ∆ in B(H).
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Theorem 1. Let x be invertible positive operator (x ∈ B(H)+), with the inverse x−1, then

∆(x) =
‖x‖‖x−1‖ − 1

‖x‖‖x−1‖+ 1
. (1)

Remark 1. Note, that from the latter theorem it follows, that for any invertible x ∈ B(H)+

the equality ∆(x) = ∆(x−1) holds.
Remark 2. Note, that ∆(x) = 0 for the invertible operator, only if ‖x−1‖ = 1

‖x‖ , which
would mean σ(x) = [‖x‖, ‖x‖], thus x = ‖x‖1.

Corollary 2. Let x ∈ B(H)+ be invertible element with the inverse element x−1 ∈ B(H),
then ∆(x) < 1.

Corollary 3. Let the sequence xn from B(H)+ that converges to element 0 6= x ∈ B(H)+

in terms of norm,
lim
n

∆(xn) = ∆(x),

i.e. ∆ : (B(H)+ \ {0}, ‖ · ‖) 7→ [0, 1] is a continuous function.
From the latter two corollaries, we obtain the following.
Corollary 4. If the sequence of operators is converging to a non-singular (invertible)

operator, then the sequence contains not more than a finite quantity of non-invertible operators.
Corollary 5. For any x in B(H)+ the following properties

1)

∆(x) =
sup(σ(x))− inf(σ(x))

sup(σ(x)) + inf(σ(x))
;

2)

∆(x) =
supσ(x)

supσ(x) + inf σ(x)

∥∥∥∥1− x

‖x‖

∥∥∥∥ .
hold.

Corollary 6. Let x ∈ B(H)+, then

1)
1

2

∥∥∥∥1− x

‖x‖

∥∥∥∥ ≤ ∆(x) ≤
∥∥∥∥1− x

‖x‖

∥∥∥∥ ;

2) ∆(x) = 0 only if x = ‖x‖1.
Remark 3. Note, that the algebra of compact operators C(H) is dense in B(H) in the

weak operator topology (and C(H)+ in B(H)+, respectively), thus ∆ cannot be continuous in
weak operator topology.

Now let us describe some properties of ∆.
Theorem 2. Let x, y ∈ B(H)+, λ ∈ R+ then

1) ∆(λx) = ∆(x);

2) if x, y are invertible, then(
‖x+ y‖+

1

‖(x+ y)−1‖

)
∆(x+ y) ≤

(
‖x‖+

1

‖x−1‖

)
∆(x) +

(
‖y‖+

1

‖y−1‖

)
∆(y).

The inequality becomes an equality if x = λy.
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Theorem 3. Let x, y ∈ B(H)+, then ∆(x+ y) ≤ max{∆(x),∆(y)}.
One can ask when equality holds. We do not have a comprehensive answer for that, but we

assume that the following example would be interesting under these considerations.
Remark 4. Note, that ∆ does not hold monotonicity.
For example, take x = 2p+ 4p⊥ and y = 3p+ 9p⊥ with (0,1 6=)p ∈ B(H)pr, then x ≤ y, but

∆(x) =
4− 2

4 + 2
=

1

3
and ∆(y) =

9− 3

9 + 3
=

1

2
and ∆(x) =

1

3
≤ 1

2
= ∆(y).

As another example take x = p+ 2p⊥ and y = 2p+ 3p⊥, then x ≤ y and

∆(x) =
2− 1

2 + 1
=

1

3
≥ 1

5
=

3− 2

3 + 2
= ∆(y).

Remark 5. Note, that the inequality min(∆(x),∆(y)) ≤ ∆(x+y) does not hold, for example
if (1,0 6=)x = p ∈ B(H)pr and y = p⊥, then ∆(p) = ∆(p⊥) = 1 and 0 = ∆(1) = ∆(p+ p⊥).

Based on Theorems 2 and 3 for B(H) we can define a cone

Kc = {x ∈ B(H)+|∆(x) ≤ c},

which would be a closed subcone with the property, that if 0 ≤ c1 ≤ c2 ≤ 1, then

R+1 ⊂ K0 ⊂ Kc1 ⊂ Kc2 ⊂ K1 = B+(H).

The latter implies, that the cone of positive elements without a zero element has a fibration
into the sets Kc \

⋃
0≤b<cKb parametrized by interval [0, 1].

Remark 6. Let x, y ∈ B(H)+ and xy ∈ B(H)+, then xy = (xy)∗ = y∗x∗ = yx, thus
∆(xy) = ∆(yx).

Theorem 4. Let x, y ∈ B(H)+, then the following inequalities

1) if xy ∈ B(H)+, then ∆(xy) ≤ max(∆(x2),∆(y2));

2) ∆(x2) ≤ 2∆(x);

3) ∆(x) ≤ ∆(x2)

hold.

4. Applications

4.1. Gardner’s inequality inspired simulation

In 1979 L.T. Gardner showed the inequality |ϕ(X)| ≤ ϕ(|X|) characterizes traces in C∗-
algebras among all functionals, i.e.

Theorem 5 [9, Theorem 1]. The finite traces on a C∗-algebraA are precisely those (positive)
linear functionals ϕ on A which satisfy |ϕ(x)| ≤ ϕ(|x|) for all x ∈ A.

If ϕ is a tracial functional on the C∗-algebra A, then the Gardner exponent shows the result
for all elements of X ∈ A and, conversely, if for all X ∈ A is a Gardner quality indicator and
ϕ is a positive functional, this functional is tracial.

Let M be a von Neumann algebra, the normal strongly semifinite weight ϕ ensures that
for any ϕ-finite projections P ∈ M, the Gardner equivalent ( |ϕ(X)| ≤ ϕ(|X|)) result for all
X = PX0P , where X0 ∈M, then the weight is a trace.
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Fig. 1. x = ∆(X), y = ∆(Y ), with X ∈ M+
n (R), Y ∈ Mn(R), ‖X‖ = ‖Y ‖ = 1 and z = |Tr(XY )|−

−Tr(X|Y |). The left column is a 3D scatter plot, the middle column is a plot of z vs. x and the right
column is z vs. y, the upper row is for n = 2 and the lower row is for n = 3

In case if A = Mn(C), we have that for ϕ := Tr(A·) the inequality must be violated for
some X ∈Mn(C), i.r. exists X ∈M(R) such that |Tr(AX)| − Tr(A|X|) > 0.

We made the Monte-Carlo simulations and got the following scatter plots for n = 2, 3.
Another simulation involves Tr(|XY |)− Tr(|X||Y |).
4.2. Quantum Jensen-Shannon Divergence

Let X, Y ∈M+
n (R) and Tr(X) = Tr(Y ) = 1.

We call S(X) := −Tr(X log2(X)) the von Neumann entropy, where log2(X) is understood
in the terms of functional calculus.

We define
QJSD(X, Y ) := S

(
1

2
(X + Y )

)
− 1

2
(S(X) + S(Y ))

following the [10–12].
In the following computational experiment we compare the Michelson Contrast ∆(XY ) of

the product of density matrices X and Y with the
√
QJSD(X, Y ).

We see the tendency that if we increase the dimension it seems that the following type
inequalities

A×∆(|XY |) ≤
√

QJSD(X, Y ) ≤ B ×∆(|XY |)
occur. It seems logical since we know [13] where authors state the equivalence between
Jensen–Shannon divergence and Michelson contrast for a continuous commutative distributions.

4.3. L1 equality violation

From [14] we now that if A ∈ M+
n (R) and Tr(|AXA|) = Tr(A|X|A) for all X ∈ Msa

n (R)
then A is central.
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Fig. 2. The scatter plots above are visualising results of simulations with x = ∆(X), y = ∆(Y ), with
X ∈Mn(R), Y ∈Mn(R), ‖X‖ = ‖Y ‖ = 1 and z = |Tr(XY )| − Tr(|X||Y |). The left column is a 3D
scatter plot, the middle column is a plot of z vs. x and the right column is z vs. y. The rows corres-
pond for 2, 3, 4 and 5-dimensional simulations respectively

5. Data Avaialabilty Statement

All of the code for simulations is available by the following link
https : //www.kaggle.com/code/andreinovikov90/computations−for−michelson−contrast,
https : //www.kaggle.com/code/andreinovikov90/computations− for−michelson− contras
along with the outputs of the simulations. The code alone is also available on GitHub:
https : //github.com/AHHobukob/michelsoncontrastssimulation2024,
https : //github.com/AHHobukob/michelson_contrasts_simulation_2024.

6. Discussion

It appears that the proven properties of the Michelson contrast were previously unknown, or
at least not proven. A brief overview of the applications gives us a clear idea that these results
can be used both theoretically and practically.
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Fig. 3. The scatter plots above are visualising results of simulations with x = ∆(|XY |),
y =

√
QJDS(X,Y ), with X, Y ∈ M+

n (R),TrX = TrY = 1. The upper row corresponds to 2, 3

and 4-dimensional simulations, the middle row corresponds to 5, 6 and 7-dimensional simulations and
the last row corresponds to 8, 9 and 10-dimensional simulations

From the simulations, it seems that the inequalities that characterize traces and central
elements are violated for an amount that can have upper bounds dependent on Michelson
contrasts. Also, we think that these properties can be generalized for the general case of C∗-
algebras and for the weights on W ∗-algebras.

It is notable that from the Dixmier characterization of positive operators we obtained a
Michelson contrast for operators.

Also, it is interesting to find out how does the Michelson contrast of the components affect
the inequalities characterizing the traces, for instance the monotonicity inequalities [15–18],
subadditivity [19,20], Young’s inequality [21] and other characterizations of traces [22–26]. You
can take a look at the survey [1].

Also, it seems that we can try to prove limit theorems for ∆′ (n−1
∑n

k=1Xk) considering the
sequencesX1, X2, . . . , Xn . . . of random sample elements from the population from the quantum
probability space (N ,N pr, ϕ), where N is a countably decomposable von Neumann algebra,
yet it seems to work in simulations for random matrices when N = Mn(R).



Novikov A.A., Nikolaeva I. A., Abed S.A. 294

Fig. 4. The scatter plots above are visualising results of simulations with x = ∆(|X|), y = ∆(Y ), with
X ∈Msa

n (R), Y ∈M+
n (R), ‖X‖ = ‖Y ‖ = 1 and z = Tr(Y |X|Y )| −Tr(|Y XY |). The left column is a

3D scatter plot, the middle column is a plot of z vs. x and the right column is z vs. y. The rows
correspond for 2, 3, 4 and 5-dimensional simulations respectively

Another application seems to be found in optics and vision theory. We can think of the
raster graphical image as a matrix in Mn×m(Zd) for monochromatic image of d pixel depth
or ⊕ci=1Mn×m(Zd), where c is a number of channels and d is a channel depth of an image
(respectively, 3 and 256 for the RGB color space), which can be embedded into Mn×m(R) and
⊕ci=1Mn×m(R), respectively.
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From here we may move in different directions, first is to consider a simple assumption that
the image is described as a function f(x, y) ≥ 0 and we consider a multiplication operator
Mf : g ∈ L2(Zn × Zm) 7→ fg ∈ L2(Zn × Zm) we have that Michelson distance is just equal to
∆(Mf ).

Another direction is to extend the Michelson contrast for the rectangular matrices through
the singular values framework.

We know, that since ∆ and ∆′ are dependant on the spectrum, then it is not changing under
unitary transformations, however, we have nonlinear transformations between color schemes
such as RGB and CMYK, which can give us a raise of contrast, that could help in computer
vision to highlight some specific objects. Also, it can be interesting how the activation functions
affect the Michelson contrast values, that could bring the light upto fundamentals of neural
networks.
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ИНТЕГРИРУЕМЫЕ СИСТЕМЫ С ТРЕМЯ СТЕПЕНЯМИ
СВОБОДЫ: СТРУКТУРНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ

ОСОБЕННОСТЕЙ КОРАНГА 1 И ИХ КЛАССИФИКАЦИЯ

М.В. Онуфриенко 1,2

1Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова
2Московский центр фундаментальной и прикладной математики

В качественной теории интегрируемых систем важную роль играют структурно устой-
чивые особые орбиты, т. е. такие орбиты, в малой окрестности которых топология слоения
Лиувилля сохраняется при малых интегрируемых возмущениях системы. Например, невы-
рожденные особые орбиты являются структурно устойчивыми согласно теореме Элиассо-
на –Вея [1, 2] (см. также [3, 4]). Простейшая вырожденная особенность — параболическая
орбита — является структурно устойчивой [5] и даже гладко структурно устойчивой [6].
Гладкие семейства функций, инвариантных относительно действия коммутативной ком-
пактной группы Ли, возникают при изучении бифуркаций критических орбит интегриру-
емых гамильтоновых систем [3]. Например, гладкие семейства четных функций с груп-
пой симметрий из двух элементов возникают в интегрируемых гамильтоновых системах
с двумя степенями свободы вблизи таких вырожденных орбит ранга 1, как «эллиптическое
удвоение периода» и «гиперболическое удвоение периода» [4]. Гладкие семейства функций
от четырех переменных, инвариантных относительно гамильтонова действия окружности
G ∼= SO(2) вырожденных орбит коранга 2, — как «интегрируемая гамильтонова бифур-
кация Хопфа» [7] и ее гиперболические аналоги. Все указанные выше типы вырожден-
ных особых орбит встречаются во многих интегрируемых системах динамики твердого
тела (см., например, [3, 7, 8]), магнитных геодезических потоках, инвариантных относи-
тельно вращений [4]; они являются структурно устойчивыми относительно вещественно-
аналитических интегрируемых возмущений. Семейства четных функций встречаются во
многих динамических системах (не обязательно интегрируемых, см., например, [9]).

Нами изучается структурная устойчивость особенностей коранга 1 типичных интегри-
руемых систем на 4- и 6-мерных симплектических многообразиях. Ранее была получена
классификация (с точностью до послойного диффеоморфизма) таких особенностей и до-
казано, что вблизи орбиты коранга 1 слоение Лиувилля интегрируемой системы диффео-
морфно стандартной модели [3, 10–12]. Эти особенности в 4-мерном случае представляют
собой параболические орбиты с резонансами [10], а в 6-мерном случае — бифуркации таких
орбит. Доказывается структурная устойчивость этих особенностей, строятся локальные
бифуркационные диаграммы, фазовые портреты и их бифуркации [13].

Определение 1. Интегрируемая гамильтонова система на 2n-мерном симплектиче-
ском многообразии (M,ω) задается гладким отображением F = (f1, . . . , fn) : M −→ Rn,
где {fi, fj} = 0. Возникает лагранжево слоение с особенностями на (M,ω), называемое
слоением Лиувилля, слоями которого являются связные компоненты множеств F−1(c),
c ∈ Rn. Регулярные компактные слои представляют собой торы Лиувилля. Предположим,
что M компактно и система вещественно-аналитическая. Тогда возникает гамильтоново
Rn-действие на M , порожденное отображением F .

Пусть S(M) — класс интегрируемых систем (называемых полуторическими) на M ,
для которых функции f2, . . . , fn порождают локально-свободное гамильтоново действие
(n− 1)-тора на M . Такое действие существует вблизи орбит коранга 1, согласно [11].
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Определение 2. Определим стандартную модель полулокальной особенности (т. е.
компактной Rn-орбиты) коранга 1 как систему, заданную на симплектическом многообра-
зии

Mst = (D2 ×Dn−1 × T n−1)/G, ωst = dx ∧ dy +
n−1∑
i=1

dIi ∧ dϕi,

инволютивным набором функций Fst = (H, I1, . . . , In−1), где H = Hs,k,α(z, I) — функция
Гамильтона, k = 0, 1, 2, z = (x, y), z = x+ iy, действие группы G = Zs на прямом произве-
дении D2 ×Dn−1 × T n−1 имеет вид

(x, y, I, ϕ) 7→
(
x cos

(
2π`

s

)
−y sin

(
2π`

s

)
, x sin

(
2π`

s

)
+y cos

(
2π`

s

)
, I, ϕ1+

2π

s
, ϕ2, . . . , ϕn−1

)
,

где 0 < ` < s, (`, s) = 1.
Таким образом, стандартной моделью является полуторическая интегрируемая си-

стема (Mst, ωst,Fst) с гамильтонианом H и компактной (n − 1)-мерной орбитой O вида
x = y = I1 = · · · = In−1 = 0, имеющей мультипликаторы e±2π`i/s = ξ±` (с ξ = e2πi/s),
скручивающий резонанс `/s mod 1 (см. [3] и порядок резонанса s = |G| (см. [10]).

Стандартная функция Гамильтона H = Hs,k,α определяется следующим образом: как
функция Морса Hs,0(x, y) = |z|2 = x2 + y2 (при k = 0 и s ≥ 3) или H±s,0(x, y) = x2 ± y2 (при
k = 0 и s = 1, 2), и как два семейства функций Hs,k,α(z, ε) при k = 1, 2 и s ≥ 1:

Hs,1,α(z, ε) =


ηx2 + ys+2 +εys, s = 1, 2,
Re(z3) +ε|z|2, s = 3,
Re(z4) + α|z|4 +ε|z|2, s = 4, α2 6= 1,
Re(zs) + |z|4 +ε|z|2, s ≥ 5,

Hs,2,α(z, ε) =


ηx2 + y2s+2 +ε2y

2s + ε1y
s, s = 1, 2,

Re(z4) + η|z|4 + |z|6 +ε2|z|4 + ε1|z|2, s = 4,
Re(z5) + |z|6 +ε2|z|4 + ε1|z|2, s = 5,
Re(z6) + α|z|6 + |z|8 +ε2|z|4 + ε1|z|2, s = 6, α2 6= 1,
Re(zs) + |z|6 + α|z|8 +ε2|z|4 + ε1|z|2, s ≥ 7.

Здесь ε = (εi) ∈ Rk — малый параметр, α ∈ R — параметр (так называемый модуль),
η = ±1, z = x+ iy.

Определение 3. Полулокальная особенность (компактная Rn–орбита) вещественно-
аналитической интегрируемой системы (M,ω,F) называется структурно устойчивой, ес-
ли существует окрестность UC в MC такая, что для любой вещественно-аналитической
системы (UC, ω̃C, F̃C), достаточно близкой к данной системе в UC относительно
C∞-топологии, верно соотношение F̃ = φ ◦ F ◦ Φ, где Φ : U → M и φ : Rn → Rn —
вложение и гомеоморфизм соответственно, близкие к тождественным. Если Φ является
аналитическим диффеоморфизмом на свой образ, особенность называется гладко струк-
турно устойчивой.

Теорема [12, 13]. Пусть n = 1
2

dimM ∈ {2, 3} и Sst ⊆ S = S(M) означает класс
систем, у которых все полулокальные особенности послойно диффеоморфны стандарт-
ным. Тогда Sst открыт и плотен в S относительно C∞-топологии. Любая особенность,
послойно диффеоморфная стандартной модели, в которой модуль присутствует (соот-
ветственно отсутствует), структурно устойчива (соответственно гладко структур-
но устойчива) относительно малых интегрируемых возмущений системы.



Онуфриенко М.В. 299

Первая часть теоремы 1 не следует из классификации в [14]. Строим локальные би-
фуркационные диаграммы и фазовые портреты всех этих особенностей и, как следствие,
получаем вторую часть теоремы 1. Фазовые портреты при s ≥ 5 были построены в [15]
для систем без предположения об интегрируемости. Для особенностей коранга 2 получена
классификация, и для резонансов порядка 6= 4 доказана структурная устойчивость [16].

Автор благодарен Е. А. Кудрявцевой за постановку задачи и ценные обсуждения.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант

№ 24-71-10100) в МГУ им. М.В.Ломоносова. Автор является стипендиатом Фонда раз-
вития теоретической физики и математики «БАЗИС».
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ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
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1Санкт-Петербургское отделение Математического института им. В.А. Стеклова
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2Санкт-Петербургский государственный университет

Введение. Рассмотрим одномерный симметричный процесс Леви ξ(t), t ≥ 0. Известно
[1, гл. 2, § 2.4], что представление Леви –Хинчина характеристической функции ξ(t) имеет
вид

Eeipξ(t) = e−tΨ(p), Ψ(p) =
σ2p2

2
+

∫
|y|>0

(
1− cos(py)

)
Π(dy),

где σ2 ≥ 0, а Π – мера Леви процесса ξ(t) – симметричная σ-конечная мера, удовлетворя-
ющая условию ∫

|y|>0

min(1, y2) Π(dy) <∞.

Напомним, что локальным временем L(t, x) до момента времени t процесса ξ(τ)
называется плотность в точке x его меры пребывания, то есть случайной меры µt:
µt(Γ) = mes {τ < t | ξ(τ) ∈ Γ}, Γ ∈ B(R), относительно меры Лебега, если только эта
плотность существует.

Будем предполагать, что у ξ(t) существует локальное время. Это эквивалентно
( [2, гл. V, § 1], [3, гл. I, § 4.30]) условию∫

R

dp

1 + Ψ(p)
<∞. (1)

Можно показать (как это было сделано для устойчивых процессов в [4, гл. I, § 4]), что
локальное время L(t, x) процесса ξ(t) непрерывно по обеим переменным с вероятностью 1.
Из этого следует, что почти наверное

L(t, x) = lim
ε→0+

1

2ε

t∫
0

1(−ε,ε)(x− ξ(τ)) dτ . (2)

Используя (2) и тот факт, что пределом последовательности 1(−ε,ε)(x)/(2ε) при ε→ 0+
в смысле обобщенных функций является дельта-функция Дирака δ(x), можем формально
записать

L(t, x) =

t∫
0

δ(x− ξ(τ)) dτ . (3)
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Напомним [2, гл. I], что процесс ξ(t) определяет семейство марковских процессов
{ξx(t)}x∈R, где ξx(t) = x − ξ(t), которое, в свою очередь, порождает сильно непрерывную
полугруппу операторов в пространстве L2(R), действующую на функциях из L2(R)∩Cb(R)
по правилу (

Ttf
)
(x) = Ef(ξx(t)).

Генератором полугруппы {Tt} является оператор A, действующий на f ∈ D(A) как

(
Af
)
(x) =

σ2

2
f ′′(x) +

∫
R\{0}

(
f(x− y)− f(x) + yf ′(x)1[−1,1](y)

)
Π(dy). (4)

Теоретико-полугрупповой подход позволяет связать процесс ξ(t) с задачей Коши

∂u

∂t
(t, x) = (Au)(t, x) + V (x)u(t, x), u(0, x) = f(x), (5)

где f ∈ L2(R), а V принадлежит достаточно “хорошему” классу функций (например
C∞0 (R)). Согласно формуле Фейнмана-Каца [5, ч. I, гл. 3] единственное решение данной
задачи может быть представлено в виде

u(t, x) = Ef(ξx(t)) e

t∫
0

V (ξx(τ)) dτ
. (6)

В то же время потенциал V при некоторых условиях индуцирует распределение

e

T∫
0

V (ω(τ)) dτ

Ee

T∫
0

V (ω(τ)) dτ

PT,x(dω), (7)

где PT,x – распределение, порожденное процессом ξx(t), t ≤ T , на пространстве траекторий
ξx(t) [5, ч. I, гл. 4]. В работе [6] было положено начало изучению предельных свойств
подобных распределений, а сами они были названы штрафующими – неформально говоря,
они накладывают экспоненциальный штраф, определяемый функцией V , на траектории
процесса ξx(t).

Заменим в задаче (5) потенциал V на µ δ(x− x0), µ > 0, x0 ∈ R. Формально, пользуясь
формулой Фейнмана –Каца, получаем, что единственным решением (5) является функция

u(t, x) = Ef(ξx(t)) e
µ
t∫
0

δ(ξx(τ)−x0) dτ
,

или после подстановки (3)
u(t, x) = Ef(ξx(t)) e

µL(t,x−x0). (8)

Генератором же соответствующей полугруппы является оператор A+ µ δ(x− x0).
Далее формально распределение на пространстве траекторий ξ(t), t ≤ T , соответству-

ющее потенциалу µ δ(x− x0), имеет вид

Qµ
T,x(dω) =

eµL(T,x−x0)

EeµL(T,x−x0)
PT,x(dω). (9)
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Такая мера накладывает штраф на траектории процесса ξ(t) за непосещение точки x0.
Поэтому ее также уместно называть притягивающей – она сгущает траектории ξ(t) во-
круг x0.

В настоящей работе обобщается формула Фейнмана –Каца на случай потенциала
µ δ(x− x0), µ > 0, а также строится и изучается распределение Qµ

T,x.
Ранее генератор с дельта-потенциалом и соответствующее распределение на простран-

стве траекторий были построены в [7] для устойчивых процессов. А в работах [8, 9] был
построен функционал вида

t∫
0

q(x− w(τ)) dτ ,

где w – стандартный винеровский процесс, а q – удовлетворяющая некоторому условию
обобщенная функция, и с его помощью обобщена формула Фейнмана –Каца на случай
q-потенциала. Задача штрафования для отрицательного параметра µ была изучена в ра-
боте [10].

Результаты. Обозначим через V 1
2 (R) пространство функций из L2(R), для которых

конечна норма | · |1, где
|ϕ|21 =

∫
R

(
1 + Ψ2(p)

)
|ϕ̂(p)|2 dp,

и положим
D0 = {ϕ ∈ V 1

2 (R) : ϕ(x0) = 0}.
Пусть λ ∈ C \ (−∞, 0]. Определим функцию ψλ, полагая

ψλ(x) =
1

2π

∫
R

e−ipx

Ψ(p) + λ
dp.

В качестве области определения D(Aµ) оператора Aµ возьмем пространство

D0 ⊕ Lin
(
ψν(· − x0)

)
,

где константа ν однозначно определяется соотношением

µψν(0) =
µ

2π

∫
R

dp

Ψ(p) + ν
= 1.

Для u ∈ D(Aµ), u = ϕ+ Cψν , положим

Aµu = Aϕ+ νψν(· − x0).

Теорема 1. Оператор Aµ – самосопряженный.
Спектральная теория позволяет определить [11, гл. 8, § 8.2] полугруппу операторов

{etAµ}t≥0 такую, что при f ∈ L2(R) функция

u(t, x) = (etAµf)(x)

является единственным решением задачи Коши

∂u

∂t
= Aµu, u(0, x) = f(x), (10)
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в классе

{u : R+ × R→ R
∣∣ t 7→ u(t, ·) ∈ C(R+, L2(R)), u(·, x) ∈ C1(R), u(t, ·) ∈ D(Aµ)}.

Покажем, что для {etAµ} справедливо вероятностное представление (6).
Пусть {Ut}t≥0 – семейство операторов, действующих на Cb(R) по формуле

(Utf)(x) = Ef(ξx(t))e
µL(t,x−x0), f ∈ Cb(R).

Теорема 2.
1. Семейство {Ut} задает C0-полугруппу в L2(R) с генератором Aµ.
2. Для любой f ∈ L2(R) ∩ Cb(R) справедлива формула

(etAµf)(x) = Ef(ξx(t))e
µL(t,x−x0).

Обозначим через {Ft}t≥0 фильтрацию, порожденную процессом ξ(t). Используя соб-
ственную функцию Aµ, построим Ft-мартингал. Пусть

ην(t, x) = e−νt ψν(ξx(t)− x0) eµL(t,x−x0).

Теорема 3. Процесс ην(t, x) является Ft-мартингалом.
Следующее утверждение является одним из следствий мартингальности процес-

са ην(t, x).
Теорема 4. Для любой f ∈ L2(R)

L2 − lim
t→∞

e−νt Ef(ξx(t))e
µL(t,x−x0) =

(f, ψν(· − x0))

‖ψν‖2
2

ψν(x− x0).

Напомним, что мера PT,x процесса ξx(t), t ≤ T , есть мера на пространстве траекторий
ΩT,x = {ω ∈ D([0, T ],R) |ω(0) = x}, где D([0, T ],R) – пространство Скорохода, то есть снаб-
женное метрикой Скорохода множество непрерывных справа и имеющих пределы слева
вещественнозначных функций на [0, T ].

Обозначим через pµ(t, x, y, ) ядро оператора etAµ . Введем также нормализующую функ-
цию Zµ(t, x), x ∈ R, положив

Zµ(t, x) =

∫
R

pµ(t, x, y) dy.

Теперь введем на ΩT,x меру Qµ
T,x, задаваемую на цилиндрических множествах форму-

лой
Qµ
T,x{ω(t1) ∈ B1, . . . , ω(tn) ∈ Bn} =

=
1

Zµ(T, x)

∫
B1

· · ·
∫
Bn

pµ(t1, x, x1)
n∏
k=2

pµ(tk − tk−1, xk−1, xk)Zµ(T − tn, xn) dx,

где 0 < t1 < · · · < tn ≤ T , B1, . . . , Bn ∈ B(R).
Для семейства распределений {Qµ

T,x}T≥0 справедлива следующая предельная теорема.
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Теорема 5. Плотности конечномерных распределений {Qµ
T,x} при T →∞ сходятся

поточечно и в метрике L1 к плотностям соответствующих конечномерных распреде-
лений Pµ

x марковского процесса ζ(t), t ≥ 0, с переходной плотностью

ρµ(t, x, y) = e−νt
pµ(t, x, y)ψν(y − x0)

ψν(x− x0)

и инвариантным распределением

ψ2
ν(x
′ − x0)

‖ψν‖2
2

dx′.

Кроме того, последовательность {Qµ
T,x} при T →∞ слабо сходится к Pµ

x.
Следствие 1. Конечномерные распределения Qµ

T,x при T → ∞ сходятся по полной
вариации к соответствующим конечномерным распределениям Pµ

x.
Рассмотрим распределение Rµ

T,x случайной величины ω(T ). Это распределение имеет
смысл распределения точки, в которую перешла испытывающая притяжение траектория
процесса ξx(t) за время T .

Теорема 6. Плотность rµT,x распределения Rµ
T,x при T → ∞ сходится поточечно и

в L1(R) к плотности νψν(· − x0). При этом справедливо неравенство

‖rµT,x − νψν(· − x0)‖1 ≤
2(1 + zµ(T, x))

Zµ(T, x)
,

где

zµ(T, x) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

∫
R

eλT
ψλ(x− x0)ψλ(x

′ − x0)

(λ− ν)(ψν , ψλ̄)
dλ dx′.

Следствие 2. Распределение Rµ
T,x сходится по полной вариации к распределению

νψν(y − x0) dy.
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МОДИФИЦИРОВАННЫЙ КРИТЕРИЙ
ХЕЛЛЕР–ХЕЛЛЕРА–ГОРФИН

ДЛЯ ПРОВЕРКИ ОДНОРОДНОСТИ
А.П. Бузин

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова

В работе [1] Кресси и Рид ввели общий критерий, обобщающий критерий хи-квадрат.
Однако при применении подобного подхода к данным общего вида существенным аспек-
том, влияющим на качество критерия, является выбор отрезков разбиения. Эта проблема
остается актуальной для всех видов модификаций критериев Кресси –Рида, но нас она
будет интересовать применительно к задаче однородности.

Один из вариантов решения данной проблемы, значительно повышающих мощность,
для критериев проверки однородности и независимости приведен в работе [2]; будем назы-
вать данный подход HHG. В этом подходе было предложено рассматривать всевозможные
разбиения и суммировать или брать максимум у соответствующих разбиениям статистик
критериев Кресси –Рида (в оригинальной работе рассматривались лишь два частных слу-
чая: критерий отношения правдоподобий и хи-квадрат).

Однако в подходе HHG не удается описать предельное распределение статистики, что
приводит к большим вычислительным затратам. В настоящей работе приводится моди-
фикация критерия, в которой удается найти предельное распределение статистики для
гипотезы однородности.

Пусть F1, . . . , Fm – непрерывные функции распределения, при каждом j = 1, . . . ,m,
Xj,1, . . . , Xj,nj ∼ Fj, – наборы независимых одинаково распределенных (НОР) случайных
величин, независимые между собой.

Рассматривается гипотеза

H0 : F1 = F2 = · · · = Fm

с общей альтернативой H1.
Положим n := n1 + n2 + · · · + nm, везде далее будем считать что nj/n =: αj,n → αj,

n → ∞, j = 1, 2, . . . ,m. Обозначим эмпирические функции распределения (ЭФР) для
Xj,i, i = 1, . . . , nj, через F̂j,nj , а эмпирическую функцию распределения объединенной
выборки – Ĥn:

Ĥn := α1,nF̂1,n1 + α2,nF̂1,n2 + · · ·+ αm,nF̂m,nm .

Пусть T – некоторое разбиение R на непересекающие интервалы ∆i, i = 1, . . . , k. Обо-
значим

χ2(T ) :=
m∑
j=1

k∑
i=1

(
νi,j − nj

νi,1 + . . .+ νi,k
n

)2

nj
νi,1 + . . .+ νi,k

n

=
m∑
j=1

k∑
i=1

(
F̂j,nj(∆i)− Ĥn(∆i)

)2

nj

Ĥn(∆i)
,

где νi,j – число точек Xj,· в интервале ∆i; Tε,n – множество таких разбиений T , что
Ĥn(∆i(T )) > ε. Будем рассматривать статистики

Dε := sup
T∈Tε,n

χ2(T ).
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Иными словами, в отличие от подхода Хеллер, Хеллера и Горфин рассматриваем лишь
разбиения на те множества, которые содержат достаточное суммарное количество наблю-
дений.

Основная цель настоящей работы – исследовать предельное поведение статистики Dε

при n1, n2, стремящихся к бесконечности.

Введем некоторые обозначения: H(x) :=
m∑
j=1

αjFj(x); G(∆) := G(b)−G(a) – приращение

функции G на полуинтервале ∆ = (a, b].
Для положительных последовательностей εn стремящихся к нулю при n→∞, так что√
nεn →∞, n→∞, будем рассматривать статистику

D0 := sup
T∈Tεn,n

m∑
j=1

k∑
i=1

(
F̂j,nj(∆i)− Ĥn(∆i)

)2

nj

Ĥn(∆i) ln2(|∆i|/2)
.

Теорема 1. Справедлива следующая сходимость:

Dε

n

P−→ sup
T :H(∆i(T ))>ε

m∑
j=1

k∑
i=1

(Fj(∆i)−H(∆i))
2 αj

H(∆i)
, n→∞.

Теорема 2. При верной гипотезе H0 распределение Dε не зависит от F = Fi,
i = 1, 2, . . . ,m.

Теорема 3. При гипотезе выполнена следующая сходимость:

Dε
d−→ sup

T̃ :|∆i|>ε

m−1∑
j=1

k∑
i=1

(
W̃ 0
j (∆i)

)2

|∆i|

 , n→∞,

где W̃ 0
j , j ≤ m− 1, – (m− 1)-мерный броуновский мост.

Теорема 4. Пусть набор
√
n|αj,n − αj| ограничен при всех j = 1, 2, . . . ,m и при всех

n ∈ N, тогда

lim
n→∞

P

(
√
n

∣∣∣∣∣Dε

n
− sup

T :H(∆i(T ))>ε

m∑
j=1

k∑
i=1

(Fj(∆i)−H(∆i))
2 αj

H(∆i)

∣∣∣∣∣ > x

)
≤ 1−Gε(x),

где Gε – некоторая функция распределения.
Теорема 5. Справедлива следующая сходимость:

D0

n

d−→ sup
T :H(∆i(T ))>0

m∑
j=1

k∑
i=1

(Fj(∆i)−H(∆i))
2 αj

H(∆i) ln2(H(∆i)/2)
, n→∞.

Теорема 6.При верной гипотезе H0 распределение случайной величины D0 не зависит
от F = Fi, i = 1, . . . ,m.

Теорема 7. При гипотезе выполнена следующая сходимость:

D0
d−→ sup

T̃ :|∆i|>0

m−1∑
j=1

k∑
i=1

(
W̃ 0
j (∆i)

)2

|∆i| ln2(|∆i|/2)

 , n→∞,
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где W̃ 0
j , j ≤ m− 1, – (m− 1)-мерный броуновский мост.

Теорема 8. Пусть набор
√
n|αj,n − αj| ограничен при всех j = 1, 2, . . . ,m и при всех

n ∈ N, тогда

lim
n→∞

P

(
√
n

∣∣∣∣∣D0

n
− sup

T :H(∆i(T ))>ε

m∑
j=1

k∑
i=1

(Fj(∆i)−H(∆i))
2 αj

H(∆i) ln2(H(∆i)/2)

∣∣∣∣∣ > x

)
≤ 1−G0(x),

где G – некоторая функция распределения.
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СКОРОСТЬ СХОДИМОСТИ ПО МЕТРИКЕ
КОЛМОГОРОВА–СМИРНОВА В ЦЕНТРАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ

ТЕОРЕМЕ СОШНИКОВА ДЛЯ СИНУС-ПРОЦЕССА

А.И. Буфетов 1,2

1Математический институт им. В.А. Стеклова РАН, Москва
2Санкт-Петербургский государственный университет

Cкорость сходимости к гауссову распределению по метрике Колмогорова –Смирнова
для аддитивных функционалов синус-процесса, отвечающих функциям, подвергнутым го-
мотетии с коэффициентом R > 1, оценивается сверху величиной c/ logR в случае гладких
функций и величиной c/R в случае функций, голоморфных в полосе.

Пусть PS — синус-процесс, то есть детерминантная мера на пространстве Conf(R)
конфигураций на R, отвечающая синус-ядру

S (x, y) =
sin π(x− y)

π(x− y)
.

Для борелевской функции f : R→ R с компактным носителем символом

Sf (X) =
∑
x∈X

f(x)

обозначим аддитивный функционал на Conf(R), отвечающий функции f . Если f ∈ L1(R),
то Sf ∈ L1(Conf(R),PS ), причем

EPS
Sf =

∫
R

f(x) dx.

Положим Sf = Sf − EPS
Sf и напомним, что

E|Sf |2 =
1

2

∫∫
|f(x)− f(y)|2 · |S (x, y)|2 dxdy. (1)

Равенство (1) позволяет по непрерывности определить Sf для всех f таких, что инте-
грал в правой части (1) сходится. Символом f( · /R) обозначим функцию, значение кото-
рой в точке t равно f(t/R). Определим пространство Ḣ1/2(R) как пополнение семейства
гладких функций с компактным носителем на R по отношению к норме ‖f‖Ḣ1/2

, заданной
формулой

‖f‖2
Ḣ1/2

=

∫
R

|ξ| · |f̂(ξ)|2 dξ.

Функции f ∈ Ḣ1/2 сопоставим функции f+, f−, определенные формулами f̂+ = f̂ · χ[0,+∞),
f̂− = f̂ · χ(−∞,0). Положим f̊ = f− − f+.

Теорема 1. Если f ∈ Ḣ1/2(R), а f̊ ∈ L∞(R), то семейство аддитивных функционалов
Sf( · /R) сходится по распределению к нормальному закону N (0, ‖f‖2

Ḣ1/2
/4π2).



Буфетов А.И. 311

Теорема 1 доказана А.Б.Сошниковым [1] в несколько более стеснительных условиях
на функцию f . Наша следующая цель — установить скорость сходимости в теореме 1.
Напомним, что расстояние Колмогорова –Смирнова dKS между двумя функциями рас-
пределения на R есть по определению супремум разности наших функций распределения.
Далее, под dKS(Y,N (0, 1)) будем понимать расстояние Колмогорова –Смирнова от распре-
деления случайной величины Y до стандартного нормального закона.

Определим пространство Ḣ1(R) как пополнение семейства гладких функций с ком-
пактным носителем по норме ‖f‖Ḣ1

, заданной формулой

‖f‖2
Ḣ1/2

=

∫
R

|ξ|2 · |f̂(ξ)|2 dξ =

∫
R

|f ′(t)|2 dt.

Теорема 2 [2]. Пусть f ∈ Ḣ1/2(R) ∩ Ḣ1(R), причем f̊ ∈ L∞(R). Найдется констан-
та c(f), зависящая лишь от ‖f‖Ḣ1/2

, ‖f‖Ḣ1
, ‖f̊‖L∞, такая, что при всех R > 1 имеем

dKS

(
Sf( · /R),N

(
0, ‖f‖2

Ḣ1/2
/4π2

))
≤ c(f)

logR
.

Сходимость быстрее, если f̊ голоморфна в полосе. Для δ > 0 символом HL(δ) обо-
значим пространство функций f , ограниченных и голоморфных в полосе {|Im z| < δ} и
таких, что

sup
|δ1|<δ

∫
R

|f ′(t+ iδ1)|2 dt < +∞.

Нормируем пространство HL(δ), положив

‖f‖HL(δ) = sup
|Im z|<δ

|f(z)|+ sup
|δ1|<δ

(∫
R

|f ′(t+ iδ1)|2 dt
)1/2

.

Теорема 3. Пусть δ > 0. Для f ∈ Ḣ1/2(R) такой, что f̊ ∈ HL(δ), найдется констан-
та c(f), зависящая лишь от δ, ‖f̊‖HL(δ), такая, что при всех R > 1 имеем

dKS

(
Sf( · /R),N

(
0, ‖f‖2

Ḣ1/2
/4π2

))
≤ c(f)

R
.

Ключевую роль в доказательстве теорем 2, 3 играет скейлинговый предел теоремы
Бородина –Окунькова –Джеронимо –Кейса [2–6]. Напомним, что оператор Ганкеля H(h),
отвечающий функции h, задается формулой

H(h)ϕ(s) =
1

2π

+∞∫
0

ĥ(s+ t)ϕ(t) dt.

Обозначим

Vf (λ) = det

(
1− χ(1,+∞)H

(
exp

(
λf̊

( ·
2π

)))
H

(
exp

(
−λf̊

( ·
2π

)))
χ(1,+∞)

)
.
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Предложение 1 [2, 6]. Если f ∈ Ḣ1/2(R) такова, что f̊ ∈ L∞(R), то

EPS
exp(λSf ) = exp

(λ2‖f‖2
Ḣ1/2

4π2

)
· Vf (λ).

Имеем оценку

Vf (λ) ≤ exp

(∥∥∥∥χ(1,+∞)H

(
exp

(
λf̊

( ·
2π

)))∥∥∥∥
HS

·
∥∥∥∥H(exp

(
−λf̊

( ·
2π

)))
χ(1,+∞)

∥∥∥∥
HS

)
.

Для R ≥ 1 введем на пространстве Ḣ1/2 полунорму ‖h‖H(R) формулой

‖h‖2
H(R) =

+∞∫
1

ξ|ĥ(ξ +R)|2 dξ.

Имеем

‖χ(1,+∞)H(h)‖HS = ‖h‖H(1), ‖h‖H(R) = ‖h( · /R)‖H(1), (2)

|Vf( · /R)(λ)| ≤ exp

(∥∥∥∥exp

(
λf̊

( ·
2π

))∥∥∥∥
H(R)

·
∥∥∥∥exp

(
−λf̊

( ·
2π

))∥∥∥∥
H(R)

)
.

Из (2) видно, что χ(1,+∞)H(exp(λf̊)) ∈ HS, коль скоро exp(λf̊) ∈ Ḣ1/2, что, в свою очередь,
имеет место при f̊ ∈ Ḣ1/2 ∩ L∞; видно также, что∥∥∥∥χ(1,+∞)H

(
exp

(
λf̊

( ·
R

)))∥∥∥∥
HS

→ 0

при R → +∞, если f̊ ∈ Ḣ1/2 ∩ L∞. Теорема 1 доказана. Переходим к доказательству
теорем 2 и 3. Сглаживающее неравенство Эссеена в форме Феллера [7, 8] дает

Следствие 1. Пусть κ1,κ0, T ∈ R+, а X — случайная величина, чья характеристи-
ческая функция fX(ξ) = E exp(iξX) имеет вид fX(ξ) = exp(−ξ2/2)W (ξ), причем:

sup
|ξ|≤1

|W ′(ξ)| = κ1, sup
|ξ|≤T
|W (ξ)− 1| = κ0.

Тогда
dKS(X,N (0, 1)) ≤ κ0 + κ1 +

4

T
.

Оценки на скорость сходимости сводятся к оценкам норм∥∥∥∥χ(1,+∞)H

(
exp

(
λf̊

( ·
2π

)))∥∥∥∥
HS

,

∥∥∥∥H(exp

(
−λf̊

( ·
2π

)))
χ(1,+∞)

∥∥∥∥
HS

.

Доказательство теоремы 2. На пересечении Ḣ1 ∩ L∞ зададим норму формулой
‖f‖Ḣ1∩L∞ = ‖f‖Ḣ1

+ ‖f‖L∞ . Если f ∈ Ḣ1 ∩ L∞, то и exp(f) ∈ Ḣ1 ∩ L∞ причем

‖ exp(f)‖Ḣ1∩L∞ ≤ (1 + ‖f‖Ḣ1∩L∞) · exp(‖f‖Ḣ1∩L∞).
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Далее, из определений ясно, что ‖f‖H(R) ≤ ‖f‖Ḣ1
/
√
R, откуда, в свою очередь, видно

неравенство

‖ exp(λf̊( · /R))‖H ≤
(1 + |λ| · ‖f̊‖Ḣ1∩L∞) exp(λ‖f̊‖Ḣ1∩L∞)√

R
.

Для оценки производной (d/dλ)Vf (λ) при λ ∈ [−1, 1] воспользуемся формулой Коши

d

dλ
Vf (λ) =

1

2πi

∮
|ξ−λ|=1

Vf (ξ)

(ξ − λ)2
dξ.

Из следствия 1 вытекает теперь теорема 2.
Доказательство теоремы 3. Из определения ясны такие свойства простран-

ства HL(δ):

1) если f ∈ HL(δ), то и exp(f) ∈ HL(δ), причем

‖ exp(f)‖HL(δ) ≤ exp(‖f‖HL(δ)) · (1 + ‖f‖HL(δ));

2) для любого δ1 < δ и любой f ∈ HL(δ) имеем:

‖f‖H(R) ≤ exp(−δ1R)‖f‖HL(δ);

3) таким образом, если f̊ ∈ HL(δ), то для любого δ1 < δ найдется константа A(f̊),
зависящая лишь от δ, ‖f̊‖HL(δ), такая, что

‖ exp(λf̊( · /R))‖H ≤ exp(A|λ| − δ1R).

Производную (d/dλ)Vf (λ) при λ ∈ [−1, 1] также оцениваем с помощью формулы Коши.
Из следствия 1 вытекает теперь теорема 3.

Для детерминантного процесса с ядром Бесселя скорость сходимости в Центральной
предельной теореме оценил С.М. Горбунов [9].

Автор глубоко благодарен А.В.Клименко за полезные обсуждения.
Автор является победителем конкурса «Лидер» Фонда развития теоретической фи-

зики и математики «БАЗИС» и благодарит жюри и спонсоров.
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего об-

разования Российской Федерации в рамках реализации научного проекта (Соглашение
№ 075-15-2024-631).

ЛИТЕРАТУРА

1. Soshnikov A. The central limit theorem for local linear statistics in classical compact groups
and related combinatorial identities. Ann. Probab. 2000. V. 28. № 3. P. 1353–1370.

2. Bufetov A. I. The sine-process has excess one. arXiv:1912.13454. 57 p.
3. Borodin A., Okounkov A. A Fredholm determinant formula for Toeplitz determinants.

Integr. Equ. Oper. Theory. 2000. V. 37. P. 386–396.
4. Geronimo J. F., Case K.M. Scattering theory and polynomials orthogonal on the unit circle.

J. Math. Phys. 1979. V. 20. P. 299–310.



Буфетов А.И. 314

5. Basor E., Chen Y. A Note on Wiener-Hopf Determinants and the Borodin-Okounkov
Identity. arXiv:math/0202062. 9 pp.

6. Буфетов А.И. Среднее значение мультипликативного функционала синус-процесса.
Функц. анализ и его прил. 2024. V. 58. № 2. P. 23–33.

7. Феллер В. Введение в теорию вероятностей и ее применения. В 2 т. М. : Мир, 1984.
Т. 2. 738 с.

8. Петров В.В. Предельные теоремы для сумм независимых случайных величин. М. :
Наука, 1987. 320 с.

9. Горбунов С.М. Скорость сходимости в Центральной предельной теореме для де-
терминантного точечного процесса с ядром Бесселя. Матем. сб. (принято к печати).
arXiv:2403.16219. 24 p.



Колесников Д. В. 315

КРУГОВОЙ ЗАКОН ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ МАТРИЦ
В ПРОСТРАНСТВЕ СО СМЕШАННОЙ НОРМОЙ

Д. В. Колесников

Санкт-Петербургский государственный университет

В работе [1] введен класс случайных матриц, равномерно распределенных на единич-
ных `mp (`nq )–шарах, порожденных нормой (квазинормой)

‖x‖p,q =
∥∥∥(‖(xi,j)nj=1‖q

)m
i=1

∥∥∥
p

=

(
m∑
i=1

( n∑
j=1

|xij|q
)p/q)1/p

.

Эмпирическая спектральная мера случайной матрицы Xn ∈ Cn×n с собственными зна-
чениями λ(n)

1 , . . . , λ
(n)
n определяется как

µXn :=
1

n

n∑
k=1

δ
λ
(n)
k
,

где δz — точечная мера Дирака в точке z ∈ C.
Покажем, что в случае m = n и при p ∈ (0,∞], q ∈ (0,∞), несмотря на зависи-

мость элементов, эмпирическая спектральная мера рассматриваемых случайных матриц
асимптотически подчиняется круговому закону Гирко [2]. При этом, в отличие от норми-
ровочной константы cn = 1/

√
n, возникающей в классическом случае, в рассматриваемой

нами ситуации нормировочная константа имеет вид

cn = n1/p+1/q−1/2.

Теорема 1.Пусть случайная матрица X равномерно распределена на единичном шаре
Bn,n
p,q := {X ∈ Rn×n : ‖X‖p,q ≤ 1}, где p ∈ (0,∞], q ∈ (0,∞]. Обозначим через λ(n)

1 , . . . , λ
(n)
n

собственные значения матрицы cnX, где cn = n1/p+1/q−1/2. Тогда при n → ∞ эмпириче-
ская спектральная мера

µcnX :=
1

n

n∑
j=1

δ
λ
(n)
j

слабо сходится по вероятности к равномерной мере Лебега на круге в C радиуса
√

D(dq).
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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ МОМЕНТОВ
ПРОЦЕССА ОЖИДАНИЯ ЛИНДЛИ И ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ

МАКСИМУМОВ СЛУЧАЙНОГО БЛУЖДАНИЯ
С.В. Малов 1,2, М.И. Барон 3

1Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого
2Санкт-Петербургский государственный электротехнический университет
(ЛЭТИ)

3Американский университет, Вашингтон, США

В работе представлены некоторые свойства процесса ожидания Линдли [1] (см. так-
же [2, гл. VI, § 9]), известного еще как процесс кумулятивных сумм (CUSUM). Помимо
теории очередей следует отметить ключевую роль данного процесса в задаче распознава-
ния разладки [3,4], а также в некоторых задачах контроля качества [5, 6].

Пусть Y1, Y2, . . . – независимые и одинаково распределенные случайные величины. Про-
цесс ожидания определяется следующим образом:

W0 = 0 и Wn = Sn −min
k≤n

Sk при n ∈ N,

где Sk =
k∑
i=1

Xi – последовательные суммы, определяющие процесс случайного блуждания

(S0 = 0). Поскольку
Wn = max

k≤n
(Sn − Sk),

распределение Wn совпадает с распределением последовательного максимума случайного
блуждания, для которого выполняется равенство Спитцера [7]

∞∑
n=0

tnφn(u) = exp

[
∞∑
n=1

tn

n
ψ+
n (u)

]
, (1)

где ψ+
n (u) = EeiuS+

n , φn(u) = EeiuWn – характеристические функции случайных величин
S+
n = max(Sn, 0) и Wn соответственно. В контексте данной работы используем Wn, а не

последовательные максимумы случайного блуждания Mn = maxk≤n Sk ввиду наличия ре-
курсивного представления

W0 = 0, Wn+1 = max{Wn + Yn+1, 0}, (2)

хотя все результаты о частных распределениях Wn остаются верными и для распределе-
ний Mn, n ∈ N. Наиболее известным следствием равенства (1) является формула, связы-
вающая математические ожидания Wn и S+

n

EWn =
n∑
k=1

1

k
ES+

k ,

получаемое дифференцированием (1) в окрестности u = 0. Дальнейшее дифференцирова-
ние (1) позволяет получить формулу для вычисления дисперсии Wn:

VarWn =
n∑
k=1

1

k
VarS+

k +
n∑
k=1

1

k
(ES+

k )2 −
∑

1≤k1,k2≤n:
k1+k2>n

1

k1k2

ES+
k1
ES+

k2
,
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а дифференцирование экспоненты с использованием формул Фаа-ди-Брюно – соответству-
ющее представление производящей функции моментов, в случае ее существования:

EeλWn =
∑

(k1,...,kn):∑n
j=1

jkj=n

n∏
r=1

(EeλS+
r )kr

rkrkr!
.

Это представление и будет основным предметом изучения в данной работе.
Применение формулы Фаа-ди-Брюно для вычисления кратных производных дает пред-

ставление экспоненциального момента процесса Wn в терминах полиномов Белла [8, 9].
Полные экспоненциальные полиномы Белла определяются следующим образом:

Bd(x1, . . . , xd) =
d∑

k=1

Bdk(x1, . . . , xd−k+1),

где

Bdk(x1, . . . , xd−k+1) = d!
∑

(m1,...,md)∈Ddk

d−k+1∏
i=1

xmii
(i!)mimi!

−

неполные экспоненциальные полиномы Белла. Производящая функция моментов Wn до-
пускает следующее представление в терминах полиномов Белла:

Md(λ) = EeλWd =
∑

(m1,...,md):∑d
j=1

jmj=d

d∏
r=1

(EeλS+
r )mr

rmrmr!
=

1

d!
Bd

(
0!EeλS

+
1 , . . . , (d− 1)!EeλS

+
d

)
.

Известно, что полиномы Белла могут быть получены рекурсивно (см. [10, теорема 1]):

Bn+1(y1, . . . , yn+1) =
n∑
k=0

(
n

k

)
Bn−k(y1, . . . , yn−k)yk+1.

Отметим, что данная формула неприменима для вычисления EeλWn при больших n, по-
этому рассмотрим нормированные специальным образом полиномы Белла

B̃n(x1, . . . , xn) =
1

n!
Bn

(
0!x1, . . . , (n− 1)!xn

)
,

напрямую связанные с производящей функцией моментов Wn:

EeλWn = B̃n

(
EeλS

+
1 , . . . ,EeλS

+
n
)
,

при d ∈ N. Простая рекурсивная формула

B̃n+1(x1, . . . , xn+1) =
1

(n+ 1)

n∑
k=0

B̃k

(
x1, . . . , xk

)
xn−k+1

позволяет вычислять EeλWn на базе известных значений EeλS+
k , k ∈ N, даже при больших n.

Далее предположим, что существует λ0 > 0 (не умаляя общности будем считать,
что λ0 = 1):

Eeλ0Y1 = 1. (3)
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Принимая во внимание выпуклость экспоненциальной функции и неравенство Йенсена,
получаем, что

EY1 < 0.

Рассмотрим случайный процесс Un = eWn , допускающий ввиду (2) следующее рекурсивное
представление:

U0 = 1, Un+1 = max{1, UneYn+1}.
Тогда

E{Un+1 |U1, . . . , Un} ≥ UnEeYn+1 = Un,

а следовательно, Un – неотрицательный субмартингал по отношению к естественной филь-
трации. По неравенству Дуба для субмартингалов получаем, что

P
(

max
[0,n]

Wt ≥ h

)
= P

(
max
[0,n]

Ut ≥ eh
)
≤ e−hEUn = e−hEeWn . (4)

Вычисление компенсатора субмартингала Un

Ũn = EeY1 +
n∑
k=1

E
(
(1− uZ)I{Z≤1/u}

)∣∣
u=Uk−1

,

с учетом свойства неубывания функции Q(u) = E
(
(1 − uZ)I{Z≤1/u}

)
, где Z = eY1 , дает

верхнюю границу экспоненциального момента Wn:

EeWn = EŨn ≤ EeY1 + nQ(1) ≤ 1 + nE
(
1− eY1

)+
.

Кроме того, по неравенству Дуба находим, что

P
(

max
[0,n]

Wt ≥ h

)
≤ e−h

(
1 + nE(1− eY )+

)
∧ 1. (5)

С использованием (4) легко получить простую нижнюю границу экспоненциального мо-
мента Wn:

EeλWn ≥ sup
h>0

{
eλhP(max

[0,n]
Wt ≥ h)

}
≥ sup

h>0

{
eλhP(max

[0,n]
Yk ≥ h)

}
,

при каждом n ∈ N. В качестве обобщения данного подхода можно разделить временной
интервал [0, n] на [n/k] одинаковых интервалов k (с точностью до одного интервала), и
использовать оценку

P
(

max
[0,n]

Wt ≥ h

)
≥ 1−

(
1− P(Sk ≥ h)

)[n/k]
= R(h, k).

Тогда

EeλWn ≥ sup
h>0,k≤n

{
eλhP(max

[0,n]
Wt ≥ h)

}
,

однако задача выбора оптимальных значений h и k не изучалась.
В рамках данной работы проведен анализ асимптотического поведения производящей

функции моментов Wn при n→∞. Отметим, что при выполнении условия (3)

lim
n→∞

EeS
+
n = 2. (6)
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Кроме того, для конечных разностей нормированных полиномов Белла B̃n(x1, . . . , xn)

∆
(r)
0 = B0, ∆(k)

n (x1, . . . , xn) = ∆(r−1)
n (x1, . . . , xn)−∆

(r−1)
n−1 (x1, . . . , xn),

при k, n ∈ N, где ∆
(0)
n (x1, . . . , xn) = B̃n(x1, . . . , xn), получено замечательное свойство

∆(r)
n (x1, . . . , xn) = B̃(x1 − r, . . . , xn − r),

позволяющее с учетом (6) установить наличие линейной асимптоты EeWn при n → ∞.
В конечном итоге получены следующие утверждения об асимптотическом поведении про-
изводящей функции моментов Mn(λ) = EeλWn при выполнении условий (3) и EY eλY <∞:

(i) если λ < 1, то существуют c1, c2 > 0, такие что c1n
λ ≤Mn(λ) ≤ c2n

λ;

(ii) если λ = 1, то существует линейная асимптота Mn(λ) при n→∞;

(iii) если λ > 1, то υn ≤Mn(λ) ≤ cvn, где c = v/(v − 1) и υ = m(λ) > 1.

В математической статистике процесс кумулятивных сумм Wn применяется для обна-
ружения разладки. Пусть X1, . . . , Xn – последовательность независимых случайных вели-
чин: {

X1, . . . , Xν ∼ F,
Xν+1, . . . , Xn ∼ G.

Иными словами, до момента времени ν случайные величины имеют распределение F , а по-
сле этого момента времени – G. Статистика критерия отношения правдоподобия проверки
гипотезы отсутствия разладки

H0 : X1, . . . , Xn ∼ F

при альтернативе

HA : X1, . . . , Xν ∼ F ; Xν+1, . . . , Xn ∼ G при некотором ν,

определяется как максимум процесса ожидания, построенного на базе

Yi = log
g(Xi)

f(Xi)
, i = 1, . . . , n,

W ∗
n = max

k∈[0,n]
Wk = max

ν∈[0,n]

n∑
ν+1

log
g(Xi)

f(Xi)
,

где f, g – плотности распределений F,G соответственно по отношению к некоторой до-
минирующей мере. Та же статистика используется для обнаружения всей совокупности
временных разладок [11]. Очевидно, что условие (3) в этом случае выполнено (λ0 = 1).
Для проверки значимости отклонений от основной гипотезы H0 на уровне значимости α
следует определить порог hα: PF (W ∗

n > hα) ≤ α. Асимптотические свойства процесса W ∗
n

хорошо изучены, но, несмотря на это, оценки вероятностей вида PF (W ∗
n > h) представляют

определенный интерес для решения практических задач. Отметим, что

EF
(
1− eY

)+
= EF

(
1− g(X)

f(X)

)
I{f(X)>g(X)}

= PF (f(X) > g(X))− PG (f(X) > g(X)) = DF,G,
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а функция DF,G, заданная на множестве всевозможных распределений, обладает всеми
свойствами метрики. Тогда согласно (5) получаем, что

PF
{

max
[0,n]

Wt ≥ h

}
≤ e−h

(
1 + nDF,G

)
,

а следовательно,

hα = log
1 + nDF,G

α
.

Отдельно отметим, что DF,G ≤ 1. Таким образом, граница

hα = log
1 + n

α

будет универсальной для всех пар распределений F и G.
В контексте оптимизации оценки PF (W ∗

n > h) можно использовать неравенство Дуба
для субмартингала etWn при t ≥ 1. В этом случае

PF
(

max
t≤n

(Wt) ≥ h

)
= PF

(
max
t≤n

(etWt) ≥ eth
)
≤ EF etWn/eth при t ≥ 1.

Тогда

PF
(

max
t≤n

(Wt) ≥ h

)
≤ inf

t≥t0
EF etWn/eth = exp(− sup

t≥t0
l∗(h, t)),

где l∗(h, t) = th − logEF etWn . Таким образом, при h ≤ t−1 logEF eWn оптимальной будет
следующая граница:

PF
(

max
t≤n

(Wt) ≥ h

)
≤ EF eWn/eh.

В противном случае, в области t > 1 существует единственный корень t∗ уравнения

∂

∂t
l∗(h, t) = h− EFWne

tWn/EF etWn = 0,

или, что то же самое, уравнения

EFWne
tWn = hEF etWn ,

а оптимальная граница будет иметь вид

PF
(

max
t≤n

(Wt) ≥ h

)
≤ EF et

∗Wn/et
∗h = exp(−IW (h)),

где IW (h) – преобразование Крамера распределения Wn.
Некоторые детали исследования представлены в работе [12].

Работа частично поддержана Министерством высшего образования и науки РФ
в рамках госзадания FSEG-2024-0027.
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О ВЕТВЯЩИХСЯ СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЯХ

М.В. Платонова 1,2

1Санкт-Петербургское отделение Математического института им. В. А. Стеклова
РАН

2Санкт-Петербургский государственный университет

Рассмотрим ветвящееся случайное блуждание с непрерывным временем на решетке Zd
с источниками ветвления, расположенными в точках решетки

Γ = {(0, n) ∈ Zd : 0 ∈ Zd1 , n ∈ Zd2}.

Предположим, что все источники ветвления одинаковые и имеют интенсивность β. Пе-
ремещение частиц в пространстве определяется марковским процессом с непрерывным
временем, пространством состояний Zd и переходными вероятностями, задаваемыми мат-
рицей переходных интенсивностей

{
a(v, u)

}
v,u∈Zd , удовлетворяющей следующим условиям:

1) a(v, u) > 0, v 6= u и a(v, v) < 0;

2)
∑
u∈Zd

a(v, u) = 0 для любого v ∈ Zd;

3) условие симметричности и однородности по пространству

a(v, u) = a(u, v) = a(v − u, 0), u, v ∈ Zd;

4) дисперсия скачков случайного блуждания конечна, то есть выполнено∑
u∈Zd
‖u‖2|a(v, u)| <∞, v ∈ Zd;

5) случайное блуждание неприводимо, то есть граф G = (Zd, E) с множеством вершин
Zd и множеством ребер

E = {(v, u) : a(v, u) > 0, v, u ∈ Zd}
является связным.

Через M(v, u, t) обозначим среднее число частиц в момент времени t в точке u, если
в начальный момент времени t = 0 в системе была одна частица, которая находилась
в точке v. Можно показать, что функцияM(v, u, t) как функция аргументов v и t, является
единственным решением задачи Коши

∂M

∂t
(v, u, t) =

(
AM

)
(v, u, t),

M(v, u, 0) = δu(v),

δu(·) – индикаторная функция одноточечного множества {u}. ОператорA : `2(Zd)→ `2(Zd)
действует как

Af(v) =
∑
u∈Zd

a(v, u)f(u) + βδΓ(v)f(v),
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где δΓ(v) = 1, если v ∈ Γ, и δΓ(v) = 0, если v /∈ Γ.
Через A0 обозначим генератор (инфинитезимальный оператор) блуждания, лежащий

в основе ветвящегося случайного блуждания:

A0f(v) =
∑
u∈Zd

a(v, u)f(u).

Спектр A0 лежит на отрицательной полуоси. Оператор A можно рассматривать как воз-
мущение оператора A0. Покажем, что при достаточно больших β часть спектра оператора
A лежит на положительной оси, и, как следствие, получим асимптотическое равенство для
M(v, u, t) при t→∞.

При d1 = 1 или d1 = 2 положим βc = 0, а при d1 > 3 –

β−1
c =

∞∫
0

p(t, 0, 0) dt > 0,

где p(t, x, y) – переходная вероятность случайного блуждания, лежащего в основе вспо-
могательного ветвящегося случайного блуждания на решетке меньшей размерности. Обо-
значим λ(0) правый край спектра генератора ветвящегося случайного блуждания A.

Теорема. Пусть β > βc. Тогда λ(0) > 0 и при t→ +∞ для функции M(v, u, t) выпол-
нено асимптотическое равенство

M(v, u, t) = Ceλ(0) tt−d2/2
(

1 + o(1)
)
,

где C = C(u, v, β, d1, d2) > 0.
Для доказательства теоремы воспользуемся теорией разложения операторов в прямой

интеграл. Введем необходимые обозначения. Точки v, u ∈ Zd будем считать эквивалент-
ными, если u− v ∈ Γ. Соответствующее фактор-пространство обозначим через Ω = Zd/Γ.
Данное множество можно отождествить со счетным набором попарно неэквивалентных
вершин {vl}∞l=1, который будем называть фундаментальным множеством вершин и обо-
значать тем же символом Ω. Введем операцию вложения вектора из Rd2 в пространство
Rd: вектору z = (z1, z2, . . . , zd2) ∈ Rd2 сопоставим вектор z̃ ∈ Rd по следующему правилу:

z̃ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d1

, z1, . . . , zd2).

Определим оператор A0(θ) : `2(Ω)→ `2(Ω) формулой

A0(θ)f(v) =
∑
u∈Ω

â(v, u, θ)f(u),

оператор A(θ) : `2(Ω)→ `2(Ω) –

A(θ)f(v) = A0(θ)f(v) + βδ0(v)f(v), (1)

где â(v, u, θ) =
∑
g∈Γ

e−i〈g,θ̃〉a(v + g, u).
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Покажем, что оператор A унитарно эквивалентен прямому интегралу операторов A(θ)
по множеству [−π, π)d2 , то есть справедливо соотношение

UAU−1 =

∫
[−π,π)d2

⊕A(θ) dθ. (2)

Соотношение (2) позволяет свести изучение оператора A к изучению операторов A(θ),
которые действуют в пространстве меньшей размерности и устроены значительно проще.
При каждом θ ∈ [−π, π)d2 оператор A(θ), определенный (1), является самосопряженным
ограниченным оператором. Спектр оператора A0(θ) является подмножеством отрицатель-
ной полуоси. Оператор A(θ) отличается от оператора A0(θ) одномерным положительным
возмущением, и, следовательно, спектр оператора A(θ) на положительной полуоси при
всех θ ∈ [−π, π)d2 либо пуст, либо состоит из единственного простого собственного значе-
ния λ(θ), а его спектр на отрицательной полуоси совпадает (как множество) со спектром
оператора A0(θ). Покажем, что при β > βc в спектре оператора A(0) существует един-
ственное положительное собственное значение λ(0), а соответствующая ему собственная
функция может быть выбрана строго положительной. Также покажем, что Hess λ(θ) не
обращается в 0 при θ = 0. Далее, используя (2) и метод Лапласа для вычисления асимп-
тотического поведения интегралов, получаем утверждение теоремы.
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ЭНТРОПИЙНЫЙ АНАЛИЗ НЕГАУССОВСКИХ МЕР

В.О. Хамзин

Санкт-Петербургский государственный университет

Начнем нашу работу с двух определений, первое из которых общеизвестно, а второе
фактически есть у Шеннона.

Пусть (X , d) – метрическое пространство, A ⊂ X – компактное подмножество X . Обо-
значим N(A, ε) – наименьшее число замкнутых шаров радиуса ε, необходимое для покры-
тия множества A. Величина

H(A, ε) := lnN(A, ε)

называется энтропией компакта A (или метрической энтропией компакта A).
Определение энтропии вероятностной меры, данное Шенноном [1], можно обобщить на

другие объекты. Для метрического пространства с борелевской мерой (X , d, P ) рассмот-
рим понятие mm-энтропии:

Nmm(ε, δ) := min{n : ∃x1, x2 . . . , xn : P (X \ ∪ni=1B(xi, ε)) < δ},

Hmm(ε, δ) := lnNmm(ε, δ),

где B(x, r) – замкнутый шар с центром в точке x и радиуса r. Индекс «mm» означает
«measure-metric» по аналогии сmm-пространствами Громова [2]. ВеличинуHmm(·, ·) будем
называть mm-энтропией пространства.

Интерес к изучению mm-энтропии связан в том числе и с тем, что она позволяет
определить нетривиальный инвариант mm-пространств относительно изометрий, сохра-
няющих меру. Так, например, можно утверждать об отсутствии изоморфизма двух mm-
пространств, если их mm-энтропии различны.

Одними из первых стали изучать mm-энтропию А.М.Вершик и М.А.Лифшиц: в сов-
местной работе [3] они показали, что для широкого класса банаховых пространств с гаус-
совской меройmm-энтропия тесно связана с энтропией соответствующего эллипсоида рас-
сеивания. В продолжающейся работе были найдены точные асимптотики mm-энтропии
конечномерных пространств с произвольной абсолютно непрерывной мерой, а также про-
странств траекторий сложного пуассоновского процесса.

Большой интерес представляют пространства траекторий процессов Леви, в частности,
устойчивых процессов.

Рассмотрим процесс Леви X(t), t ∈ [0, 1], с соответствующим ему триплетом Леви
(a, 0, ν). Известно, что процесс с данным триплетом допускает представление

X(t) = at+

∫
R

1{s6t}1{|u|>1}uN(du, ds) +

∫
R

1{s6t}1{|u|61}uÑ(du, ds),

где R = R × R+, N – пуассоновская случайная мера на R с мерой интенсивности
µ(du, ds) = ν(du)ds, Ñ – соответствующая N центрированная пуассоновская случайная
мера.
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Будем рассматривать такие процессы Леви, что мера интенсивности ν удовлетворяет
условию ∫

|u|61

|u|ν(du) <∞. (1)

При выполнении (1) функция f := 1{s6t}1{|u|61}u интегрируема, поэтому процесс X(t)
может быть представлен в виде

X(t) =

(
a−

∫
|u|61

uν(du)

)
t+

∫
R

1{s6t}uN(du, ds). (2)

Таким образом, можно считать без потери общности, что∫
|u|61

uν(du) = 0

за счет переноса математического ожидания в линейный член.
Обозначим G(l) – среднее число скачков процесса X(t) на отрезке [0, 1], величина ко-

торых превышает l. Тогда

G(l) =

∫
|u|>l

ν(du).

Распределение процесса X(t) обозначим через P . Каждую траекторию процесса Леви
будем воспринимать как элемент пространства Скорохода D[0, 1].

Определение 1. Функция f : [0, 1]→ R относится к классу cadlag, если она непре-
рывна справа и имеет все левые пределы, т. е. для любой точки t ∈ [0, 1]

1) lim
s→t+

f(s) = f(t), 2) ∃ lim
s→t−

f(s).

Такие функции образуют пространство D[0, 1], называемое пространством Скорохо-
да.

На D[0, 1] можно завести несколько метрик. Нам будет интересна та, которая задается
так называемым J-расстоянием.

Определение 2. J-расстояние Скорохода ρD,J между двумя функциями cadlag f, g
определяется как

ρ(f, g) := inf
u∈UJ

[
sup

06t≤1
|f(t)− g(u(t))|+ sup

06t61
|t− u(t)|

]
, (3)

где UJ – класс всех возрастающих непрерывных отображений из [0, 1] на себя.
Подробнее о пространстве Скорохода см [4, 5].
Пусть Ny(l), где y ∈ D[0, 1], – количество скачков траектории y, модуль которых превы-

шает l. Для нахождения асимптотики mm-энтропии процессов Леви понадобится лемма
(стоит отметить, что она выполняется без каких-либо предположений на меру интенсив-
ности процесса X(t)).

Лемма 1. Для любого n > 0, произвольного ε > 0 и любой траектории y ∈ D[0, 1]
выполнено

P(ρD,J(X, y) < ε,NX(ε) = n) 6 P(NX(ε) = n) · n! · Ck
n · (2ε)k, (4)
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где k = Ny(3ε).
Данная лемма позволяет получить нижнюю оценку mm-энтропии пространства тра-

екторий некоторых процессов Леви.
Теорема 2. Предположим, что G – функция, медленно меняющаяся в нуле, а также

выполнено условие

lim sup
ε→0

lnG(l)

ln(l−1)
< 1, (5)

тогда для пространства траекторий при фиксированном δ > 0 существует такое c1 > 0,
что при достаточно малом ε выполнено неравенство

Hmm(ε, δ) > c1 ln

(
1

ε

)
G(ε).

Верхняя оценка mm-энтропии строится довольно естественным образом. Каждую тра-
екторию процесса X(t) разобьем на две части:

X(t) = Xl(t) +X l(t),

где

Xl(t) := at+

∫
R

1{s6t}1|u|>luN(du, ds), (6)

X l(t) :=

∫
R

1{s6t}1|u|6luN(du, ds). (7)

Тем самым процессXl(t) представляет линейную часть и все скачки, размер которых боль-
ше l, а X l(t) отвечает за оставшуюся часть скачков. Заметим, что процесс X l(t) является
процессом Леви с нулевым математическим ожиданием и дисперсией, равной

DX l(1) =

∫
R

1{s61}1|u|6lu
2ν(du)ds =

∫
|u|6l

u2ν(du),

Если дисперсия мала по сравнению с l2, то из неравенства Колмогорова для сумм независи-
мых случайных величин будет следовать, что максимум процесса X l линейно оценивается
величиной l, то есть существует такое λ, что

P
(

sup
t∈[0,1]

|X l(t)| > λl

)
6
δ

2
. (8)

Заметим, что J-расстояние Скорохода ρD,J удовлетворяет неравенству

ρD,J(f + g, h) 6 ρD,J(f, h) + ||g||∞.

Тем самым для произвольных траекторий X и Y выполнено

ρD,J(X(t), Y (t)) 6 ρD,J(Xl(t), Y (t)) + sup
t∈[0,1]

|X l(t)|. (9)

Если выбирается такое значение параметра l, что supt∈[0,1] |X l(t)| оценивается сверху
через ε, то немного уменьшив радиус шаров, которыми покрывается пространство траек-
торий, можно отбросить маленькие скачки из рассмотрения и покрывать лишь траектории
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процесса Xl(t). Так как процесс Xl(t) имеет конечную интенсивность, то он является ком-
бинацией сложного пуассоновского процесса и линейной части и имеет представление

Xl(t) = at+

Kl(t)∑
i=1

V i
l , (10)

где Kl(t) – пуассоновский процесс с интенсивностью, равной G(l), {V i
l }∞i=1 – независимые

случайные величины с распределением

Pl(du) =
1|u|>lν(du)

G(l)
.

Тем самым можно воспринимать пространство траекторий процесса как

Tl =
∞⊔
n=0

Rn × En,

где En – n-мерный симплекс, который задается неравенствами

0 6 t1 6 t2 . . . 6 tn 6 1.

Элемент (v, t), где v ∈ Rn и t ∈ En, будет отождествлен с траекторией, имеющей скачки
размера v1, v2, . . . , vn в моменты времени t1, t2, . . . , tn соответственно.

Взаимодействовать лишь с процессомXl(t) намного проще, поскольку пространство его
траекторий раскладывается в объединение конечномерных пространств. Опустив техни-
ческие подробности покрытия данного пространства траекторий шарами малого радиуса,
перейдем к конечному результату.

Теорема 3. Предположим, что G – функция медленно меняющаяся в нуле, и выпол-
нены два условия:

lim sup
l→0

lnG(l)

ln(l−1)
< 1 (11)

и

lim sup
l→0

∫
|u|6l

u2ν(du)

l2
6 C (12)

для некоторого C > 0; тогда для пространства траекторий при фиксированном δ > 0
существует такое c2 > 0, что при достаточно малом ε выполнено неравенство

Hmm(ε, δ) 6 c2 ln

(
1

ε

)
G(ε).

Условие (12) нужно для того, чтобы дисперсия процесса X l(t) не превышала парамет-
ра l2.

Из теорем 2 и 3 можно вывести общий результат.
Теорема 4. Пусть X(t), t ∈ [0, 1], – процесс Леви с триплетом (a, 0, ν), для которого

выполнены три условия:

функция G(l) :=

∫
|u|<l

ν(du) является медленно меняющейся функцией в нуле,



Хамзин В.О. 329

lim sup
l→0

lnG(l)

ln(l−1)
< 1

и

lim sup
l→0

∫
|u|<l

u2ν(du)

l2
6 C,

для некоторого C > 0. Тогда для фиксированного δ > 0 при ε→ 0 верно

Hmm(ε, δ) = Θ

[
ln

(
1

ε

)
G(ε)

]
.

Семейство мер интенсивности, удовлетворяющих условиям теоремы 4, не покрывает
многие важные случаи, например класс устойчивых процессов. На данный момент для
данного класса процессов получено не так много результатов, однако нетривиальные ниж-
ние оценки mm-энтропии уже известны.

Рассмотрим α-устойчивый процесс Леви Y (t), t ∈ [0, 1], с параметром 0 < α < 1.
Теорема 5. Для пространства траекторий устойчивого процесса Y (t), t ∈ [0, 1], при

фиксированном δ > 0 и достаточно малом ε выполнено неравенство

Hmm(ε, δ) > C(α) ln

(
1

ε

)
ε−α,

где C(α) – константа, зависящая лишь от значения α.
Данная оценка аналогична оценке, полученной в теореме 2, ведь мера интенсивности

устойчивого процесса имеет асимптотику (|u|1+α)−1, поэтому функция G(l) имеет асимп-
тотику l−α. Этот факт дает надежду полагать, что полученная оценка является точной, и
асимптотика mm-энтропии устойчивого процесса должна иметь вид ε−α (с точностью до
log ε факторов).

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего об-
разования Российской Федерации в рамках реализации научного проекта (Соглашение
№ 075-15-2025-013).
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НОРМАЛЬНЫЕ УКЛОНЕНИЯ ДЛЯ МАРКОВСКИХ
РЕКУРРЕНТНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

В СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЕ

А.В. Шкляев

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова

Пусть η = (η1, η2, . . . ) – последовательность независимых одинаково распределенных
случайных величин, которые будем называть случайной средой. Фиксируем последова-
тельность η и разыграем независимые случайные величины Xn,i с производящими функ-
циями φηn , где {φy} – некоторый набор производящих функций. Тогда ветвящимся процес-
сом в случайной среде (ВПСС) называют последовательность, заданную соотношениями

Z0 = 1, Zn+1 =
Zn∑
i=1

Xn+1,i, n ≥ 0.

Физически можно представить себе, что при фиксации среды в процессе в момент n имеет-
ся Zn частиц, каждая из которых независимо с одинаковым распределением (зависящим от
значения текущего значения среды ηn+1) порождает Xn+1,· потомков, которые все вместе
образуют поколение n + 1. Одним из наиболее хорошо исследованных является надкри-
тический случай, в котором случайные величины ξn := ln EηXn,i имеют положительное
среднее µ. Здесь и далее математическое ожидание с нижним индексом η обозначает
среднее при условии среды. В этом случае процесс Zn не вырождается с положитель-
ной вероятностью p∗, Zn exp(−Sn) представляет собой мартингал, который сходится п.н.
и, при определенных условиях, в пространстве Lp известны условия, когда предельная
величина W положительна с положительной вероятностью и, более того, положительна
с вероятностью p∗ (см. [1]). Более новым является вопрос получения для ВПСС аналогов
центральной предельной теоремы (см. [2]) в форме

P

(
lnZn − nµ√

nσ
≤ x

∣∣∣∣Zn > 0

)
→ Φ(x) =

1√
2π

x∫
−∞

e−t
2/2dt, n→∞.

В указанной работе результат получен при условии, что в процессе отсутствует гибель
частиц.

Ветвящимся процессом с иммиграцией в случайной среде (ВПИСС) назовем последо-
вательность

Z∗0 = 1, Z∗n+1 =

Z∗n+χn∑
i=1

Xn+1,i, n ≥ 0,

где χn = g(ηn), g – некоторая измеримая функция. Физически можно представлять себе,
что при фиксации среды в ВПСС добавляется также случайное число иммигрантов χn.
Сами иммигранты не считаются частицами процесса, однако их потомки будут считаться
полноправными частицами следующего поколения. Для ВПИСС также известны резуль-
таты, аналогичные описанным в предыдущем разделе (см., например, [4]), опять же при
существенных ограничениях.
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Ветвящийся процесс с частицами двух полов в случайной среде (для краткости
будем называть его двуполым ветвящимся процессом в случайной среде (ДВПСС))
N = (Nn, n ≥ 0) определяется как однородная марковская цепь с условными относи-
тельно среды η переходными вероятностями, заданными соотношением

P (Nn+1 = j|Nn = i,η) = P(L(U, V, ηn+1) = j),

где вектор (U, V ) имеет п.ф. fηn+1(s, t)
i, s, t ∈ [0, 1]. Здесь L : N0×N0×R→ N0 – некоторая

заданная функция, называемая функцией паросочетаний, N0 = N
⋃{0}. Физически мож-

но представлять себе, что при фиксации среды в процессе в момент n имеется Nn пар,
каждая из которых независимо с одинаковым распределением (зависящим от значения
текущего значения среды ηn+1) порождает мужских и женских потомков, которые затем
объединяются в пары в соответствии с функцией паросочетаний.

Для ДВПСС в разрезе обсуждаемых результатов существует работа [4], однако условия
там крайне ограничительны. В частности, условие (2.2) работы [4] выполняется в том и
только том случае, когда k−1Eη(N1|N0 = k) не зависит от k ∈ N п.н. Разумного класса
моделей ДВПСС, для которых такое условие выполнено, авторы не приводят.

Настоящая работа предлагает общий подход, объединяющий результаты для различ-
ных моделей с ветвлением. Пусть η = (η1, η2, . . . ) – последовательность независимых оди-
наково распределенных величин, которую будем называть случайной средой.

Пусть последовательность Yn с целыми неотрицательными значениями удовлетворяет
соотношению

Yn+1 = An+1Yn +Bn+1. (1)

Здесь Ai = q(ηi), где q : R → R+ – борелевская функция, а Bi, i ≥ 1, – такие случай-
ные величины, что при каждом n вектор (Y0, B1, . . . , Bn, η1, . . . , ηn) и последовательность
(ηn+1, ηn+2, . . . ) независимы. При этом при фиксации η последовательность {Yn} будем
предполагать неоднородной марковской цепью. Будем считать, что все состояния, кроме
может быть нуля, цепи Маркова {Yn} сообщаются.

Последовательность, описываемую соотношением (1), будем называть марковской ре-
куррентной последовательностью в случайной среде η (МРПСС). Случайное блуждание
Sn = ξ1 + ξ2 + · · · + ξn, n ≥ 1, где ξi = lnAi, i ≥ 1, будем называть сопровождающим
блужданием для МРПСС {Yn}. Отметим, что наша модель является частным случаем
классической марковской цепи в случайной среде.

Ранее в работах автора были исследованы вероятности больших уклонений для род-
ственной модели линейных рекуррентных последовательностей [5,6]. Затем эти результаты
удалось применить для ряда процессов с ветвлением, например, ВПСС, ВПИСС (см. [7])
и ДВПСС ( [8]).

Настоящая работа посвящена исследованию сходимости при фиксации η последова-
тельности {Yn exp(−Sn)} почти наверное и в L1(Pη) к некоторой величине W , доказа-
тельству того, что P(W > 0) совпадает с вероятностью непоглощения последователь-
ности {Yn}. Наконец, для {Yn} удается установить центральную предельную теорему в
форме

P

(
lnYn − nµ
σ
√
n

≤ x

∣∣∣∣Yn > 0

)
→ 1− Φ(x).

Часть такого рода результатов была получена в [7] как следствие общей интегро-локальной
теоремы при других условиях, включающих условие Крамера. В настоящей работе накла-
дываются значительно более слабые ограничения на параметры модели.
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Будем использовать обозначения Pη и Eη для условной вероятности и условного мате-
матического ожидания при условии η. Положим ξn = lnAn. Будем предполагать, что по-
следовательность надкритическая, то есть µ положительна. Назовем Sn = ξ1 +ξ2 + · · ·+ξn,
n ≥ 1, сопровождающим блужданием для последовательности {Yn}.

Наложим некоторые условия на модель.
LR1) Eξ

(
ln+ ξ

)2+δ
< +∞ при некотором δ > 0, Eξ = µ > 0.

LR2) При некотором a ∈ [1, 2] и правильно меняющейся последовательности bn c пока-
зателем a выполнено соотношение

Sn − µn
bn

d→ Z, Z ∼ G,

где µ = Eξ, G – невырожденное распределение.
Иными словами, величины ξ лежат в области притяжения устойчивого закона с пара-

метром из диапазона (1, 2]. В частности, в случае конечной дисперсии ξ распределение G
представляет собой нормальное распределение с нулевым средним.

LR3) Существуют такие величины ζi, κi, являющиеся измеримыми функциями ηi (не
зависящими от i), для которых справедливы неравенства

Eη

(
|Bi|β

∣∣∣Yi−1

)
≤ ζie

ξiYi−1,

где β ∈ (1, 2], причем выполнены соотношения

E ln+ ζ1 < +∞, E ln+ κ1 < +∞.

Кроме указанных условий нам понадобится еще одно условие.
LR4) Для любого x0 найдется такое натуральное k, что выполняется неравенство

P(Yk > x0) > 0.
Сделаем несколько замечаний о наложенных ограничениях. Условия LR1 и LR2 по су-

ществу касаются лишь сопровождающего блуждания Sn, то есть регулярного поведения
коэффициентов An рекуррентной последовательности. Условие LR3 контролирует возму-
щения Bn. Величина Bn в процессах с ветвлением отвечает за флюктуации относительно
среднего при размножении процесса. Наше условие позволяет ограничить ее влияние по
сравнению с умножением на eξi . По существу условие LR3 означает, что умножение на
An+1 при подсчете Yn+1 имеет более существенный порядок, чем добавление Bn+1. Нако-
нец, условие LR4 позволяет последовательности достигать сколь угодно высоких уровней.

Оказывается, что справедлива следующая
Теорема 1. В условиях LR1–LR3 последовательность Yne

−Sn сходится в L1(Pη) и
п.н. по мере Pη к некоторой величине W при п.н. η. При выполнении условия LR4 вы-
полнено соотношение P(W > 0) = P(Yn > 0, n > 0) > 0.

Следующим естественным результатом в данном направлении, как уже обсуждалось
выше, является аналог центральной предельной теоремы.

Теорема 2. Пусть выполнены условия LR1–LR4. Тогда

P(lnYn ≥ µn+ xbn|Yn > 0)→ 1−G(x), n→∞.
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Естественным продолжением такого рода результатов является функциональная пре-
дельная теорема. Положим

Un(t) :=
ln+ Y[nt] − µnt

bn
, Ũn(t) =

S[nt] − µnt
bn

,

Введем меры на пространстве D[0, 1] cadlag-функций (непрерывных справа и имеющих
предел слева) соотношением

Qn(A) = P(Un ∈ A|Yn > 0), Q̃n(A) = P(Ũn ∈ A), Q(A) = P(U ∈ A),

где U – процесс Леви. Известно (см., например, [9]), что при выполнении условия LR2

Q̃n ⇒ Q, n→∞,

где сходимость рассматривается в топологии Скорохода. Оказывается, что в описанных
выше условиях последовательность мер {Qn} также сходится к мере Q в том же простран-
стве.

Теорема 3. В условиях LR1–LR4 справедливо соотношение

Qn ⇒ Q, n→∞.

Полученные результаты дают единообразный набор утверждений для ВПСС, ВПССИ,
ДВПСС и других моделей с ветвлением. Так для ВПСС достаточными условиями для
выполнения LR1–LR4 являются LR2 и два следующих условия.

BP1) При некотором положительном δ выполнены соотношения Eξ ln2+δ ξ < +∞,
Eξ > 0, где ξ = ln EηX.

BP2) При некотором положительном δ

E ln Eη|Xe−ξ − 1|1+δ < +∞.

Для ВПИСС к условиям BP1, BP2 достаточно добавить LR2 и следующее моментное
ограничение на иммиграцию.

BP3) Для некоторого положительного δ выполнено неравенство E ln+ χ < +∞.
Наконец, для ДВПСС достаточными являются LR2 и следующие условия.

BBP1) При некотором положительном δ функция паросочетаний L(x, y, z) удовлетво-
ряет соотношению L(x, y, z) ≤ xy и неравенству

|L(x, y, z)− g(x, y, z)| ≤ c1(z)(|x|+ |y|)1−δ,

где c1(z) – некоторая положительная измеримая функция, δ – некоторая положительная
константа, g : R+ × R+ × R → R+ является липшицевой функцией по первым двум пе-
ременным, константа Липшица которой не зависит от z, причем g(cx, cy, z) = cg(x, y, z),
c, x, y ∈ R+, z ∈ R.

BBP2) Для величины ξ = g(ln EηU, ln EηV, η) выполнены условия Eξ ln2+δ ξ < ∞,
Eξ > 0 при некотором ξ.

BBP3) При некотором положительном δ выполнены неравенства

Ec1(η1)(U1,1 + V1,1) < +∞, Ec2(η1)(U1,1 + V1,1)1+δ < +∞,
Ec2(η1)|U1 − EηU1,1|1+δ < +∞, Ec2(η1)|V1 − EηV1,1|1+δ < +∞.
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BBP4) для любого k найдется n, для которого P(Nn ≥ k) > 0.
Аналог условия BBP1 впервые введен автором в работе [8], ему удовлетворяют наи-

более популярные виды функция паросочетаний. Остальные условия задают не слишком
обременительные условия моментного характера, гораздо более слабые, чем условия в ра-
боте [4].

При этом предложенные условия для ВПСС в теореме 1 несколько более ограничи-
тельны, чем наилучшие известные результаты такого рода, однако для ВПССИ и ДВПСС
более слабые, чем описанные в работах [3, 4]. Аналоги теоремы 2 для ДВПСС и теоре-
мы 3 для ВПСС, ВПССИ и ДВПСС автору неизвестны. Отметим также, что результаты
без труда применяются к модели ДВПСС с иммиграцией, однако в настоящий обзор этот
результат не включается.

Исследование выполнено в рамках государственного задания МГУ
им. М.В.Ломоносова
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ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ И ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА

ИЗБРАННЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ
КОНЕЧНЫХ ОБОБЩЕННЫХ МЕТРИК

Е.И. Деза

Московский государственный педагогический университет

Метрики и метрические пространства подробно изучаются в математической науке
с начала двадцатого века и играют сегодня важную роль при решении множества фунда-
ментальных и прикладных задач. При этом, с одной стороны, особое место с шестидесятых
годов прошлого века стали занимать проблемы, имеющие отношение к конечным метриче-
ским пространствам. С другой стороны, множество практических приложений оказались
связанными с обобщенными метрическими структурами: квазиметриками (ориентирован-
ный аналог метрики), m-метриками (многомерный аналог метрики), частичными метри-
ками и др. [1–3].

Метрикой на непустом множестве X называется отображение d : X × X → R, удо-
влетворяющее для всех x, y, z ∈ X условиям неотрицательности, d(x, y) > 0, положи-
тельной определенности, d(x, y) = 0 ⇔ x = y, симметричности, d(x, y) = d(y, x), и
неравенству треугольника, d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y) [1].

Отказ от условия положительной определенности дает нам полуметрику на множе-
стве X, позволяющую нулевые расстояния между различными элементами множества.
Это понятие удобно с точки зрения построения полиэдральных конструкций: так как неот-
рицательная линейная комбинация двух полуметрик является полуметрикой (неотрица-
тельная линейная комбинация двух метрик является, в общем случае, лишь полуметри-
кой), то множество всех полуметрик на конечном множестве X образует полиэдральный
конус. Основным объектом теории (классических) конечных метрических пространств яв-
ляется конус METn всех полуметрик на n точках. С ним тесно связаны конус разрезов
CUTn и конус гиперметрикHY Pn на том же множестве точек: CUTn ⊂ HY Pn ⊂METn [3].

Квазиметрики (квазиполуметрики) могут быть получены из метрик (семиметрик) при
отказе от свойства симметричности. Множество всех квазиполуметрик на конечном мно-
жестве X, |X| = n, образует полиэдральный конус QMETn. C ним связаны конус ори-
ентированных разрезов OCUTn и конус ориентированных гипермемтрик OHY Pn на том
же множестве точек: OCUTn ⊂ OHY Pn ⊂ QMETn [3].

В свою очередь, m-метрики (m-полуметрики) получаются из метрик (семиметрик)
при замене неравенства треугольника неравенством симплекса. Эти многомерные аналоги
метрик в случае конечного множества X, |X| = n, также формируют полиэдральные
конусы, обладающие рядом интересных свойств.

Находятся все образующие и грани указанных конусов, полностью описывая имеющие-
ся связи между ними, для малых значений n: 3 6 n 6 7 в неориентированном случае
(см. [2]), 3 6 n 6 5 – в ориентированном случае, 3 6 m,n 6 6 – в многомерном случае
(см. [3]). Доказывается ряд соотношений, имеющих место для произвольного n.
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ОБ АНАЛОГЕ ТЕОРЕМЫ ХЕЙЛЬБРОННА:
НОВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Д.А. Долгов

Институт вычислительной математики и информационных технологий КФУ,
Казань

Классический алгоритм Евклида – наиболее известный алгоритм вычисления наиболь-
шего общего делителя (НОД) двух натуральных чисел. При помощи него можно разло-
жить отношение чисел a, b (здесь и далее a > b > 1) в стандартную цепную дробь

a

b
= q0 +

1

q1 +
1

. . . +
1

qh

длины h = h(a/b), в которой число q0 – целое, а числа q1, . . ., qh – натуральные, qi > 2 при
i > 1. Вопрос о “средней длине” h = h(b/a) стандартной цепной дроби с фиксированным
знаменателем a и числителем b, принимающим значения с условиями 1 < b 6 a − 1,
gcd(a, b) = 1, впервые исследовал Г. Хейльбронн [1]. Он доказал равенство:∑

1<b<a,
gcd(a,b)=1

h(b/a) =
3

2
φ(a) + 2R(a),

в котором φ(a) – функция Эйлера, а R(a) – число решений уравнения

a = xx′ + yy′

в натуральных числах x, x′, y, y′ таких, что x > y, x′ > y′, gcd(x, y) = gcd(x′, y′) = 1.
К-арный алгоритм Соренсона – обобщение бинарного алгоритма вычисления НОД [2].

Позже было получено его обобщение. С помощью обобщенного к-арного алгоритма Со-
ренсона с правым сдвигом можно разложить число a/b в цепную дробь с рациональными
неполными частными (см. [3]). Один из вариантов такой дроби – дробь первого типа

a

b
=
y0γ0

x0β0

+
k0

y1x0β0γ1

γ0x1β1

+
k1

. . . +
kn−1

yn
∏

06i<n,
i 6≡n (mod 2)

xiβi
∏

06t6n,
t≡n (mod 2)

γt

∏
06j6n,

j≡n (mod 2)

xjβj
∏

06m<n,
m 6≡n (mod 2)

γm





. (1)

Автор, используя аналогичный комбинаторный подход, исследовал задачу оценки сред-
ней длины такой дроби [4]. Эта задача была сведена к решению трех задач:

1) оценке числа решений системы диофантовых уравнений с ограничениями на пере-
менные,
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2) оценке числа континуантов, не превосходящих заданного H,

3) оценке числа решений уравнения с ограничениями на переменные.

Последняя задача выглядит следующим образом. Пусть задано уравнение

A = B · C + k · d ·X · e ·D · E, (2)

где для целых чисел A, B, C, D, E и натуральных a, d, e, k выполнены условия

1 6 |X| 6 d
√
ke; 1 6 d, e 6 k; 2 < k < a, a|A; (3)

0 < |C|, |E| < |A| 6 H; (4)

0 < |B|, |D| < |A|. (5)

В уравнении (2) заданы только числа a, H. Все остальное – переменные величины, име-
ющие двусторонние ограничения, поэтому количество решений уравнения (2) конечно. Это
уравнение соответствует разложению континуанта первого типа. Условия (4) получаются
ввиду условия формирования цепной дроби первого типа, а также правила разложения
континуанта первого типа. Нетрудно видеть, что в случае положительно определенных
параметров континуантов первого типа n и n + 1 порядка будет выполняться сравнение
со знаком “<”, отсюда следует справедливость условий (5).

Рассмотрим частный случай уравнения (2), в котором величина k зафиксирована, а
переменные

d = e = 1. (6)

Обозначим число решений этого уравнения c учетом условий (3)–(6), как I(a, k,H).
Введем множества

A(a,H) = {n : a|n, |n| 6 H,n ∈ Z},
S(a,H) = {n : 0 < |n| < A, n ∈ Z, A = max

Ai∈A(a,H)
Ai},

SQ(k) = {n : 1 6 n 6 dke, n ∈ N}.
Пусть r = (A,B,C,X,D,E) – произвольный набор целых чисел. В случае выполнения

условий (3)–(6) данный набор будет являться решением уравнения (2).
Определим величину m = B · C + k ·X ·D · E − A. Введем функцию

δ(m) =

{
1, если r − решение уравнения (2),

0, иначе.

Число решений I(a, k,H) равно

∑
A∈A(a,H)

B,C,D,E∈S(a,H)
X∈SQ(k)

δ(B · C + k ·X ·D · E − A) =
∑

A∈A(a,H)
B,C,D,E∈S(a,H)

X∈SQ(k)

1∫
0

e2πi(B·C+k·X·D·E−A)xdx. (7)
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Все суммы конечны, интегралы берутся по конечным отрезкам, поэтому можно поме-
нять местами порядки суммирования и интегрирования в формуле (7), интеграл сделать
внешним, а сумму занести под знак интеграла и разбить ее на три части:

1∫
0

∑
A∈A(a,H)

B,C,D,E∈S(A)
X∈SQ(k)

e2πi(B·C+k·X·D·E−A)xdx =

=

1∫
0

∑
B,C∈S(a,H)

e2πiBCx
∑

B,C,D,E∈S(a,H)
X∈SQ(k)

e2πikXDEx
∑

A∈A(a,H)

e−2πiAxdx. (8)

Каждую из рассматриваемых тригонометрических сумм по нескольким переменным
можно представить в виде кратной тригонометрической суммы, где каждая отдельная
сумма будет вестись строго по одной переменной. Обозначим

S1(a,H) =
∑

A∈A(a,H)
B,C∈S(a,H)

e2πiBCx =
∑

B∈S(a,H)

∑
C∈S(a,H)

e2πiBCx,

S2(a, k,H) =
∑

D,E∈S(a,H)
X∈SQ(k)

e2πikXDEx =
∑

D∈S(a,H)

∑
E∈S(a,H)

∑
X∈SQ(k)

e2πikXDEx,

S3(a,H) =
∑

A∈A(a,H)

e−2πiAx.

Теперь формулу (8) можно записать, как

1∫
0

S1(a,H)S2(a, k,H)S3(a,H)dx. (9)

В докладе будет рассказано о прогрессе в решении задачи оценки средней длины цеп-
ной дроби первого типа.
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ROMANOFF’S THEOREM AND SUMS OF TWO SQUARES

A.O. Radomskii

HSE University, Moscow, Russia

Given an integer a > 2, N. P. Romanoff [1] showed that the number of integers n 6 x
that can be expressed as a sum of a prime and a power of a is at least c(a)x. Let f(n) be a
polynomial of degree d with integer coefficients such that f : N → N. In [2] we showed that
the number of integers n 6 x that can be expressed as a sum of a prime and af(m) has order
x(log x)1/d−1. The aim of this paper is to establish an analogous statement for the set S of
numbers representable as the sum of two squares (instead of the set of all primes P).

Let Ω = {γn}∞n=1 be a sequence of positive integers (not necessarily distinct) and r is a
positive integer. We define

Ω(x) = #{n ∈ N : γn 6 x}, Ω(x, r) = #{n ∈ N : γn 6 x and γn + r ∈ Ω}.

We reserve the letter p for primes. In particular, the sum
∑

p6K should be interpreted as being
over all prime numbers not exceeding K. By ϕ we denote Euler’s totient function.

We prove the following result (see [3]).
Theorem 1. Let A = {an}∞n=1 and B = {bn}∞n=1 be two sequences of positive integers.

Suppose that an < an+1 for all n and bn, n = 1, 2, . . . , are not necessarily distinct. Let

ordB(n) = #{j ∈ N : bj = n} <∞

for all n ∈ N. Also, let

A(x) � x

f(x)
, A(x, r)� r

ϕ(r)

x

f 2(x)
, (1)

A(x/2)� A(x), B(x/2)� B(x). (2)

Let α ∈ (0, 1] and ∑
j∈N:
bj<x

∑
p6(log x)α

λ(j, p) log p

p
� B(x)2, (3)

where
λ(j, p) = #{k ∈ N : bj < bk 6 x and bk ≡ bj (mod p)}.

Set
r(n) = #{(i, j) ∈ N2 : ai + bj = n} and ρ(x) = max

n6x
ordB(n).

Then there exist positive constants c1 and c2 depending only on α and the constants implied by
the symbols �, �, and � in (1)–(3) such that

#

{
n 6 x : r(n) > c1

B(x)

f(x)

}
> c2x

B(x)

B(x) + ρ(x)f(x)
.

From Theorem 1 we deduce the following results.
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Theorem 2 [3]. Let a > 2 be an integer, and f(n) = γdn
d + . . .+ γ0 be a polynomial with

integer coefficients such that d > 2, γd > 0, (γd, . . . , γ0) = 1, and f : N → N. Then there exist
positive constants x0, c1, and c2 depending only on a and f such that

c1x

(log x)1/2−1/d
6 #

{
n 6 x : there exist s ∈ S and m ∈ N

such that s+ af(m) = n

}
6

c2x

(log x)1/2−1/d

for any x > x0.

Theorem 3 [3]. Let E be an elliptic curve given by the equation y2 = x3 +Ax+B, where
A and B are integers satisfying ∆ = 4A3 + 27B2 6= 0. Suppose that E does not have complex
multiplication. For any positive integer n, we define

r(n) = #{(s, p) ∈ S × P : s+ #E(Fp) = n}.

Then there exist positive constants x0, c1, and c2 depending only on E such that

#

{
n 6 x : r(n) > c1

x

(log x)3/2

}
> c2x

for any x > x0.
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LONG STRINGS OF COMPOSITE VALUES OF POLYNOMIALS
AND BASIS OF ORDER 2

A.O. Radomskii

HSE University, Moscow, Russia

Set

C(ρ) := sup

{
δ ∈

(
0,

1

2

)
:

6 · 102δ

log(1/(2δ))
< ρ

}
.

Our main result [1] is the following

Theorem 1. Let f : Z → Z be a polynomial of degree B > 1 with positive leading
coefficient and irreducible over Q. Let 0 < δ < C(1/2). Then for sufficiently large positive
integer N there are two strings of consecutive positive integers I1 = {n1 − m, . . . , n1 + m}
and I2 = {n2 − m, . . . , n2 + m}, where m = [(logN)(log logN)δ], such that I1 ∪ I2 ⊂ [1, N ],
N = n1 + n2, and f(n) is composite for any n ∈ I1 ∪ I2.

Theorem 1 extends a result of Gabdullin and Radomskii [2] which showed the same result
but with f(n) = n. We note that numerical calculations show that C(1/2) > 1/325565, and so
we can take δ = 1/325565 in Theorem 1. Also, we note that the polynomial f need not have
integer coefficients. Indeed, by Pólya’s theorem [3], f is integer valued at integers if and only
if f has the form f(x) =

∑B
j=0 aj

(
x
j

)
with every aj ∈ Z. In particular, B!f(x) ∈ Z[x].

Recall that a set A ⊆ N is called a basis of order k if every sufficiently large positive integer
can be represented as a sum of k summands from A. Theorem 1 implies that the set

{n > 3 : f(l) is composite for any l ∈ [n−m,n+m],where m = [(log n)(log log n)δ]}

is a basis of order 2 for any δ < C(1/2).
Let

Λf = {n ∈ N : f(n) is prime}.
When f ∈ Z[x] is irreducible over Q, has degree two or greater, and the sieving system
corresponding to f is non-degenerate, that is

#{n ∈ Z/pZ : f(n) ≡ 0 (mod p)} < p

for any prime p, it is still an open conjecture (of Bouniakowsky [4]) that the set Λf is infinite.
Moreover it is believed (see the conjecture of Bateman and Horn [5, 6]) that the number of
n 6 N such that n ∈ Λf should have an asymptotic formula (S(f) + o(1))N/ logN , where
S(f) > 0 is a constant depending only on f , and so the gaps of Theorem 1 would be unusually
large compared to the average gap of size �f logN .

In [7], Ford, Konyagin, Maynard, Pomerance, and Tao showed that for any f as in Theorem 1
and for any 0 < δ < C(1/B), for every sufficiently large N , there is a string of consecutive
positive integers n ∈ [1, N ] of length at least (logN)(log logN)δ for which f(n) is composite.
Ford and Gabdullin [8] improved the result in [7], replacing C(1/B) by C(1). We follow the
constructions in [7, 8], and [2], modifying some steps in them.

This paper was prepared within the framework of the HSE University Basic Research
Program.
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О ПРЕДСТАВЛЕНИИ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ ТЕРНАРНОЙ
КВАДРАТИЧНОЙ ФОРМОЙ x1x2 + x2x3 + x3x1

И.Ю. Реброва

Тульский государственный педагогический университет им. Л. Н. Толстого

Наша цель состоит в том, чтобы получить асимптотическую формулу для d3(n) – ко-
личества троек натуральных чисел (u, k, v) – решений диофантова уравнения

uk + kv + vu = n. (1)

Последнее является важным инструментом при изучении числа классов положительно
определенных бинарных квадратичных форм элементарными методами, восходящими
к Лиувиллю. В монографии Венкова Б. А. [1, с. 194, 195] по этому поводу говорится:
“Далее Лиувилль в письме к Эрмиту указал, что соотношения, о которых идет речь, мо-
гут быть выведены из его числовых тождеств (§ 4, гл. V) и обрисовал в общих чертах ход
рассуждения. Наконец, Успенский дал полный вывод всех соотношений Кронекера, Гир-
стера, Гурвица и др. при помощи методов Лиувилля; мы воспользуемся его изложением
для вывода наиболее важных соотношений Кронекера”.

Уравнение (1) можно записать в виде

(u+ v)(k + v) = v2 + n.

Положив a = u+ v, b = v, c = k + v, получим систему

ac = b2 + n; b < a, b < c, (2)

где (a, b, c) — тройки натуральных чисел.
Обозначим через d3(n;P ) количество решений уравнения из (2) в натуральных числах

a, b, c (0 < b 6 P ). Очевидно, что

d3(n;P ) =
∑

0<b6P

τ(b2 + n),

где τ(m) — число всех делителей натурального m. Задача об асимптотическом поведении
d3(n;P ) — одна из самых популярных в аналитической теории чисел. В работе [2] при
P →∞ впервые была доказана асимптотическая формула

d3(n;P ) = c(n)P logP +On(P logP )

с положительной константой c(n), зависящей только от n.
Опираясь на оценки А.Вейля для сумм Клостермана, Хоули [3] доказал, что для ∀ ε > 0

d3(n;P ) = c(n)P logP + c′(n)P +On,ε(P
8/9+ε).

Метод Хоули, опирающийся на теорию бинарных квадратичных форм Гаусса, был усо-
вершенствован в работе [4] и привел к результату с показателем 5/6 + ε в остаточном
члене. Там же (см. также [5]) был предложен новый подход к этой задаче, основанный на
спектральной теории автоморфных функций, с помощью которого в работе [6] показатель
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5/6 + ε был уменьшен до 2/3 + ε — наилучший на сегодняшний день. Эти исследования
были систематизированы и изложены в монографии [7].

Теперь перейдем к формулировке главного результата работы. Напомним, что (см., на-
пример, [1]), что ненулевое целое число

d = b2 − 4ac ≡ 0, 1(mod 4) −

дискриминант невырожденной бинарной квадратичной формы

Q(x, y) = ax2 + bxy + cy2

с целыми коэффициентами a, b, c.
Дискриминант d = D называется фундаментальным, если он не представляется в виде

D = D′l2

с другим дискриминантом D′ и натуральным l > 1. При этом для любого дискриминанта
d имеет место однозначное разложение

d = Dl2,

гдеD = D(d) — фундаментальный дискриминант, а натуральное l = l(d) — кондуктор дис-
криминанта d. Легко показать, что любой фундаментальный дискриминант равен либо 1,
либо произведению взаимно простых множителей вида

−4,−8, 8, . . . , (−1)(p−1)/2p, . . . ,

где p пробегает все нечетные простые числа. Для фундаментальных дискриминантов D и
натуральных m определен символ Кронекера(

D

m

)
∈ {−1, 0, 1}.

Он равен нулю в случае НОД(m,D) > 1. В частных случаях, для любого натурального m(
1

m

)
= 1,

а для нечетных натуральных m(−4

m

)
= (−1)(m−1)/2,

(
8

m

)
= (−1)(m2−1)/8,

(−8

m

)
=

(−4

m

)(
8

m

)
.

Символам Кронекера соответствуют примитивные квадратичные характеры Дирихле
χ(m) = χD(m), для которых выполняется свойство мультипликативности

χ(m1m2) = χ(m1)χ(m2)

при всех целых m1 и m2, а для натуральных m

χD(m) =

(
D

m

)
.
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Напомним также, что для натурального n µ(n) — функция Мёбиуса,

σα(n) =
∑
d\n

dα, σ0(n) = τ(n).

Как обычно, для комплексного s

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
, Lχ(s) =

∞∑
n=1

χ(n)

ns
−

дзета-функция Римана и L – ряды Дирихле, абсолютно сходящиеся в полуплоскости
Res > 1 и определяющие в ней голоморфную функцию. Они продолжаются голоморф-
но на всю плоскость комплексного переменного за единственным исключением дзета-
функции Римана, которая имеет простой полюс в точке s = 1 с вычетом

Res
s=1

ζ(s) = 1.

Теорема. Пусть натуральное n > 3, а −4n = Dl2 — каноническое разложение с фун-
даментальным дискриминантом D < 0 и кондуктором l. Тогда для ∀ ε > 0

d3(n) =
12

π

√
l

∑
t\l

(
D

l

)
µ(t)

t
σ−1

(
l

t

)
LD(1)

√
n+Oε

(
n1/2−1/48

) .

Замечание. Ограничение n > 3 связано с тем, что d3(1) = d3(2) = 0, а в остальных
случаях d3(n) > 0.

Автор благодарит Быковского В. А. за обсуждение полученных результатов и полезные
советы.
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МОДИФИКАЦИЯ ЛИНЕЙНО-АЛГЕБРАИЧЕСКОГО МЕТОДА
В ЗАДАЧЕ О СЛАБОМ НАСЫЩЕНИИ

Н.А. Терехов

Московский физико-технический институт, Долгопрудный

Пусть дан граф H и число n. Будем говорить, что граф F на n вершинах слабо на-
сыщается H, если можно так упорядочить недостающие в F ребра e1, . . . , es и добавлять
их по очереди, что каждое ei образует новую копию H в графе F с уже добавленны-
ми ребрами. Числом слабого насыщения wsat(n,H) обозначим минимальное число ребер
в слабонасыщаемом H графе на n вершинах.

Основная сложность в изучении данной величины заключается в получении нижних
оценок. Для этой задачи показал высокую эффективность линейно-алгебраический ме-
тод с помощью которого удалось получить значения wsat(n,H) для клик [1–3], полных
двудольных графов с одинаковым размером долей [3, 4] и других графов [5].

Этот метод, введенный в общем случае Калаи [3], заключался во вложении ребер кли-
ки E(Kn) в некоторое линейное пространство так, что данное вложение удовлетворяет
некоторым естественным условиям совместимости с H: для любой копии H ′ графа H в
Kn и любого ребра e ∈ E(H ′) образ данного ребра линейно выражается через образы
остальных ребер H ′, в этом случае числа слабого насыщения wsat(n,H) оцениваются сни-
зу размерностью подпространства, порожденного образом E(Kn).

С другой стороны, для получения общих оценок, оказались эффективны комбинатор-
ные методы, с помощью которых была доказана следующая общая оценка [6]. Пусть

γmH = min

{ |{e ∈ E(H) | e ∩ U 6= ∅}| − 1

|U |

∣∣∣∣ ∅ 6= U ⊂ V (H), |V (H) \ U | ≥ m

}
,

тогда
wsat(n,H) ≥ γ1

H · (n− |V (H)|) + |E(H)| − 1. (1)

Используя оценку (1), можно вывести следующую асимптотически оптимальную об-
щую нижнюю оценку в терминах минимальной степени вершины δ(H):

∀n ≥ |V (H)| wsat(n,H) ≥
(
δ

2
− 1

δ + 1

)
(n− |V (H)|) + |E(H)| − 1. (2)

Помимо обобщения оценки (1) на случай гиперграфов отдельный интерес заключался
в получении данной оценки с помощью линейно-алгебраического метода с целью получить
некоторый общий эффективный инструмент для оценивания чисел слабого насыщения.

При исследовании линейно-алгебраического метода было обнаружено некоторое огра-
ничение, которое не позволяло его использовать напрямую для доказательства (1).

Для описания этого ограничения обозначим через rk-sat(n,H) наилучшую оценку, ко-
торую можно получить через вложение E(Kn) в некоторый матроид (обобщение линейного
пространства) так, что это вложение удовлетворяет условиям совместимости с H. Было
обнаружено, что rk-sat(n,H) имеет целочисленный коэффициент асимптотики, то есть
существуют целочисленные константы N, a, C такие, что

∀n ≥ N rk-sat(n,H) = a · n+ C. (3)
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Для доказательства (3) было замечено, что можно из вложения клики на n вершинах,
получить вложение клики на n− 1 вершине и, в силу наличия гибкости в выборе базиса,
можно показать следующую оценку:

rk-sat(n− 1, H) ≥ rk-sat(n,H)−
⌊

rk-sat(n,H)

n− |V (H)|

⌋
,

из которой следует требуемое.
В силу этого ограничения, чтобы получать нецелые коэффициенты, можно для графа

H и произвольного положительного целого k с помощью некоторой процедуры дупликации
ребер получить семейство мультиграфов H такое, что

wsat(n,H) =
1

k
· wsat(n,H).

(Определение чисел слабого насыщения естественным образом обобщается на семейство
мультиграфов.)

Далее, оценивая wsat(n,H) стандартным линейно-алгебраическим методом, можно по-
лучать нижнюю оценку с рациональным коэффициентом асимптотики

wsat(n,H) ≥ 1

k
· rk-sat(n,H). (4)

В качестве матроидов в rk-sat можно использовать так называемые count матроиды
(рассмотренные, например, в [7]), где множество ребер G объявляется независимым если
для любого подграфа F ⊂ G выполнено |E(F )| ≤ a · |V (F )| − b для некоторых фиксиро-
ванных целочисленных параметров a, b.

Используя данные матроиды в модифицированном линейно-алгебраическом мето-
де (4), удалось передоказать и даже несколько усилить общую оценку (1)

wsat(n,H) ≥ γ2
H · (n− |V (H)|) + |E(H)| − 1. (5)

Данное доказательство также может быть использовано для естественного обобщения
оценки (5) на случай гиперграфов, если вместо count матроидов использовать их обобще-
ния на гиперграфы, введенные Пихурко [8].

Для формулировки обобщения определим для r-однородного (все ребра имеют раз-
мер r) гиперграфа H r − 1 тень как

∂r−1(H) =

{
U ∈

(
V (H)

r − 1

) ∣∣∣∣ ∃ e ∈ E(H), U ⊂ e

}
,

где через
(
V (H)
r−1

)
обозначается семейство r − 1 элементных подмножеств V (H).

Тогда для

γr−1,H =min

{ ∣∣{e ∈ E(H) |
(
e
r−1

)
∩ U 6=∅

}∣∣− 1

|U |

∣∣∣∣∅ 6= U ⊂ ∂r−1(H), |∂r−1(H) \ U | ≥ r

}
(6)

и любого n ≥ |V (H)|

wsat(n,H) ≥ γr−1,H ·
((

n

r − 1

)
− |∂r−1(H)|

)
+ |E(H)| − 1. (7)
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Из оценки (7) можно вывести асимптотически оптимальную общую нижнюю оценку,
обобщающую (2). Определим для произвольного W ∈

(
V (H)
r−1

)
его степень как

dH(W ) = |{e ∈ E(H) | W ⊂ e}|

и введем следующее обобщение минимальной степени вершины [9]:

δr−1(H) = min { dH(W ) | W ∈ ∂r−1(H)} .

Тогда для δ = δr−1(H) и любого n ≥ |V (H)|

wsat(n,H) ≥
(
δ

r
− 1(

r+δ−1
r−1

)) · (( n

r − 1

)
− |∂r−1(H)|

)
+ |E(H)| − 1.
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О СПЕКТРАХ ГЕЛЬФОНДА ДЛЯ РАЗЛОЖЕНИЙ
ОСТРОВСКОГО

А.В. Шутов

Владимирский государственный университет

Пусть
N =

∑
i

nib
i,

где ni ∈ {0, 1 . . . , b − 1} – разложение N в b-ичной системе счисления. Пусть N (b)
d,a(X) –

количество натуральных чисел, меньших X, для которых
∑

i ni ≡ a (mod d).
А.О. Гельфонд [1] показал, что при условии взаимной простоты d и b − 1 существует

постоянная µ < 1 такая, что

N
(b)
d,a(X) =

X

d
+O(Xµ).

Данный результат обобщался в огромной количестве направлений. Одним из них является
его перенос с b-ичных систем счисления на другие представления натуральных чисел.
Важным классом таких разложений являются разложения Островского.

Пусть α = [0; q1, q2, . . .) – иррационально, {qi} – неполные частные разложения α в цеп-
ную дробь, а {Qi} – знаменатели подходящих дробей. Разложением Островского нату-
рального числа N называется представление

N =

t(N)∑
i=0

zi(N)Qi,

получаемое при помощи жадного алгоритма. Коэффициенты zi(N) однозначно определя-
ются условиями 0 6 z0(N) < q1, 0 6 zi(N) 6 qi+1 при i > 1, причем zi(N) = qi+1 влечет
за собой zi−1(N) = 0. Коэффициенты zi(N) также можно однозначно определить из нера-
венств

∣∣∣N −∑t(N)
i=k zi(N)Qi

∣∣∣ < Qk, которые как раз и означают жадность разложения.

Пусть N (α)
d,a (X) – количество натуральных чисел, меньших X, для которых сумма цифр

разложения Островского сравнима с a по модулю d.
Пусть

gd,a(α) = inf

{
λ : N

(α)
d,a (X) =

X

d
+O(Xλ)

}
и

gd(α) = max
a
gd,a(α).

Отметим, что во всех примерах, в которых gd,a(α) удается вычислить, это значение не
зависит от α.

Множество Gd = {gd(α)} будем называть d-м спектром Гельфонда.
При d = 2 спектр Гельфонда имеет очень простой вид [2]: G2 = {0}.
Далее предполагаем, что d > 3. В этом случае известно [3], что существуют постоянные

λd < 1 такие, что
Gd ⊆ [0;λd].
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Отметим, что значение λd, полученное в [3], с ростом d стремится к единице быстрее,
чем любая экспонента. В настоящее время для λd нами получены верхние оценки вида
λd . 1−O(c−d) для некоторого c > 0.

Пусть τ = (1 +
√

5)/2 и

µd = logτ

∣∣∣∣∣12 +

√
1

4
+ cos

2π

d
+ i sin

2π

d

∣∣∣∣∣ .
В [4] доказано, что

gd(τ) = µd.

Установлено, что для любого µ ∈ [0;µd) существует бесконечно много иррациональ-
ных α, для которых

gd,a(α) = µ

для всех a. В частности,
[0;µd] ⊆ Gd.

Рассмотрим семейство квадратичных иррациональностей вида

τg =
g +

√
g2 + 4

2
.

Данные квадратичные иррациональности важны тем, что все неполные частные их раз-
ложения в цепную дробь равны g. Пусть g′ = g mod d. Тогда при d > 3 и любом a

gd,a =

 0, g′ = 0,
ln ηg′

ln τg
, g′ 6= 0,

где

ηg′ =
1

2
max

16k6[d/2]

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣Ug′−1

(
cos

πk

d

)∣∣∣∣+

√∣∣∣∣Ug′−1

(
cos

πk

d

)∣∣∣∣2 + cos
2πk

d
+ i sin

2πk

d

∣∣∣∣∣∣ .
Здесь Un(·) – многочлены Чебышева второго рода.

Компьютерные эксперименты показывают, что максимум в формуле для ηg′ всегда
достигается при k = 1. В настоящее время это предположение доказано при g′ = d − 1, а
также в случае, когда d достаточно велико по сравнению с g′.

Также компьютерный эксперимент показывает, что gd(τg) < gd(τ) при любом g > 2.
Кроме того, множество значений gd(τg), 1 6 g 6 d− 1, согласно компьютерному экспери-
менту, имеет (при подходящей нормировке) предельное распределение при d→∞.

Рис. 1. Множество значений gd(τg) при d = 30000 и 1 6 g 6 d− 1
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Результат о вычислении gd,a для τg можно обобщить следующим образом. Пусть ир-
рациональное α таково, что все qi ≡ g′ (mod d). Предположим также, что существует
предел

L(α) = lim
n→∞

lnQn

n
.

Данный предел называется константой Леви иррациональности α. Тогда

gd,a(α) =
ln ηg′

L(α)
.

Отсюда, в частности, можно получить, что при любом g, 1 6 g < d, и любом µ < gd(τg)
существует бесконечно много иррациональных α таких, что все неполные частные их раз-
ложения в цепную дробь сравнимы с g по модулю d и gd,a(α) = µ.

Приведем также один результат о совместных значениях величин gd. Пусть D – ко-
нечное множество натуральных чисел, D > 3. Тогда существует несчетное множество α
таких, что gd = 0 для всех d ∈ D.
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

ОБОСНОВАНИЕ ОДНОГО ПРИБЛИЖЕННОГО МЕТОДА
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДВУХФАЗНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ

В ПОРОУПРУГОМ ТОНКОМ СЛОЕ

П.В. Гилев, А.А. Папин

Алтайский государственный университет, Барнаул

Фильтрация двух несмешивающихся несжимаемых жидкостей в пороупругой среде
описывается системой квазилинейных дифференциальных уравнений составного типа [1]:

∂(siφρ
0
i )

∂t
+∇ · (siφ~uiρ0

i ) = 0, i = 1, 2, (1)

siφ(~ui − ~u3) = −K0
k0i

µi
(∇pi − ρ0

i~g), i = 1, 2, (2)

∂((1− φ)ρ0
3)

∂t
+∇ · ((1− φ)~u3ρ

0
3) = 0, (3)

p2 − p1 = pc(s1, ~x), (4)

∇ · ~u3 = − 1

ξ(φ)
pe − βt(φ)(

∂pe
∂t

+ ~u3 · ∇pe), (5)

∇ptot +∇ ·
{
η

2
(1− φ)

[
∂~u3

∂~x
+

(
∂~u3

∂~x

)∗]}
= ρtot~g. (6)

Здесь ρ0
i , ~ui, si и pi – соответственно истинная плотность, скорость, насыщенность и дав-

ление i-й фазы (i = 1 – смачивающая фаза, i = 2 – несмачиващая фаза, s1 + s2 = 1,
i = 3 – твердый деформируемый скелет), φ – пористость (доля объема среды, приходя-
щейся на пустоты), pe ≡ ptot − pf – эффективное давление, ptot ≡ φpf + (1 − φ)p3 – общее
давление, pf ≡ p1s1 + p2s2 – давление жидкой фазы, ρtot ≡ φ(s1ρ

0
1 + s2ρ

0
2) + (1 − φ)ρ0

3 –
общая плотность; η, ξ(φ) и βt(φ) соответственно коэффициенты сдвиговой вязкости, объ-
емной вязкости и объемной сжимаемости среды, ~g – плотность массовых сил; кроме того,
K0(φ) – тензор проницаемости, µi – динамическая вязкость i-й жидкости, k0i(si) – от-
носительная фазовая проницаемость, pc(s1, ~x) – капиллярное давление – есть заданные
функции.

Движение рассматривается в области изменения переменных (x, z, t) ∈ ΩT =
= Ω × [0, T ], где Ω = [−H,H] × [−L,L]. В статье [2] показано, что с использованием
следующих ограничений:

~u3 = (0, u3(x, t)), ~ui = (0, ui(x, z, t)), i = 1, 2,
H

L
= δ << 1, ~g = (0,−g),

обозначений

~f(x, s) = K0

(
k01

µ1

ρ1~g +
k02

µ2

ρ2~g

)
, ~f0(x, s) = K0

k01

µ1

ρ1~g, ~F (x, s) = ~f0 − b ~f,
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a(s) = −1

k

k01

µ1

k02

µ2

∂pc
∂s

, s = s1, p = p1 −
1∫
s

k02

k(ξ)µ2

∂pc
∂ξ

dξ, k(s) =
k01

µ1

+
k02

µ2

,

b(s) =
k01

µ1k
, ~v = s1φ~u1 + s2φ~u2 + (1− φ)~u3, ~v1 = sφ~u1,

а также начально-краевых условий

s(t, x,−L) = s−1 (t), s(t, x, L) = s+
1 (t), s(0, x, z) = s0

1(z),

p1(t, x,−L) = p−1 (t), p1(t, x, L) = p+
1 (t),

φ(0, x, z) = φ0(x), u3(t,−H, z) = u−3 (t), u3(t,+H, z) = u+
3 (t),

(7)

уравнения (1)–(6) можно свести к следующей системе:

∂

∂z

(
K0k

∂p

∂z
+ ~f

)
= 0, (8)

∂sφ

∂t
+

∂

∂z

(
sφu3 −K0

k01

µ1

∂p

∂z
−K0a

∂s

∂z
− ~f0

)
= 0, (9)

∂(1− φ)

∂t
+

∂

∂z

(
(1− φ)u3

)
= 0,

∂

∂x

(
η(1− φ)

∂u3

∂x

)
= 0. (10)

Система (8)–(10) распадается на две подсистемы. Первая из них состоит из уравне-
ний (10) и может быть решена независимо от остальных уравнений. Вторая, с учетом
найденных φ и u3, состоит из уравнений (8)–(9).

Задачу, состоящую из подсистемы (10) и начально-краевых условий для φ и u3, будем
называть задачей 1. Задачу, состоящую из уравнений (8)–(9) и начально-краевых условий
для s1 и p1, назовем задачей 2.

Задача 1, в силу входящих в нее уравнений, при достаточно гладких начально-краевых
условиях, имеет классическое решение. Решение задачи 2, в силу того, что коэффициент
a(s) = 0 при s = 0 и s = 1, может вырождаться. Поэтому оно будет пониматься в обоб-
щенном смысле.

Функции u3(x, t) и φ(x, z, t) называются решением задачи 1, если
1) u3(x, t) ∈ C2,1(Ωt), φ(x) ∈ C1(Ωt);
2) u3 и φ удовлетворяют уравнениям (10) и начально-краевым условиям (7);
3) 0 < φ < 1.
Ограниченные измеримые функции s(z, t) и p(z, t) называются обобщенным решением

задачи 2, если:
1) 0 6 s(z, t) 6 1 почти всюду в ΩT ;

2)
∂p

∂z
∈ L2(ΩT ), a

∂s

∂z
∈ L2(ΩT ), где при 0 6 s 6 1 функция a

∂s

∂z
определяется формулой

a
∂s

∂z
=

∣∣∣∣dpcds
∣∣∣∣ ∂u∂z , ∂u

∂z
∈ L2(ΩT ), u(s) =

s∫
0

1

k(ξ)

k01(ξ)

µ1

k02(ξ)

µ2

dξ;

3) p удовлетворяет краевым, а s – начально-краевым условиям;
4) для произвольных допустимых функций λ(z, t) и ψ(z) таких, что

λ(z, t) ∈ W 1
2 (ΩT ), ψ(z) ∈ W 1

2 (Ω),
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λ(−1, t) = ψ(−1) = λ(1, t) = ψ(1) = λ(z, T ) = 0, t ∈ [0, T ],

почти всюду выполнены равенства:

L1 ≡ −
(
φs,

∂λ

∂t

)
ΩT

+

(
~v1,

∂λ

∂z

)
ΩT

= − (φs, λ)Ω |t=0, L2 ≡
(
~v1,

dψ

dz

)
Ω

= 0.

Здесь

s0(x, t) =


s−(t), x = −1,

s+(t), x = 1,

s0(z), t = 0.

p0(x, t) =

{
p−(t), x = −1,

p+(z), x = 1.

Существование обобщенного решения для задачи 2 было доказано в [2]. В работе для
задачи 2 на основе обобщенного решения строится классическое решение [4] и обосновы-
вается один приближенный метод, позволяющий получить данное решение. Идея этого
метода была изложена в [3].

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и высше-
го образования РФ по теме «Современные модели гидродинамики для задач природополь-
зования, индустриальных систем и полярной механики» (№ FZMW-2024-0003).
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ
ЭВОЛЮЦИОННЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

С НУЛЕВЫМИ ФРОНТАМИ

А.Л. Казаков

Институт динамики систем и теории управления им. В.М. Матросова СО РАН,
Иркутск

Рассматривается нелинейное эволюционное уравнение второго порядка параболическо-
го типа

ut = f(u)uxx + g(ux) + h(u). (1)

Здесь u — искомая функция, t (время) и x (пространственная координата) — независимые
переменные, f , g, h — известные функции одной переменной, которые предполагаются до-
статочно гладкими. Подобные математические объекты применяются в механике сплош-
ных сред в качестве моделей диффузии, фильтрации и теплопроводности [1], и в биологии
для описания популяционной динамики [2].

Для уравнения (1) ищутся и исследуются решения, имеющие вид тепловой (диффу-
зионной, фильтрационной) волны [3]: кусочно-гладкие функции, состоящие из положи-
тельной и нулевой частей, непрерывно состыкованных вдоль некоторого многообразия
в пространстве переменных t, x. Для простоты и наглядности будем предполагать, что
последнее может быть задано в виде x = a(t), при этом выполнено следующее условие:

u|x=a(t) = 0. (2)

Здесь a(t) — достаточно гладкая функция, именуемая нулевым фронтом, которая может
быть как известной, так и подлежать определению. По одну сторону от нулевого фронта
искомая функция u > 0, по другую — предполагается, что u ≡ 0. Иначе говоря, отрица-
тельная часть решения заменяется тождественным нулем.

Необходимым условием существования решений с подобными свойствами, которые поз-
воляют описать возмущения, распространяющиеся по покоящемуся (нулевому) фону с ко-
нечной скоростью, т. е. имеют вполне понятную физическую (биологическую) интерпре-
тацию, является выполнение равенств

f(0) = g(0) = h(0). (3)

Легко видеть, что при выполнении (3) уравнение (1) имеет решение u ≡ 0, причем на
этом решении уравнение вырождается, поскольку обращается в ноль коэффициент перед
второй (старшей) производной.

Ранее решения (1), удовлетворяющие (2), рассматривались нами для различных част-
ных случаев (cм., например, [4, 5]). В докладе будут представлены результаты для более
общей постановки.

Исследования нелинейных уравнений с частными производными традиционно прово-
дятся нами в двух основных направлениях:

1. Доказательство теорем существования и единственности в классе аналитических
функций, когда искомая функция представлена либо в виде ряда по степеням некото-
рой переменной (не обязательно физической), либо в виде кратного ряда. Коэффициенты
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разложений определяются по явным рекуррентным формулам, сходимость рядов доказы-
вается методом мажорант [6].

2. Построение точных решений и исследование их свойств. На этапе построения реше-
ний путем использования анзаца специального вида уравнение с частными производными
редуцируется к обыкновенному дифференциальному уравнению, наследующему нелиней-
ность и особенность у исходной постановки, при этом (2) превращается в условие в точке.
На этапе исследования свойств решений последние либо выписываются в явном виде (ред-
ко), либо исследуются методами качественно теории дифференциальных уравнений, либо
строятся приближенно. Зачастую, все три элемента исследования присутствуют одновре-
менно [7].

В рамках настоящего исследования доказана новая теорема существования и един-
ственности решений уравнения (1), удовлетворяющих условию (2) c построением решения
в виде ряда по степеням переменной z = x−a(t) с рекуррентно вычисляемыми коэффици-
ентами. Найдены новые классы точных решений, которые получаются с использованием
многочленов по степеням x с коэффициентами, зависящими от t, т. е. в виде

u =
n∑
i=0

Ai(t)x
i,

а также обобщенного разделения переменных

u = ψ(t)v(z),

где x = x− a(t) или z = x/a(t).
Во всех случаях нахождение точных решений сводится к интегрированию системы

обыкновенных дифференциальных уравнений. Построенные решения в дальнейшем пред-
полагается использовать в качестве тестовых примеров при разработке численных мето-
дов.
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РЕШЕНИЯ С ДВУМЯ РАСХОДЯЩИМИСЯ НУЛЕВЫМИ
ФРОНТАМИ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩЕЙСЯ КВАЗИЛИНЕЙНОЙ

ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ
А.Л. Казаков 1, Л.Ф. Спевак 2

1Институт динамики систем и теории управления им. В.М. Матросова СО РАН,
Иркутск

2Институт машиноведения им. Э.С. Горкунова УрО РАН, Екатеринбург

Доклад посвящен построению и исследованию решений с нулевыми фронтами системы
вырождающихся нелинейных параболических уравнений

ut = α1ux + β1(uvxx + uxvx) + f(u, v),

vt = α2vx − β2(vuxx + uxvx) + g(u, v).
(1)

Здесь u(t, x), v(t, x) — искомые функции; t (время) и x (пространственная координата) —
независимые переменные; α1, α2, β1, β2 — константы, α1 > 0, α2 > 0, β1 > 0, β2 > 0.
Известные функции f(u, v), g(u, v) являются достаточно гладкими. Такие системы ис-
пользуются в качестве модели «хищник-жертва» в популяционной биологии [1].

Дополнительно будем предполагать, что

f(0, 0) = g(0, 0) = 0. (2)

Для системы (1) рассмотрим граничные условия

u|x=a(t) = 0, v|x=b(t) = 0, (3)

где a(t), b(t) — достаточно гладкие функции, удовлетворяющие условиям a(0) = b(0) = 0,
a(t) < 0, b(t) > 0 при t > 0. Таким образом, нулевые фронты двух искомых функций
движутся в противоположных направлениях.

При выполнении условия (2) система (1) имеет нулевое решение: u ≡ 0, v ≡ 0, кото-
рое, очевидно, удовлетворяет (3). Однако, как показали ранее проведенные исследования
авторов (см., например, [2]), в подобных задачах могут существовать и нетривиальные
решения.

Ранее в [3] был рассмотрен частный случай задачи (1), (3), когда a(t) ≡ b(t). К сожа-
лению, для полученных результатов не удалось предложить содержательную интерпре-
тацию, поскольку все полученные решения таковы, что всюду, за исключением нулевого
фронта, uv 6 0, т. е. искомые функции принимают u и v значения разных знаков. Первые
шаги по преодолению данной проблемы были предприняты в статьях [2, 4]. В настоя-
щей работе продолжается исследование решений задачи (1), (3), в которых обе искомые
функции принимают положительные значения в некоторой области, т. е. имеют смысл для
приложений.

Для задачи (1), (3) доказана теорема существования и единственности нетривиального
решения в классе аналитических функций. Доказательство теоремы состоит из двух эта-
пов: 1) формальное решение строится в виде рядов Тейлора с рекуррентно определяемыми
коэффициентами uk,l, vk,l,

ua(t, x)
∞∑

k,l=0

uk,l
tk[x− a(t)]l

k!l!
, van(t, x) =

∞∑
k,l=0

vk,l
tk[x− a(t)]l

k!l!
, (4)
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2) сходимость рядов (4) доказывается классическим методом мажорант [5].
В частном случае, когда в системе (1) α1 = α2 = α, а f и g — степенные функции

вида f(u, v) = A1v
λuθ−λ − A2u

θ – неотрицательные константы, θ > λ > 0, θ > µ > 0, най-
ден новый класс точных решений системы, построение которого посредством обобщенного
разделения переменных сводится к интегрированию систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Показано, что, по крайней мере, в некоторых случаях решения обла-
дают искомым свойством: существует непустая область, в которой обе искомые функции
положительны.

Для приближенного решения задачи (1), (3) предложен численный алгоритм. Реше-
ние строится по шагам с разностной дискретизацией по времени. На очередном шаге
t = tk пространственная задача решается в области ненулевых значений двух искомых
функций, x ∈ [a(tk), b(tk)]. Решение проводится итерационно, с использованием метода
коллокаций [6] и аппроксимации радиальными базисными функциями [7].

С целью изучения поведения решений и оценки их точности были проведены тесто-
вые расчеты. Оценить радиус сходимости рядов (4), а также возможность использования
полученного решения в практических или тестовых целях априори невозможно. В связи
с этим были исследованы свойства отрезков рядов (1),

uan(t, x) =
∑
k+l6n

uk,l
tk[x− a(t)]l

k!l!
, van(t, x) =

∑
k+l6n

vk,l
tk[x− a(t)]l

k!l!
, (5)

а также аналогичных, построенных по степеням [x− b(t)],

ubn(t, x) =
∑
k+l6n

uk,l
tk[x− b(t)]l

k!l!
, vbn(t, x) =

∑
k+l6n

vk,l
tk[x− b(t)]l

k!l!
. (6)

Для примера был рассмотрен случай линейных функций f(u, v) = γ1u + η1v,
g(u, v) = γ2u+ η2v. Точность приближенных решений (5) оценивалась невязками уравне-
ний (1),

δa1 = max
x∈[a(t),b(t)]

|uat − α1u
a
x − β1(uavaxx + uaxv

a
x)− f(ua, va)|,

δa2 = max
x∈[a(t),b(t)]

|vat − α2v
a
x + β2(vauaxx + uaxv

a
x)− g(ua, va)| (7)

и погрешностью выполнения второго условия (3),

δa3 = |va(t, b(t))| , (8)

Для отрезков рядов (6) оценивались значения

δb1 = max
x∈[a(t),b(t)]

|ubt − α1u
b
x − β1(ubvbxx + ubxv

b
x)− f(ub, vb)|,

δb2 = max
x∈[a(t),b(t)]

|vbt − α2v
b
x + β2(vbubxx + ubxv

b
x)− g(ub, vb)|,

(9)

δb3 =
∣∣ub(t, a(t))

∣∣ . (10)

На рис. 1 показаны графики отрезков рядов (5), (6) при α1 = α2 = 2.5, β1 = 1.5,
β2 = 2, γ1 = η1 = 1, γ2 = η2 = −1, a(t) = −0.15t2, b(t) = 0.1t2, n = 25. Значения
невязок, приведенные в табл. 1, показывают, что ряды (5), (6) сходятся по крайней мере
на отрезке x ∈ [0, 1]. При этом с течением времени для решения (5) растет погрешность
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выполнения второго условия (3), а для (6) – первого. Например, при t = 1 функция
ub25(t, x) обращается в ноль в точке x = −0.1343409233, тогда как a(1) = −0.15. Таким
образом, функции (5) (или (6)) при достаточно больших n можно считать приближенными
решениями задачи (1), (3) лишь вблизи начального момента времени.

Рис. 1. Отрезки рядов (5), (6) при t = 1: 1 – ua25(t, x), 2 – va25(t, x), 3 – ub25(t, x); 4 – vb25(t, x).

Таблица 1: Невязки уравнений и погрешности нулевых фронтов для решений (5), (6)

t n δa1 δa2 δa3 δb1 δb2 δb3
0.5 5 1.3 · 10−4 3.7 · 10−4 7.7 · 10−4 3.7 · 10−4 1.1 · 10−4 1.9 · 10−3

0.5 15 9.9 · 10−9 3.8 · 10−9 7.6 · 10−4 3.2 · 10−9 2.9 · 10−9 1.9 · 10−3

0.5 25 2.2 · 10−9 2.2 · 10−10 7.6 · 10−4 1.3 · 10−9 1.8 · 10−9 1.9 · 10−3

1 5 5.2 · 10−3 1.3 · 10−2 1.6 · 10−3 1.1 · 10−2 2.3 · 10−3 2.2 · 10−2

1 15 1.4 · 10−5 4.1 · 10−5 2.0 · 10−3 9.9 · 10−6 1.2 · 10−5 2.3 · 10−2

1 25 7.2 · 10−8 3.5 · 10−7 2.0 · 10−3 2.1 · 10−7 8.4 · 10−8 2.3 · 10−2

Если принять в качестве приближенных решений задачи (1), (3) пары функций uan(t, x),
vbn(t, x), то для них априори будут выполнены условия (3). Точность выполнения уравне-
ний (1) оценивалась невязками

∆1 = max
x∈[a(t),b(t)]

|uat − α1u
a
x − β1(uavbxx + uaxv

b
x)− f(ua, vb)|,

∆2 = max
x∈[a(t),b(t)]

|vbt − α2v
b
x + β2(vbuaxx + uaxv

b
x)− g(ua, vb)|.

В момент t = 1 при n = 5: ∆1 = 1.1 · 10−2, ∆2 = 3.0 · 10−3; при n = 15: ∆1 = 1.1 · 10−2,
∆2 = 3.0 · 10−3; при n = 25: ∆1 = 5.5 · 10−2, ∆2 = 3.9 · 10−2.

При тех же параметрах задача (1), (3) была решена численно. Точность решения оце-
нивалась невязками δ1, δ2 уравнений системы (1), аналогично (7).
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Таблица 2: Невязки уравнений (1) для численных решений

t h N δ1 δ2

0.5 0.1 10 1.2 · 10−3 2.4 · 10−3

0.5 0.1 20 3.8 · 10−4 7.2 · 10−4

0.5 0.05 10 1.6 · 10−3 1.2 · 10−3

0.5 0.05 20 6.1 · 10−4 3.1 · 10−4

1 0.1 10 4.2 · 10−3 2.5 · 10−3

1 0.1 20 1.6 · 10−3 6.8 · 10−4

1 0.05 10 1.2 · 10−3 1.5 · 10−3

1 0.05 20 5.1 · 10−4 4.1 · 10−4

Приведенные в табл. 2 данные демонстрируют сходимость алгоритма относительно
шага по времени h и числа точек коллокаций N .
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ОБ ОДНОМ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ О КОЛЕБАНИЯХ
МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ПОДВИЖНЫМИ ГРАНИЦАМИ

В.Л. Литвинов, К.В. Литвинова

Самарский государственный технический университет

Задача о колебаниях тел с подвижными границами, сформулированная в виде диф-
ференциального уравнения с граничными и начальными условиями, является некласси-
ческим обобщением гиперболической задачи. Для облегчения построения решения этой
задачи и обоснования выбора вида решения строятся эквивалентные интегродифферен-
циальные уравнения с симметричными и нестационарными ядрами и нестационарными
пределами интегрирования. Преимущества метода интегродифференциальных уравнений
раскрываются при переходе к более сложным динамическим системам, несущим сосредо-
точенные массы, колеблющиеся под действием подвижных нагрузок. Метод распространен
на более широкий класс модельных краевых задач, учитывающих изгибную жесткость,
сопротивление внешней среды и жесткость основания колеблющегося объекта. Решение
приводится в безразмерных переменных с точностью до значений второго порядка ма-
лости относительно малых параметров, характеризующих скорость движения границы.
Находится приближенное решение задачи о поперечных колебаниях каната грузоподъем-
ной установки, обладающего изгибной жесткостью, один конец которого наматывается на
барабан, а на втором закреплен груз.

Среди всего множества задач динамики упругих систем с точки зрения технических
приложений весьма актуальными являются задачи о колебаниях в системах с изменяю-
щимися во времени геометрическими размерами. В технике широко распространены си-
стемы, границы которых подвижны (канаты грузоподъемных установок [1–8], гибкие пе-
редаточные звенья [4, 6, 9], бурильные колонны, твердотопливные стержни [10, 11] и др.).
Исследования многих авторов по динамике подъемных канатов привели к необходимости
постановки новых задач механики о динамике одномерных объектов переменной длины.
В математической постановке это сводится к новым задачам математической физики –
к исследованию соответствующих уравнений гиперболического типа в переменных диапа-
зонах изменения обоих аргументов. Наличие подвижных границ вызывает значительные
трудности при описании таких систем, поэтому здесь в основном используются прибли-
женные методы решения [1–18].

Из аналитических методов наиболее эффективным является метод, предложенный
в [19,20], заключающийся в подборе новых переменных, оставляющих волновое уравнение
инвариантным. В [21] решение ищется в виде суперпозиции двух волн, бегущих навстре-
чу друг другу. Эффективен также метод, использованный в [22], заключающийся в за-
мене геометрической переменной чисто мнимой, что позволяет свести волновое уравнение
к уравнению Лапласа и применить методологию теории функций комплексного перемен-
ного для решения. Однако точные методы решения ограничены волновым уравнением и
относительно простыми граничными условиями.

Из приближенных методов наиболее эффективным является метод Канторовича – Га-
леркина [10, 14], а также метод построения решений интегродифференциальных уравне-
ний, описанный в данной статье. Задача о колебаниях тел с подвижными границами,
сформулированная в виде дифференциального уравнения с граничными и начальными
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условиями, является неклассическим обобщением гиперболической задачи. Для облегче-
ния построения решения этой задачи и обоснования выбора вида решения строятся экви-
валентные интегродифференциальные уравнения с симметричными и нестационарными
ядрами и нестационарными пределами интегрирования. Построение интегродифферен-
циальных уравнений движения объектов переменной длины основано на прямом инте-
грировании дифференциальных уравнений в сочетании со стандартной заменой искомой
функции новой переменной.

В тривиальных случаях методы интегральных уравнений не имеют преимущества пе-
ред методом дифференциальных уравнений применительно к исследованию колебаний
системы с бесконечным числом степеней свободы [4,6]. Преимущества метода интегродиф-
ференциальных уравнений раскрываются при переходе к более сложным динамическим
системам, несущим сосредоточенные массы, колеблющимся под действием движущихся
нагрузок и т. д. Эти методы могут быть весьма плодотворными применительно к динамике
канатов переменной длины и другим механическим объектам с движущимися границами.

В данной работе метод построения решений интегродифференциальных уравнений рас-
пространен на более широкий класс модельных краевых задач, учитывающих изгибную
жесткость колеблющегося объекта [5,7,11], сопротивление внешней среды [10] и жесткость
основания (подложки) объекта [4,6]. Особое внимание уделено рассмотрению наиболее рас-
пространенного на практике случая, когда на границах действуют внешние возмущения.
При фиксированной длине объекта построенные интегродифференциальные уравнения
переходят в классические уравнения Фредгольма второго рода.
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РАЗДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ В ЗАДАЧЕ
ОБ ИЗОТЕРМИЧЕСКОМ ВЛОЖЕНИИ

А.А. Шейкин

Санкт-Петербургский государственный университет

Стандартная метрическая формулировка общей теории относительности обладает ря-
дом проблем, затрудняющих ее дальнейшие обобщения. Возможным выходом из этой
проблемы является использование альтернативных геометрических переменных. Моди-
фикация гравитации зачастую требует подключения дополнительных степеней свободы,
а квантование ощутимо упрощается при наличии в теории фиксированного пространства-
времени, по времени которого можно развивать канонический формализм. Весьма есте-
ственным в свете этого является рассмотрение не только внутренней, но и внешней гео-
метрии псевдоримановых многообразий, воспринимаемых как поверхности в объемлющем
пространстве большего числа измерений. Эта идея лежит в основе нескольких подходов,
известных под общим названием “braneworld”. Одним из вариантов такого подхода явля-
ется гравитация Редже –Тейтельбойма [1], в которой изучаемое n-мерное псевдориманово
пространство предполагается изометрически вложенным в плоское объемлющее N -мерное
пространство. Согласно теореме Жане –Картана –Бурстина –Фридмана [2], для локаль-
ного вложения пространства общего вида достаточно N = n(n+1)/2. Динамической пере-
менной в этом подходе вместо метрики gµν(xλ), λ, µ, ν = 0, . . . , n−1, объявляется функция
вложения ya(xλ), a = 0, . . . , N − 1, а метрика становится индуцированной:

∂µy
a∂νy

bηab = gµν(x), (1)

где ηab — метрика плоского объемлющего пространства. Уравнение (1) в этом подходе по-
нимается как замена переменных в вариационной задаче. Поскольку она содержит диф-
ференцирование, класс решений уравнений Эйлера –Лагранжа расширяется. Подобная
ситуация реализуется, например, в так называемой миметической гравитации (см. обсуж-
дение связи этих теорий в [3]), а процедура замены переменных является обобщением
замены Полякова в теории струн [4].

Будучи подставленной в действие Эйнштейна –Гильберта, замена приводит к уравне-
ниям Редже –Тейтельбойма

Gµν − κT µν = τµν , ∂µ(
√−gτµν∂νya) = 0, (2)

где Gµν — тензор Эйнштейна, T µν — тензор энергии-импульса (ТЭИ) материи, κ — гра-
витационная постоянная, а τµν можно воспринимать как ТЭИ дополнительной материи и
искать на этом пути, например, объяснение феномена темной материи [5].

К сожалению, за все приходится платить. Система уравнений (1), (2) куда более слож-
на, чем привычные уравнения Эйнштейна (Gµν = κT µν), и не может быть линеаризована
привычными методами теории возмущений (возмущения над тривиальным фоном) [6]. По-
этому при анализе этих уравнений приходится фиксировать зависимость функции вложе-
ния и/или метрики пространства от определенных координат, руководствуясь физически-
ми соображениями. В частности, зачастую метрика пространства частично фиксируется
условиями симметрии, и задача разбивается на поиск функции вложения, удовлетворяю-
щей тем же условиям и (1), и решение уравнений (2) для такой функции вложения.
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Сама по себе задача поиска вложения пространства с заданной метрикой имеет
очень длинную историю и восходит к Гауссу. Уравнения Гаусса –Кодацци –Майнарди –
Петерсона [2] успешно использовались геометрами для доказательства существования вло-
жения. Исторически наибольший интерес представляли задачи о вложении двумерных
пространств в трехмерное, для которых существуют регулярные методы решения урав-
нений ГКМП, однако в случае большей коразмерности такие методы не известны. Кроме
того, для физических приложений более актуально не доказательство возможности вло-
жения, а нахождение явного вида функции ya путем решения (1) как ДУЧП с неодно-
родностью в виде метрики gµν . Поскольку это уравнение само по себе тоже нелинейное и
в общем случае содержит много переменных, его решение сопряжено со значительными
трудностями.

С. А. Пастон предложил [7] теоретико-групповой метод разделения переменных в (1),
основанный на понятии симметричной поверхности. Симметричной считается такая по-
верхность, области которой, переходящие друг в друга под действием преобразования
симметрии, обладают как одинаковой внутренней, так и внешней симметрией, и поэтому
могут быть переведены друг в друга каким-либо преобразованием из группы движений
SO(N−, N+) . RN−,N+ объемлющего пространства. Тривиальный пример — R-симметрия:
одномерное пространство, параметризуемое координатой t и инвариантное относительно
сдвигов по ней, можно представить в виде

• прямой: y1(t) = at+ b,

• окружности: y1(t) = c cosωt, y2(t) = c sinωt,

• спирали: y1(t) = at+ b, y2(t) = c cosωt, y3(t) = c sinωt

и т. д. Сдвиг по координате t на кривой можно скомпенсировать сдвигом и/или поворотом
в объемлющем пространстве.

Общий алгоритм применения метода таков:

1. Выбрать вкладываемое пространство и идентифицировать группу его симметрии G
(например, пространство Шварцшильда обладает SO(3)× R-симметрией).

2. Выбрать размерность объемлющего пространства (для пространства Шварцшильда
минимально возможное N = 6).

3. Построить все представления группы симметрии G матрицами группы движений
объемлющего пространства, размерность которых допускает их действие в объем-
лющем пространстве (например, «спиральное» вложение кривой, описанное выше,
невозможно в пространство R2).

4. Выбрав начальный вектор в объемлющем пространстве, произвольно зависящий
от координат, не затрагиваемых симметрией, подействовать на него построенными
в предыдущем пункте матрицами и получить все возможные типы симметричных
поверхностей (например, отрезок произвольной плоской кривой в R3, будучи по-
вернут на 2π относительно какой-либо оси, даст SO(2)-симметричную двумерную
поверхность).

5. Определив тем самым зависимость функции вложения ya(x) от координат, парамет-
ризующих действие группы G, подставить ее в уравнение (1) и решить его. Если это
невозможно, вернуться на шаг 1, увеличить N и продолжить.
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При помощи этого метода было найдено большое количество явных вложений: невра-
щающихся 3+1-мерных черных дыр [8] и вращающейся 2+1-мерной [9], коллапсирующего
пылевидного шара [11], космологических моделей Фридмана и Геделя [10] и других. Так-
же оказалось возможным построить нетривиальные вложения плоского фона, требуемого
для анализа нерелятивистского предела уравнений (2) [12].

Несмотря на то, что метод был специально разработан с расчетом на физические при-
ложения и хорошо себя зарекомендовал, он имеет свои ограничения.
• Если группа симметрии вкладываемого пространства слишком бедна, то ее может не

хватить для того, чтобы полностью разделить переменные. Примером такого простран-
ства может служить гравитационная pp-волна, симметричная только относительно сдви-
гов одной из светоподобных координат. В такой ситуации целесообразно привлекать дру-
гие соображения: например, использовать информацию, даваемую уравнениями ГКМП,
если коразмерность вкладываемого и объемлющего пространств достаточно мала [13].
• Если же полное разделение переменных возможно, однако коразмерность велика,

типов симметричных поверхностей может быть очень много, и анализ разрешимости (1)
может занять много времени. Предварительный анализ возможности вложения с геомет-
рических позиций (например, знакоопределенность компонент метрики, которой обладает
та или иная поверхность, их асимптотические свойства или анализ второй фундаменталь-
ной формы поверхности [12]) может сократить объем работы.
• Наконец, если группа симметрии пространства-времени сама по себе велика и/или

имеет сложную структуру, построение ее представлений может оказаться нетривиальной
задачей. В том случае, если эта группа содержит достаточное для полного разделения
переменных количество абелевых подгрупп, целесообразно ограничиться построением их
простейших представлений [9]. Такой подход, помимо упрощения процедуры, позволяет
анализировать возможность изометрического изгибания полученных поверхностей. Осо-
бенно удобным он оказывается для анализа аксиально-симметричных пространств: напри-
мер, пространств Геделя, БТЗ или Тауба-НУТ.

“Святым граалем” в задаче о поиске явных изометрических вложений, бесспорно, яв-
ляется вложение вращающейся 3+1-мерной черной дыры: метрики Керра. Определенный
успех был достигнут лишь во вложении подпространств этой метрики (так называемая
задача о диаграммах вложения) [14], в то время как для всего пространства известно
лишь неявное 3+6-мерное вложение [15] и явное 6+8-мерное вложение [16], оба из кото-
рых не пригодны для исследования уравнений (2). Хотя известно, что задача о получении
самой метрики Керра из уравнений Эйнштейна допускает полное разделение перемен-
ных в них [17], добиться полного разделения переменных в (1) при N 6 10 никаким из
вышеописанных способов пока не удалось. Возможно, недавняя модификация классиче-
ского алгоритма Ньюмена –Джениса [18] для генерации пространств с вращением может
оказаться полезной.

Хочется выразить надежду, что задача получения явного вложения метрики Керра и
других физически интересных метрик заинтересует специалистов по ДУЧП, опыт которых
сможет помочь в ее решении.
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