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В статье дан обзор работ сотрудников кафедры и лаборатории физической механики
СПбГУ, посвященных моделированию динамики микрочастиц естественного и искус-
ственного происхождения в космической плазме. Основное внимание уделено несколь-
ким важнейшим результатам: 1) существование трех возможных режимов вертикаль-
ных колебаний пылевой частицы у поверхности Луны; 2) определение возможных ме-
ханизмов длительного удержания микрочастиц искусственного происхождения в око-
лоземном космическом пространстве; 3) применение методов КАМ-теории для доказа-
тельства сохранения параметров орбиты микрочастицы с постоянным электрическим
зарядом; 4) определение условий применимости канонической формулировки задачи
о движении частицы с локально равновесным электрическим зарядом в околоземном
космическом пространстве; 5) обобщение результатов аналитического моделирования
на случай переменного электрического заряда. Другие результаты изложены доста-
точно кратко.
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Данная работа является естественным продолжением статьи [1], так как опи-
сывает результаты исследований сотрудников кафедры и лаборатории физической
механики СПбГУ, проведенных для решения задач, возникших при изучении про-
блем электризации тел и транспортировки пучков в космической плазме.
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1. Моделирование динамики частиц пыли вблизи поверхности безат-
мосферных небесных тел. Описанная в разделе 3 работы [1] задача о прове-
дении дистанционного элементного анализа поверхностных пород безатмосферных
небесных тел, в частности Луны, потребовала проведения теоретического исследо-
вания процессов и явлений вблизи их поверхности, которые могут препятствовать
осуществлению указанной процедуры. Одним из таких явлений может быть суще-
ствование экзосферы, частично состоящей из мелкодисперсных левитирующих ча-
стиц лунного реголита, что было обнаружено астронавтами корабля «Аполлон 17»,
наблюдавшими рассеивание солнечного света около лунного терминатора, вызыва-
ющего свечение горизонта [2]. Теоретическое исследование включало в себя следу-
ющие задачи: 1) построение модели зарядки поверхности планеты; 2) определение
распределений напряженности электрического поля и частиц плазмы в ее окрест-
ности; 3) построение критерия подъема частиц с поверхности планеты; 4) описание
динамики заряженных частиц грунта в экзосфере. Первые два пункта были ча-
стично решены задолго до обнаружения левитирующих микрочастиц грунта [3–6];
показано, что распределение электростатического потенциала носит немонотонный
характер. В работах [7–9], в отличие от других исследователей, рассматривался слу-
чай поверхности, покрытой монослоем соединений водорода. Только в последние
годы именно такой подход признан наиболее перспективным для объяснения на-
блюдаемых явлений. Другой выбор граничных условий для этой задачи рассмотрен
в [10–12]. Показано, что такой выбор граничных условий является предпочтитель-
ным, так как исключает фиктивные решения для параметров немонотонного элек-
тростатического потенциала.

В работе [13] в предположении о том, что монослоем соединений водорода по-
крыта как лунная поверхность, так и поверхность сферической частицы грунта,
дано условие левитации частицы лунного реголита в районе терминатора планеты
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фотоэлектронов на поверхности планеты; θ0 — угол между местной нормалью и на-
правлением на Солнце; ρ — плотность материала поверхности (лунного реголита);
kB — постоянная Больцмана; Rm — радиус планеты (Луны). Получение условия (1)
позволило в [11, 14–19] рассмотреть для указанных выше частиц вертикальную ди-
намику и перенос вдоль лунной поверхности.

В частности, в [15, 16] доказано существование трех возможных режимов вер-
тикальных колебаний пылевой частицы, которые реализуются при определенных
значениях ее радиуса. Первый из указанных режимов имеет место, если радиус
пылинки близок к критическому значению радиуса левитирующих микрочастиц,
определяемому соотношением (1). Особенности вертикального движения пылевых
частиц в этом случае иллюстрируются данными рис. 1, на котором представлены
результаты расчета временной динамики микрочастицы с радиусом 0.23 мкм при
θ0 = 80◦. Вертикальные колебания пылинки в этом случае происходят на малой
высоте над поверхностью планеты, а их качественная картина близка к описанной
в [14] вследствие близости заряда микрочастицы к локально-равновесному значению
(рис. 1, б ). Эффект малых отклонений заряда пылинки от равновесного проявляет-
ся, в частности, в незамкнутости фазовой траектории (рис. 1, а).
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а б
Рис. 1. Результаты расчета временной эволюции микрочасти-

цы с радиусом 0.23 мкм для θ0 = 80◦: a — фазовая траектория,
б — зависимость безразмерного заряда ζ от высоты z.

Второй режим вертикального движения имеет место для пылинок с радиусами
в интервале (0.01–0.1) мкм. В качестве примера на рис. 2 представлены результаты
расчета вертикального движения микрочастицы с радиусом 0.1 мкм при θ0 = 80◦.
Эффект неравновесности электрического заряда микрочастицы приводит в этом
случае к быстрому затуханию ее вертикальных колебаний, и пылинка оказывается
неподвижно левитирующей на фиксированной высоте, определяемой ее радиусом
(рис. 2, a). Безразмерный заряд микрочастицы ζ, равный отношению его текущего
значения к равновесному на поверхности планеты, также асимптотически стремится
к равновесному значению на высоте зависания (рис. 2, б ).

а б
Рис. 2. Результаты расчета временной эволюции микрочасти-

цы с радиусом 0.1 мкм для θ0 = 80◦: a — фазовая траектория, б —
зависимость безразмерного заряда ζ от высоты z.

Наконец, третий режим вертикального движения пылевых частиц имеет ме-
сто в случае сверхмелких частиц с радиусами меньше 0.01 мкм. В этом случае при
определении заряда микрочастицы следует учитывать также токи от электронов
и ионов солнечного ветра. Качественная картина динамики сверхмелких пылевых
частиц представлена на рис. 3 для пылинки размером 0.007 мкм при θ0 = 80◦. Как
видно из рис. 3, б, электрический заряд частицы с течением времени асимптотически

а б
Рис. 3. Результаты расчета временной эволюции микрочасти-

цы с радиусом 0.007 мкм для θ0 = 80◦: a — фазовая траектория,
б — зависимость безразмерного заряда ζ от высоты z.
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приближается к некоторому постоянному значению Qa. Кинематическим следстви-
ем этого эффекта является асимптотическое приближение вертикального движения
пылинки к периодическому колебательному движению с постоянной амплитудой
(рис. 3, a).

Большинство полученных решений — численные, однако в рамках предложен-
ной методики обобщенных зарядово-полевых потенциалов получены и аналитиче-
ские решения (в квадратурах) задачи вертикальной динамики частицы лунного ре-
голита в приповерхностномфотоэлектронном слое [11, 18]. В статье [14], в отличие от
появившихся приблизительно в то же время работ [20, 21], рассмотрена вертикаль-
ная динамика заряженных микрочастиц лунного грунта без начальной скорости.
Также в [16] предложен механизм горизонтального переноса частиц лунного грунта
и получены зависимости его максимальной длины от радиуса микрочастицы и ши-
роты лунной поверхности. Анализ физических причин существования различных
видов вертикального движения проведен в [17].

2. Моделирование поведения пылевых облаков в околоземном косми-
ческом пространстве. Более чем полувековая деятельность человечества в ближ-
нем космосе привела к ряду отрицательных последствий, основным из которых явля-
ется все возрастающее загрязнение околоземного космического пространства (ОКП)
продуктами антропогенной деятельности (так называемым космическим мусором
(КМ)). Источниками техногенных частиц в ОКП является мелкодисперсная компо-
нента выбросов твердотопливных ракетных двигателей (ТТРД) разгонных блоков
космических аппаратов (КА), деградация под действием физических факторов кос-
мического пространства материала поверхностей орбитальныхКА, а также крупных
объектов космического мусора и их фрагментов. Результаты натурных измерений
показывают, что размеры техногенных частиц находятся в широком диапазоне: от
единиц нанометра до сотен микрон. Столкновения КА с техногенными частицами
при скоростях соударения порядка 10 км/с могут приводить к разрушению мате-
риалов, используемых в различных элементах конструкции КА, а также вызывать
в указанных материалах процессы эрозии, кратерообразования, откольные явле-
ния и эжекцию вторичных частиц. В настоящее время численность техногенных
частиц в ОКП быстро растет и соответственно возрастает опасность, которую они
представляют для орбитальных КА, особенно при прохождении космических аппа-
ратов через облака техногенных частиц (так называемых астрозолей). Техногенные
частицы представляют угрозу не только для космических аппаратов, но создают
серьезные проблемы и для экологии Земли [22]. В частности, серьезную опасность
для биосферы Земли представляют возвращающиеся из космоса на Землю части-
цы из радиоактивных материалов, а также микробиологические объекты (МБО).
Последние объекты могут выноситься с Земли в космос как на поверхностях кос-
мических аппаратов и ракет-носителей, так и вследствие действия «ионосферного
лифта», осуществляющего перенос тропосферного аэрозоля с поверхности Земли в
верхнюю ионосферу.

В связи с быстро возрастающим загрязнением ближнего космоса с середины
80-х годов прошлого столетия начаты активные теоретические исследования дина-
мики в ОКП техногенных частиц, направленные в первую очередь на определение
характеристик техногенных частиц (ТЧ) с большими временами орбитального су-
ществования. На первом этапе основное внимание уделялось определению условий
длительного орбитального существования в ОКП достаточно крупных техногенных
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частиц размерами 1–100 мкм, поскольку ТЧ указанных размеров оказывают наи-
большее негативное воздействие на орбитальные КА, а также моделирование их
движения в ОКП не требовало учета влияния на динамику ТЧ электродинамиче-
ских сил, что существенно упрощало решение соответствующих задач. Результаты
расчетов времен жизни крупных ТЧ в ОКП показали возможность длительного ор-
битального существования инжектируемых в ОКП крупных ТЧ как на высоких, так
и низких орбитах. В то же время принципиальная возможность длительного удер-
жания в окрестности Земли техногенных частиц субмикронных размеров вызывала
сомнения.

Однако проведенные сотрудниками кафедры и лаборатории физической меха-
ники численные [23–34] исследования динамики в ОКП сверхмелких субмикронных
частиц менее 0.1 мкм показали, что при определенных условиях движущиеся в плаз-
мосфере Земли техногенные частицы порядка 5–100 нм способны длительное время
удерживаться в околоземном пространстве и могут, таким образом, также являться
важным фактором антропогенного загрязнения ближнего космоса. Показано, что
основным физическим механизмом, приводящим к длительному удержанию сверх-
мелких ТЧ в ОКП, оказывается воздействие на движение указанных частиц силы
Лоренца, обусловленной взаимодействием наводимого на ТЧ заряда с магнитным
полем Земли. Для ряда модельных случаев полученные результаты численных экс-
периментов совпадают с данными аналитических исследований, приведенными в
работах [35–42].

2.1. Численное моделирование орбитального движения субмикрон-
ных техногенных частиц, инжектируемых в околоземное космическое
пространство в различных структурных областях плазменной оболоч-
ки Земли. Численное моделирование движения в окрестности Земли субмикрон-
ных техногенных частиц представляет собой задачу, которая должна решаться с
учетом воздействия на движение ТЧ в ОКП следующего комплекса сил: гравита-
ционной силы, действующей на ТЧ со стороны центрального гравитационного поля
Земли и его возмущений; силы солнечного давления; силы сопротивления верхней
атмосферы, а также электродинамических сил, обусловленных взаимодействием на-
водимого на ТЧ электрического заряда с магнитным и электрическим полями око-
лоземного пространства. Особенно сложной проблемой является необходимость уче-
та воздействия на движение ТЧ электродинамических сил. Это связано в первую
очередь с трудностью определения электрического заряда частицы. Вследствие про-
странственной неоднородности параметров околоземной плазмы и условий освещен-
ности микрочастицы в ОКП, электрический заряд техногенной частицы меняется
вдоль ее траектории, причем значение заряда в данный момент времени в связи с
конечностью характерного времени зарядки ТЧ зависит от физических условий не
только в точке текущего положения микрочастицы, но и в предшествующие момен-
ты времени на траектории. Поэтому в общем случае при решении задач баллистики
субмикронных частиц в ОКП уравнения, описывающие процесс их зарядки в косми-
ческой плазме, должны решаться совместно с уравнениями движения субмикронной
частицы в ОКП.

Таким образом, в геоцентрической экваториальной системе отсчета (не вращаю-
щейся вместе с Землей) движение субмикронной частицы в ОКП будет описываться
уравнением

m
d2r

dt2
= FG + Fdst

G + FB
L + FE

L + Fpr + Fdrag. (2)
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Здесь FG — сила, действующая на ТЧ со стороны центрального гравитационного
поля Земли; Fdst

G — возмущение силы FG, обусловленное полярным сжатием Земли;
FB

L и FE
L — соответственно магнитная и электрическая составляющие силы Лорен-

ца, обусловленные взаимодействием заряда микрочастицы q = q(t), движущейся со
скоростью v, с магнитным B и электрическим E полями околоземного космическо-
го пространства; Fpr — сила солнечного светового давления на частицу; Fdrag —
сила сопротивления нейтральной компоненты фонового газа. В первом приближе-
нии геомагнитное поле может быть аппроксимировано полем магнитного диполя,
расположенного в центре Земли с магнитным моментом Md, ориентированным про-
тивоположно вектору угловой скорости вращения Земли Ω. Использовалась также
и аппроксимация суммой N сферических гармоник ряда Гаусса [43]. Электрическое
поле в ОКП может быть представлено суперпозицией полей коротации Ecor и кон-
векции Ecross−tail, где Ecor =

1
c (r×Ω)×B, а электрическое поле конвекции может

быть аппроксимировано постоянным электрическим полем, направленным с утрен-
ней на вечернюю сторону магнитосферы и зависящим от геомагнитной активности.
Величина силы солнечного давления вычислялась через эффективность давления
солнечного излучения Qpr, усредненной по солнечному спектру. Для рассматрива-
емых значений размеров частиц, соизмеримых с длиной волн в области максимума
спектра солнечного излучения, задание эффективности Qpr производилось на ос-
нове численного суммирования рядов, которые представляют формальное точное
решение задачи о поглощении и рассеянии света однородной сферической частицей,
полученное в так называемой теории Ми.

Наводимый на поверхности микрочастицы электрический заряд q(t) эволюцио-
нирует в соответствии с уравнением

dq

dt
=
∑
i

Ji = Jtot, (3)

где Jtot — полный заряжающий ток, а Ji — заряжающие токи, соответствующие воз-
можным механизмам зарядки ТЧ в космической среде. В общем случае к указанным
механизмам относятся:

— зарядка ТЧ падающими на ее поверхность плазменными электронами и иона-
ми тепловых энергий;

— зарядка высокоэнергетичными заряженными частицами корпускулярных по-
токов;

— вторичная электронная эмиссия при соударениях электронов и ионов с по-
верхностью ТЧ;

— обратное рассеяние электронов;
— фотоэлектронная эмиссия;
— автоэлектронная эмиссия (для металлических ТЧ при низких отрицательных

потенциалах)[22].
Токи зарядки Ji в правой части уравнения (2) определяются выражениями,

приведенными в работах [44–51]. Так как заряжающие токи определяются локаль-
ными значениями плотности и температуры электронов и ионов фоновой плазмы,
которые изменяются в процессе орбитального движения ТЧ в ОКП, то при числен-
ном моделировании движения частицы в ОКП, основанном на совместном решении
уравнения движения (2) и уравнения зарядки (3), использовалась модель плазмен-
ной оболочки Земли, описанная в [22]. Предполагается, что она состоит из трех
структурных областей: ионосферы, плазмосферы и плазменного слоя.
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Численные эксперименты для определения условий длительного орбитального
существования инжектируемых в ОКП техногенных частиц были проведены для
круговых и близких к круговым орбитам, проходящих на различной высоте над по-
верхностью Земли, а также для вытянутых эллиптических орбит с низким перигеем,
в частности с параметрами, соответствующими орбитальным параметрам спутника
«Молния». Рассматривались субмикронные частицы из алюминия, оксида алюми-
ния и углерода (материал с низким выходом фотоэмиссии) и радиусами от единиц
нанометров до десятков микрометров. Параметры орбит, размер и материал частиц
выбирались для соответствия имеющимся экспериментальным данным [52–56].

Как показано в [33], для сверхмелких техногенных частиц из углерода возмож-
ны три режима длительного орбитального существования в ОКП. В первом режиме
пространственная траектория ТЧ заметает тор с осью, совпадающей с магнитной
осью Земли, симметричный относительно плоскости магнитного экватора. Физи-
ческая природа длительного орбитального существования сверхмелких ТЧ в ОКП
в рассматриваемом режиме обусловлена адиабатической инвариантностью эквива-
лентного магнитного момента техногенной частицы. Как показано в [57], последнее
условие для дипольного магнитного поля оказывается выполненным при движении
на расстояниях от центра Земли, много меньших штермеровской единицы длины.

Вторым режимом являются движения в окрестности экваториальной плоско-
сти. Указанные движения — частный случай рассмотренного выше режима, однако
характеризуются большими временами орбитального существования ТЧ в ОКП.
Они могут реализоваться при инжекции сверхмелких ТЧ на материнских орбитах
с нулевым или малым углом наклона к плоскости экватора. Принципиальная воз-
можность длительного орбитального существования сверхмелких ТЧ на плоских и
близких к ним пространственных орбитах впервые была показана в [23].

Третий режим длительного орбитального существования (магнитно-гравитаци-
онный захват) в ОКП сверхмелких ТЧ из углерода реализуется при выполнении
условия слабой локальной неоднородности магнитного поля. Гравитационное поле
Земли в этом случае дает заметный вклад в эффективный потенциал Ueff (s), описы-
вающий движение ведущего центра по дуговой координате местной силовой линии
в ведущей плоскости. Вклад гравитационного поля в эффективный потенциал при-
водит к появлению двух локальных минимумов потенциала эффективного поля в
Северном и Южном полушариях. При этом становится возможным режим движе-
ния, в котором ведущий центр сверхмелкой ТЧ совершает колебания по отрезку
силовой линии в Северном или Южном полушарии в соответствующей потенциаль-
ной яме, одновременно дрейфуя по азимуту вследствие неоднородности магнитного
поля и изменения электрического заряда ТЧ вдоль траектории ее движения в ОКП.
Пространственная траектория ТЧ заметает тор, расположенный в Северном или
Южном полушариях, с осью, совпадающей с магнитной осью Земли. Как показали
результаты численных экспериментов, явления магнитно-гравитационного захвата
имеют место для ТЧ из углерода с радиусами до 7 нм включительно, инжектируе-
мых в ОКП на материнских орбитах с различными высотами и углами наклона.

Результаты численного моделирования движения в ОКП техногенных наноча-
стиц из оксида алюминия (материал с высоким выходом фотоэмиссии) с радиусами
от 5 до 30 нм, инжектируемых в околоземное пространство на круговые орбиты с
высотами от 1.5 до 50 тыс. км с различными углами наклона к плоскости эквато-
ра, показывают, что наибольшие времена орбитального существования (до несколь-
ких лет) имеют в рассматриваемом случае сверхмелкие ТЧ, движущиеся в ОКП
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в режиме магнитно-гравитационного захвата (МГЗ). Как следует из полученных
расчетных данных, явления МГЗ могут иметь место для сверхмелких ТЧ из окси-
да алюминия радиусами до 21 нм включительно, инжектируемых в плазмосферу
на «материнских» орбитах с различными высотами и углами наклона к плоскости
экватора. Долгоживущие движения в окрестности экваториальной плоскости реа-
лизуются только для ТЧ с радиусами до 8 нм, инжектируемых в ОКП на орбитах
с нулевыми и малыми углами наклона к плоскости экватора и высотами от 6 до
30 тыс. км. Долгоживущие движения, характеризующиеся колебаниями ведущего
центра ТЧ между зеркальными точками в Северном и Южном полушариях, обна-
ружены только в нескольких численных экспериментах для наиболее мелких ТЧ с
радиусом 5 нм.

Также серия численных экспериментов была направлена на определение воз-
можных режимов длительного орбитального существования сверхмелких ТЧ из ок-
сида алюминия, инжектируемых в ОКП в плазменном слое Земли. Полученные рас-
четные данные показывают, что при инжекции сверхмелких ТЧ в ОКП в плазмен-
ном слое Земли единственным типом орбитального движения ТЧ из оксида алю-
миния, при котором может иметь место длительное (более 1 мес.) удержание ТЧ в
околоземном пространстве, является движение ТЧ в режиме магнитно-гравитаци-
онного захвата.

Приведенные в [58, 59] результаты моделирования движения в ОКП микроча-
стиц из алюминия и оксида алюминия с радиусами от 1 до 100 мкм, инжектируемых
в ОКП в перигее вытянутой эллиптической орбиты с параметрами, соответству-
ющими орбитальным параметрам спутника «Молния», показали принципиальную
возможность длительного орбитального существования таких техногенных микро-
частиц (с временами жизни более 1 мес.). Более того, из результатов численных
экспериментов следовало, что в соответствующих условиях микрочастицы, инжек-
тируемые в ОКП на вытянутых эллиптических орбитах с низким перигеем, могут
иметь экстремально большие времена орбитального существования — порядка года
и более — и должны рассматриваться, как один из опасных источников антропо-
генного загрязнения ближнего космоса. Численные эксперименты в работах [58, 59],
в которых моделировалось движение в ОКП крупных ТЧ с радиусами, большими
1 мкм, проводились без учета воздействия на динамику ТЧ электродинамических
сил. В дальнейшем в работе [32] была проведена серия численных экспериментов,
направленных на определение времен орбитального существования субмикронных
частиц из алюминия и оксида алюминия, инжектируемых в ОКП на вытянутой эл-
липтической орбите с низким перигеем. Расчеты проводились с учетом воздействия
на движение ТЧ электродинамических сил в условиях низкого уровня солнечной и
геомагнитной активности.

Возможность длительного орбитального существования техногенных частиц на
геостационарной орбите рассмотрена в [43, 60]. В [43] на основе результатов чис-
ленного моделирования впервые показана такая возможность для частиц из оксида
алюминия, отделяющихся от поверхности активно действующего геостационарного
спутника или «мусорного» объекта, «захороненного» в окрестности геостационар-
ной орбиты. Показано, что в условиях низкой солнечной и геомагнитной активно-
сти большие времена орбитального существования (более 1 мес.) имеют частицы,
радиусы которых превышают пороговое значение, близкое к 1.1 мкм. Времена ор-
битального существования техногенных частиц с радиусами, большими указанного
порогового значения, практически не зависят от начального положения точки ин-
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жекции на геостационарной орбите и быстро растут с увеличением радиуса техно-
генной частицы. Также показано, что в условиях низкой солнечной и геомагнитной
активности большие времена орбитального существования могут иметь и субмик-
ронные техногенные частицы с радиусами менее 0.1 мкм. Установлена возможность
длительного орбитального существования (более 2 лет) сверхмелких техногенных
частиц с радиусами менее 0.01 мкм, инжектируемых на геостационарной орбите.
Анализ показывает, что в данном случае техногенная частица движется в так на-
зываемом режиме магнитно-гравитационного захвата.

В [61] аналитически на основе использования «дрейфовых» уравнений движе-
ния определены условия реализации двух возможных режимов длительного орби-
тального существования техногенных наночастиц, инжектируемых в околоземное
пространство на высокой круговой орбите в области кольцевого тока и не выходя-
щих в процессе орбитального движения за пределы этой области. Показано, что в
каждом из указанных режимов ведущий центр наночастицы, не достигая плотных
слоев атмосферы, в ведущей плоскости периодически колеблется по отрезку сило-
вой линии геомагнитного поля между «зеркальными точками», которые в одном
режиме расположены в Северном и Южном полушариях, а в другом — в том же
полушарии, что и точка инжекции.

Для исследования возможности возвращения на Землю патогенных МБО в [62]
построена математическая модель аэродинамического нагрева сферической микро-
частицы из углерода радиусом от 0.5 до 3 мкм (споры земных или возможных вне-
земных бактерий) при ее входе в атмосферу Земли. Модель основана на совместном
численном решении уравнений движения частицы в околоземном космическом про-
странстве и уравнения, описывающего изменение внутренней энергии МБО. Пока-
зано, что указанные споры бактерий могут сохранить жизнеспособность даже при
входе в атмосферу с начальными скоростями, превышающими третью космическую
скорость.

2.2. Аналитический подход к моделированию орбитального движе-
ния субмикронных техногенных частиц, инжектируемых в околозем-
ное космическое пространство. Хотя основным методом теоретического иссле-
дования особенностей орбитального движения ТЧ в окрестности Земли является
рассмотренный метод численного моделирования, физические оценки и результаты
численных экспериментов показывают, что в определенных практически интересных
случаях число факторов, влияющих на орбитальную динамику, существенно умень-
шается, что упрощает постановку задачи баллистики в ОКП и делает возможным
использование для определения особенностей орбитального движения вблизи Земли
соответствующих аналитических методов.

В работах [35, 63] задача баллистики ТЧ в ОКП была рассмотренна в модельном
предположении о том, что основной силой, возмущающей движение ТЧ в централь-
ном гравитационном поле Земли, является магнитная составляющая силы Лоренца,
действующая на заряд ТЧ со стороны дипольного магнитного поля Земли. Воздей-
ствие на микрочастицу других возмущающих сил не учитывалось и предполагалось,
что заряд ТЧ в процессе орбитального движения в ОКП остается постоянным.

Анализ, проведенный в [63] c использованием экспериментальных данных о па-
раметрах плазмы в дневной и ночной ионосфере, приведенных в работе [64], показал,
что указанные предположения оказываются выполненными для представляющих
значительный практический интерес движений субмикронных частиц с радиусами
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менее 0.2 мкм из материала с высоким выходом фотоэмиссии (алюминий, оксид
алюминия) на низких околоземных орбитах на высотах порядка 1000 км.

В рассматриваемой модельной постановке баллистической задачи функция Га-
мильтона, описывающая движение ТЧ в ОКП в сферической геомагнитной системе
координат (r, ϑ, ϕ) с началом в центре Земли, имеет вид

H =
1

2m

[
p2r +

p2ϑ
r2

+
1

r2 sin2 ϑ

(
pϕ +

qME sin2 ϑ

cr

)2
]
− mμE

r
, (4)

где μE — гравитационный параметр Земли; ME — величина дипольного магнитного
момента Земли, ориентированного на Южный магнитный полюс.

В силу цикличности азимутальной координаты ϕ обобщенный импульс pϕ яв-
ляется интегралом движения.

Функцию Гамильтона (4) можно представить в виде

H = H0 +H1 +H2, (5)

где

H0 =
p2r
2m

+
p2ϑ

2mr2
+

p2ϕ

2mr2 sin2 ϑ
− mμE

r
, (6)

H1 =
qMEpϕ
mcr3

, (7)

H2 =
q2M2

E sin2 ϑ

2mc2r4
. (8)

В (5) функция H0 соответствует функции Гамильтона, описывающей основное дви-
жение в центральном гравитационном поле, а слагаемые H1 и H2 характеризуют
возмущающий эффект силы Лоренца. В условиях, когда этот эффект является сла-
бым, основной вклад в (4) дает функция H1, а членом H2 (квадратичным по q)
можно пренебречь. В этом случае при решении рассматриваемой баллистической
задачи вместо полной функции Гамильтона (5) в [65] использован «укороченный»
гамильтониан:

H∗ = H0 +H1. (9)

Функция Гамильтона H∗ позволяет записать уравнение Гамильтона—Якоби:

H∗
(
qi,

∂S

∂qi
, t

)
+
∂S

∂t
= 0, (10)

полный интеграл которого имеет вид

S = −α1t+ α3ϕ+

∫ √
P

(
1

r

)
− 2qMEα3

cr3
dr +

∫ √
α2 − α2

3

sin2 ϑ
dϑ, (11)

где P
(
1
r

)
= 2m

(
α1 +

mμE

r

) − α2
2

r2 , а постоянные α1 и α3 равны соответственно пол-
ной энергии E и азимутальной компоненте обобщенного импульса pϕ, являющимися
интегралами движения.
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Построение полного интеграла уравнения Гамильтона—Якоби позволяет найти
решение соответствующей системы уравнений:

βi =
∂S

∂αi
(i = 1, 2, 3). (12)

Для q �= 0 минимальное и максимальное геоцентрические расстояния r1 и r2 могут
быть найдены из уравнения

P

(
1

r

)
− 2qMEα3

cr3
= 0. (13)

Уравнения (12) дают возможность определить траекторию движения частицы за
период осцилляции по r от r = r1 до r = r2 и обратно до r = r1. Решения этих
уравнений могут быть записаны в виде

sin
(π
2
− ϑ
)
= sin i sinω, (14)

tan
(π
2
− ϑ
)
= tan i sin � Ω, (15)

где i = arccos (α3/α2) — наклонение плоскости экватора, угол ω (так называемый
аргумент) равен угловому расстоянию частицы от восходящего узла в плоскости
орбиты, а угол � Ω (приращение прямого восхождения восходящего узла) пред-
ставляет собой угловое расстояние между проекцией частицы на экваториальную
плоскость и восходящим узлом. Углы ω и � Ω в (14) и (15) выражаются через корни
уравнения (13) и нормальный эллиптический интеграл Лежандра первого рода.

Таким образом, возмущающее воздействие на движение частицы силы Лорен-
ца будет приводить к двум вековым изменениям в пространственном положении
кеплеровской орбиты частицы: вращению орбиты в собственной плоскости и прецес-
сии плоскости орбиты вокруг магнитной оси Земли. В то же время геометрические
характеристики орбиты остаются близкими к параметрам эллиптической орбиты
незаряженной частицы.

Однако в связи с приближенным характером уравнений (12), полученных с ис-
пользованием «укороченного» гамильтониана (9), возник вопрос о том, насколько
достоверной является сформулированная качественная картина возмущенного дви-
жения для больших промежутков времени, на которых воздействие отброшенного
члена H2 в точном гамильтониане (5), даже при выполнении условия |H2

H1
|, может

оказаться существенным.
Для ответа на этот вопрос авторы работы [35] перешли от кано-

нических переменных (r, ϑ, ϕ, pr, pϑ, pϕ) к каноническим переменным Делоне
(LD, GD, HD, lD, gD, hD) [66], связанным с оскулирующими элементами возмущен-
ного движения a, e,M,Ω, i, ω. В [35] показано, что в этом случае функция Гамиль-
тона не зависит от обобщенного импульса hD, и поэтому координата HD является
интегралом движения HD = HD0. Посредством специального канонического преоб-
разования далее был осуществлен переход от переменных Делоне к новой системе
канонических переменных L̄, Ḡ, l̄, ḡ c 2π-периодичным по переменным l̄ и ḡ гамиль-
тонианом H̄(L̄, Ḡ, l̄, ḡ) = H̄0(L̄) + εH̄1(L̄, Ḡ) + ε2H̄2(L̄, Ḡ, l̄, ḡ), где безразмерный па-
раметр ε = MEqμE

mcH3
D0

. Из малости возмущающего воздействия силы Лоренца следует,
что параметр ε� 1.
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Использование l̄ вместо времени позволило получить систему канонических
уравнений: {

dḠ
dl̄

= Φḡ =
H̄ḡ

H̄L̄
,

dḡ
dl̄

= −ΦḠ = H̄Ḡ

H̄L̄
,

(16)

задающую семейство траекторий, лежащих на изоэнергетической поверхности
H̄(L̄, Ḡ, l̄, ḡ) = C. Получен явный вид отображения ϕ̃ε в фазовой плоскости Ḡ, ḡ си-
стемы (16), определяемого перемещением по траекториям указанной системы урав-
нений от l̄ = 0 до l̄ = 2π. Показано, что отображение ϕ̃ε удовлетворяет условиям
теоремы Мозера [67] о свойствах близкого к закручивающему отображения плоско-
го кольца, гарантирующего существование бесконечного множества инвариантных
кривых отображения ϕ̃ε для достаточно малых ε. Траектории исследуемой системы
канонических уравнений в четырехмерном фазовом пространстве L̄, Ḡ, l̄, ḡ, исходя-
щие из точек инвариантной кривой, образуют двумерный инвариантный тор. Дви-
жения по поверхности инвариантных торов являются квазипериодическими с двумя
частотами. Любая траектория, начинающаяся между двумя инвариантными торами
на одной и той же изоэнергетической поверхности, должна вечно оставаться между
ними. Это гарантирует для любого решения рассматриваемой системы канониче-
ских уравнений при достаточно малом ε вечную близость текущего значения пере-
менной Ḡ(t) к начальному значению Ḡ(0), т. е.: |Ḡ(t)− Ḡ(0)| ≤ δ(ε), где δ(ε) → 0 при
ε → 0. Таким образом, при достаточно малых ε переменная Ḡ и соответствующая
ей переменная Делоне GD могут быть рассмотрены как квазиинтегралы движения.
Аналогичным свойством обладают и переменные L̄ и LD. Тогда, с учетом выраже-
ний, связывающих переменные Делоне с оскулирующими элементами возмущенной
орбиты, из доказанного следует, что для достаточно малых ε должна иметь место
вечная близость к начальным значениям текущих значений оскулирующих элемен-
тов возмущенной орбиты a и e, характеризующих ее геометрические параметры, а
также вечная близость к начальному значению угла наклона i орбиты к плоскости
магнитного экватора.

Как известно, заряд микрочастицы (МЧ), движущейся в околоземном космиче-
ском пространстве, изменяется, причем характер этого изменения зависит от того, в
какой области ОКП происходит движение. Для частиц с низким выходом фотоэмис-
сии возможны ситуации, когда ее электрический заряд с высокой степенью точности
можно считать квазиравновесным, т. е. зависящим только от положения частицы на
траектории

Q = Q(r), (17)

где r — радиус-вектор текущего положения МЧ.
Для этого случая в [40, 41] проведено обобщение полученных в [35] результатов.

Прежде всего, были определены условия применимости канонической формулиров-
ки задачи о движении частицы с локально равновесным электрическим зарядом в
околоземном космическом пространстве.

Общим условием корректности канонической формулировки задачи движения
микрочастицы в ОКП является возможность представления всех сил Fj , действую-
щих на МЧ, в виде

Fj = −�V j или F j
i = −∂U

j

∂xi
+
d

dt

∂U j

∂ẋi
(i = 1, 2, 3),
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где V j = V j(x1, x2, x3, t)— обычный потенциал; U j(x1, x2, x3, ẋ1, ẋ2, ẋ3, t)— обобщен-
ный потенциал. При движении МЧ на достаточно больших высотах силой сопротив-
ления фонового газа верхней атмосферы можно пренебречь, и поэтому основными
силами, действующими на МЧ, являются гравитационная сила Fgr , сила солнеч-
ного давления Fpr и сила Лоренца FL. Не зависящие от скорости гравитационная
сила и сила солнечного давления (для сферической МЧ) представляются обычными
потенциалами V gr и V pr. При этом сила Лоренца, действующая в общем случае на
переменный заряд МЧ со стороны магнитного и электрического полей ОКП, как
показано в [38], допускает представление с помощью обобщенного потенциала UL

при выполнении соответствующих ограничений на характер изменения заряда МЧ
в процессе ее орбитального движения, а также на особенности пространственно-
го распределения магнитного и электрического полей ОКП. Первое из указанных
ограничений состоит в выполнении условия квазиравновесности (17) электрическо-
го заряда МЧ, который определяется местными значениями параметров фоновой
плазмы и зависит только от текущих координат МЧ.

Второе ограничение (на геометрические характеристики полей) состоит в вы-
полнении условий:

B⊥�q, (18)

E‖�q. (19)

Как показано в [38], при выполнении условий (18)–(19) сила Лоренца может быть
представлена обобщенным потенциалом

UL = Y1 − v ·Y2

c
, (20)

где Y1 и Y2 — скалярная и векторная функции координат, удовлетворяющие урав-
нениям {

�Y1 = Q�ϕ,
rotY2 = QrotA.

(21)

В (21) ϕ и A — соответственно скалярный и векторный потенциалы, действующие
на МЧ электрических и магнитных полей ОКП. Такой способ введения обобщенных
зарядово-полевых потенциалов является естественным, так как для постоянного за-
ряда функции Y1 и Y2 определяются выражениями

Y1 = Qϕ, Y2 = QA,

которые при подстановке в (20) дадут хорошо известное выражение для обобщенного
потенциала силы Лоренца в случае постоянного заряда.

Как показано в [38], с учетом (20) функция Гамильтона, описывающая динами-
ку в ОКП микрочастицы с переменным зарядом, определяется формулой

H =
1

2m

3∑
i=1

(
Pi − Y2i

c

)2

+ V gr + V pr + Y1, (22)

где компоненты вектора обобщенного импульса Pi = mẋi +
Y2i

c .
В [38] на основе результатов численного моделирования показано, что при дви-

жении МЧ в земной плазмосфере условие (17) оказывается выполненным для мик-
рочастиц с радиусами более 0.01 мкм, орбиты которых проходят на расстояниях

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2025. Т. 12 (70). Вып. 3 503



больше полутора радиусов Земли от ее поверхности. Выполнение же геометриче-
ских условий (18) и (19) может быть реализовано в плазмосфере Земли, что следует
из особенностей пространственного распределения в ней плазмы. Это распределение
описывается, как известно, моделью двухкомпонентной плазмы [68].

Равновесный заряд тела, будучи функцией локальных плотности и температу-
ры, не зависит, таким образом, от продольной координаты вдоль силовой линии маг-
нитного поля, что соответствует выполнению условия (18). В этом случае Q = Q(L),
где L — параметр местной магнитной оболочки. Основной вклад в геоэлектрическое
поле на плазмосферных высотах дает, как известно, электрическое поле коротации
Ecor. Легко убедиться, что в случае аппроксимации геомагнитного поля дипольным
магнитным полем с магнитным моментом, антипараллельным оси вращения Земли,
поле коротации удовлетворяет необходимому условию (19).

Для дальнейшего рассмотрения в [40–42] был сделан ряд дополнительных упро-
щающих предположений:

—рассматриваются МЧ с радиусами порядка сотых долей микрона из матери-
ала с низким выходом фотоэмиссии;

—движение МЧ происходит по слабо вытянутым орбитам (с эксцентриситетами
меньше 0.3–0.4) с высотой перигея больше радиуса Земли.

При сделанных предположениях рассматриваемая задача сводится к задаче о
движении МЧ с переменным электрическим зарядом в суперпозиции центрально-
го поля тяготения и силы Лоренца, действующей на электрический заряд МЧ со
стороны дипольного магнитного поля Земли и электрического поля коротации.

В геомагнитной сферической системе координат (r, ϑ, ϕ) с началом в центре
Земли и полярной осью, проходящей через Южный магнитный полюс, функцию
Гамильтона (22) можно записать таким образом:

H =
1

2m

[
P 2
r + P 2

ϑ +
1

r2 sin2 ϑ

(
Pϕ − Y2ϕr sinϑ

c

)2
]
− mμE

r
+ Y1. (23)

Величина электрического заряда Q(L) определяется в результате численного реше-
ния уравнения баланса заряжающих токов (3).

В [40] предложено аппроксимировать величину заряда МЧ следующим полино-
мом:

Q(L) = Q0

[
1 +

n∑
k=1

ξk

(
L− L0

L

)k
]
, (24)

где Q0 — заряд при L = L0. Значения коэффициентов ξk можно получить подста-
новкой выражения (24) в уравнение (3). Как показано в [40, 41], увеличение степени
многочлена существенно улучшает точность приближения даже для большего ин-
тервала значений L. Чтобы получить выражения для Y2ϕ и Y1, использовались ди-
польные координаты L,Φ,M [69], формула (17) для заряда и коэффициенты Ламэ
hi для дипольных координат. Тогда

Y2ϕhΦ = −Q0BER
2
E

∫ [
1 +

n∑
k=1

ξk

(
L− L0

L

)k
]

1

L2
dL, (25)

Y1 = Q0hL

∫ [
1 +

n∑
k=1

ξk

(
L− L0

L

)k
]
EcordL, (26)
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где BE = ME

R3
E

— индукция магнитного поля в плоскости магнитного экватора (ϑ =
π
2 ) на поверхности Земли [63], Ecor = −C·RE

r2 — напряженность поля коротации,
C = 92 кВ.

Для случая малого эксцентриситета невозмущенной кеплеровской эллиптиче-
ской орбиты и трех первых членов в полиноме (24) из (25) и (26) получено выраже-
ние для обобщенных потенциалов в сферических координатах в виде

Y2ϕ = −Q0ME sinϑ

r

[
1 + ξ1 + ξ2

r
− REL0 sin

2 ϑ(ξ1 + 2ξ2)

2r2
+
ξ2R

2
EL

2
0 sin

4 ϑ

3r3

]
,

Y1 =
Q0CRE sinϑ√
1 + 3 cos2 ϑ

[
1 + ξ1 + ξ2

r
− REL0 sin

2 ϑ(ξ1 + 2ξ2)

2r2
+
ξ2R

2
EL

2
0 sin

4 ϑ

3r3

]
.

Если не учитывать поле коротации, то, как показано в [41, 42], гамильтониан задачи
можно представить в виде суммы

H = H0 +H1 +H2, (27)

где

H0 =
1

2m

(
P 2
r + P 2

ϑ +
P 2
ϕ

r2 sin2 ϑ

)
− mμE

r
, H1 =

PϕQ0MEη1
mcr3

,

H2 =
Q2

0M
2
E sin2 ϑη2

2mc2r4
+O

(
1

r4

)
, η1 = 1 + ξ1 + ξ2,

η2 = 1 + 2ξ1 + 2ξ2 + ξ21 + ξ22 + 2ξ1ξ2 − η3, η3 =
PϕL0REc

Q0ME
(ξ1 + 2ξ2).

Для значений радиуса в сотые доли микрометра и указанных выше значений па-
раметра L все коэффициенты ηk порядка единицы. Следовательно, для рассматри-
ваемого случая выражения для составляющих гамильтониана с точностью до мно-
жителя порядка единицы совпадают с их выражениями для случая постоянного
заряда. Поэтому все выводы, сделанные для постоянного заряда, справедливы и в
этом случае. В связи с этим возник вопрос о том, как может изменить поведение
орбиты учет влияния поля коротации. При подстановке Y1 в (23) в [70–71] получено
выражение

H = Hcor = H0 +H1 +H2+

+
Q0CRE sinϑ√
1 + 3 cos2 ϑ

[
1 + ξ1 + ξ2

r
− REL0 sin

2 ϑ(ξ1 + 2ξ2)

2r2
+
ξ2R

2
EL

2
0 sin

4 ϑ

3r3

]
.

(28)

В отличие от предыдущего случая переход к переменным Делоне не приводит к
простому представлению: Hcor = H0,cor +H1,cor +H2,cor c H0,cor, зависящем только
от LD. Поэтому в общем случае (при ϑ �= π

2 ), даже в нулевом порядке разложе-
ния гамильтониана по малому параметру, не обеспечивается сохранение основных
параметров орбиты. Однако, если ϑ = π

2 , для гамильтониана Hcor можно ввести эф-
фективный параметр μE,ef = μE − Q0CRE

m (1 + ξ1 + ξ2), который позволяет записать
H0,cor в той же форме, что и H0 в формуле (27), при этом

H1,cor = −Q0CL0R
2
E(ξ1 + 2ξ2)

2r2
,
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H2,cor =
ξ2Q0CL

2
0R

3
E

3r3
+
PϕQ0MEη1

mcr3
+
Q2

0M
2
Eη2

2mc2r4
+ O

(
1

r4

)
.

То есть при движении в экваториальной плоскости учет поля коротации сводится к
сохранению в нулевом приближении большой полуоси, эксцентриситета и угла на-
клона. Учет члена H2,cor, пропорционального r−3, приводит к малым колебаниям
большой полуоси и эксцентриситета так же, как ранее было показано в [41, 42], для
возмущающего действия магнитного поля. В то же время член H1,cor, пропорцио-
нальный r−2, обусловливает существование вековых изменений параметров орбиты.

Данные выводы подтверждены результатами численного моделирования, опуб-
ликованными в [72]. Кроме того, в [73] методом численного моделирования исследо-
вано влияние начального угла наклона и затенения части орбиты на характер изме-
нения параметров орбиты. Показано, что отличный от нуля начальный угол наклона
вызывает колебания большой полуоси, эксцентриситета и угла наклона, монотонный
рост среднего значения i и возникновение дополнительной частоты колебаний по-
тенциала МЧ, совпадающей с частотой колебаний a, i и e. Эффект затенения части
орбиты не вносит существенного изменения в поведение потенциала МЧ, эксцен-
триситета и угла наклона орбиты и смазывает четкий характер поведения большой
полуоси.

Анализ изложенных выше результатов и методов позволил авторам [36] сделать
вывод о появлении нового объекта динамического исследования — тела постоянной
массы и переменного электрического заряда. Работы [74–76] посвящены дальней-
шему развитию методов исследования этого нового объекта. Отдельное внимание в
этих работах уделено обобщению изложенной в [77] теории дрейфового движения
частиц с постоянным электрическим зарядом на случай переменного заряда. В мо-
дели локально равновесного электрического заряда доказано существование нового
вида дрейфа, названного в [36] «зарядовым» дрейфом.

Загрязнение космического пространства компонентами космического мусора с
размерами от долей микрометра до нескольких метров вызвало проведение иссле-
дований и конструкторских разработок по созданию систем его очистки. В [78, 79]
рассмотрен метод очистки ОКП от мелкодисперсной компоненты с помощью пуч-
ков высокоэнергетичных нейтральных частиц. В [80, 81] предложен оригинальный
подход к исследованию использования тросовой системы для очистки околоземного
космического пространства от крупномасштабной компоненты космического мусо-
ра. В частности, показано, что для устойчивого функционирования предложенной
системы необходимо использовать установку для сброса электрического заряда с
очень широким диапазоном изменения величины тока.

Подробный обзор публикаций по разделу 2 можно также найти в [82].
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The paper gives the review of works of employees of chair and laboratory of physical
mechanics of the St. Petersburg State University, that are devoted to modeling of dynamics
of natural and man-made micro-particles in space plasma. The basic attention is given
several major results: 1) existence of three possible regimes of vertical oscillations of a dust
particle over the Moon surface; 2) definition of possible mechanisms of long time existence
of man-made micro-particles in the near Earth space; 3) application of methods of the
KAM theory for the proof of conservation of orbit’s parameters for a micro-particle with
constant electric charge; 4) definition of conditions for applicability of canonical formulation
of the problem about motion of a particle with locally equilibrium electric charge in the
near Earth space; 5) generalization of results of analytical modeling for a case of variable
electric charge. Other results are given short enough.
Keywords: modeling, space, atmosphereless celestial body, locally equilibrium electric
charge, plasma, canonical equations, geomagnetic field, field of co-rotation, KAM theory.
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