
УДК 519.8 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2025. Т. 12 (70). Вып. 3
MSC 15A80, 90C24, 90C48, 90B50

Модели и методы тропической алгебры
в задачах оптимизации и исследования операций
Н.К.Кривулин
Санкт-Петербургский государственный университет,
Российская Федерация, 199034, Санкт-Петербург, Университетская наб., 7–9

Для цитирования: Кривулин Н.К. Модели и методы тропической алгебры в задачах
оптимизации и исследования операций // Вестник Санкт-Петербургского университета.
Математика. Механика. Астрономия. 2025. Т. 12 (70). Вып. 3. С. 444–473. EDN TMAXUT

В статье представлен обзор результатов, полученных в работах санкт-петербургских
ученых в области развития моделей и методов тропической алгебры для решения за-
дач оптимизации и исследования операций. В первой части обзора перечисляются
труды ленинградских (санкт-петербургских) авторов, опубликованные в 1960-х годах,
которые внесли фундаментальный вклад в формирование и определили направление
развития тропической (идемпотентной) математики, изучающей теорию и приложе-
ния полуколец и полуполей с идемпотентными операциями. Затем рассматриваются
полученные за последние десятилетия результаты, связанные с решением задач линей-
ной алгебры над тропическими полуполями (задач тропической линейной алгебры),
включая задачи решения векторных уравнений и неравенств, а также задачи нахож-
дения собственных чисел и векторов матриц. Представленные решения опираются на
использование тропических аналогов определителя, характеристических многочлена
и уравнения матрицы. Рассмотрен ряд многомерных задач оптимизации, сформули-
рованных в терминах тропической алгебры (задач тропической оптимизации) с раз-
личными формами целевой функции и видами ограничений, для которых получены
аналитические решения в компактной векторной форме. Приводятся примеры прило-
жений тропической оптимизации для решения задач временного планирования про-
ектов, размещения объектов и принятия решений, а также задач аппроксимации.
Ключевые слова: тропическое полуполе, тропическая линейная алгебра, тропическая
оптимизация, временное планирование проектов, оптимальное размещение объектов,
принятие решений, аппроксимация функций.

1. Введение. Тропическая (идемпотентная) математика, связанная с изучени-
ем полуколец с идемпотентным сложением и их применением в различных теорети-
ческих и прикладных задачах, представляет собой перспективную область матема-
тики, история развития которой насчитывает уже несколько десятилетий. В каче-
стве рассматриваемых полуколец часто выступают алгебраические системы, в ко-
торых сложение определено как операция максимума или минимума, что позволяет
использовать тропическую математику как полезное средство представления, ана-
лиза и решения задач оптимизации. Особое внимание уделяется изучению тропиче-
ской математики над полуполями, т. е. полукольцами, в которых сложение идемпо-
тентно, а умножение обратимо. С одной стороны, тропические полуполя наиболее
часто встречаются в приложениях, а с другой — обратимость умножения в такой ал-
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гебраической системе существенно обогащает аналитический аппарат тропической
алгебры, превращая его в эффективный инструмент решения задач.

Одной из особенностей тропической математики, которые определяют расту-
щий интерес к этой области, является возможность формальной линеаризации нели-
нейных задач, при которой задачи, не являясь линейными в обычном смысле, могут
быть представлены в терминах тропической математики как линейные. Эта воз-
можность открывает перспективу использования хорошо известных идей, понятий
и результатов, связанных с математическим свойством линейности, для изучения
целого ряда важных для практики нелинейных задач.

Поскольку обратного по отношению к идемпотентному сложению не существу-
ет, в тропических полукольцах (полуполях) операция вычитания не определена. В
связи с идемпотентностью сложения и отсутствием вычитания методы решения за-
дач и форма представления результатов в терминах тропической математики обыч-
но отличаются от методов и результатов, известных в контексте обычных полей.
Однако решения в терминах тропической математики многих задач часто оказы-
ваются более простыми, чем решения аналогичных задач на языке обычной мате-
матики.

Существенное влияние на появление и развитие тропической алгебры как эф-
фективного инструмента решения многих актуальных задач оказал ряд исследо-
ваний, опубликованных в 1950-х годах, включая работу С.Клини (S. C.Kleene) [1],
посвященную построению и изучению алгебры событий в теории автоматов, и рабо-
ты Р.Беллмана (R.Bellmann) и У.Карушa (W.Karush) [2–4], связанные с развитием
теории и принципов динамического программирования. К числу таких исследова-
ний следует также отнести работы санкт-петербургских (ленинградских) ученых
А. Г.Лунца [5] об алгебраических методах анализа и синтеза контактных схем и
И.В. Романовского [6] об уточнении теоремы Беллмана из [2].

Первые публикации по тропической алгебре, появившиеся в 1960-х годах в
зарубежной и отечественной литературе, включали работы C.Пандита (S. Pandit)
[7], Р.Канингхейм-Грина (R.Cuninghame-Green) [8, 9], М.Йоли (M.Yoeli) [10] и
В.Петеану (V.Peteanu) [11], в которых рассматривались различные аспекты тропи-
ческой алгебры матриц и их приложения, а также работу А.Хофмана (A.Hoffman)
[12] о тропических аналогах задачи линейного программирования. В следующем де-
сятилетии были опубликованы работа Б.Каррэ (B.Carré) [13], в которой изучались
приложения к задачам анализа графов и сетей, и работа Р.Канингхейм-Грина [14]
о решении задач аппроксимации в контексте тропической алгебры.

Значительный вклад в разработку теории, методов и приложений тропической
алгебры в это время внесли исследования санкт-петербургских авторов, в трудах ко-
торых был впервые сформулирован ряд фундаментальных проблем теории и опре-
делены направления развития методов их решения. Так, в статьях Н.Н.Воробьева
[15–17] были введены многие основные понятия и получены важные результаты в
области анализа и решения линейных векторных уравнений, а также спектральной
теории матриц. Работы А.А.Корбута [18, 19] были первыми, в которых систематиче-
ски изучались тропические векторные пространства. В работах И.В. Романовского
[20, 21], посвященных исследованию задач динамического программирования, был
получен результат, который можно рассматривать как тропический аналог теоремы
Гельфанда о спектральном радиусе.

В последующие годы тропическая математика интенсивно развивалась по
нескольким направлениям в работах зарубежных и российских ученых, в резуль-
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тате чего появились многочисленные научные статьи, опубликованные в ведущих
научных журналах, и несколько десятков монографий, включая [22–35], и др.

В отечественной литературе фундаментальный вклад в развитие тропической
математики внесли труды представителей московской научной школы под руко-
водством академика В.П.Маслова (работы В.Н.Колокольцова, Г.Л.Литвинова,
С.Н.Сергеева, Г. Б.Шпиза и др.), посвященные развитию тропического анали-
за — математического анализа полумодулей функций со значением в полукольце
с идемпотентным сложением. Вопросы алгебраической теории тропических полуко-
лец интенсивно изучались в работах Е.М.Вечтомова и А.Э. Гутермана. В работах
С.Л.Блюмина и его коллег язык и методы тропической алгебры успешно применя-
лись для развития алгебраической теории решения задач моделирования и управ-
ления технологическими и производственными процессами и системами.

Вслед за работами Н.Н.Воробьева, А.А.Корбута и И.В. Романовского, имев-
шими большое значение для становления тропической математики как но-
вой области науки, санкт-петербургские математики О.Я.Виро, Д.Ю.Григорьев,
И.В.Итенберг, Г. Б.Михалкин и др. сыграли ключевую роль в формировании и раз-
витии тропической геометрии, которая представляет собой раздел алгебраической
геометрии, определенной над тропическим полуполем. В экономико-математических
работах В.Д.Матвеенко язык и методы тропической математики были впервые ис-
пользованы для построения и анализа моделей экономической динамики и роста.

Одно из направлений развития тропической математики, которое продолжает
исследования, начатые Н.Н.Воробьевым, А.А.Корбутом и И.В. Романовским, свя-
зано с применением моделей и методов тропической алгебры для решения задач
оптимизации и исследования операций. Разработке и исследованию методов реше-
ния задач тропической оптимизации посвящен ряд работ, опубликованных за по-
следние два десятилетия Н.К.Кривулиным, И.В. Романовским и их коллегами. В
следующих разделах представлен обзор некоторых результатов, полученных в этих
работах.

2. Задачи тропической линейной алгебры. В этом разделе приведен обзор
результатов, связанных с решением общих задач тропической линейной алгебры,
таких как решение векторных уравнений и нахождение собственных чисел и векто-
ров матриц. Указанные результаты служат основой для последующей разработки
методов анализа и решения задач тропической оптимизации.

В начале обзора представлены некоторые общие определения и обозначения
тропической алгебры, на которые опирается дальнейшее изложение. Другие необ-
ходимые определения и обозначения вводятся в следующих разделах по мере необ-
ходимости.

2.1. Основные определения и обозначения.Пусть X — непустое множество,
которое замкнуто относительно операций сложения ⊕ и умножения ⊗, и содержит
элементы нуль 0 и единицу 1. Предполагается, что (X, 0,⊕) — коммутативный идем-
потентный моноид, (X \ {0}, 1,⊗) — абелева группа, а умножение дистрибутивно
относительно сложения. Алгебраическую структуру (X, 0, 1,⊕,⊗) обычно называют
тропическим (или идемпотентным) полуполем.

В рассматриваемом полуполе сложение обладает свойством идемпотентности,
т. е. x⊕x = x для любого x ∈ X. Умножение обратимо: для каждого x �= 0 существует
обратный элемент x−1 такой, что x ⊗ x−1 = 1. Ниже при записи выражений в
терминах тропической алгебры знак умножения ⊗ для краткости будет опускаться.
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Обозначение степени с целым показателем определено в смысле умножения ⊗
так, что xp = xxp−1, x−p = (x−1)p, x0 = 1 и 0p = 0 для любого ненулевого x ∈ X и
положительного целого p. Предполагается, что уравнение xp = a имеет единственное
решение x при любом a ∈ X и целом p > 0, откуда вытекает существование степеней
с рациональными показателями. Более того, понятие рациональной степени может
быть распространено на степени с вещественным показателем. Далее обозначения
степеней в выражениях тропической алгебры понимаются в указанном выше смысле.

Идемпотентное сложение индуцирует в полуполе X частичный порядок по пра-
вилу: x ≤ y тогда и только тогда, когда x ⊕ y = y. Предполагается также, что
выполняется условие селективности: x ⊕ y ∈ {x, y} для любых x, y, в силу кото-
рого указанный частичный порядок становится линейным. По отношению к этому
порядку сложение и умножение являются монотонными, т. е. из неравенства x ≤ y
следуют неравенства x⊕z ≤ y⊕z и xz ≤ yz при любом z ∈ X. Кроме того, сложение
обладает экстремальным свойством: x ≤ x ⊕ y и y ≤ x ⊕ y. Неравенство x ⊕ y ≤ z
эквивалентно системе неравенств x ≤ z и y ≤ z. Наконец, из неравенства x ≤ y для
ненулевых x, y ∈ X следует неравенство xr ≥ yr, если r < 0, и xr ≤ yr, если r ≥ 0.

Примерами рассматриваемых идемпотентных полуполей являются следующие
вещественные полуполя, заданные на множествах R ∪ {−∞} и R+ = {x ∈ R| x ≥ 0}:

Rmax,+ = (R ∪ {−∞},−∞, 0,max,+), Rmax = (R+, 0, 1,max,×).

В полуполе Rmax,+, которое обычно называют (max,+)-алгеброй, сложение ⊕
определено как операция max, а умножение ⊗ как арифметическое сложение +.
Нуль 0 задан как −∞ и единица 1 как 0. Для любого x ∈ R обратный элемент
x−1 соответствует противоположному числу −x в обычных обозначениях. Степень
xy эквивалентна арифметическому произведению x× y. Порядок, индуцированный
идемпотентным сложением, совпадает с естественным линейным порядком на R.

В полуполе Rmax (max-алгебра) заданы операции ⊕ = max и ⊗ = ×, и нейтраль-
ные элементы 0 = 0 и 1 = 1. Понятие обратного и степени имеют обычный смысл.
Порядок, связанный со сложением, определяет обычный линейный порядок на R+.

Множество матриц, которые имеют m строк и n столбцов с элементами из X,
обозначается через Xm×n. Матрица, все элементы которой равны 0, является нуле-
вой и обозначается 0. Матрица без нулевых строк (столбцов) называется регулярной
по строкам (столбцам). Матрица без нулевых строк и столбцов называется регуляр-
ной.

Матрица, состоящая из одного столбца, образует вектор. Множество векторов-
столбцов порядка n обозначается через Xn. Все векторы в дальнейшем считаются
векторами-столбцами, если не указано иное. Вектор, все элементы которого отличны
от нуля 0, называется регулярным.

Для любых согласованных по размеру матриц A = (aij), B = (bij), C = (cij) и
скаляра x операции сложения и умножения матриц, а также умножения на скаляр
выполняются по обычным правилам в соответствии с покомпонентными формулами:

(A⊕B)ij = aij ⊕ bij , (AC)ij =
⊕
k

aikckj , (xA)ij = xaij .

Квадратная матрица из множества Xn×n, у которой все элементы на главной
диагонали равны 1, а вне ее равны 0, является единичной матрицей и обозначается
символом I. Целая неотрицательная степень квадратной матрицы определена по
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правилам: A0 = I, Ap = Ap−1A и 0p = 0 для любой ненулевой матрицы A и целого
p > 0. След квадратной матрицы A = (aij) порядка n вычисляется по формуле

trA =

n⊕
i=1

aii.

Для матрицы A = (aij) и вектора x = (xi) порядка n тропические аналоги
нормы матрицы и вектора определяются с помощью формул

‖A‖ =

n⊕
i,j=1

aij = 1TA1, ‖x‖ =

n⊕
i=1

xi = 1Tx = xT1,

где 1 = (1, . . . , 1)T — вектор, все элементы которого равны 1.

2.2. Односторонние уравнения и неравенства. Предположим, что зада-
ны матрица A ∈ Xm×n и вектор b ∈ Xm. Рассмотрим задачу решения относительно
неизвестного вектора x ∈ Xn уравнения

Ax = b. (1)

Векторное уравнение (1) называют односторонним (оно имеет неизвестный век-
тор с одной стороны от знака равенства) или уравнением 1-го рода. Впервые это
уравнение рассматривалось в работах Н.Н.Воробьева [15, 16] в контексте исследо-
вания свойств тропических векторных пространств и изучения тропической алгебры
матриц (которые назывались в этих работах экстремальным векторным простран-
ством и экстремальной алгеброй матриц).

Для описания решения уравнения (1) с матрицейA без нулевых элементов была
определена мультипликативно сопряженная транспонированная (экстремально об-
ратная) матрица A−. Для произвольной ненулевой матрицы A = (aij) элементы со-
пряженно транспонированной матрицы A− = (a−ij) находятся по правилу: a

−
ij = a−1

ji ,
если aji �= 0, и a−ij = 0 — в противном случае.

Помимо других результатов в работах [15, 16] были получены условия суще-
ствования решений и построено общее решение уравнения с помощью алгебраиче-
ской техники на основе изучения матрицы некоторого приведенного уравнения для
(1). В частности, показано, что, когда уравнение разрешимо, оно имеет решение
x = (b−A)−.

В последующие годы разными авторами были предложены другие подходы к
решению одностороннего уравнения, которые отличались способом обоснования ре-
зультатов, формой представления условий существования и описания решений (см.,
например, [23, 25, 29, 32–34]). Один из подходов к решению уравнения на основе из-
мерения расстояний между векторами в тропическом векторном пространстве был
предложен в [36]. В качестве функции расстояния применялась обобщенная метрика
на основе экстремальной метрики, введенной в работах А.А.Корбута [18, 19].

Для любого вектора a обозначим через supp(a) множество индексов его нену-
левых координат. Для ненулевых векторов a = (ai) и b = (bi), для которых выпол-
няется условие supp(a) = supp(b), обобщенная метрика определена в виде

d(a, b) =
⊕

i∈supp(a)

(
b−1
i ai ⊕ a−1

i bi
)
= b−a⊕ a−b ≥ 1.
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В случае, когда supp(a) �= supp(b), будем считать, что значение функции больше
любого значения из X и писать d(a, b) = ∞. Если a = b = 0, то положим d(a, b) = 1.

Заметим, что в контексте полуполя Rmax,+, где 1 = 0, функция d для всех
a, b ∈ Rm совпадает с обычной метрикой Чебышёва:

d∞(a, b) = max
1≤i≤m

|bi − ai| = max
1≤i≤m

max(ai − bi, bi − ai).

Пусть A — тропическое векторное пространство, порожденное системой нену-
левых векторов a1, . . . ,an ∈ Xm. Любой вектор a ∈ A можно представить в форме
линейной комбинации a = x1a1 ⊕ · · · ⊕ xnan с коэффициентами x1, . . . , xn ∈ X, а
также с помощью матрицы A = (a1, . . . ,an), составленной из векторов системы,
взятых в качестве столбцов, и вектора x = (x1, . . . , xn)

T в форме равенства a = Ax.
В случае регулярного вектора b расстояние от этого вектора до векторного

пространства A записывается в виде

d(A, b) = min
x>0

d(Ax, b).

Ясно, что равенство d(A, b) = 1 соответствует выполнению условия b ∈ A, в то
время как неравенство d(A, b) �= 1 означает, что b �∈ A.

Для регулярных матрицы A ∈ Xm×n и вектора b ∈ Xm определена функция

ΔA(b) = (A(b−A)−)−b.

Следующее утверждение было доказано в работе [36].

Лемма 1. Пусть A — регулярная матрица, а b — регулярный вектор. Тогда
выполняется равенство

min
x>0

d(Ax, b) =
√
ΔA(b),

причем минимум достигается при x =
√
ΔA(b)(b−A)−.

Из этого результата, в частности, следует, что вектор b линейно зависит от
векторов a1, . . . ,an тогда и только тогда, когда ΔA(b) = 1.

С помощью анализа расстояний в тропическом векторном пространстве для
решения одностороннего уравнения (1) получен следующий результат.

Теорема 1. Пусть A — регулярная матрица, а b — регулярный вектор. Тогда
справедливы следующие утверждения.

1. Если ΔA(b) = 1, то уравнение (1) имеет решение, причем вектор x =
(b−A)− является максимальным решением.

2. Если ΔA(b) > 1, то уравнение решений не имеет. Наилучшим при-
ближением к решению в смысле функции расстояния d является вектор x =√
ΔA(b)(b−A)−.

В отличие от одностороннего уравнения, решение одностороннего неравенства

Ax ≤ b (2)

всегда существует и при достаточно общих условиях находится просто.

Лемма 2. Для регулярной по столбцам матрицы A и регулярного вектора b
все решения неравенства (2) записываются в виде x ≤ (b−A)−.
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2.3. Двусторонние уравнения и неравенства. Векторные уравнения, ко-
торые имеют неизвестный вектор в обеих частях, представляют существенный инте-
рес для развития тропической линейной алгебры и ее приложений. К числу первых
публикаций по двусторонним уравнениям относятся работы [11, 13], в которых эти
уравнения появляются в контексте изучения оптимальных путей в графах и сетях.
Изучению двусторонних уравнений за прошедшие десятилетия был посвящен ряд
работ, основные результаты которых нашли отражение в монографиях [22, 25–27,
29, 32–34].

Пусть заданы матрица A ∈ Xn×n и вектор b ∈ Xn. Рассмотрим уравнение отно-
сительно неизвестного вектора x ∈ Xn, которое имеет вид

Ax⊕ b = x. (3)

Это уравнение называют неоднородным двусторонним уравнением, а также
уравнением Беллмана или уравнением 2-го рода. При b = 0 уравнение называют
однородным. Исследование условий существования и построение общего решения
двусторонних уравнений обычно опирается на анализ циклических путей в графе
матрицы A и использование матриц Клини («звезда» и «плюс» Клини).

Один из подходов к решению двусторонних уравнений с применением тропиче-
ского аналога определителя матрицы был предложен в [37]. Такой аналог определя-
ется как функция матрицы в форме суммы следов ее степеней:

Tr(A) =
n⊕

k=1

trAk =
n⊕

k=1

⊕
1≤i0,...,ik−1≤n

ai0i1 · · · aik−1i0 . (4)

Так же как обычный определитель, эта функция представляет собой (тропиче-
ский) многочлен от элементов матрицы, а ее значения могут быть использованы для
исследования свойств матрицы и анализа решений линейных векторных уравнений.

Приведем неравенство, которое играет важную роль в тропической алгебре мат-
риц [10, 13] (см. также [25]). Пусть для матрицы A выполняется условие Tr(A) ≤ 1.
Тогда справедливо неравенство

Am ≤
n−1⊕
k=0

Ak, m ≥ 0. (5)

Из этого неравенства, в частности, следует, что при условии Tr(A) ≤ 1 матрицы
«звезда» Клини и «плюс» Клини для матрицыA принимают форму конечных сумм:

A∗ =
n−1⊕
k=0

Ak, A+ =
n⊕

k=1

Ak.

На основе использования функции (4) неравенство (5) для степеней матрицы
было дополнено в работе [37] следующим результатом.

Лемма 3.Пусть A — матрица такая, что Tr(A) > 0. Тогда для любого целого
m ≥ 0 справедливы следующие утверждения:

1. Если Tr(A) ≤ 1, то Am ≤ (Tr(A))(m+1)/n−1A∗.
2. Если Tr(A) > 1, то Am ≤ (Tr(A))mA∗.
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Как показано в [33, 37], для двусторонних уравнений применение аналога опре-
делителя (4) обеспечивает возможность компактного описания всех решений. Для
такого описания используется матрица A× = (a×

i ), столбцы которой a×
i определя-

ются с помощью столбцов матриц A∗ = (a∗
i ) и A+ = (a+

i ) по следующему правилу:
a×
i = a∗

i , если a∗
i = a+

i , и a×
i = 0 — в противном случае.

Приведем результат решения неоднородного уравнения (3) с неразложимой мат-
рицей A (это решение обобщается на случай разложимой матрицы). Как обычно,
квадратная матрица A называется разложимой, если перестановкой столбцов вме-
сте с такой же перестановкой строк она приводится к блочно-треугольной форме,
и неразложимой — в противном случае. Нижняя блочно-треугольная форма имеет
вид

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
A11 0 . . . 0
A21 A22 0
...

...
. . .

As1 As2 . . . Ass

⎞⎟⎟⎟⎠ , (6)

где Aii — разложимая или нулевая матрица для всех i = 1, . . . , s.

Теорема 2. Пусть A — неразложимая матрица, а b — ненулевой вектор.
Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если Tr(A) < 1, то уравнение (3) имеет единственное решение x = A∗b.
2. Если Tr(A) = 1, то все решения уравнения имеют вид x = A×u⊕A∗b, где

u — произвольный вектор параметров.
3. Если Tr(A) > 1, то уравнение решений не имеет.

При условии b = 0 уравнение (3) принимает форму однородного уравнения

Ax = x, (7)

решение которого получается как прямое следствие предыдущего утверждения.

Теорема 3. Пусть A — неразложимая матрица. Тогда справедливы следую-
щие утверждения.

1. Если Tr(A) = 1, то все решения уравнения (7) имеют вид x = A×u, где
u — произвольный вектор параметров.

2. Если Tr(A) �= 1, то уравнение имеет только тривиальное решение x = 0.

В качестве еще одного следствия можно получить решения двусторонних нера-
венств. Например, следующий результат дает решение неравенства

Ax⊕ b ≤ x. (8)

Лемма 4. Пусть A — неразложимая матрица, а b — ненулевой вектор. Тогда
справедливы следующие утверждения.

1. Если Tr(A) ≤ 1, то все решения неравенства (8) имеют вид x = A∗u, где
u ≥ b — вектор параметров.

2. Если Tr(A) > 1, то неравенство решений не имеет.

Заметим, что приведенные выше решения двусторонних уравнений и неравенств
записываются в параметрической форме как множество векторов, которые генери-
руются столбцами соответствующих матриц и таким образом образуют некоторое
тропическое векторное пространство (или его подмножество).
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Пусть A ∈ Xm×n и B ∈ Xm×k — заданные регулярные матрицы, а x ∈ Xn и
y ∈ Xk — неизвестные регулярные векторы. Рассмотрим следующее двустороннее
уравнение с неизвестными векторами в обеих частях:

Ax = By. (9)

Для уравнения (9) известны алгоритмические решения (см., например, [34]).
Одно из решений, которое опирается на измерение расстояний между тропическими
векторными пространствами, было предложено в [38] в виде следующего алгоритма.

Алгоритм 1.
1. Положить i = 0; выбрать регулярный вектор x0.
2. Вычислить:

Δi = (B((Axi)
−B)−)−Axi, yi+1 =

√
Δi((Axi)

−B)−.

3. Если Δi = 1 или yi+1 = yj для некоторого j < i, то положить

Δ∗ = Δi, x∗ = xi, y∗ = yi+1

и закончить; иначе положить i = i+ 1.
4. Вычислить:

Δi = (A((Byi)
−A)−)−Byi, xi+1 =

√
Δi((Byi)

−A)−.

5. Если Δi = 1 или xi+1 = xj для некоторого j < i, то положить

Δ∗ = Δi, x∗ = xi+1, y∗ = yi

и закончить; иначе положить i = i+ 1.
6. Перейти к шагу 2.

Если в результате работы алгоритма получено Δ∗ = 1, то уравнение (9) имеет
решения, включая найденную пару векторов (x∗,y∗). В случае, когда Δ∗ > 1, урав-
нение решений не имеет, а величина Δ∗ указывает минимально возможную невязку
между обеими частями уравнения (ошибку приближения), которая достигается на
векторах (x∗,y∗) как наилучших приближениях решения в смысле обобщенной мет-
рики d.

Ряд результатов, связанных с решением других видов двусторонних уравнений
и неравенств, включая уравнение Ax = Bx и неравенство Ax ≤ Bx, был получен
на основе использования техники разреженных матриц в работе [39] и др.

2.4. Собственные числа и векторы матрицы. Проблема собственных
значений квадратной матрицы A, которые, как обычно, определяются как числа λ,
для которых векторное уравнение

Ax = λx

имеет ненулевое решение x, рассматривалась уже в первых публикациях по тро-
пической алгебре в начале 1960-х годов. Наряду с работами Р.Канингхейм-Грина
[8, 9], в которых понятия собственных чисел и векторов, а также примеры прило-
жений впервые изучались в контексте тропической алгебры, существенный вклад в

452 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2025. Т. 12 (70). Вып. 3



формальную постановку задачи и обоснование ее решения внесли результаты, пред-
ставленные в работах Н.Н.Воробьева [15–17]. В частности, впервые было показано,
что любая матрица порядка n имеет собственное число, которое вычисляется по
формуле

λ =
n⊕

k=1

tr1/k(Ak). (10)

В последующие годы появился ряд исследований проблемы собственных чисел
и векторов матрицы, которые использовали различные подходы к определению тро-
пических аналогов определителя и характеристического уравнения матрицы. Один
из таких подходов, который сводит нахождение собственных чисел и векторов мат-
рицы к решению параметризованного двустороннего уравнения λ−1Ax = x, был
предложен в [33, 40]. С помощью тропического аналога определителя (4) вводится
характеристический многочлен матрицы A в следующем виде:

χA(λ) = Tr(λ−1A),

а затем составляется характеристическое уравнение χA(λ) = 1.
С помощью такого характеристического уравнения можно доказать ряд ре-

зультатов, которые позволяют решить проблему собственных чисел и векторов для
неразложимых матриц, а затем распространить их на произвольные разложимые
матрицы.

Теорема 4. Число λ является собственным для неразложимой матрицы A
тогда и только тогда, когда оно корень характеристического уравнения матрицы.

Теорема 5. Неразложимая матрица A имеет единственное собственное чис-
ло λ, которое вычисляется по формуле (10), а все собственные векторы записыва-
ются в виде x = (λ−1A)×u, где u �= 0 — произвольный вектор параметров.

Решение проблемы собственных значений разложимой матрицы основано на
представлении матрицы в блочно-треугольной форме, в которой диагональные бло-
ки образованы неразложимыми матрицами.

Теорема 6. Пусть матрица A представлена в блочно-треугольной форме (6)
и λi — собственное значение матрицы Aii для всех i = 1, . . . , s.

Тогда справедливы следующие утверждения.
1. Все собственные значения матрицы A находятся среди чисел λ1, . . . , λs.
2. Матрица A имеет по крайней мере одно собственное число λ = λ1⊕· · ·⊕λs,

которое вычисляется по формуле (10).

Заметим, что число λ = λ1⊕· · ·⊕λs является максимальным из всех собственных
чисел λ1, . . . , λs диагональных блоков матрицы A. Это число, которое вычисляется
по формуле (10), называется спектральным радиусом матрицы.

С помощью спектрального радиуса получается еще одно уточнение неравенства
(5) в форме следующего утверждения [40].

Лемма 5. Пусть A — матрица порядка n со спектральным радиусом λ > 0.
Тогда справедливо неравенство

Am ≤
n−1⊕
k=0

λm−kAk, m ≥ 0.
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В заключение приведем результат, который можно рассматривать как тропиче-
ский аналог теоремы о спектральном радиусе ограниченного линейного оператора
в банаховом пространстве (формулы Гельфанда).

Теорема 7. Пусть A — матрица со спектральным радиусом λ. Тогда

lim
m→∞ ‖Am‖1/m = λ.

Одно из первых доказательств этого утверждения вытекает из результатов, по-
лученных в 1960-х годах И.В. Романовским и Н.Н.Воробьевым. С одной стороны,
в работах [20, 21] по изучению асимптотических свойств решений задачи динамиче-
ского программирования было показано, что рассматриваемый предел существует
и вычисляется по формуле (10). С другой стороны, в работах [15, 16] с помощью
обычной матричной алгебры устанавливалось, что формула (10) определяет мак-
симальное собственное число (спектральный радиус) матрицы A. В последующие
годы было предложено несколько различных доказательств теоремы в контексте
тропической математики. В частности, алгебраическое доказательство приведено
в [41].

3. Задачи тропической оптимизации. Первые публикации по решению за-
дач тропической оптимизации включали работу [12], где изучался тропический ана-
лог задачи линейного программирования, а также работы [11, 13] об оптимальных
путях в графах и сетях. Вслед за этими работами были опубликованы статья [14],
в которой рассматривалась задача наилучшей аппроксимации в тропическом век-
торном пространстве, и [42] о задачах минимизации тропических полиномов и ра-
циональных функций. В последующие годы появилось значительное число работ,
посвященных развитию теории и методов тропической оптимизации и ее приложе-
ниям. Результаты, полученные в этой области, отражены в монографиях [22–24,
34, 43].

Одно из направлений развития тропической оптимизации в последние два де-
сятилетия было связано с решением идемпотентных аналогов задач линейного и
нелинейного программирования, а также разработкой приложений для решения ак-
туальных практических задач (см., например, обзоры задач в [44, 45]). Некоторые из
таких задач были решены аналитически, в то время как для других задач известны
только алгоритмические решения. В частности, построены аналитические решения
для задач минимизации функций, которые содержат мультипликативно сопряжен-
ную квадратичную (псевдоквадратичную) форму x−Ax, гдеA— заданная матрица,
x — неизвестный вектор. Решению таких задач с различными вариантами целевой
функции и ограничениями в виде линейных неравенств была посвящена серия ста-
тей [45–57].

Рассмотрим задачу оптимизации, которая формулируется в следующем виде.
Предположим, что заданы матрицы A,B ∈ Xn×n, векторы p, q, g,h ∈ Xn и скаляр
r ∈ X. Требуется найти регулярные решения x ∈ Xn задачи

min
x>0

x−Ax⊕ x−p⊕ q−x⊕ r;

Bx ≤ x, g ≤ x ≤ h.
(11)

В работе [51] получено аналитическое решение задачи (11), которое опирается на
преобразование задачи в параметризованную систему векторных неравенств, вклю-
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чая двусторонние неравенства. Затем условие существования регулярных решений
системы неравенств используется для определения минимума целевой функции, а
все решения системы, соответствующие найденному значению параметра, берутся в
качестве решения исходной задачи оптимизации.

Для описания решения в компактной векторной форме вводятся следующие
обозначения для сумм произведений матриц:

S0 = I, Sk =
⊕

0≤i1+···+ik≤n−k

ABi1 · · ·ABik , k = 1, . . . , n;

T0 = B∗, Tk =
⊕

0≤i0+i1+···+ik≤n−k−1

Bi0(ABi1 · · ·ABik), k = 1, . . . , n− 1.

При достаточно общих условиях справедливы следующие утверждения.

Теорема 8. Пусть A — матрица со спектральным радиусом λ, а B — мат-
рица такая, что Tr(B) ≤ 1. Пусть p и g — векторы, q и h — регулярные векторы,
а r — скаляр такие, что h−B∗g ≤ 1 и λ⊕ (q−p)1/2 ⊕ r > 0.

Тогда минимум целевой функции в задаче (11) равен

θ =

n⊕
k=1

tr1/k(Sk)⊕
n−1⊕
k=1

(h−Tkg)
1/k⊕

n−1⊕
k=0

(q−Tkg⊕h−Tkp)
1/(k+1)⊕

n−1⊕
k=0

(q−Tkp)
1/(k+2)⊕r,

а все регулярные решения задачи записываются в параметрической форме:

x = (θ−1A⊕B)∗u, θ−1p⊕ g ≤ u ≤ ((θ−1q− ⊕ h−)(θ−1A⊕B)∗)−.

Для задач, прямые аналитические решения которых получить не удается, в
работах [53–55] предложен подход на основе использования разреженных матриц.
Рассмотрим пример такой задачи и построенное для нее решение. Предположим, что
задана матрица A ∈ Xn×n и требуется найти регулярные решения x ∈ Xn задачи

min
x>0

x−Ax⊕ (Ax)−x. (12)

Чтобы описать решение задачи в общем случае разложимой матрицы A, сдела-
ем дополнительные предположения относительно ее формы. Без потери общности
можно считать, что все блочные ряды нормальной формы (6) матрицы, которые
имеют ненулевой блок только на диагонали, помещены перед остальными блочны-
ми рядами и расположены в порядке возрастания их собственных чисел. Будем рас-
сматривать блочно-треугольную нормальную форму матрицы

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A11 0 0 . . . 0
. . .

...
...

0 Arr 0 . . . 0
Ar+1,1 . . . Ar+1,r Ar+1,r+1 0

...
...

...
. . .

As1 . . . Asr As,r+1 . . . Ass

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (13)

где собственные числа матриц A11, . . . ,Arr удовлетворяют условиям λ1 ≤ · · · ≤ λr
и каждый блочный ряд i = r + 1, . . . , s имеет блок Aij �= 0 для некоторого j < i.
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В работе [54] для задачи (12) получен результат, который описывает решение с
помощью разреженных матриц с одним ненулевым элементом в каждой строке.

Теорема 9. Пусть матрица A представлена в нормальной форме (13), для
которой блок A11 имеет собственное число λ1 > 0 и μ = λ1 ⊕ · · · ⊕ λs ⊕ λ−1

1 .
Обозначим через A множество матриц Ak, полученных из A путем сохра-

нения одного ненулевого элемента и обнулением остальных в каждой строке и
удовлетворяющих условию Tr(Bk) ≤ 1, где Bk = A−

k A⊕ μ−1(A−
k ⊕A).

Тогда минимум целевой функции в задаче (12) равен μ, а все регулярные реше-
ния удовлетворяют условиям

x = B∗
ku, Bk = A−

k A⊕ μ−1(A−
k ⊕A), Ak ∈ A, u > 0.

В [56] рассмотрена задача максимизации в следующей форме. Пусть заданы
матрицы A ∈ Xm×n и B ∈ Xl×n, а также векторы p ∈ Xm и q ∈ Xl. Требуется найти
регулярные векторы x ∈ Xn, которые решают задачу

max
x>0

q−Bx(Ax)−p. (14)

Для решения задачи предложен метод на основе построения точных верхних
границ для целевой функции для определения значения ее максимума с последую-
щим решением уравнения, в котором целевая функция приравнивается к найденно-
му значению максимума. Получено решение задачи в форме следующего утвержде-
ния.

Теорема 10.Пусть A = (aj) — матрица с регулярными столбцами aj = (aij),
B = (bj) — регулярная по столбцам матрица, p = (pi) и q — регулярные векторы.

Тогда максимум целевой функции в задаче (14) равен Δ = q−BA−p, а вектор
x = (xi) является решением тогда и только тогда, когда

xk = αa−
k p, xj ≤ αa−1

sj ps, j �= k,

где α > 0, а индексы k и s удовлетворяют условиям

k = arg max
1≤i≤n

q−bia−
i p, s = arg max

1≤i≤m
a−1
ik pi.

В работе [57] изучался класс задач математического программирования, ко-
торый включает задачи линейного и нелинейного программирования определенно-
го вида. Было показано, как эти задачи могут быть представлены на языке тро-
пической алгебры, а затем полностью решены в аналитической форме. Рассмот-
рим следующую задачу линейного программирования. Пусть заданы параметры
aij , bij , pi, qj , r ∈ R, а также gi, hi ∈ R такие, что gi ≤ hi, для всех i, j = 1, . . . , n.
Требуется определить значения неизвестных xi ∈ R для всех i = 0, 1, . . . , n, которые
обеспечивают минимум

min x0;

x0 ≥ r, x0 + xi − xj ≥ aij , x0 + xi ≥ pi, x0 − xj ≥ −qj,
xi − xj ≥ bij , gi ≤ xi ≤ hi, i, j = 1, . . . , n.

(15)
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Нетрудно убедиться в том, что после ввода следующих матрично-векторных
обозначений: A = (aij), B = (bij), p = (pi), q = (qi), g = (gi), h = (hi) и x = (xi), и
записи в векторной форме в терминах (max,+)-алгебры (полуполя Rmax,+), задача
(15) приобретает форму задачи (11). Полное решение задачи (11) дает теорема 7,
которое может быть затем снова представлено в терминах обычной математики.

4. Приложения тропической оптимизации. Начиная с первых публика-
ций, посвященных тропической алгебре, их авторы уделяли значительное внима-
ние различным приложениям, которые играли роль мотивационных и иллюстри-
рующих примеров, подтверждающих актуальность исследований (см., например,
модели производственных, технологических и других процессов в работах [8, 9,
15, 16]).

Приложения тропической оптимизации охватывают широкий круг задач в раз-
личных областях, включая исследование операций. Разработке и анализу таких при-
ложений был посвящен ряд работ, в которых изучались задачи временного плани-
рования, задачи размещения объектов, задачи принятия решений и задачи аппрок-
симации.

4.1. Задачи временного планирования. Использование моделей и мето-
дов тропической алгебры в задачах планирования проектов (технологических, про-
изводственных, бизнес- и других процессов) составляет одну из наиболее извест-
ных областей приложений, которая впервые появляется в ранних работах 1960-х
годов (см., например, [8, 9]) и продолжает активно развиваться в настоящее вре-
мя. Рассматриваются задачи оптимального планирования, в которых учитывают-
ся только временные ограничения и критерии оптимальности (задачи временного
планирования). Такие задачи планирования обычно могут быть представлены в ви-
де задач линейного программирования и затем численно решены с помощью из-
вестных вычислительных процедур, таких как симплекс-алгоритм и алгоритм Кар-
маркара.

В отличие от алгоритмического решения с помощью методов линейного про-
граммирования, методы тропической оптимизации позволяют для многих задач вре-
менного планирования получить прямое аналитическое решение, которое описывает
все решения задачи в компактной векторной форме, удобной как для дальнейшего
формального анализа результатов, так и для непосредственных вычислений. Реше-
ния задач временного планирования с различными видами ограничений и критери-
ями оптимальности были предложены в работах [47, 48, 51–53, 56, 58–65].

Рассмотрим задачу оптимального планирования проекта, состоящего из n ра-
бот (операций), изученную в [62]. Работы могут выполняться параллельно с учетом
ограничений на время начала и завершения работ в форме отношений предшество-
вания «старт-старт» и «старт-финиш», и границ для самого раннего допустимого
времени начала работ (сроки выпуска) и самого позднего допустимого времени за-
вершения работ (крайние сроки). Требуется определить время начала каждой ра-
боты так, чтобы с учетом ограничений разброс времени начала работ был мини-
мальным.

Обозначим время начала и время завершения работы i = 1, . . . , n через xi и yi.
Пусть gi указывает самое раннее допустимое время начала работы, а fi — наиболее
позднее допустимое время завершения работы, которые задают ограничения

gi ≤ xi, yi ≤ fi, i = 1, . . . , n.
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Пусть bij обозначает минимально допустимый интервал между началом работы
i и началом работы j. Ограничения «старт-старт» для работы i записываются в виде

max
1≤j≤n

(bij + xj) ≤ xi, i = 1, . . . , n.

Обозначим через cij минимальный допустимый интервал между началом ра-
боты j и завершением работы i. Ограничения «старт-финиш» имеют форму нера-
венств

max
1≤j≤n

(cij + xj) ≤ fi, i = 1, . . . , n.

Критерий оптимальности плана, который следует минимизировать, определен
как максимальный разброс времени начала всех работ и задает целевую функцию

max
1≤i≤n

xi − min
1≤i≤n

xi = max
1≤i≤n

xi + max
1≤i≤n

(−xi).

Объединение целевой функции и ограничений приводят к следующей задаче
оптимизации: при заданных значениях параметров bij , cij , gi, fi ∈ R для всех i, j =
1, . . . , n найти величины xi ∈ R, которые обеспечивают минимум

min
x1,...,xn

max
1≤i≤n

xi + max
1≤i≤n

(−xi);
max
1≤j≤n

(bij + xj) ≤ xi, max
1≤j≤n

(cij + xj) ≤ fi, gi ≤ xi, i = 1, . . . , n.
(16)

Чтобы представить задачу (16) как задачу тропической оптимизации в вектор-
ной форме, введем следующие матрицы и векторы: B = (bij), C = (cij), g = (gi),
f = (fi) и x = (xi). С помощью векторных операций (max,+)-алгебры (полуполя
Rmax,+) с учетом равенства y = Cx задача записывается в виде

min
x>0

x−11Tx;

Bx ≤ x, Cx ≤ f , g ≤ x.
(17)

Решение задачи (17), а следовательно и (16), дает следующий результат [62].

Теорема 11. Пусть B — матрица, для которой Tr(B) ≤ 1. Пусть C — регу-
лярная по столбцам матрица, g — вектор, а f — регулярный вектор такие, что
f−CB∗g ≤ 1. Тогда минимум целевой функции в задаче (17) равен

θ = ‖B∗‖ ⊕
⊕

0≤i+j≤n−2

‖f−CBi‖‖Bjg‖,

а все регулярные решения x имеют вид

x = Gu, G = B∗ ⊕
⊕

0≤i+j≤n−2

θ−1Bi11TBj , g ≤ u ≤ (f−CG)−.

4.2. Задачи размещения. В задачах размещения предполагают, что в про-
странстве имеется некоторый набор точек, координаты которых известны. Требует-
ся разместить одну или несколько новых точек в допустимой области пространства
так, чтобы минимизировать некоторую функцию расстояния от новых точек до уже
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имеющихся. Такие задачи составляют важный класс задач оптимизации и иссле-
дования операций, для которых, как правило, существуют только алгоритмические
решения.

Ряд задач, к которым относятся минимаксные задачи размещения в простран-
стве с метрикой Чебышёва и прямоугольной (манхэттенской) метрикой, могут быть
сформулированы и решены в терминах тропической алгебры. Для указанных задач
применение результатов и методов тропической оптимизации часто позволяют най-
ти прямые полные решения в аналитической форме. Аналитические решения для
некоторых задач размещения были получены в работах [46, 66–69].

Рассмотрим взвешенную задачу размещения объекта в многомерном простран-
стве с метрикой Чебышёва с учетом ограничений на допустимую область разме-
щения. Пусть для всех j = 1, . . . ,m даны векторы (точки) pj = (p1j , . . . , pnj)

T ∈
Rn и положительные числа dj , hj , wj ∈ R. Для всех i, k = 1, . . . , n даны числа
bij , ci, fi, gi ∈ R такие, что ci �= 0 и fi ≤ gi. Требуется найти координаты новой
точки x = (x1, . . . , xn)

T ∈ Rn, при которых достигается минимум

min
x

max
1≤j≤m

(wjd(x,pj) + hj);

d(x,pj) ≤ dj , j = 1, . . . ,m;

bik + ckxk ≤ cixi, fi ≤ xi ≤ gi, i, k = 1, . . . , n,

(18)

где символ d используется для обозначения метрики Чебышёва.
Решение задачи (18) в работе [59] опирается на преобразование (18) в задачу

тропической оптимизации в терминах (max,+)-алгебры (полуполя Rmax,+) в виде

min
x

⊕
1≤j≤m

hj(p
−
j x⊕ x−pj)

wj ;

p−
j x⊕ x−pj ≤ dj , j = 1, . . . ,m;

bikx
ck
k ≤ xcii , fi ≤ xi ≤ gi, i, k = 1, . . . , n.

(19)

При решении используется подход на основе замены задачи оптимизации экви-
валентной параметризованной системой неравенств.

Для описания решений обозначим через θ минимум целевой функции и введем
следующие матрицу и векторы: B = (bik), q = (qi), r = (ri), s = (si), t = (ti) и
y = (yi), где координаты векторов q, r, s и t вычисляются по формулам

qi =
⊕

1≤j≤m

θ−|ci|/wjh
|ci|/wj

j pciij , r−1
i =

⊕
1≤j≤m

θ−|ci|/wjh
|ci|/wj

j p−ci
ij ,

si =
⊕

1≤j≤m

d
−|ci|
j pciij ⊕ (f−ci

i ⊕ g−ci
i )−1, t−1

i =
⊕

1≤j≤m

d
−|ci|
j p−ci

ij ⊕ (f ci
i ⊕ gcii )−1.

Теорема 12. Пусть B — матрица, s, t — векторы такие, что Tr(B) ≤ 1 и
t−B∗s ≤ 1. Тогда минимум целевой функции в задаче (19) равен

θ =
⊕

1≤i,k≤n

⊕
1≤j,l≤m

(
h

|ci|wl
|ci|wl+|ck|wj

j h

|ck|wj
|ci|wl+|ck|wj

l (p−ci
ij b∗ikp

ck
kl )

wjwl
|ci|wl+|ck|wj ⊕

⊕ hj(p
−ci
ij b∗iksk)

wj/|ci| ⊕ hl(t
−1
i b∗ikp

ck
kl )

wl/|ck|
)
.
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Все регулярные решения x = (xi) задачи имеют координаты

xi = y
1/ci
i , i = 1, . . . , n,

которые определяются через координаты вектора y = (yi) такого, что

y = B∗v, q ⊕ s ≤ v ≤ ((r− ⊕ t−)B∗)−.

4.3. Задачи принятия решений. Многокритериальные задачи оценки аль-
тернатив на основе парных сравнений образуют класс задач в области принятия
решений, представляющих значительный теоретический и практический интерес. В
таких задачах по относительным результатам парных сравнений имеющихся альтер-
натив в соответствии с заданными критериями, а также парных сравнений самих
критериев необходимо найти абсолютные оценки (рейтинги, приоритеты, веса) аль-
тернатив для выбора подходящей альтернативы при принятии решений.

Для решения задач парных сравнений альтернатив используются различные
инструменты, включая эвристические процедуры (например, метод анализа иерар-
хий), а также формальные методы (например, метод взвешенных геометрических
средних), которые обычно приводят к единственному решению задачи и имеют
невысокую вычислительную сложность. Однако учитывая, что существующие ме-
тоды могут на практике давать различные и даже противоположные результаты,
разработка новых методов решения задач парных сравнений остается весьма акту-
альной проблемой.

Один из новых подходов к решению многокритериальных задач парных сравне-
ний альтернатив, который опирается на аппроксимацию матриц парных сравнений
согласованными матрицами (обратно симметричными матрицами единичного ран-
га) в метрике Чебышёва в логарифмической шкале, развивался в работах [70–81].
Решение задач парных сравнений на основе log-чебышёвской аппроксимации сво-
дится к решению задач оптимизации, которые могут быть сформулированы в виде
задач тропической оптимизации и решены в аналитической форме.

В отличие от методов анализа иерархий и взвешенных геометрических сред-
них, решение с помощью log-чебышёвской аппроксимации может быть неединствен-
ным. Чтобы произвести оценку альтернатив в случае, когда оптимальное решение
состоит из множества векторов, в [73–75] разработан подход на основе замены мно-
жества решений двумя векторами, которые максимально и минимально различают
(дифференцируют) альтернативы с наибольшим и наименьшим рейтингами. Наи-
лучшим дифференцирующим решением считается вектор, для которого отношение
между максимальным и минимальным элементами является максимальным, а наи-
худшим — вектор, для которого это отношение минимально.

Рассмотрим задачу оценки рейтингов n альтернатив, где альтернативы срав-
ниваются попарно в соответствии с m критериями, которые также сравниваются
попарно. Полученные результаты парных сравнений критериев составляют матри-
цу C = (crs) порядка m, где элемент crs > 0 показывает, во сколько раз критерий
r более важен для принятия решений, чем s. Для каждого критерия k = 1, . . . ,m

имеется матрица Ak = (a
(k)
ij ) парных сравнений альтернатив, в которой элемент a(k)ij

определяет, во сколько раз альтернатива i считается более предпочтительной, чем j.
Требуется на основе заданных матриц C, A1, . . . ,Am найти вектор x = (xi) порядка
n, где xi устанавливает индивидуальный рейтинг альтернативы i.

460 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2025. Т. 12 (70). Вып. 3



Для решения задачи в работах [74, 75, 78] разработан вычислительный алгоритм
в терминах max-алгебры (полуполя Rmax), который состоит из следующих шагов.

Алгоритм 2.
1. Определение для заданной матрицы C парных сравнений критериев наилуч-

шего и наихудшего дифференцирующих векторов весов критериев.
1.1. Построение генерирующей матрицы D векторов весов:

D = (λ−1C)∗ =

m−1⊕
i=0

(λ−1C)i, λ =

m⊕
i=1

tr1/i(Ci).

1.2. Вычисление по матрице D со столбцами d1, . . . ,dm наилучшего вектора
весов w как наименьшего (в смысле покомпонентного сравнения) из векторов

v = dk‖dk‖−1, k = arg max
1≤i≤m

‖di‖‖d−
i ‖.

Если наименьший вектор не может быть определен, то в качестве наилуч-
ших берутся все векторы, которые не доминируют над каким-либо другим векто-
ром.

1.3. Вычисление по матрице D наихудшего дифференцирующего вектора весов

w = (1TD)−.

2. Определение для матриц A1, . . . ,Am парных сравнений альтернатив и век-
тора v = (vi) наилучшего дифференцирующего вектора рейтингов альтернатив.

2.1. Вычисление взвешенной суммы матриц парных сравнений

P =

m⊕
i=1

viAi.

2.2. Построение генерирующей матрицы Q векторов рейтингов альтернатив:

Q = (μ−1P )∗ =

n−1⊕
j=0

(μ−1P )j , μ =

n⊕
j=1

tr1/j(P j).

2.3. Вычисление по матрице Q со столбцами q1, . . . , qn наилучшего вектора
рейтингов альтернатив как наименьшего из числа векторов:

x = ql‖ql‖−1, l = arg max
1≤j≤n

‖qj‖‖q−
j ‖.

Если наименьший вектор не может быть определен, то в качестве наилуч-
ших берутся все векторы, которые не доминируют над каким-либо другим векто-
ром.

3. Определение для матриц A1, . . . ,Am парных сравнений альтернатив и век-
тора w = (wi) наихудшего дифференцирующего вектора рейтингов альтернатив.

3.1. Вычисление взвешенной суммы матриц парных сравнений

R =

m⊕
i=1

wiAi.
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3.2. Построение генерирующей матрицы S векторов рейтингов альтернатив:

S = (ν−1R)∗ =

n−1⊕
j=0

(ν−1R)j , ν =

n⊕
j=1

tr1/j(Rj).

3.3. Вычисление по матрице S наихудшего дифференцирующего вектора рей-
тингов альтернатив

y = (1TS)−.

В работах [78–81] были построены Парето-оптимальные решения на основе log-
чебышёвской аппроксимации для двух- и многокритериальных задач парных срав-
нений, включая задачи с ограничениями на величину рейтингов альтернатив.

4.4. Задачи аппроксимации. В контексте тропической алгебры задачи ап-
проксимации впервые рассматривались в работе [14], где обсуждалась проблема на-
хождения наилучшего приближенного в смысле метрики Чебышёва решения од-
ностороннего векторного уравнения. В последующие годы методы тропической оп-
тимизации были применены для решения ряда задач чебышёвской аппроксимации
(задачи приближенного решения уравнений, аппроксимация матриц и функций). С
учетом близкой связи между чебышёвской метрикой и обобщенной метрикой в тро-
пическом векторном пространстве использование тропической оптимизации позво-
лило получить решения задач аппроксимации в аналитической форме. В частности,
в работах [36, 37, 55] построено решение задачи нахождения наилучшего чебышёв-
ского приближения для одностороннего векторного уравнения (см. лемму 1), вклю-
чая полное решение задачи в [56] на основе использования разреженных матриц.

В работах [82–84] изучалась задача аппроксимации матриц с помощью матриц
единичного ранга. Одноранговая аппроксимация матриц находит применение в за-
дачах статистики, анализа данных, обработки изображений, теории графов и при-
нятия решений, а потому представляет теоретический и практический интерес. Для
аналитического решения задачи использовался подход на основе измерения ошибки
аппроксимации в метрике Чебышёва в логарифмической шкале.

Рассмотрим решение задачи log-чебышёвской аппроксимации положительной
матрицы A = (aij) матрицей единичного ранга xyT , где x = (xi) и y = (yj) — поло-
жительные векторы. С использованием логарифма по основанию больше единицы
задача аппроксимации записывается в виде

min
x,y

max
i,j

| log aij − log(xiyj)|. (20)

С учетом монотонности логарифма решение задачи (20) эквивалентно решению
следующей задачи без логарифмов:

min
x,y

max
i,j

max
{
xia

−1
ij yj , x

−1
i aijy

−1
j

}
. (21)

В терминах max-алгебры (полуполя Rmax) задача (21) принимает форму задачи
тропической оптимизации

min
x,y

xTA−y ⊕ x−A(y−)T . (22)

Полное решение задачи (22) было получено в работе [82] в следующей форме.
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Теорема 13. Пусть A — матрица без нулевых элементов, а μ — спектраль-
ный радиус матрицы AA−. Тогда минимум в (22) равен μ1/2, а все решения имеют
вид

x = (μ−1AA−)∗v ⊕ μ−1/2A(μ−1A−A)∗w,

y = μ−1/2A−(μ−1AA−)∗v ⊕ (μ−1A−A)∗w, v > 0, w > 0.

Это решение было распространено в работах [83, 84] на случай аппроксимации
матриц с пропусками (неопределенными элементами) и ограничениями.

В работах [85–87] изучались задачи аппроксимации функций с помощью тро-
пических полиномов и рациональных функций. Рассмотрим следующую задачу по-
линомиальной аппроксимации функции. Пусть для всех i = 1, . . . ,m заданы пары
точек xi, yi ∈ X, где xi — значение аргумента, а yi — соответствующее ему значение
некоторой неизвестной функции f : X → X. Требуется аппроксимировать функцию
f с помощью тропического полинома Пьюзо, который имеет вид

P (x) =

n⊕
j=1

θjx
pj = θ1x

p1 ⊕ · · · ⊕ θnx
pn ,

где pj ∈ Q — заданные числа, θj ∈ X — неизвестные параметры для всех j = 1, . . . , n.
Заметим, что в контексте (max,+)-алгебры (полуполя Rmax,+) выражение для

полинома P (x) записывается в терминах обычных операций в виде

P (x) = max
1≤j≤n

(pj × x+ θj),

что приводит к задаче кусочно-линейной аппроксимации вещественной функции.
Рассматриваемая задача аппроксимации состоит в определении значений неиз-

вестных параметров θ1, . . . , θn, при которых скалярные равенства

θ1x
p1

i ⊕ · · · ⊕ θnx
pn

i = yi, i = 1, . . . ,m,

выполняются настолько точно, насколько это возможно при заданных xi, yi.
Для описания задачи вводятся матрица X =

(
x
pj

i

)
и векторы y = (yi), θ = (θj).

Тогда скалярные равенства можно представить в векторной форме

Xθ = y, (23)

где X и y — известные матрица и вектор, а θ — неизвестный вектор параметров.
Нахождение наилучшего приближенного решения θ∗ = (θ∗1 , . . . , θ

∗
n) уравнения

(23) в смысле функции расстояния d и соответствующего значения ошибки аппрок-
симации Δ∗ с помощью леммы 1 дает следующий результат:

θ∗ =
√
Δ∗(y−X)−, Δ∗ = (X(y−X)−)−y.

На основе полученного результата полином наилучшего приближения в задаче
аппроксимации функции f записывается в виде

P∗(x) = θ∗1x
p1 ⊕ · · · ⊕ θ∗nx

pn .
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В работе [87] предложен метод решения задачи полиномиальной аппроксимации
с одновременной оценкой неизвестных параметров θ1, . . . , θn и степеней p1, . . . , pn.

Благодарность. Автор благодарит рецензентов за ряд важных замечаний
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22. Carré B. Graphs and Networks. Oxford Applied Mathematics and Computing Science Series.
Oxford, Clarendon Press (1979).

464 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2025. Т. 12 (70). Вып. 3



23. Cuninghame-Green R. Minimax Algebra. Lecture Notes in Economics and Mathematical
Systems, vol. 166. Berlin, Springer (1979). https://doi.org/10.1007/978-3-642-48708-8

24. Zimmermann U. Linear and Combinatorial Optimization in Ordered Algebraic Structures. In:
Annals of Discrete Mathematics, vol. 10. Amsterdam, Elsevier (1981).

25. Baccelli F., Cohen G., Olsder G. J., Quadrat J.-P. Synchronization and Linearity. Wiley Series
in Probability and Statistics. Chichester, Wiley (1992).

26. Маслов В.П., Колокольцов В.Н. Идемпотентный анализ и его применение в оптималь-
ном управлении. Москва, Наука (1994).

27. Kolokoltsov V.N., Maslov V.P. Idempotent Analysis and Its Applications. Mathematics and
Its Applications, vol. 401. Dordrecht, Springer (1997). https://doi.org/10.1007/978-94-015-8901-7

28. Gunawardena J. (ed.). Idempotency. Publications of the Newton Institute. Cambridge,
Cambridge University Press (1998). https://doi.org/10.1017/CBO9780511662508

29. Heidergott B., Olsder G. J., van der Woude J. Max Plus at Work. Princeton Series in Applied
Mathematics. Princeton; New York, Princeton University Press (2006).

30. McEneaney W.M. Max-Plus Methods for Nonlinear Control and Estimation. Systems and
Control: Foundations and Applications. Boston, Birkhäuser (2006). https://doi.org/10.1007/0-8176-
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The article presents an overview of the results obtained in the works of St. Petersburg
scientists in the field of development of models and methods of tropical algebra for solving
problems in optimization and operations research. The first part of the overview includes
a list of works by Leningrad (St. Petersburg) authors published in the 1960s, which made
a fundamental contribution to the formation and determined the direction of development
of tropical (idempotent) mathematics that studies the theory and applications of semirings
and semifields with idempotent operations. Furthermore, the results obtained in recent
decades to solve linear algebra problems over tropical semifields (tropical linear algebra
problems) are considered, including problems of solving vector equations and inequalities, as
well as problems of finding eigenvalues and eigenvectors of matrices. The presented solutions
are based on the use of tropical analogs of the determinant, characteristic polynomial and
characteristic equation of matrices. A number of multidimensional optimization problems
formulated in terms of tropical algebra (tropical optimization problems) with various forms
of the objective function and types of constraints are considered, for which analytical
solutions are obtained in compact vector form. Examples of applications of tropical
optimization for solving problems in temporal project scheduling, facility location and
decision making, as well as approximation problems are given.
Keywords: tropical semifield, tropical linear algebra, tropical optimization, temporal project
scheduling, facility location, decision making, function approximation.

References

1. Kleene S. C. Representation of events in nerve nets and finite automata. Shannon C. E.,
McCarthy J. (eds). Automata Studies. Annals of Mathematics Studies, vol. 34, 3–42. Princeton; New
York, Princeton University Press (1956). https://doi.org/10.1515/9781400882618-002

2. Bellman R. On a quasi-linear equation. Canadian Journal of Mathematics 8, 198–202 (1956).
https://doi.org/10.4153/CJM-1956-023-8

468 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2025. Т. 12 (70). Вып. 3

https://elibrary.ru/tmaxut


3. Bellman R., Karush W. On a new functional transform in analysis: The maximum transform.
Bulletin of the American Mathematical Society 67, 501–503 (1961). https://doi.org/10.1090/S0002-
9904-1961-10657-5

4. Bellman R., Karush W. On the maximum transform and semigroups of transformations. Bulletin
of the American Mathematical Society 68, 516–518 (1962). https://doi.org/10.1090/S0002-9904-1962-
10802-7

5. Lunc A.G. Algebraic methods of analysis and synthesis of relay contact networks. Izvestiya of
Russian Academy of Science. Mathematics 16 (5), 405–426 (1952). (In Russian)

6. Romanovskii I. V. On one theorem of R. Bellman. Teoriia veroiatnostei i ee primeneniia 4 (4),
456–458 (1959). (In Russian) [Eng. transl.: Theory of Probability and Its Applications 4 (4), 420–421
(1959). https://doi.org/10.1137/1104044].

7. Pandit S. N.N. A new matrix calculus. Journal of the SIAM 9 (4), 632–639 (1961).
https://doi.org/10.1137/0109052

8. Cuninghame-Green R.A. Process synchronisation in a steelworks — a problem of feasibility.
Banbury J., Maitland J. (eds). Proc. 2nd Int. Conf. on Operational Res., 323–328. London, English
Universities Press (1961).

9. Cuninghame-Green R.A. Describing industrial processes with interference and approximating
their steady-state behaviour. Journal of the Operational Research Society 13 (1), 95–100 (1962).
https://doi.org/10.1057/jors.1962.10

10. Yoeli M. A note on a generalization of Boolean matrix theory. The American Mathematical
Monthly 68 (6), 552–557 (1961). https://doi.org/10.1080/00029890.1961.11989717

11. Peteanu V. An algebra of the optimal path in networks. Mathematica 9 (32), iss. 2, 335–342
(1967).

12. Hoffman A. J. On abstract dual linear programs. Naval Research Logistics 10 (1), 369–373
(1963). https://doi.org/10.1002/nav.3800100131
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