
УДК 539.3 Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2025. Т. 21. Вып. 2
MSC 74K20, 74H45

Колебания прямоугольной трехслойной пластины∗

Н. В. Наумова, Д. Н. Иванов, А. Б. Яковлев, Н. П. Дорофеев, Л. С. Ласкавый

Санкт-Петербургский государственный университет,
Российская Федерация, 199034, Санкт-Петербург, Университетская наб., 7–9

Для цитирования: Наумова Н. В., Иванов Д. Н., Яковлев А. Б., Дорофеев Н. П., Ласка-
вый Л. С. Колебания прямоугольной трехслойной пластины // Вестник Санкт-Петербург-
ского университета. Прикладная математика. Информатика. Процессы управления. 2025.
Т. 21. Вып. 2. С. 231–245. https://doi.org/10.21638/spbu10.2025.205

В работе рассмотрена трехслойная прямоугольная пластина. Выведено осредненное
дифференциальное уравнение колебаний пластины. На основе двумерной теории тон-
ких пластин получены приближенные формулы для вычисления собственных частот
и форм колебаний. Показано влияние ребер жесткости на деформацию изучаемой трех-
слойной пластины. Проведено сравнение аналитических и численных результатов. Чис-
ленные расчеты выполнены методом конечных элементов при использовании программ-
ного комплекса ANSYS и пакета MAXIMA.
Ключевые слова: трехслойная пластина, деформация, колебания, подкрепленная пла-
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1. Введение. Естественное развитие исследований и освоения космического про-
странства потребовало разработки принципиально новых двигательных систем, ко-
торые способны работать с минимальным расходованием бортовых источников энер-
гии. К таким системам, в частности, относятся различные парусные конструкции:
обычные солнечные [1, 2], электрические [3–6] и магнитные [7–9]. Проводятся разра-
ботки и других, по мнению авторов, более эффективных конструкций, не использую-
щих топливо движителей для межзвездных полетов [10, 11]. Электрический парус
состоит из ряда длинных и тонких тросов, имеющих высокий положительный потен-
циал, которые развертываются при закрутке космического аппарата (КА) вокруг его
оси симметрии. Положительный заряд тросов создается электронной пушкой на КА,
которая эмитирует пучок электронов, направленный против движения космическо-
го корабля. Положительно заряженные тросы отталкивают ионы солнечного ветра,
что приводит к передаче импульса от ионов к парусу и, следовательно, ускорению
корабля. Тяга магнитного паруса возникает в результате магнитостатического взаи-
модействия между солнечным ветром и искусственным магнитным полем, которое
произведено на борту электрическим током, текущим по электрическому контуру из
проводящего материала. Несмотря на подробную разработку концепций электриче-
ского и магнитного полюсов, значительное количество работ по их предполагаемому
использованию для проведения конкретных космических миссий и проведению на-
турных испытаний электрического паруса [6], наиболее обсуждаемой и практически
реализуемой является концепция обычного пленочного солнечного паруса.
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Напомним, что солнечные паруса, впервые предложенные К. Циолковским
и Ф. Цандером еще в 1920-х годах, представляют собой большие листы материала
низкой плотности, единственным источником энергии которых служит электромаг-
нитный поток Солнца. В теории полет на солнечном парусе может продолжаться
неограниченное время за счет «постоянного мягкого воздействия солнечного света».
Интерес к солнечным парусам возрос в 1970-х годах благодаря теоретическим иссле-
дованиям NASA, хотя в то время никаких практических миссий с их использованием
не проводилось. В последующие десятилетия было опубликовано много теоретиче-
ских и экспериментальных работ по солнечному плаванию. Отдельно стоит отметить
несомненный вклад в них доцента кафедры небесной механики СПбГУ Е. Н. По-
ляховой, которой в этом году исполняется 90 лет и по праву считающейся «Solar
Sail Queen». Кроме изучения динамики межпланетных перелетов в последнее вре-
мя активно рассматривается использование солнечного паруса для маневрирования
в окрестности определенных, представляющих особый интерес точек космического
пространства, например точек либрации [12–17].

Отдельное важное направление исследований движения КА с солнечным пару-
сом — изучение влияния на их динамику процессов негативного воздействия раз-
личных факторов космического пространства, таких как старение пленки [18] и ее
электризация под воздействием солнечного излучения и космической плазмы [19, 20].
В частности, в [19] показано, что наведенный на поверхности паруса электрический
заряд не оказывает заметного влияния на динамику вследствие малости межпла-
нетного магнитного поля. В то же время поверхностный заряд на солнечном парусе
способен изменять форму и площадь миделя паруса, что необходимо учитывать при
управлении движением КА с парусом [20].

В последние десятилетия произошел переход от теоретических исследований
к реализации натурных экспериментов по использованию солнечного паруса. Осу-
ществленные и перспективные проекты по развертыванию космических парусов об-
суждались, например, на международном симпозиуме по космическим путешествиям
в 2023 г. (6th International Symposium on Space Sailing — ISSS–2023. New York, USA).

Среди огромного количества предложенных на симпозиуме инновационных раз-
работок и уже имеющихся моделей космических парусов внимание привлек проект
космического паруса OKEANOS, предложенный группой японских ученых (рис. 1).

Рис. 1. Космический парус и команда конструкторов

Для проверки осуществимости указанного проекта была сформулирована зада-
ча об определении собственных частот и форм колебаний такого паруса под воздей-
ствием солнечного излучения. Цель работы — разработать подходящую математи-
ческую модель, провести численный анализ частот и форм собственных колебаний
трехслойной прямоугольной пластины, сравнить теоретические и численные резуль-
таты.
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В настоящей статье рассматривается трехслойная пластина — конструкция, пред-
ставляющая собой две лицевые пластины и внутренний (средний) слой — запол-
нитель. Поскольку в трехслойных пластинах изменение по толщине жесткостных
и механических свойств слоев более значительное, чем в традиционных композит-
ных материалах, то влияние поперечного сдвига и нормальных напряжений в них
на напряженно-деформированное состояние также более существенное, чем в компо-
зитах.

Огромный вклад в создание трех- и двумерных математических моделей трех-
слойных пластин внесли работы таких выдающихся ученых как П. Е. Товстик [21],
Э. И. Григолюк [22, 23], Г. И. Михасев [24]. Помимо них проектированию трехслой-
ных пластин, находящихся в условиях цилиндрического изгиба, посвящена статья
А. Ш. Кусякова [25]. Также представляют интерес работы Е. И. Старовойтова о вы-
нужденных колебаниях трехслойных пластин [26] и Е. Д. Грушенковой [27], где по-
ставлена и аналитически решена задача о продольных и изгибных гидроупругих ко-
лебаниях трехслойной пластины, взаимодействующей с пульсирующим слоем вяз-
кой несжимаемой жидкости. А. Каси [28] была предложена уточненная теория нели-
нейного изгиба трехслойной пластины из функционально-градиентного материала,
ее результаты могут пригодиться при проектировании конструкций, допускающих
большие смещения в трехслойных пластинах с учетом распределения напряжений по
толщине.

В настоящей статье собственные частоты и формы трехслойной пластины по-
лучены двумя независимыми различными способами и подтверждают достоверность
представленных результатов. Проведенные исследования, несомненно, будут полезны
в дальнейшем для определения резонансных частот колебаний трехслойных пластин.

2. Общая теория тонких упругих пластин. Рассмотрим прямоугольную
трехслойную пластину ширины a и длины b (рис. 2). На срединной поверхности за-
полнителя введем декартовы координаты (x1, x2, z).

Рис. 2. Трехслойная пластина

Неоднородность структуры такой пластины по толщине требует учета работы
слоя заполнителя при поперечном сдвиге и поперечном сжатии, а также приводит
к необходимости проводить сопряжение слоев.

В работе [21] сравниваются две модели учета влияния поперечного сдвига для
многослойной пластины: модель Э. И. Григолюка [22], базирующаяся на распределе-
нии тангенциальных деформаций по толщине пластины, и модель П. Е. Товстика [21],
использующая асимптотическое разложение решения трехмерных уравнений теории
упругости по степеням малого параметра тонкостенности. Погрешности моделей оце-
ниваются путем сравнения с точным решением трехмерной тестовой задачи. Было
показано, что если жесткости слоев сильно различаются, то классическая модель,
основанная на гипотезе прямой нормали Кирхгоффа —Лява, неприменима, и необхо-
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димо учитывать влияние поперечного сдвига. Однако, если отношение модулей Юнга
внешних слоев и заполнителя η ⩽ 10 (η = E1/E3), модель Григолюка можно приме-
нять, и в этом случае удобно использовать уравнения двумерной теории оболочек
и формулу для определения параметра частоты колебаний (см. (8)), предлагаемые
в настоящей статье.

В работах [22, 23] вариационным методом получены основные дифференциаль-
ные уравнения конечного прогиба тонких упругих пологих трехслойных оболочек,
состоящих из изотропных несущих слоев и трансверсально изотропного заполнителя.
При построении уравнений для несущих слоев используются гипотезы Кирхгоффа—
Лява о прямой нормали, для заполнителя — гипотеза о несжимаемости материала
в поперечном направлении, а также предполагается, что деформация поперечного
сдвига по толщине заполнителя распределена по некоторому известному закону.

На рис. 2 показана нумерация слоев пластины: 1–3. Мы сохранили все принятые
в работе [22] обозначения.

Были введены следующие обозначения: hk — толщина слоя с номером k (k =
1, 2, 3), h3 = 2 c; h— общая толщина пластины: h = h1+h2+h3; Ek и νk — модуль Юнга
и коэффициент Пуассона k-го слоя; ϱk — плотность k-го слоя; G — модуль попереч-
ного сдвига заполнителя; w — нормальное перемещение точек исходной поверхности
(прогиба); uzi — тангенциальное перемещение точек заполнителя в направлении оси
xi (i = 1, 2); kij — кривизны и кручение координатных линий (i, j = 1, 2); αi · (∂f∂z ) —
закон распределения поперечных сдвигов по толщине заполнителя в направлениях
x1 или x2; δij — символы Кронекера: δii = 1, δij = 0 при i ̸= j.

Кроме того, для более компактной записи аналитических формул введем так
называемый приведенный коэффициент Пуассона

ν =

3∑
k=1

Ekhkνk
1− ν2k

(
3∑

k=1

Ekhk
1− ν2k

)−1

, (1)

осредненный модуль упругости

E =
1− ν2

h

3∑
k=1

Ekhk
1− ν2k

, (2)

безразмерные жесткостные характеристики и безразмерные толщины слоев

γk =
Ekhk
1− ν2k

(
3∑

k=1

Ekhk
1− ν2k

)−1

и tk =
hk
h

(k = 1, 2, 3). (3)

Тогда, очевидно, для γk и tk выполняются равенства

3∑
k=1

γk = 1,

3∑
k=1

tk = 1,
Ekhk
1− ν2k

=
Eh

1− ν2
γk. (4)

В общем случае функция f(z) считается произвольной, но для практического исполь-
зования уравнений (1)–(4) обычно рассматривают два вида распределения попереч-
ных сдвигов по толщине заполнителя, определяемых условиями

f
′
(z) = 1 или f

′
(z) =

(
1− z2

c2

)
.
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Первый закон вытекает из уравнений равновесия с легким заполнителем. В рассмат-
риваемой математической модели используется именно такой вид функции f(z) = z.
Это обусловлено выбором материала заполнителя (майлар). Дополнительно f(z) за-
дается таким образом, чтобы

f(c) =
1

2
h3, f(−c) = −1

2
h3.

Деформация поперечного сдвига в заполнителе

ε3ij =
∂uzi
∂z

+
∂w

∂xi
,

где uzi = ui + αi f(z)− z ∂w
∂xi

, −c ⩽ z ⩽ c. Тангенциальные перемещения поверхностей
соприкосновения заполнителя с первым и вторыми слоями задаются соответственно
формулами

u1i = ui + c αi − c
∂w

∂xi
при z = c,

u2i = ui − c αi + c
∂w

∂xi
при z = −c,

тангенциальные перемещения несущих слоев в случае описываемой математической
модели — в виде

u1zi = ui + c αi − z
∂w

∂xi
при c ⩽ z ⩽ c+ h1,

u2zi = ui − c αi − z
∂w

∂xi
при − c− h2 ⩽ z ⩽ −c.

Деформации слоев определяются следующим образом:

ε1ij = eij + c αij − c
∂2w

∂xi∂xj
− (z − c) · ∂2w

∂xi∂xj
,

ε2ij = eij − c αij + c
∂2w

∂xi∂xj
− (z + c) · ∂2w

∂xi∂xj
,

ε3ij = eij + f(z)αij + z · ∂2w

∂xi∂xj
, ε3iz = αi ·

df

dz
,

αij =
1

2

(
∂αi

∂xj
+
∂αj

∂xi

)
.

Распределения функции сдвига и тангенциальных перемещений по нормали оболочки
показаны на рис. 3.

В соответствии с законом Гука напряжения в слоях запишутся так:

σk
ij =

Ek

1− ν2k

[
(1− ν) εkij + ν δij (ε

k
11 + εk22)

]
,

σ3
iz = Gαi ·

df

dz
.
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Рис. 3. Распределения функции сдвига (слева)
и тангенциальных перемещений (справа) по нормали оболочки

Более подробная информация о тангенциальных перемещениях несущих слоев,
а также тангенциальных перемещениях поверхностей соприкосновения заполнителя
с первым и вторыми слоями представлена в [24]. В ней приведены и основные разре-
шающие уравнения теории колебаний пологих трехслойных оболочек. Согласно ис-
следованиям, проведенным П. Е. Товстиком [21], в случае выполнения соотношения
на модули Юнга несущих слоев и заполнителя η ⩽ 50 (η = E1/E3), для рассмат-
риваемой пластины (модели космического паруса) пригодна теория Е. И. Григолю-
ка, описывающая колебания пологих оболочек. В связи с этим обстоятельством мы
применили модель исследования пологих оболочек Е. И. Григолюка по отношению
к прямоугольной пластине, провели линеаризацию уравнений, учитывая малость по-
перечных прогибов и перемещений слоев.

3. Свободные поперечные колебания прямоугольной трехслойной пла-
стины. В случае отсутствия внешних сил линеаризованные уравнения малых попе-
речных колебаний трехслойной пластины примут вид

D · ∂
4w

∂x41
+ 2D · ∂4w

∂x21∂x
2
2

+D · ∂
4w

∂x42
= λw. (5)

Здесь λ — частотный параметр, D — жесткость составной трехслойной пластины
D = Eh3

12(1−ν2)Θ, где Θ = t3
2 + 4γ1

(
t3

2 + 3t1t3 + 2t1
2
)
.

Для шарнирно закрепленной по периметру трехслойной пластины граничные
условия при x1 = 0 и x1 = a, а также при x2 = 0 и x2 = b имеют вид

w =
∂2w

∂x21
=
∂2w

∂x22
= 0. (6)

Будем искать решение уравнения (1) при выполнении условий (5):

w(x1, x2) = C · sin pπx1
a

sin
qπx2
b

, (7)

где p и q — число полуволн в направлении осей Ox1 и Ox2 соответственно; a и b —
ширина и длина пластины; C — произвольный амплитудный множитель. Подстав-
ляя (7) в (1), получим формулу для определения параметра частоты колебаний λ
рассматриваемой пластины

λ = D · π4 ·
(
p2

a2
+
q2

b2

)2

. (8)
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Минимум выражения (8) достигается при p = 1, q = 1, что соответствует наличию
одной полуволны вдоль длины и ширины пластины. Циклическая частота ω связана
с частотным параметром λ следующим соотношением:

λ = 4 · π2 · ω2 ·
3∑

k=1

(ρk · hk) . (9)

4. Численные расчеты. В качестве примеров были рассмотрены квадратные
пластины с длиной и шириной 10 м.

В расчетных задачах в качестве заполнителя был выбран полиэтилентерефта-
лат, наиболее известный как майлар. При этом функция распределения сдвигов по
толщине заполнителя имеет вид f(z) = z. Несущие слои были сделаны из алюминия.
Свойства выбранных материалов слоев представлены в табл. 1.

Таблица 1. Свойства материалов

Плотность Коэффициент
Материал Модуль Юнга, материала, Пуассона,

E, 109 Н/м2

ρ, кг/м3 µ
Алюминий 70 2712 0.32
Майлар 2.5 1400 0.30

В численных расчетах первый и второй слои пластины имели толщины h1 =
h2 = 0.002 м и были сделаны из алюминия. Третий (средний) слой — заполнитель
толщиной h3 = 0.025 м изготовлен из майлара.

В табл. 2 приведены значения первых четырех собственных частот колебаний
рассматриваемой трехслойной пластины.

Таблица 2. Частоты колебаний пластины

Номер Количество Частота колебаний, Отн.
частоты полуволн по Гц погрешность,

ширине и длине по формулам (8), (9) МКЭ (ANSYS) %
1 1 – 1 1.194 1.190 0.3
2 1 – 2 2.986 2.979 0.7
3 2 – 2 4.778 4.760 1.8
4 3 – 3 5.973 5.962 1.1

В столбце 3 табл. 2 представлены значения частот колебаний, полученные по ана-
литическим формулам (8), (9), а в столбце 4 — найденные методом конечных элемен-
тов (МКЭ) с помощью пакета ANSYS [29–31]. Как показывает сравнение результатов,
относительная погрешность между асимптотическими и численными результатами не
превышает 2 %.

При расчете частот колебаний МКЭ в пакете ANSYS рассматриваемая пластина
аппроксимировалась совокупностью элементов SHELL91.

Напомним, что SHELL91 — нелинейный элемент слоистой оболочки. Он имеет
восемь узлов и шесть степеней свободы в каждом узле. Данный элемент предназна-
чен для моделирования тонких и умеренно толстых пластин и оболочек с отношением
длины стороны к толщине, равным 10 или более. Кроме того, такой элемент позво-
ляет задавать максимум 100 слоев. Также SHELL91 поддерживает учет пластично-
сти, лучше описывает поведение конструкции при больших перемещениях, деформа-
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циях и имеет специальную опцию трехслойной конструкции с легким заполнителем
(sandwich).

На рис. 4, а–г показаны первые четыре формы колебаний рассматриваемой трех-
слойной пластины.

Рис. 4. Первая (а), вторая (б), третья (в) и четвертая (г) формы
колебаний трехслойной пластины

При исследовании оптимального подбора количества элементов разбиения пла-
стины в пакете ANSYS был проведен анализ сеточной сходимости результатов вы-
числений частот колебаний. На основе данных табл. 3 можно сделать вывод, что
в качестве итоговых можно брать значения частот, получаемые при разбиении пла-
стины на 30 элементов по длине и 30 элементов по ширине. При последующих разбие-
ниях (столбцы 4 и 5 табл. 3) заметно полное совпадение значений частот колебаний
с предыдущими столбцами.

Таблица 3. Сеточная сходимость результатов вычислений
частот колебаний пластины

Номер Число элементов
частоты 20 × 20 30 × 30 35 × 35 40 × 40

1 1.190 1.191 1.191 1.191
2 2.979 2.981 2.981 2.981
3 4.760 4.764 4.765 4.766
4 5.962 5.964 5.965 5.966
5 7.736 7.743 7.745 7.746
6 10.137 10.141 10.142 10.142

Также отметим, что по нашей программе, написанной на языке APDL, расчет
частот и соответствующих им форм колебаний в пакете ANSYS занимает не более
минуты. Следует отметить, что собственные векторы вычисляются лишь с точностью
до произвольного множителя, так как с точки зрения математики модальный анализ
сводится к решению обобщенной задачи на собственные значения:(

[K]− ω2
i · [M ]

)
[Φi] = 0,

где [K] — матрица жесткости тела; [M ] — матрица масс; ω2
i — собственное значение

с номером i (в данном случае ωi является круговой частотой собственных колебаний);
[Φi] — соответствующий ему собственный вектор (характеризующий форму собствен-
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ных колебаний). Для определенности собственные вектора обычно нормируют. В про-
грамме ANSYS по умолчанию нормирование проводится по матрице масс так, чтобы
выполнялось равенство

[Φi]
T · [M ] · [Φi] = 1.

Рис. 5. Расчеты четвертой формы колебаний
трехслойной пластины в пакете MAXIMA

Надо отметить, что частоты колебаний трехслойной пластины близки к часто-
там колебаний однослойной пластины c осредненным модулем упругости, толщина
которой равна суммарной толщине трехслойной пластины. Что касается форм ко-
лебаний трехслойных и однослойных пластин, то можно заметить, что по общему
деформационному виду они полностью совпадают.

Если провести сравнительный анализ не только частот, но и форм собственных
колебаний трехслойной пластины, определенных по аналитическим формулам и с по-
мощью МКЭ, то здесь также наблюдается полное совпадение результатов. В част-
ности, на рис. 5 показана четвертая форма колебаний рассматриваемой пластины,
полученная в пакете MAXIMA, при построении графика функции при условии a = b:

w = sin
3πx1
a

sin
πx2
b

+ sin
πx1
a

sin
3πx2
b

.

Здесь наблюдается линейная комбинация собственных форм колебаний 3 — 1 (три
полуволны по ширине пластины и одна — по длине) и 1 — 3 (одна полуволна по ши-
рине пластины и три полуволны — по длине). Аналогичную картину можно увидеть
и на рис. 4, г.

5. Трехслойная пластина, армированная ребрами жесткости. Наличие
ребер жесткости в направлении ширины пластины, несомненно, увеличивает соб-
ственные частоты колебаний. Об этом свидетельствуют результаты табл. 4. В каче-
стве примера была рассмотрена, как и в предыдущем случае, квадратная трехслойная
пластина, размерами 10×10 м, армированная 9 ребрами жесткости. Ребра моделиро-
вались элементами SHELL63, материал — алюминий, толщиной 2 см и высотой 3 см.
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Ребра не только играют роль токопроводящих каналов, но и позволяют сохранить
функциональность конструкции при повреждении одной из секций.

Таблица 4. Частоты колебаний армированной и неармированной пластин

Номер Количество Частота колебаний,
частоты полуволн по Гц

ширине и длине без армирования с учетом армирования
1 1 — 1 1.190 1.453
2 1 — 2 2.979 3.601
3 2 — 2 4.760 5.813
4 3 — 1 5.962 7.435

Рис. 6. Первая (а), вторая (б), третья (в) и четвертая (г) формы
колебаний армированной трехслойной пластины

Сравнение форм колебаний неармированной (рис. 4, а–г) и армированной (рис. 6,
а–г) пластин показывает полное совпадение первых четырех форм колебаний. Отли-
чие заметно на вторых и четвертых формах колебаний.

6. Влияние давления солнечного ветра на деформацию космического
паруса. Потребность в эффективных инженерных конструкциях космических пару-
сов обусловливает необходимость проведения исследований возможных деформаций
и напряжений трехслойных пластин под действием внешнего давления.

Напомним, что космический парус — представленная трехслойная пластина —
находится под постоянным действием силы давления солнечного ветра. Солнечный
ветер — непрерывный поток заряженных частиц, исходящий от солнечной короны
в космическое пространство. Он образуется в результате выброса плазмы с поверхно-
сти Солнца, вызванного сильным нагревом в результате реакций ядерного синтеза,
происходящих внутри звезды. С помощью солнечного ветра работает и солнечный
парус, развернутый на орбите впервые в 1993 г., который может использоваться для
дополнительного источника электроэнергии в космосе.

Нормальное ветровое давление (в Па) на препятствие в первом приближении
определяется по формуле

p =
1

2
· ϱ · v2, (10)
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где ϱ — плотность воздуха, кг/м3 (принимаем ее равной 1.225 кг/м3); 0.5 — коэффи-
циент сопротивления (обтекания); V — скорость ветра, м/с.

Так как солнечный ветер — поток ионизированных частиц (в основном гелиево-
водородной плазмы), истекающий из солнечной короны со скоростью 300–1200 км/с
в окружающее космическое пространство, то можно рассчитать величину давления
на поверхность рассматриваемой пластины.

Принимая плотность ϱ солнечного ветра в формуле (10) в 7 раз меньшей, чем
плотность воздуха, а также с учетом движения паруса в потоке возьмем величину
среднего нормального давления на описываемую пластину порядка 500 Па.

На рис. 7 показана деформация трехслойной пластины под действием равномер-
ного внешнего давления без учета и с учетом армирования. Максимальный прогиб
в центре пластины составляет в первом случае 29 см, а во втором — 11 см. Наличие
9 ребер жестокости уменьшает величину прогиба более чем в 2 раза. В дальнейшем
планируется провести отдельное исследование влияния количества шпангоутов (ре-
бер жесткости) и их характеристик на деформацию, частоты и формы свободных
колебаний изучаемой трехслойной пластины.

Рис. 7. Деформация трехслойной пластины под действием равномерного
внешнего давления без учета (а) и с учетом (б) армирования

7. Заключение. В статье рассмотрена трехслойная прямоугольная пластина. На
основе двумерной теории тонких оболочек получены дифференциальное уравнение
ее колебаний и формулы для вычисления собственных частот и форм колебаний. По-
казано влияние ребер жесткости на деформацию трехслойной пластины. Проведено
сравнение аналитических и численных результатов. Численные расчеты выполнены
методом конечных элементов при использовании программного комплекса ANSYS
и пакета MAXIMA. Мы надеемся, что полученные результаты могут быть полезны
при определении резонансных частот колебаний многослойных пластин, и считаем,
что они, несомненно, дополнят информацию тестирования разрабатываемых парус-
ных систем для успешного проведения будущих космических полетов.
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In this paper, a three-layer rectangular plate is considered. The averaged differential equa-
tion of plate vibrations is derived. Approximate formulas for calculating eigenvalues and
eigenforms (vibration frequences and vibrations modes) were obtained based on the two-
dimensional theory of thin plates. The analytical and numerical results are compared. Nu-
merical calculations were performed using the finite element method using the ANSYS soft-
ware package and the MAXIMA package.
Keywords: three-layer plate, deformation, vibrations, reinforced plate, space sail, plate vi-
bration frequencies.
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