
��� ����. � %��&� �
"�
� 
!&�D�)��, E�� E��&��� ��F(!E��&����� 5/55� �� ��� ���� 1


�� ���	;B ��N��

U��	��
��
 � ?���*
 ��>��� ���
	�� ����
*� N ��
∗

�� �������
�1,2� �� �� 41��1

1 ��%�&�#� �!&�D�)��G E�� E��&a %�&G &%%D )(*��&' ��! Dk%�($( ��#a�($( - ��!�
�(%%&'%�(' ���) E&& ��#�+ �(%%&'%��, � ) !�-&,+ ��T.�/+ 
 �!(H�*()%�+ #D� 
#��&�%��,+ ��

2 �����	
 � !"#!$%�&' $(%#)�!%�* ���' #�&* !%&� �+ �(%%&'%��, � ) !�-&,+
�../01+ �����	
 � !"#!$+ 
�&* !%&� �%��, ��"�+ 23.

��� ������	
���� 3�A��
� 2� 2�4 hf5� 2� 2� >#�������� � G#�#C� ��)��#  � ���# �����'
C� N ��� $$ %������ &#���'(����)"������� "����������#� (����#��#�  #�� #���#� *�+��'
 #���#� (������� "��#������� 	,		� -� �.� %��� /� &� �,�0����
122345$$678�79:$�,�	�;
.$���,�$43<=�,�	,		�/,�

>#�� #����#���� ���������'�����#�  ����A ����������� � ��� ��� �����C�� L#�#C# G#'
��?C#���� � ����������� ��� ��� �����C�B ������� "����������� ���� "C#�������� >�'
E���� �@���� � ��#��� ��#����#���� ���#����! � �� �@A?  ����# �)�#���! ���"�����
(���G����� ������� ������#����� �"��C��'����!�� � +"����� �B � �?@� � ����
���� ��� ���#��C���� ������A����� ����������� �������� ���������"?@�! +#�����
% #�#����C���� ���� �#!���� �#��������B �����E����� �� ������# � ��#��� ��#���'
�#���� ���#����!�

�������� ��
��5 G#�#C# � ��� ��� �����C�B �"��C��'����!��� ������� +"�����B ��'
������#���A��� ����������B  ����A ������ >")��E��!�#B �����E����� �� ������# 
�#��������B ��#����#���� ���#�����B �)�#��#� ���"�����

�� ��
�
	�
�
����) ������ �!'��z�� �" {6|R ������+���"� � 6c1S �#R �������"J
���" !��'�� �����!���� ��� ��z���� ���������J������� ("�", � ����"� ��!� ���
� ,������"���� ������+��� �" '������,�� ��������� ���# ��"��� ���'������)0
'�� ���������!0Q� ."���� δR ������ �� ��(����� ���� ����)�� '������,�� �����R
�# �# ,�� '��+� δ � �!�0R ��� ������������ ������ � ��� '������ ��� ����"����� �"
�"���J��'� ������+����# �"������R ���� (�",���� δ '��(�� � 6R �� ������ ���������
� '!�!� ����� ���������� �� ��� ���R ���" �� ����!� � �"���! ��������! ��� ���
������+���0#

������ {S| ��������� �����) ��������"���)��� �������������� �����������
� ��"����� '��)z�����"# ���"R �����"� '��" �"��������"R ������"����� ��'� ��"�J
�"���!0 ���! 	������ �
���	R � ������ n �������R ��� ������� ��'��"���� ��!J
," ��� �'�"(��R ������ ������+���� � ���R �"� �"(�����) ����� .�������"���J
�� �"(���"R � ��� ����"z���� ���'!���� ����"��� �������� '��)z�����"# ���"("��R
,�� �����z����� �� ������"� �"�������� �!Q����!�� � ������ � �����������"����
� ��"��� ��"����"���� ���"���� # ��� *��� ��'�� �����"R ���"0Q��� ������+����R
��!Q���������� � ����"���� ����������)0#

4 �"'��� {%| ����"�" �����)R � ������ ������R ���"0Q�� ������+����R ��'�J
�"0��� � �"(���� ������������� � ��*..������� �����������"��� �"�+� ���!�
�"(��,"�)��# 4 ���� � ���� ���� .!������� ����(����� ���"("�" �������������)
�"��������R �����z������ �� ������"�# 4 {$| �"��������� ��"��"��,��� .!�����
����(����� � ���������� �� ��!," ��� ��'���� �������# 
��������"� �����) �����J
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���"���)��� ����������� ������"����" � {/|R "��������,���"� �������������) �"���J
����� � ������ �� ��!," ���� ������+������ Y � �"'��� {O|#

��� ���������� ����������� �� �'�("���)�� ��������) ��"���� '��)z�����"#
&���,"���)��� ��z���� ��+�� '��) �������R ���� ���)�� ,"��) ������� ������+��
�"���� ��z����# �"�+� ��� ����,"���)���� ��z���� ��+�� �����'��"�)�� �������!�R
����" ��� ������ ���+�� ������+�"�) ��z����# 4# 4# 
"("�����R �# �# ���"�)��� 
� �# P# ���"���� {5R 1| '��" �"��������" �����) ����������� n ��� � ("�",� ����+"
�����" � ����Q)0 ��"��� '��)z�����"R " �"�+� �������!�"# 4 ������ ������+����
�������!0��� ��!," ��� �'�"(��R � �� ������� ���'!���� ���)�� ������+"�) �"���
������+���� ��� ���# 4 ������ �"�+� ("�� �����"� ���������!0Q� ."���� � �" J
���� �"�������� � ��������� ���"������# [��� +� ������ '�� �����)(��"� � �"'�J
�"� ��� �"��+����� �����"�)��� ���"���� � ���������J������ ������ ����������
�������� {cR 63|# 
����� �������!�" � ���������"� �����)(��"���) �"�+� � �"'��"�
{6626%|#

4 �����"�!�� �� ������ ����������� �!Q����!0� ��" ������" � �"��+����0 ��J
z����R ����" ��� ������"���� �"���� !,"�����"�� � ��� ��z���� �������"����
����������)�� !,"����� ~"�'����# 4 �",����� "�'���" ��+�� ����!�"�) ���"��J
���R ��'��"0Q� ��"���"R Y �"� �"(��"��� ���"��(�# 4 *��� ��!,"� �����������
������ �� ��(" �! ���"��(��� � ������ "������� ������ {6$R 6/|# 4 �"��� �"'���
��(!�)�"� ����������� ("����� �� ��������� �"��� !,"�������#

�����"�� {6OR 65| '��" ������+��" .���"�)�"� ����" �!'��z�� �" ��� ��z�J
��� ("�", ����������� � ������� � ����� �����,�# ��� �'Q��� ��!,"� '��� ���"("��
�!Q������"��� � �������������) �"��������R �����z������ � ������"� � ��������J
�"� � !�����"�)���� .!������� ����(�����# 4 *��� �"'��"� ����������) .!�����
����(����� �����"�)���� ���"# 4 ("��������� �� �����+��� ������"�����"� ����"
��+�� '��) �����)(��"�" ��� .!���� ����(����� ����(���)���� ���"# �"������R
� {61| � ("�",� �"����������� ������ ���!���� !,����"���) .!����� ����(����� ��J

�" uj(x) =
k∑
i=1

βji ui(xi)R ��� ui(x) Y ��(�"��"0Q�� ����!��� .!�����#

a��) �"����Q� �"'��� Y ����� �����"�)���� ��z���� ��� ("�",� �����������
� ������� �����,� n ������� � ��"��� ��"����"���� ���"���� ��� ��!,"� �!��,��J
���� ��� .!���� ����(�����R ���0Q�� ���� ���# [�� ��(������ �" �� �����"�)J
��� ���"����� � "�"����,����� ����# &���,"���)��� ��z���� ������"���� ���)��
� ��!,"�R ���� ��� ������ ������+"� �"��� ������+����#

�� �����	���� ?���*�� ������"��� n �������R ������� �����"���"0��� � ���J
���� �����,� x ∈ [0; 1], �� ����(����� Y �!��,��J���� ��� .!�����R ���0Q�� ����
��� ui(x), i = 1, 2, ..., n# &�� �� �,����� �����"�"0� �"(��,��� �"��"��� ��z�J
���R � ��� ��� �������� �!+�� ����"��� ���� !,"�������# ������ ����� �� �,�����
1 → 2 → 3 → . . . → (n − 1) → n → 1 → . . . . &�� ���!� �� '������,����� �"��"��"�)
�" �������� ��� ��'� ��z����# \��'� *�� �� ����(�z��R ������ ���������!0Q� 
."���� δ < 1# }!��� �,��"�)R ,�� ����� �"+���� ��"��" ����������� .!����� ����(J
����� ���� ������� '!�!� !���)z"�)�� ����������"�)�� δ# �"��� �'�"(��R ���� ��
������" ������� t ������ �� ���z�� � �"���!J�� ��z���0R �� � ������ ������� t
�� ����(����� ������"���0��� .!������� δt−1ui(x), i = 1, 2, ..., n.

��z���� '!��� ���"�) � ��"��� ��"����"���� ���"���� R ����" �������"�"����R
,�� ��z���� ������� �� �(������� � ��,���� ������� �����������R �# �# ����� i '!���
���"�) �� +� ������+���� �" z"�� i � �" ������!0Q�� z"�"� n + i, 2n + i, . . . #
[�� ��(����� �"� ���"��,��)�� �"����������� ����,�� ������+��� 1 → 2 → 3 →
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. . . → (n − 1) → n → 1. }!��� �����)(��"�) ����� �'�"��� ���!����# ��� *����
��������+��R ,�� ��� �"��!,z� ����� �Q�� ����� n, (�"� ������+���� �����"
6R ("��� ����� (n − 1) �Q�� ��� �"��!,z� �����R (�"� ��z���� �����" n, � �# �#
4 ����� ������ �"����� �"��!,z� ����� �����" 1, � �� ���+�� ����"��) � ���
������+����� � �","�� �����������# �"��� �'�"(��R �"��!+����� � ������ �'�"��� 
���!���� ���0� ��� 1← 2← 3← . . .← (n− 1)← n← 1.

P,��"��R ,�� .!����� ����(����� ������� ���0� ����!0Q� ��� ~���# 6�d

u1(x) = xR

u2(x) =

{
n−1
n−2x, 0 � x � n−2

n−1 ,

(n− 1)(1− x), n−2
n−1 � x � 1,

u3(x) =

{
n−1
n−3x, 0 � x � n−3

n−1 ,
n−1
2 (1− x), n−3

n−1 � x � 1,

. . .

un−k(x) =

{
n−1
k x, 0 � x � k

n−1 ,
n−1

n−k−1 (1− x),
k

n−1 � x � 1,

un−k+1(x) =

{
n−1
k−1x, 0 � x � k−1

n−1 ,
n−1
n−k (1− x),

k−1
n−1 � x � 1,

. . .

un−1(x) =

{
(n− 1)x, 0 � x � 1

n−1 ,
n−1
n−2 (1− x),

1
n−1 � x � 1,

un(x) = 1− x#
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"����!� .!����� ����(����� iJ�� �����" ������"���� � ��,�� n−i
n−1 # �"+�� 

����� ("���������"� � �"�����("��� ���� .!����� ����(�����#
���� �����	
��
� ������� � ���� ���� 
��� �
��	 ������ �
��� ���

�
� �� �",��� � ,"������ ��!,"� ���� �������# �� .!����� ����(����� '!�!� ����)
���R ������"������ �" ���# Sd

u1(x) = x,

u2(x) =

{
2x, x ∈ [0; 1

2 ],

2(1− x), x ∈ [ 12 ; 1],

u3(x) = 1− x.
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4�����)(!���� ������� �'�"��� ���!����R ��� ��������"���)����) ~�'�"�����
����� ����� ��� 1← 2← 3← 1# ������ � ����" ����� ����� �# ��������+��R ,��
��� ������+����� '!��� x, ������ ��+�� � ������"�� [ 12 ; 1]#

����� ������+����� �����" 6 ��� ���"� ����� �# �����) ��! �(������ ������+�J
��� �����" 6R � ���� ������+���� y ∈ [0, 1] ��! ����!�� ���"�)R ������ �( ����!0Q��
���'�"+��� d
• ��� �������� ������� 6 ������+���� ���'������R ,��'� u1(y) � δu1(x), ,��

*����"������ ���"������! y � δx;
• ��� �������� ������� S ������+���� �!+��R ,��'� u2(y) � δu2(x), ,�� *���J

�"������ ���"������"�

{
2y � 2δ(1− x),
2(1− y) � 2δ(1− x).

��"��(��!� *�� ���"������"R ���!,"�� ���!����� ������"� ��� ������+����
�����" % [δx; 1 − δ(1 − x)]R ������ !������������ ������� 6 � S# ������)�! �"���J
�!� .!����� ����(����� �����" % �"������� � ��,�� 0R �� ��! �����"�)�� ����"�)
������+���� x̂3 = δx.

������+"�� �'�"��!0 ���!���0# ����� ������+����� �����" % ��� ���"� ��G
��� �# ��! �����) �(������ ������+���� �����" 6 (x) � �����" % (δx). �" ��� ���
�����"�)��� ������+���� y ∈ [0, 1]d
• ,��'� ����� 6 ������ ������+����R ���'������ !������ y � δ2x�
• ,��'� ����� % ������ ������+����R �����'!���� !������ 1−y � δ(1−δx)# ����)

����(�� ���!������ ��z��� �����" S '!��� [δ2x; 1− δ(1− δx)]# 
"����!� .!�����
����(����� �����" S �"������� � ��,�� 1

2 . ��������+��R ,��
1
2 ∈ [δ2x; 1 − δ(1 − δx)]R

���0�" ����!��R ,�� �"��!,z�� ������+����� �����" S '!��� x̂2 = 1
2 .

��������� � ���! ������ �d
• ��� ���� ,��'� ��� ������+���� x '��� ������� ������� SR ���'������ ��J

�������� !����� 

{
2x � δ,

2(1− x) � δ;

• !������� �������� *���� ������+���� ��� �����" % '!��� !������ 1 − x �
δ(1− 1

2 ).

�"��� �'�"(��R ������"��� ��� ���!������� ��z���� �����" 6 '!��� [ δ2 ; 1 −
δ
2 ].

������)�! .!����� ����(����� �����" 6 ��(�"��"��R �� ��! ����!�� ������+��) x∗ =
1 − δ

2 . �"�����R ,�� ��� �0'��� δ ����� ����� x∗ � 1
2 R �"� � '��� ��������+���

� �","�� �"��!+���� # [�� � ���) ��z���� ("�",� �����������# &�� ���"������� ���
���� δ ∈ [0; 1].

���� �����	
��
� ������� � �
� �� ���� ���� 
��� �
��	 ������

�
��� ���
� �� �" ��� �����"�)��� ��z���� � ("�",� ����������� ���� ���R ���

/3$ � %��&� �
"�
� 
!&�D�)��, E�� E��&��� ��F(!E��&����� 5/55� �� ��� ���� 1



�����) ������ '!��� ���"�) ������+���� ����� �# ����" �'�"��"� ���!���� ���("�"
� ��������"���)����)0 ~�'�"����� ����� 2← 3← 1← 2# ���"+��R ,�� �����"�)���
������+����� �����" S '!��� x∗ = 1

2 .
�!��) ������+����� �����" S '!��� x = 1

2 . V���� �R (�"�R ,�� ������+�� �����
SR ����"�� ������+���� y ∈ [0, 1]R ������ �( ����!0Q�� ���"������R ������� �������J
���!0� .!������ ����(����� ������� S � %d

(����� 2)

{
2y � δ,

2(1− y) � δ;
(����� 3) 1− y � δ(1− 1

2 )#

���!,"�� ���!����� ����(�� [ δ2 ; 1 −
δ
2 ]R ���!�" ����!��R ,�� �!,z�� ������+����

x̂1 = 1− δ
2 # �"� �����R ���!,��� �� +� ��z����R ,�� � � �# S#6#

��� ��������� � ������ �# ��� �������� ��� ������+���� y ∈ [0, 1] ���'!����
���������� �"��� !����� d

(����� 1) y � δ(1 − δ
2 ); (����� 2)

{
2y � 2δ(1− 1 + δ

2 ),

2(1− y) � 2δ(1− 1 + δ
2 ).

���!,"�� y ∈ [δ(1− δ
2 ); 1−

δ2

2 ], ���!�" ����!��R ,�� �"��!,z�� ������+���� �����" %

x̂3 = δ(1− δ
2 )#

4���) �"��!�"�� ��� ������ �# ��� �������� ��� ������+���� y ∈ [0, 1] ���'��J
���� ���������� !����� d

(����� 1) y � δ2(1− δ
2 ); (����� 3) 1− y � δ(1− δ(1 − δ

2 )#

�"�����R ,�� 1
2 ∈ [δ2(1 − δ

2 ); δ(1 − δ(1 − δ
2 ))]R � y = 1

2 �"�� �"����!� .!�����
����(����� �����" S# �"��� �'�"(��R ������+���� x∗ = 1

2 �������� �����"�)�� 
���"����� �����" SR ���� �� �",��"�� ����������#

���� �����	
��
� ������� � �
� �� ���� ���� 
��� �
��	 ������

�
��� ���
� �� �������� ��z������������ �"��!+�����R �����+�� ���"("�)R ,��
�����"�)��� ������+����� ������ �R ���� �� �",��"�� ���������� ������R '!���
x∗ = δ(1− δ

2 )# �"��� �'�"(��R ��� �"��+����� �����"�)��� ���"���� ���"+��R ���
'!��� �",��"�) ����������# �"��� '!��� �����)(��"�) *��� �������#

�� U
X
	�
 �
�
�����	�� ?���*� n ��
 � �>W
� ���*�
�
���� �
��	� �	
�� δ� �!��) δ � 1

2 � ������ ����� ����� 6# ����" ���"�������
!����+�����#

���
���
	�
 �� ����

δ

(
1− δ

n− 1

)
� 2

n− 1
, ~6�

�� ��z����� ("�",� ����������� '!��� x∗ = 1− δ
n−1 #

� � � " ( " � � � ) � � � �# ���"+��R ,�� ��������"���)����) �����"�)���
������+��� ���+�" '��) �"�� d

1→ 1− δ

n− 1
,

2→ n− 2

n− 1
,

3→ n− 3

n− 1
,

. . .
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(n− 1)→ 1

n− 1
,

n→ δ

(
1− δ

n− 1

)
.

�"�����R ,�� '�( ���"��,���� �'Q����� ��+�� �(�����) ������� ������"��� �"�J
�!,z�� ������� �������R �",��"� � ������+���� �0'��� �����"R �"������ � �����" %#
����" ��������"���)����) ��� �'�"��� ���!���� ������ ��� 3 ← 4 ← . . . ← n ←
1← 2← 3.

��������� ���"�� ������+���� ����� �# ��� .!����� ����(����� ����� �"���J
�!� � ��,�� n−3

n−1 R ��������+��R ,�� *�� (�",���� � '!��� ��� ������+�����d x = n−3
n−1 #

����� ������� % ���"� ������+���� ����� �# �����) �� (�"��R ,�� ������+��
������!Q� ����� � �Q�� ��� �"��!,z� ����� y ∈ [0, 1]R ������ �( ����!0Q��
���"������d
• ,��'� ����� 1 ������ ������+���� yR ���'������ !������ u1(y) � δu1(x), ,��

*����"������ ���"������! y � δ n−3
n−1 ;

• ��� �������� ������� 3 ������+���� y �!+��R ,��'� u3(y) � δu3(x), ,��

*����"������ ���"������!

{
n−1
n−3y � δ,
n−1
2 (1− y) � δ;

• ,��'� ����� 4 ������ ������+���� yR ���'������ !������ u4(y) � δu4(x), ,��

*����"������ ���"������!

{
n−1
n−4y � n−1

3 δ(1− n−3
n−1 ),

n−1
3 (1− y) � n−1

3 δ(1 − n−3
n−1 );

. . .

• ��� �������� ������� (n−1) ������+���� y �!+��R ,��'� un−1(y) � δun−1(x),

,�� *����"������ ���"������!

{
(n− 1)y � 2

n−2δ,
n−1
n−2 (1 − y) �

2
n−2δ;

• �"�����R ��� �������� ������� (n) ������+���� y ���'������R ,��'� un(y) �
δun(x), ,�� *����"������ ���"������! 1− y � 2

n−2δ#
&'������� ��� ���"��,����d⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y � δ n−3
n−1 ,

y � δ 2
3
n−4
n−1 ,

y � δ n−3
2 ,

. . .

y � δ 2
(n−1)(n−2) ,

y � 1− δ 2

n− 1
.

������ �( !����� !����+�����R ���!,"��R ,�� ���!������ ������+����� ��J

���" S ���+�� '��) (�",���� �( ������"�"
[
δ n−3
n−1 , 1− δ

2
n−1

]
, �R �"� �"� n−2

n−1 ��+��

� *��� ������"��R �"��!,z�� ������+����� �����" S '!��� x̂2 = n−2
n−1 .

����� ������� S ��� ���"� ����� �# �����) �� (�"��R ,�� ������+�� ����� S# ���
�����"�)��� ������+���� y ∈ [0, 1] �"������� �� "�"����� � ������� ������+����
�����" 2R �# �# ��� ����R ,��'� ��� ������ ������� ������+���� �����" 1R ��� ���+��
!�����������) ����!0Q�� !�������d
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(����� 2)

{
n−1
n−2y � δ,

(n− 1)(1− y) � δ;

(����� 3)

{
n−1
n−3y � δ n−1

2 (1− n−2
n−1 ),

n−1
2 (1− y) � δ n−1

2 (1 − n−2
n−1 );

. . .

(����� n− 1)

{
(n− 1)y � δ n−1

n−2 (1−
n−2
n−1 ),

n−1
n−2 (1− y) � δ n−1

n−2 (1−
n−2
n−1 );

(����� n) 1− y � δ(1 − n−2
n−1 ).

&'������� ��� ���"��,����d⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y � n−2
n−1δ,

y � n−3
2(n−1)δ,

# # #

y � 1
(n−1)(n−2)δ,

y � 1− δ 1

n− 1
.

&��0�" �0'�� ������+���� �( ������"�"
[
n−2
n−1δ; 1− δ

1
n−1

]
'!��� ������� ���"�)����

�����"��# �"��!,z�� ������� �����" 1 '!��� (�",���� x∗ = 1− δ
n−1 R ������� !�"("��

� !����+�����#
��� ��������� � ������  # �� ���!� �� "�"�����R ���!,�� ���!����� ����(��

��� ������+���� y ∈ [0, 1] *���� �����" [δ(1− δ
n−1 ); 1− δ2

1
n−1 ]# �" �"���� ������"��

.!����� ����(����� �����" n !'��"��R (�",��R �"��!,z�� ������+����� �����" n
'!��� x̂n = δ(1− δ

n−1 )#
��� ��������� � ������ \ ! �]# ��� ���� ����(��� ��� �������� ��z���� '!���

[δ2(1− δ
n−1 ); 1− δ+ δ2(1−

δ
n−1 )]# �( !������ ~6� ����!�� δ

2(1− δ
n−1 ) �

1
n−1 . ������)�!

��"�"� ��"���" ����(�" �����" '��)z� 1
2 R �"����"�)��� (�",���� .!����� ����(�����

*���� �����" '!��� ����"���+"�) �"���! ������"�! � ��z����� ��� �����" n − 1
'!��� x̂n−1 = 1

n−1 #
��� ��������� � ������ \ ! �]# ��� ������+���� y ∈ [0, 1] �"������� �( ���"J

������
(����� 1) y � δ 1

n−1 ;

(����� 2)

{
n−1
n−2y � δ n−1

n−2
1

n−1 ,

(n− 1)(1− y) � δ n−1
n−2

1
n−1 ;

(����� 3)

{
n−1
n−3y � δ n−1

n−3
1

n−1 ,
n−1
2 (1− y) � δ n−1

n−3
1

n−1 ;

. . .

(����� n− 1)

{
(n− 1)y � δ,
n−1
n−2 (1− y) � δ;

(����� n) 1− y � δ(1 − 1
n−1 ).
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&'������� ���"��,����d

y � δ
1

n− 1
,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
y � 1− δ 1

(n−1)(n−2) ,

y � 1− δ 2
(n−1)(n−3) ,

. . .

y � 1− δ n−2
n−1 .

4������� �"��� ���)��� ���"��,���� � ���!,"��
[
δ 1
n−1 ; 1− δ

n−2
n−1

]
# ��"�"� ,"��)

������"�" �����" '��)z� 1
2 R ,�� �������� � ���"������"� δ 1

n−1 � 2
n−1 � 1 − δ n−2

n−1 R
" (�",��R �"����!� .!����� ����(����� �����" (n−2) ����"���+�� *���! ������"�!
� ����� ��+�� ������+��) x̂n−2 = 2

n−1 .
������+"� �"���� �"��!+�����R !��"�����R ,�� �"��!,z��� �����"�� �������

(n − 3), . . . , 3 '!�!� �������������� 3
n−1 ,

4
n−1 , . . . ,

n−3
n−1 # �"��� �'�"(��R ������+����

�����" % � �","�� � ����� �'�"��� ���!���� ����"�"0� �R ������"���)��R !����+��J
��� ���"("��#

������8� (�",���� � ������"��R � ������� ��z���� ����� ��� x∗ = 1− δ
n−1 ���

�"(��� δd

� T �/ 5/ 0/ T/ �//
(0, δ) u/+ /�Tv u/+ /�552.v u/+ /��/T.v u/+ /�/A.�v u/+ /�/1/.v u/+ /�/5/5v

���� �
��	� "

���� δ� 4 *��� ��!,"� ��z���� ("����� �� ,������� ����J
,����" �������# �"�������� ��������"���)����) ������+��� 1 → 2 → 3 → · · · →
(n− 1)→ n→ 1.

������ �
��	� "

���� δ� #���
� �

���$��
 ���
�
��
���
���
	�
 �� �!��) n Y ,�����# ������"��� ��� � ���� n = 2k. ����"R ����

δk−1

1 + δk
� k − 1

2k − 1
, ~S�

�� �����"�)��� ������+����� �����" 6 '!��� x∗ = 1
1+δk #

� � � " ( " � � � ) � � � �# &'�"��"� ���!���� �����"�" �" ����!0Q� �������J
�"���)�����d 1← 2← · · · ← n← 1.

�!��) ����� � �����"�"�� x# ��������+��R ,��

x ∈
[
k − 1

2k − 1
;

k

2k − 1

]
. ~%�

��"���� ������"�" Y �"����"�)��� ������z� ������� (n− k) = n
2 � (n− k + 1) =

n
2 + 1#

����� ��� ����� �����  # \��'� ��� ������+���� y ∈ [0, 1] ������� ���"�)���
������R ���'������ ���������� �"��� ���"������d

(����� 1) y � δx;

(����� 2)

{
n−1
n−2y � δ n−1

n−2x,

(n− 1)(1− y) � δ n−1
n−2x;

(����� 3)

{
n−1
n−3y � δ n−1

n−3x,
n−1
2 (1− y) � δ n−1

n−3x;

. . .
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(����� n− k)
{
n−1
k y � δ n−1

k x,
n−1

n−k−1 (1 − y) � δ n−1
k x;

(����� n− k + 1)

{
n−1
k−1 y � δ n−1

n−k (1− x),
n−1
n−k (1 − y) � δ n−1

n−k (1− x);
. . .

(����� n− 1)

{
(n− 1)y � δ n−1

n−2 (1− x),
n−1
n−2 (1− y) � δ n−1

n−2 (1− x);

(����� n) 1− y � δ(1− δx).
&'������� *�� ���"��,����d

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y � δx,

. . .

y � δx,

y � δ k−1
n−k (1− x),

. . .

y � δ
n−2 (1− x),

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y � 1− δ
n−2x,

y � 1− 2δ
n−3x,

. . .

y � 1− δ n−k−1
k x,

y � 1− δ(1 − x),
. . .

y � 1− δ(1 − x).

����,����� ���"������ ��+�� !���)z��)d{
y � δx,

y � δ k−1
n−k (1− x),

{
y � 1− δ n−k−1

k x,

y � 1− δ(1 − x).

������)�! x ∈
[
k−1
2k−1 ;

k
2k−1

]
R �� δx � δ k−1

n−k (1−x) � 1−δ(1−x) � 1−δ n−k−1
k x# �"�����

������"� ��� ���!������� ������+���� �����" n [δx; 1−δ(1−x)]# �"��!,z�� �������
��� �����" n ��"��� x̂n = δx# �����) ��������+��R ,��

δx ∈
[
k − 1

2k − 1
;

k

2k − 1

]
. ~$�

��� �����"���� ������ \ ! �]# �� ���!� �� "�"�����R ���!,�� ���"������"{
y � δ2x,

y � δ k−1
n−k (1− δx),

{
y � 1− n−k−1

k δ2x,

y � 1− δ(1− δx).

P !,���� ���"��,���� ~$� ��� ����!� ��� 1 − δ(1 − δx) � 1 − n−k−1
k δ2x � δ2x �

δ k−1
n−k (1−δx)# ����" ���!����� ������"� '!��� [δ2x; 1−δ(1−δx)]R ���!�" �"��!,z� 

����� �����" (n− 1) x̂n−1 = δ2x# ��������+��R ,�� δ2x ∈
[
k−1
2k−1 ;

k
2k−1

]
.

�"���� �"��!+����� '!��� ������+"�) �� �"��!������ ���" ������
(
 ! % ^

�
)
R ������ ������+�� x̂n−k+1 = δkxR � !�������

δkx ∈
[
k − 1

2k − 1
;

k

2k − 1

]
. ~/�
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 ������ \ ! %] ���!������ ������"��� ��� �������� ��z���� '!���
[δk+1x; 1− δ(1− δkx)]# �" *��� �"( �����'!��R ,��'� !������

k − 1

2k − 1
� 1− δ(1− δkx) � k

2k − 1
.

����" �"��!,z�� ������+����� �����" (n− k) ��"��� x̂n−k = 1− δ(1− δkx).
��� ��������� � ������ \ ! % M �]# ��� ���� ���!������ ������"��� ���

�������� ��z���� '!��� [δ(1− δ(1− δkx)); 1− δ2(1− δkx)]# 4���) �����'!�� !������

k − 1

2k − 1
� 1− δ2(1− δkx) � k

2k − 1
.

�"��!,z�� ������+����� ��� �����" (n− k − 1) '!��� x̂n−k−1 = 1− δ2(1− δkx)#
������+"� �"��!+����� �� "�"�����R ��� �� ��� �� ������ �# &� ������+��

x̂2 = 1− δk−1(1 − δkx)R � ���"��,���� '!�!� k−1
2k−1 � 1− δk−1(1 − δkx) � k

2k−1 # ����'J
�"(��"� ���"������"R ����� !������

k − 1

2k − 1
� 1− δk−1(1− δkx) � k

2k − 1
. ~O�

4���) �"��!�"�� ��� ������ �# ���!������ ������"��� ��� �������� ��� ��z�J
��� '!��� [δ(1−δk−1(1−δkx)); 1−δk(1−δkx)]# W!����� ����(����� �����" 6 ��(�"��"��R
������"���)��R ��� �"��!,z�� ������+����� '!��� x̂1 = 1 − δk(1 − δkx)# ������)�!
������+���� �����" 6 � �","�� � ����� ����������� ���+�� ����"�"�)R �� ���!,"��
!�"������ ��� ��� �����"�)���� ������+����

x = 1− δk(1− δkx)⇒ x =
1− δk
1− δ2k ⇒ x∗ =

1

1 + δk
.

�����"���� �"��!,z�� ������+���� x∗ � ~O�R ���!,"�� !������ ~S�d

δk−1

1 + δk
� k − 1

2k − 1
.

4��������� *���� ���"������" ���,�� (" ��'� ���������� !����� ~%�R ~/�R ~O�R !�J
���+����� ���"("��#

�������� (�",���� � ������"��R � ������� ��z���� ����� ��� x∗ = 1
1+δk

R ���
�"(��� δd

n A �/ 5/ 0/ T/ �//
(δ, 1) u/�2T2A+ �v u/�.00A+ �v u/�.�2�+ �v u/�..12+ �v u/�..�5+ �v u/�...A+ �v

������ �
��	� "

���� δ� ������
� �

���$��
 ���
�
��
���
���
	�
 �� �!��) n Y ��,�����# ������"��� ��� � ���� n = 2k+1# ����"R

���� !������

δk � k − 1

k
, ~5�

�� ��z����� ���� '!��� x∗ = 1− 1
2δ
k#

� � � " ( " � � � ) � � � �# ���� � ��!,"� � ,����� ����,������ ������� 1
2 ���"�"�"

� ������"�
[
k−1
2k−1 ;

k
2k−1

]
R ��� ���"� ��"���" Y �"����"�)�� ������z �����" (n −
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k + 1)R " ��"�"� ��"���" Y �"����"�)�� ������z �����" (n− k)R �� �����)R ����"
,���� ������� ��"�� ��,�����R ! �����" (n−k) �"����"�)�� ������z ������������
� 1

2 = k
n−1 R " ������"� ��� ������+���� �����" 6 ��"���

[
k−1
2k ; k+1

2k

]
#

������ z"�� '!�!� ��������) ��z���� ��� ,������ ����,����" ������� � �� 
�"(���� R ,�� ����� � ������+�� x ∈

[
1
2 ;

k+1
2k

]
� ������ n, (n−1), (n−2), . . . , (n−k+1)

'!�!� ���"�) ������+���� δx, δ2x, δ3x, . . . , δkx, δix ∈
[
k−1
2k ; 12 ], i = 0, 1, 2, . . . , k.

�"��!�"�� ��� ������ \ ! %]# ��� �������� ��� ������+���� y ∈ [0, 1] ���'J
������ ���������� ����!0Q�� ���"������d

(����� 1) y � δk+1x;

(����� 2)

{
n−1
n−2y � n−1

n−2δ
k+1x,

(n− 1)(1− y) � n−1
n−2δ

k+1x;

(����� 3)

{
n−1
n−3y � n−1

n−3δ
k+1x,

n−1
2 (1− y) � n−1

n−3δ
k+1x;

. . .

(����� n− k − 1)

{
n−1
k+1 y � n−1

k+1 δ
k+1x,

n−1
n−k−2 (1 − y) �

n−1
k+1 δ

k+1x;

(����� n− k + 1)

{
n−1
k−1 y � δ n−1

n−k (1− δkx),
n−1
n−k (1 − y) � δ n−1

n−k (1− δkx);. . .

(����� n− 1)

{
(n− 1)y � δ n−1

n−2 (1 − δkx),
n−1
n−2 (1− y) � δ n−1

n−2 (1 − δkx);

(����� n) 1− y � δ(1 − δkx).
&'������� � ����"��� ���"��,����d{

y � δk+1x,

y � k−1
n−kδ(1 − δkx),

{
y � 1− n−k−2

k+1 δk+1x,

y � 1− δ(1 − δkx).

�( *��� ���"������ ���!,"�� ���!����� ������"� ��� ������+��� �����" (n− k)
[δk+1x; 1 − δ(1− δkx)]# �����) ��������+��R ,��

δk+1x � 1

2
� 1− δ(1− δkx). ~1�

����" �"��!,z�� ������+����� �����" (n− k) '!��� x̂n−k = 1
2 .

�"��!�"�� ��� ������ \ ! % ! �]# ��� �"��!,z�� ������+���� y ∈ [0, 1] ���!J
,"���� �( ���!������� ������"�" [ 12δ; 1−

1
2δ]R � ��� '!��� x̂n−k−1 = 1− 1

2δ# ��������J
+��R ,��

1− 1

2
δ ∈
[
1

2
;
k + 1

2k

]
. ~c�

������+"� *�� �"��!+�����R ���!,��R ,�� �����"� (n− k− 2), (n− k− 3), . . . , 2
'!�!� ������������"�) ������+���� 1− 1

2δ
2, 1− 1

2δ
3, . . . , 1− 1

2δ
k−1. }!��� �,��"�)R ,��

��� ������+���� ����"���+"� ����(�!
[
1
2 ;

k+1
2k

]
.

4���) �"��!�"�� ��� ������ �# ��� ������+���� y '!��� �������R ����

(����� 2)

{
n−1
n−2y � n−1

n−2δ(1−
1
2δ
k−1),

(n− 1)(1− y) � n−1
n−2δ(1−

1
2δ
k−1);

. . .
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(����� n− 1)

{
(n− 1)y � n−1

n−2
1
2δ
k,

n−1
n−2 (1− y) �

n−1
n−2

1
2δ
k;

(����� n) 1− y � 1
2δ
k.

&'������� !������d⎧⎪⎨⎪⎩
y � δ(1− 1

2δ
k−1),

. . .

y � 1
2(n−2)δ

k,

⎧⎪⎨⎪⎩
y � 1− 1

2(n−2)δ(1−
1
2δ
k−1),

. . .

y � 1− 1
2δ
k.

&��������� ���!����� ������"� ��� ������+���� �����" 6d [δ(1− 1
2δ
k−1); 1− 1

2δ
k]#

�"��!,z�� ������+����� *���� �����" �������� x∗ = 1− 1
2δ
k.

�"� �"� �����)(!���� ����� �'�"��� ���!����R �� ������+���� �����" 6 � �","J
�� � ����� ����������� ���+�� ����"�"�)R " (�",��R x∗ ∈

[
1
2 ;

k+1
2k

]
R ���!�" ���!,"��

!������ ~5� �( !����+�����

δk � k − 1

k
.


������ ~1�R ~c� ��� !������ ~5� !����+����� % �������0���# 
����+����� ���"("��#
�������� (�",���� � ������"��R � ������� ��z���� ����� ��� x∗ = 1− 1

2δ
kR ���

�"(��� δd

n 2 �� 5� 0� T� �/�
(δ, 1) u/��20A+ �v u/�.TA1+ �v u/�.�.T+ �v u/�..T1+ �v u/�..�1+ �v u/�...A+ �v

�� (���)*
	�
� 4 �"'��� � "�"����,����� ���� �" ���� �"��������R �����z��J
��� �� ������"� � ��"��� ��"����"���� ���"���� ��� ("�",� � ������� �����,�#
����������� �"��!+����� ���"(��"0�R ,�� ��� �(������� δ �� 0 �� 1 �����"�)���
������+���� �����" 6 !'��"�� �� 1 �� 1

2 R �# �#R ����" (�",���� δ '��(�� � 6R ! �������
����"��,�� ����� ������� ��� �����������R ��*���! ������+���� �����" 6 ���+��
'��) ���"�������� ��� ����# ���� +� ���������!0Q� ."���� '��(�� � 3R ����(��J
��� ������� '����� !'��"0�R � ��� ���+�� '����� ������) ��z����R ,�� �������
�����! 6#


����
���
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122345$$678�79:$�,�	�;
.$���,�$43<=�,�	,		�/,� Z[S \=448RS]

N :RXP'21P79P28V X76PO 7W V7X3P2828TP 6PV8487S 7S R XPP2 28XP 84 V7S486P9P6� c1P9P R9P n
3ORYP94 b17 R9P SP:728R28S: 21P XPP28S: 28XP� c1P 7<dPV28TP 84 27 jS6 R XPP2 28XP 21R2
4R284jP4 ROO 3R928V83RS24� c1P 3ORYP94g =28O828P4 R9P 9P39P4PS2P6 <Y O8SPR9 =S8X76RO W=SV287S4
ui(x), x ∈ [0, 1], i = 1, 2, ..., n� c1P XRi8X=X TRO=P4 7W 21P =28O82Y W=SV287S4 R9P O7VR2P6 R2
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b8OO 6PV9PR4P 397379287SROOY 27 δ� c1=4B 8W 21P 3ORYP94 1RTP S72 V7XP 27 R 6PV8487S <PW79P 28XP
tB 21PS R2 28XP t 21P89 =28O828P4 R9P 9P39P4PS2P6 <Y 21P W=SV287S4 δt−1ui(x), i = 1, 2, ..., n. �P
b8OO O77Q W79 R 47O=287S 8S 21P VOR44 7W 42R287SR9Y 429R2P:8P4B b1PS 82 84 R44=XP6 21R2 21P
6PV8487S4 7W 21P 3ORYP94 b8OO S72 V1RS:P 6=98S: 21P SP:728R287S 28XPB 8� P� 21P 3ORYP9 i b8OO
XRQP 21P 4RXP 7�P9 R2 42P3 i RS6 R2 4=<4Pe=PS2 42P34 n+ i, 2n+ i, . . . � c184 b8OO ROO7b =4 27
O8X82 7=94POTP4 27 V7S486P98S: 21P V1R8S 7W 4PS2PSVP4 1 → 2 → 3 → . . . → (n− 1) → n → 1.
�P b8OO =4P 21P XP2176 7W <RVQbR96 8S6=V287S� c7 67 2184B R44=XP 21R2 3ORYP9 n 84 O77Q8S:
W79 184 <P42 9P437SVPB QS7b8S: 3ORYP9 �g4 397374ROB 21PS 3ORYP9 (n− 1) 84 O77Q8S: W79 184 <P42
9P437SVPB QS7b8S: 3ORYP9 ng4 47O=287SB P2V� [S 21P PS6B bP jS6 21P <P42 9P437SVP 7W 21P 3ORYP9
1, RS6 82 417=O6 V78SV86P b821 184 7�P9 R2 21P <P:8SS8S: 7W 21P 397VP6=9P� c1=4B 21P 9PR47S8S:
8S 21P XP2176 7W <RVQbR96 8S6=V287S 1R4 21P W79X 1 ← 2 ← 3 ← . . . ← (n − 1) ← n ← 1.
c1P 4=<:RXP 3P9WPV2 Pe=8O8<98=X 8S 21P VOR44 7W 42R287SR9Y 429R2P:8P4 84 W7=S6 8S RSROY28VRO
W79X� [2 84 417bS 21R2 b1PS δ V1RS:P4 W97X 1 27 0B 21P 7328XRO 7�P9 7W 3ORYP9 � V1RS:P4 W97X
1
2
27 1� c1R2 84B b1PS 21P TRO=P 7W δ 84 VO74P 27 �B 21P 3ORYP94 1RTP R O72 7W 28XP 27 SP:728R2PB

47 21P 7�P9 7W 3ORYP9 � 417=O6 <P WR89 27 PTP9Y7SP� [W 21P 684V7=S28S: WRV279 84 VO74P 27 ,B
21P =28O828P4 7W 21P 3ORYP94 6PV9PR4P4 9R386OY RS6 21PY X=42 e=8VQOY XRQP R 6PV8487S 21R2 84
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