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На материковом склоне для смешанных топографо-планетарных волн в приближении твердой крышки и экспоненциального профиля стратификации найдено дисперсионное соотношение в терминах функций Бесселя. Проведен его численный анализ как для положительных, так и отрицательных меридиональных уклонов топографии. Показано, что учет экспоненциальной стратификации, по сравнению с постоянным профилем стратификации, имеет двоякий эффект. С одной стороны, действительно, экспоненциальный профиль стратификации приводит к меньшим вертикальным собственным числам и, как следствие, большим скоростям распространения топографо-планетарных волн, чем на постоянном профиле стратификации. С другой стороны, влияние топографии на собственные значения незначительно. Если при переходе от бароклинной моды к поверхностной моде для постоянного профиля стратификации топография может привести к четырехкратному увеличению скорости распространения волн для первой бароклинной моды, то для экспоненциального профиля такое влияние ограничено 30%. Как следствие, смешанные топографо-планетарных волны не обладают повышенной чувствительностью к профилю стратификации, как было установлено ранее. Переход от бароклинной моды к поверхностной моде при экспоненциальном профиле стратификации, как и при постоянном профиле стратификации, происходит в диапазоне углов наклона 10-4 ~ 10-2 для 100-километровых длин волн.
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1. ВВЕДЕНИЕ


	Учет влияния стратификации (бароклинности) на топографические волны Россби для открытого океана впервые было рассмотрено в работах Райнса [13, 14, 15]. В работе [18] дается следующее определение видов топографий: если , где L – масштаб длины волны, a – масштаб изменчивости топографии, то такая топография (bottom topography) называется грубой (roughness) (см. также [1, 2, 16]. Если L ~ a, такая топография называется волнистой (undulations). При , такая топография называется склоном (slope) [13, 14, 2, 17]. В данной работе рассматривается топография типа «склон» при наличии экспоненциальной стратификации.





В баротропном океане, вне зависимости от величины уклона и волнового числа, β-эффект действует как меридиональный склон, или, другими словами, меридиональный склон равносилен β-эффекту. Эти два физических фактора в задаче складываются алгебраически. Градиент абсолютной планетарной завихренности имеет вид ~, откуда получаем, что склон становится равносильным β-эффекту при величинах уклона ~ = 0.6 × 10-3, где H = 4 км – средняя глубина океана, R – радиус Земли. 
	При наличии стратификации такого прямого арифметического сложения в общем случае не происходит. Арифметическое сложение топографического склона и β-эффекта при наличии стратификации происходит только асимптотически в частных случаях, либо в длинноволновом пределе для баротропной моды [14], либо при малой стратификации для топографической моды [12], либо для бароклинных мод при малых уклонах в длинноволновом приближении [5, 6].

	Спектральная задача топографических волн на склоне при наличии стратификации обладает анизотропией к направлению меридионального склона. Для положительных уклонов (мелеющая к полюсу вода в Cеверном полушарии) баротропная мода пропадает: она замещается топографической (локализованной в окрестности дна) модой. При отрицательных уклонах баротропная мода имеется, но ее поведение зависит от длины волны и величины уклона топографии. При больших длинах волн или малых уклонах топографии – это классическая быстрая баротропная мода. В то же время для коротких длин волн или больших уклонах топографии она становится похожей на медленную бароклинную моду (будет показано ниже). Бароклинные моды трансформируются в так называемые поверхностные моды, вертикальная структура решения локализуется в верхнем слое океана. Однако влияние топографии носит конечный характер, и частота волн Россби ограничена сверху максимальным четырехкратным ее увеличением [14]. Важно отметить, что перестройка вертикальной моды при постоянной стратификации и изменение вертикального собственного числа происходят в диапазоне волновых чисел  и уклонов дна от 0.1 до 10 в единицах бета-параметра. Перестройка решений при постоянном профиле стратификации не уходит далеко от паритетного баротропного диапазона по величине уклонов топографии и β-эффекта (α ~ 10-3, δ ~ 10-2). В работах Райнса [13, 14, 15] и последующих исследованиях профиль стратификации полагался постоянным. При этом Райнс полагал, что если взять реальный профиль стратификации, а не постоянное значение, то влияние стратификации на топографические волны будет еще меньше. Впоследствии появились аналитические решения и для экспоненциального профиля стратификации: например, в работе [19] – экспоненциальный профиль стратификации без учета топографии, в работах [9, 10] – экспоненциальный профиль стратификации с учетом топографического меридионального склона. Данным работам предшествовала известная работа [3].
Однако, в работе [10] для экспоненциального профиля стратификации получился, на наш взгляд, несколько неожиданный результат – перестройка решения с бароклинной моды на поверхностную моду происходит при существенно меньших величинах уклона топографии, по сравнению с постоянным профилем стратификации. Появляется некая суперчувствительность решения от вида профиля стратификации, или наоборот, сверхчувствительность бароклинной моды к топографии, что может свидетельствовать о некой структурной неустойчивости классического решения Райнса.
В настоящей работе, опираясь на результаты [19], мы получили уравнение на собственные значения, отличное от уравнения [10], и выполнили численные расчеты как для положительных, так и для отрицательных меридиональных уклонов. При этом мы получили результаты, отличные от результатов работы [10], в величине уклонов, при которой происходит переход с бароклинной моды на поверхностную [10, 6].
Наши результаты говорят о справедливости предположения Райнса о несущественности вида профиля стратификации для оценки частот волн Россби на топографическом склоне. Аналогичные результаты, свидетельствующие о несущественности влияния профиля стратификации на краевую задачу, были получены ранее в работах по численному счету волн Россби на реальных профилях топографии [7, 8].
2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В безразмерных масштабах Райнса [13] 

				(1)
уравнения для планетарных волн в приближении β-плоскости при наличии стратификации и топографии имеют вид
	для плотности:

, 									(2)
	гидростатики:

.									(3)


Здесь u и v – компоненты скорости в x и y направлениях, H – глубина, p – давление, ρ – плотность воды, f – параметр Кориолиса. Принята классическая правая система координат, оси x, y направлены на восток и на север соответственно, ось z направлена вверх;  – число Бюргера, которое полагаем постоянным порядка 1, N – частота Брента-Вяйсяля. Действительно, при N = O(10-3 рад/сек), H0 = 5 × 103 м и L = 105 м находим . 
Топографию задаем в следующем виде (см. [13], [11, ур-е (20.24)]):

,						(4)

где δ – реальный уклон дна. В данной постановке есть два волнообразующих параметра: β-параметр (изменение параметра Кориолиса с широтой) и топография, градиент которой задается параметром . Следуя Райнсу, будем учитывать оба фактора, считая их одного порядка, полагая α ~ 10-3. Принимая H0 = 5 × 103 м, L = 105 м, получаем δ ~ 10-2.
	За верхнее кинематическое условие примем условие твердой крышки

.									(5)
Нижнее граничное кинематическое условие – условие непротекания:

.							(6)


	Ищем решение в виде плоской волны , где k и l – зональное и меридиональное волновые числа, для определенности принимается стандартное предположение и положительности частоты:  [4). Далее, следуя работе [13], строим асимптотическое разложение по малому топографическому параметру δ. Принимаем низкочастотное приближение, отфильтровывающее внутренние волны и волну Кельвина [13]:

								(7)
Далее, применяя к уравнениям классическую процедуру редукции поля скорости, получаем следующее уравнение для давления:

,					(8)

где . При этом в дальнейшем также будет использовано безразмерное выражение для меридиональной компоненты скорости через давление

.									(9)
Верхнее граничное условие – «твердая крышка»:

.								(10)
Нижнее граничное условие – условие непротекания:

.							(11)

Искомая частота  входит как в дифференциальное уравнение, так и в нижнее граничное условие.
3. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ СТРАТИФИКАЦИЯ. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ
Перепишем (8) в следующем виде:

,							(12)
где rn – переменная разделения [19]. Тогда

							(13)
или

.								(14)
В случае экспоненциальной стратификации для плоского дна аналитические решения в терминах функций Бесселя для волн Россби были найдены в работах [19, 9]. В безразмерном виде

,				(15)

где a – так называмый e – параметр (e-folding). Физически a – это величина, обратная глубине (в нашем случае это безразмерная величина, обезразмеренная на глубину океана 5 км, на которой стратификация уменьшается в e (2.71) раз). Так как безразмерная глубина океана изменяется в интервале , принимаем за типичное размерное значение e-параметра один км, если при численных расчетах учитывается a = 5 (не путаем c a – масштабом топографии в работе Райнса [13], см. п. 1. ВВЕДЕНИЕ). S0 – безразмерное значение стратификации на поверхности. В модели с постоянной стратификацией полагается N ~ 10-3, тогда для волны длиной 100 км S ~ 1, а для поверхностного значения стратификации N ~ 10-2 получаем оценку S ~ 10 [10].

	Выражение для вертикальной скорости , удовлетворяющее верхнему граничному условию «твердой крышки» (см. [19], Appendix A) с точностью до численного нормирующего множителя, выражается в терминах функций Бесселя 

			(16)
Или иначе

,		(17)

где  – нормирующий множитель (см. [19], Appendix A). Тогда давление можно записать следующим образом:

.					(18)
Или иначе

,						(19)

где  – нормирующий множитель ([19], Appendix A).
	В Приложении настоящей статьи даны соотношения, показывающие, как найти давление через вертикальную скорость – метод решения, представленный в работе [19], и наоборот, вертикальную скорость через давление – метод решения [9], что говорит о тождественности двух решений в работах [19] и [10].
3.1.  Экспоненциальная стратификация. Плоское дно

Сначала рассмотрим решение с плоским дном. Для нижнего граничного условия  получаем уравнение

.			(20)




Численно получаем следующий результат: полагая a = 5, находим корни первых трех бароклинных мод: . Численно убеждаемся, что при предельном переходе к постоянной по вертикали стратификации () получаем классические результаты бароклинной задачи: . Связь бароклинного радиуса Россби Rn с rn обратно пропорциональная: Rn ~ . Вертикальная структура полученных решений в терминах функций Бесселя показана на рисунке 1. Вместо баротропной моды топографии r0 (константа по вертикали) на рисунке 1 показано ее асимптотическое состояние (при больших отрицательных уклонах) при переходе в медленную бароклинную моду. 
3.2. Экспоненциальная стратификация. Меридиональный уклон топографии

При наличии топографии нижнее граничное условие в безразмерном виде  принимает вид

	.				(21)
Подставляя (14) в (21), находим

.		(22)

Данное уравнение (22) отличается от уравнения (10) из работы [10] множителем  в правой части равенства.
3.3.  Численный счет
Мы нашли численное решение уравнения (22) как для положительных, так и для отрицательных уклонов. Решения представлены на рисунке 2. 
Анализ рисунка 2 приводит к интересным выводам. Видно, что при положительных уклонах нет баротропной моды. Спектр начинается с первой бароклинной моды. Для положительных уклонов первая бароклинная мода уменьшает собственное вертикальное число при увеличении наклона топографии. Тем самым топография способствует увеличению скорости распространения бароклинных волн. 
Однако наиболее удивительным является трансформация баротропной моды при отрицательных уклонах. Именно эта мода помогает закрыть весь возможный диапазон скоростей волн Россби в стратифицированном океане [14]. Трансформация баротропной моды при отрицательных уклонах начинается от быстрой баротропной моды (малые уклоны топографии) до медленной бароклинной моды. На рисунке 1 представлена вертикальная структура этой баротропной моды, когда она выходит на медленный бароклинный режим. Отметим, что качественно наши расчеты для экспоненциальной стратификации схожи с результами работы [13] для постоянной стратификации, но результат работы [10] лежит гораздо левее, в области слишком малых топографических уклонов. 
Из рисунка 2 также видно, что для положительных уклонов реализуется только половина бароклинных мод, что отмечалось еще Райнсом [13]. Однако вторая половина мод никуда не исчезает, а реализуется для отрицательных углов наклона.
4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ


При постоянной стратификации для первой бароклинной моды на положительном меридиональном склоне собственное вертикальное значение изменяется по следующему закону:  стремится к , т.е. влияние топографии приводит к двухкратному уменьшению вертикального волнового числа и, как следствие, частота и фазовая скорость длинных волн Россби могут увеличиться в четыре раза. 
Для экспоненциального профиля стратификации при принятых безрамерных параметрах a = 5, S0 = 10 для первой бароклинной моды получаем: r1 = 2.765/2 = 1.38 (без топографии) и r1 = 2.4048/2 = 1.20 (бесконечно большой уклон). Следовательно, на экспоненциальном профиле топографии волны Россби распространяются быстрее. Следует подчеркнуть, что влияние топографии на эти волны невелико: увеличение частот и скоростей составляет не более 30%. В настоящей работе горизонтальные асимптоты для положительного уклона совпадают с результатом работы [10]. 

По оси ординат у нас – безразмерная величина . Наши результаты не подтверждают сверхчувствительность краевой задачи топографических волн Россби к профилю стратификации. Переход от бароклинной к поверхностной моде, согласно нашим расчетам, происходит в классическом диапазоне – в том же самом, что и при постоянной стратификации, когда топография сравнивается с β-параметром. В размерных величинах переход просходит в диапазоне 10-4–10-2, в то время как, согласно результатам [10], все происходит при гораздо меньших уклонах. В работе [10] при 10-4 перестройка моды уже закончилась, в то время как по нашим расчетам она только начинается. С физической точки зрения, на наш взгляд, это более оправдано и ожидаемо. Кроме того, это соотвествует идее Райнса [10] о несущественности вида профиля стратификации на спектральную задачу волн Россби, а также численному счету в работах [7, 8].
Есть еще один аспект, на который мы бы хотели обратить внимание: это нормировка собственных функций. Для плоского дна такие нормировки есть в работе [19], и мы их использовали при построении графиков первых трех бароклинных мод на рисунке 1. Однако заметим, что при учете топографии собственные функции и собственные значения краевой задачи зависят от угла наклона. Следовательно, и нормировка будет также зависеть от угла наклона топографии. Поскольку мы не знаем нормировок с учетом топографии, то рисовать графики собственных функций и утверждать, что вертикальные скорости на дне быстрее затухают в модели с экспоненциальной стратификацией, не совсем корректно.
Основной результат данной работы можно сформулировать следующим образом: учет экспоненциальной стратификации, по сравнению с моделями с постоянной стратификацией, качественно улучшает результаты в части построения вертикальных собственных функций. При этом задача остается структурно устойчивой в том смысле, что переход от бароклинных к поверхностным модам происходит в том же диапазоне уклонов топографии, и никакой сверхчувствительности при экспоненциальном профиле стратификации нет. 

[bookmark: _GoBack]	ПРИЛОЖЕНИЕ 
	Если идти от формул работы [19], которые позволяют найти решение для вертикальной скорости, надо дифференцировать вертикальную скорость, чтобы найти давление. Тогда используем следующее известное соотношение для производой функции Бесселя:

.							(23)
В силу простоты выкладок, мы опускаем подробности преобразований. Отметим, что если идти от решения в работе [10], в которой строится решение в терминах функций Бесселя, нужно дифференцировать давление, чтобы найти вертикальную скорость:

.				(24)
Теперь используем следующее рекуррентное соотношение

,						(25)
в котором вместо Y можно использовать также и J-функцию Бесселя [18]. Если

,							(26)
то дифференцированием получаем

,							(27)
откуда находим вертикальную скорость

,					(28)
что с точностью до нормирующего множителя совпадает с результатами работ [19] и [10] и говорит о тождественности решений в этих двух работах.
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Рис. 1. Вертикальные собственные функции при экспоненциальной стратификации для трех бароклинных мод при a = 5 и отсутствии топографии: n = 1, ; n = 2, ; n = 3, . Баротропная мода, модифицированная отрицательным уклоном топографии (медленная бароклинная мода): n = 0, . Зависимость от давления p (вверху) и вертикальной составляющей скорости w (внизу).
[image: ]

Рис. 2. Спектральная задача волн Россби на меридиональном склоне при отрицательных (слева) и положительных (справа) уклонах для различных длин волн λ (численное решение уравнения (22)). Рисунок внизу – графики для положительных уклонов. Пунктиром показаны решения уравнения (22) без экспоненциального множителя в правой части. По оси абсцисс даны значения α/β, где топографический параметр α принимается в единицах β-параметра. Все расчеты сделаны в безразмерном виде. Для перехода к размерным величинам необходимо α умножить на  (приближенно – на 10-3).
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