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Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ïî ïëîñêî-
ñòè ñ îðòîòðîïíûì àäãåçèîííûì òðåíèåì. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ òâåðäîãî
òåëà, óñëîâèÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ è îïðåäåëåíû âåëè÷èíû íà÷àëüíîãî óñêîðåíèÿ è åãî
íàïðàâëåíèå. Ðåøåíà çàäà÷à î ôèíàëüíîì äâèæåíèè òîíêîãî êîëüöà è äèñêà ïî ïëîñ-
êîñòè ñ îðòîòðîïíûì àäãåçèîííûì òðåíèåì. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè ðåçóëüòàòàìè ïðè íàëè÷èè ëèíåéíîãî îðòîòðîïíîãî òðåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àíèçîòðîïíîå òðåíèå, îðòîòðîïíîå òðåíèå, äèíàìèêà ñèñòåì ñ òðå-

íèåì.

Ââåäåíèå. Â [1, 2] ââîäèòñÿ àññîöèèðîâàííûé çàêîí îðòîòðîïíîãî òðå-
íèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè ðàáîòàìè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñè ïðÿìîóãîëüíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè ñêîëüæåíèÿ: ñèëà
òðåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, âäîëü îñè Ox ðàâíà fxN , âäîëü
îñè Oy � fyN , N � íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ ïëîñêîñòè. Êîíåö âåêòîðà ñèëû òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ îïèñûâàåò â ïëîñêîñòè Oxy ýëëèïñ
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Âåêòîð ñèëû òðåíèÿ íå ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ýëëèïñà òðåíèÿ (1). Ïîýòîìó
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
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Â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå F (Tx, Ty) = 0. Ñîñòàâèì
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà â âèäå ñóììû äèññèïàòèâíîé ôóíêöèè è ïðåäåëüíîé ôóíê-
öèè (2):
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ãäå λ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Êóíà � Òàêåðà äëÿ
äåéñòâèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (3) äîëæíà èìåòü ýêñòðåìóì,
÷òî îçíà÷àåò íåîáõîäèìîñòü îáðàùåíèÿ â íîëü ïðîèçâîäíûõ ïî Tx è Ty:
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Îòêóäà ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ
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f2y
f2x

· tg ϑ, (5)

ãäå α � óãîë, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò ñ îñüþ Ox âåêòîð ñèëû òðåíèÿ T = Txi+Tyj,
ϑ � óãîë, îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè v = v (cosϑi+ sinϑj).
Îòêóäà ñ ó÷åòîì (4) íàõîäÿòñÿ ïðîåêöèè ñèëû òðåíèÿ íà îñè Ox è Oy:

Tx = − Nf2x cosϑ√
f2x cos2 ϑ+ f2y sin2 ϑ

, Ty = −
Nf2y sinϑ√

f2x cos2 ϑ+ f2y sin2 ϑ
(6)

Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì àäãåçèîí-
íîé îðòîòðîïíîé ñèëû òðåíèÿ. Òàíãåíöèàëüíàÿ è íîðìàëüíàÿ îñè
åñòåñòâåííîãî òðåõãðàííèêà èìåþò îðòû

τ = cosϑi+ sinϑj,n = − sinϑi+ cosϑj (7)

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà óêàçàííûå îñè
èìåþò âèä

mv̇ = Tτ = −
N(f2x + (f2y − f2x) sin

2 ϑ√
f2x cos2 ϑ+ f2y sin2 ϑ

, mvϑ̇ = Tn = −
N(f2y − f2x) sinϑ cosϑ√
f2x cos2 ϑ+ f2y sin2 ϑ

(8)

Äåëåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íà âòîðîå è ïîñëåäóþùåå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ
ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè
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èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîãî ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ t = 0, v = v0, ϑ = ϑ0, ïðèâî-
äèò ê ñîîòíîøåíèþ
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Ôîðìóëà (8) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè ñòðåìëåíèè óãëà ϑ ê íóëþ èëè π.

Çàìå÷àíèå. Åñëè â ëèíåéíîì çàêîíå îðòîòðîïíîãî òðåíèÿ [3, 4, 5] è â çàêîíå
àäãåçèîííîãî îðòîòðîïíîãî òðåíèÿ êîýôôèöèåíòû fx è fy îäèíàêîâû, òî èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå

T 2
τ line − T 2

τadg = −N2(fy − fx)
2sin2ϑ cos2 ϑ ⩽ 0, fy ⩾ fx

Îòêóäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îñòàíîâêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåé-
ñÿ ïî èíåðöèè ïðè îðòîòðîïíîì àäãåçèîííîì òðåíèè, ïðîèçîéäåò çà âðåìÿ íå
áîëåå, ÷åì â ñëó÷àå ëèíåéíîãî îðòîòðîïíîãî òðåíèÿ.

Äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè,
îïèðàþùåãîñÿ íà êîëüöåâóþ ïëîùàäêó. Óðàâíåíèÿ ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè îïèðàþùåéñÿ
íà êîëüöåâóþ îáëàñòü çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
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Â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ äâîéíûå èíòåãðàëû íå óäàåòñÿ ñâåñòè ê ýëëèïòè÷åñêèì
èíòåãðàëàì, òàê êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè ëèíåéíîì òðåíèè [5]. Íî â ñëó÷àå
òîíêîé êîëüöåâîé îáëàñòè, ïðèìåíèâ òåîðåìó î ñðåäíåì, ìîæíî ïðîèçâåñòè
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ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè R1 → R2, ïîñëå ÷åãî îñòàåòñÿ îäèíàðíûé èíòåãðàë
ïî ïåðåìåííîé ψ ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò èññëåäîâàíèå ñèñòåìû (10). Åñëè
îáëàñòü êðóãîâàÿ (R1 = 0), òî ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü âûðàæåíèÿ â (10) ïî
ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé, ÷òî òàê æå ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì óïðîùåíèÿì.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôèíàëüíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, îïèðàþùåãîñÿ íà
êðóãîâóþ è òîíêóþ êîëüöåâóþ îáëàñòè, ïðè îðòîòðîïíîì àäãåçèîííîì òðåíèè,
êàê è â ñëó÷àå ëèíåéíîãî îðòîòðîïíîãî òðåíèÿ, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòðåìëåíèåì
óãëà ϑ ê íóëþ. Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ δ∗ = ω∗

v∗
â ìîìåíò îñòàíîâêè ïðåäñòàâëåíû

â òàáëèöå 1 è 2. (fx = 0, 42, µ = fy − fx)

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèå δ∗ = ω∗
v∗

â ìîìåíò îñòàíîâêè äëÿ òîíêîãî êîëüöà

µ Àäãåçèîííîå òðåíèå Ëèíåéíîå òðåíèå
0,03 0, 973 0, 990
0,06 0, 924 0, 975
0.09 0, 848 0, 956
0,12 0, 729 0, 934
0,15 0, 526 0, 907
0,18 − 0, 876
0,21 − 0, 839

Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèå δ∗ = ω∗
v∗

â ìîìåíò îñòàíîâêè äëÿ äèñêà

µ Àäãåçèîííîå òðåíèå Ëèíåéíîå òðåíèå
0,03 1, 368 1, 435
0,06 1, 123 1, 345
0.09 1, 119 1, 285
0,12 1, 009 1, 225
0,15 0, 789 1, 172
0,18 − 1, 123
0,21 − 1, 018
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