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&' ����# ���"��"� ������ .pWg.(p, d, q)� �JJ��#���$�� .pWg. �"�� ���"�����@
&% '������� � �������� ��b!�#&� �"����& "���% ������ t.9:5p8>?8334U8 W/:8>?0:8<
g5U4/> .U8?0>8P ��������#��� ������ �#�������""�� r "����H�F��� "������u� .p
��#�!��� H� �#�������""��$b !�"��P �� �� H� ������� H���H�&#��� tpuP I r H� "��@
��� ��H�"�� tduP g. r H� ��H��� ��� "����H�F��� "������P ����� �H&#������
�������� "����H�F��� "������ tqu� ���$!���"�P !�� ��H�"�� #������� ���� ��@
����� d ���!��b�"� ������ .pg.(p, q)�

O �JF�� #��� ������ .pWg.(p, d, q) ���� ����"��#��� "���$bF�� �J��H��I

ΔdXt = c+

p∑
i=1

aiΔ
dXt−i +

q∑
j=1

bjεt−j + εt,

��� aiP bj P c r ��������& ������w εt r "��)����&% #�����% ���w Δd r �����@
��� ��H�"�� #������� ���� ������� d t��"����#������� #H���� d ��H ��H�"��%
���#��� �������uw Xt "���#��"�#$�� H�!��b X(t)�

�#���������)��&� �����& �����""����� ����H� ��"����!� -����� �����@
���"� ��� �����H���#���P �������P ������� #������� ���� ������� �#&'
"�$!��# H�J���#��� #� #���� ������� inxWX@�G� O "�����' y�zY{ ��""�����#���@
"� �"����H�#��� ������ .pWg. ��� ��"������ �����H�# ��"���"������ ����@
��� # ���� "��� ����� [���$�� ��������P !�� ,�� ������ �� "��#��b " ��$����
�"��$������ ���� J���� ��!&� �����H&P �����P '��� ������ #����&' ����#
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� �#��b�"� ���$���&� �"��$����� �����H���#���P �' �������� ��� �)���
��"���"������ �#&' �(��)�% � #"���� ��H#����� ��"������ �����H& #&"���%
"����� ��!�"���


����� ����H� #����&' ����# -����� #����& ��� �����H���#��� ��@
��)�%P "��$��$�&' "�#���#P )����# � ��J�b����&' H�!��% � ����H��� "#�b
����H�"�� # �J��"�� ����)�& y+P L{� |&�� ����H��P !�� ������ �#�������""���@
�� "����H�F��� "������ �J������ �����J�F�bF�% ��!�"��b ��� �����H���#���
������� ��H��!&' �(��)��&' H�J���#��% yEP c{� ��� ,��� �""����#����� ��@
��!�b�P !�� .pWg. "��"�J� ��#��� ��!�"�#�&� ��H$�����& � ������"��!��
����H��� �����H���#��� yG{�

��� �H$!��� inxWX@�G " ����F�b ������ .pWg. ���#�����"� �����H���@
#��� ����!�"�#� �#&' "�$!��# H�J���#���P "�����% � #&H����#���% � �"�#�
�����#&' ��&' �H ��H&' "��� ��� �)��� J$�$F�% ������� ,������� y� z
�*{� O ��!��� ���#�% #��& ,������� inxWX@�G J&�� �"������ ���&��� "�����@
H���#��� �����%-�� ��H#���� ,������!�"��% "��$�)��P J�������� ������� .pWg.�
��������P # ��J��� y�Y{ ������ .pWg. ��������"� ��� ������"��!��� �����H�
�JF��� ����!�"�#� �#&' "�$!��# H�J���#��� � �"�#� �����#&' ��&' NN�
" �� �#��� �� �L ����� � � �� ��� �)��� ��"����&' ������% �"����H�#���"�
�(����)��&% �������% ������ t.Wiu � ��"� �b�r|��"�� }��J& �)���� ��@
"��#���"�� ���������% ������P J&�� ��""!���& "����� �J"��b��� ���)��@
�� �-�J�� tg.Vfu � "�����#������!�"��� �-�J�� tpgjfu ����$ �J�b����&@
�� � "�����H���#�&�� H�!����� !�"�� �#&' "�$!��# inxWX@�G� �#���& y�Y{
���������� �"����H�#��� ������ " ����������� .pWg.(1, 2, 1)P ��� ,��� ����H��
�����H���#��� "�"��#��� + ��%� O y�+{ J&�� �������H���#�� ������� ��H#����
,������� inxWX@�G # ~��% �(����� [ ����F�b ������ .pWg.(11, 1, 9) J&� �"$@
F�"�#�� �+@��#&% �����H �#&' "�$!��# H�J���#��� inxWX@�GP �J$!�bF���
�"����!�"���� ��&�� "�$���� "#����� H� ������ " E ����� � � �� �� * �#�$"��
� �� ��

�� ��������	��
 ����	 ������� � ������� ��""������ "$��& !���# #��@
��&' ����# ������� � ������ �� ������ #����� t � T �

���������� �� |$��� �H&#��� X���(t) ��������&� H�!���� ������� # "�@
"���$X " ������ #����� t0 + 1 �� ������ #����� t � T "$��$ !���# #�������
���� �������I

X���(t) =

t∑
τ=t0

x���(τ).

���������� �� |$��� �H&#��� X��(t) ��������&� H�!���� ������ �H "�@
"���&X " ������ #����� t0 + 1 �� ������ #����� t � T "$��$ !���# #�������
���� ������I

X��(t) =

t∑
τ=t0

x��(τ).

[���$�� H�������P !�� ���$!�&� ����� �J��H�� #����&� ���& X���(t)
� X��(t) H�#�"�� �� #"�' !���# #����&' ����# x���(τ) � x��(τ)P t0 + 1 � τ � t
"���#��"�#���

]��#��� t�u " $!���� ##���&' �����!��% ���� ����J��H�#��� � #��$

X(t) = X(t0) +X���(t)−X��(t).
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O#���� ����� ��� �bJ��� t > t0 + 1 "���$bF�� �J�H�!���I

r���(t) = 100 · X���(t)−X���(t− 1)

X���(t− 1)
, t�u

r��(t) = 100 · X��(t)−X��(t− 1)

X��(t− 1)
. t*u

O���!�� r���(t) �H&#���"� ���)��&� �����"��� ����������� H�!��� �������
# ����� #����� tP � r��(t) r ���)��&� �����"��� ����������� H�!��� �������

��""������ "�"���$ ��"����&' $��#��% ������&' X(t)P X���(t) � X��(t)
" �����������#�&�� ����������� r���(t) � r��(t) t"�� t�u � t*uuI

X(t) = X(t0) +X���(t)−X��(t), tYu

X���(t) =

(
1 +

r���(t)

100

)
X���(t− 1), t+u

X��(t) =

(
1 +

r��(t)

100

)
X��(t− 1) tLu

��� X���(t0) = X��(t0) = 0P t > t0 + 1� [�"���$ tYuztLu J$��� �H&#��� ���������%
������b ������� � ������ "�"���& X �

����� "���#����#� "���$bF�� $�#��������
����������� ��3Z[ X(t0) = 0P x���(t0) = x��(t0) = 0P x���(t) > 0 � x��(t) > 0

��6 �3� t > t0� /�6 Z�.� �Z��� P��\�3Z�� ����P���3��� 3�3Z�P� X� 3�3Z�6]
��� ��Z���� ������Z���6�Z 3�3Z�P� tYu^tLu� ���� �� E�3Z� E�� t > t0� �������P�
� ��3Z�Z����� �Z��� ��6 �_��.� t > t0 ���� ��E������ �������3Z��

X���(t) > X��(t). tEu

� � � � H � � � � � " � # ��  ������P�3Z[� �$"�� ����"�#� "�"���& X �
�#����"� �$"�&� ��� t > t0P ,�� �H�!���P !�� X(t) > 0� �����P ��"�����$ X(t0) = 0P
" $!���� "�"���& tYuztLu ���$!��� "���#����#�"�� ���#�"�#� tEu ��� t > t0�

/�3Z�Z����3Z[� �$"�� ��� #"�' t > t0 ���#�"�#� tEu #&������"�� �����
X(t) > 0 ��� �bJ�� H�!��� X(t0) � 0� �� �"�� ����"�#� ,������# "�"���&
X � �#����"� �$"�&� ��� �bJ�� ��� t > t0� �

��""������ ��� #"�' H�!��% tP ����'P !�� t0 + 1 � t � t0 + T P H���!$
)���!�"����� ���%��� �����������#���

min
t0+1�τ�t

τ tcu

��� $"��#��P !��
X���(τ) � X��(t). tGu

NJ�H�!�� !���H τ(t) ��-��� H���!� tcuP tGu�
[���#����#� "���$bF�� ��������
������� �������� ������������ ������� ������ ������� � ��������

��3Z[ ��6 �_�� D��� �������� t� Z���� �Z� t0 + 1 � t � t0 + T � ��E������
�������3Z�� X���(t) > X��(t)P � τ(t) �3Z[ ������� ������ D�����3�����.� E��.��PP�]
������6 tcu� tGu	 �̀.�� ��6 �_�� �������� t� Z���� �Z� t0 + 1 � t � t0 + T �
�P��Z P�3Z� �������3Z��

X���(τ(t)) � X��(t) � X���(τ(t) − 1). t� u

����H�����"�#� ,��% ������& ������!� ����H�����"�#$ ������& � # y�L{�
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!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� � ��*



 ��������� O "���#��"�#�� " ���)���� �����!�"���� J���"� "�"��� �������
� ������ #����&� ���& X���(t) � X��(t) $��#���#���b� $"��#�b t� uP ������� "����@
������� �H�!���P !�� #���!�& ��������&' �JK���# ������ # ����� #�����
t �'����"� ����$ ��"����#�����&�� H�!����� ��������&' �JK���# �������
# �����& #����� τ(t) − 1 � τ(t)� ����� "#�%"�#� J$��� �H&#��� ����#����% ��@
���!�"��% "J���"���#��"��b ������� � �������

���������� !� �$"�� τ(t) �"�� ��-��� H���!� tcuP tGu� O���!�� θ(t) = t−τ(t)
�H&#���"� '��������"����% �����!�"���� J���"� ��������&' �JK���# �������
� ������ # "�"���� X �

!� "��������� ��������	��# ����� ������� � �������
���� ������	
�����
 �
���
�
 ��
��
� ����� �
������ ���J���� ��@

�$����% ������b ��� ���"��� ���)�""�# ��"���"������ �(��)��&' H�J�@
��#��% # �������% ���$��)�� �#����"� ���'������� ������ jWp tj9378C:4S18r
W/687:8<rp8;5U8<u� O ���$F�% ����� #����� ����&% !���#�� �H ,��% ���$��)��
���������� ���% �H ���' ��$��I #�"�����!�#&� � #��$"$ tj9378C:4S18uP �(�)���@
#�&� tW/687:8<u � ��$���P ��� �����&' J���H� H�#��-���"� t#&H����#�#-�� ���
$���-�� tp8;5U8<uu� O ��$��$ #�"�����!�#&' #'���� #"� �b��P �����&� �F� �
���#�����"� H������b �(��)��%� �� ���� ��"���"������ #��$"� !�"�� �H �'
����'���� # ��$��$ �(�)���#�&'P � H���� # ��$��$ #&J&#-�' t#&H����#�#-�'
��� $���-�'u� ������������"�P !�� ����� !�"�� �b��% # ���$��)�� ��#� "$���
!�"���"��% ,��' ���' ��$��� O���#&� ������ J&�� # �JF�� #��� ���"�� # ��J���
]� ������� � �� 
��@������� # �G�E �� y�E{P ����� ��J���-�% �����" �""����#�@
����% J&� # �����%-�� "�"������!� � !�"��� "�$!�� ,��% ������ # #��� "�"���&
�H ���' ��((���)����&' $��#��% " ��"���&�� ��,((�)������ y�c{�

[���$�� H�������P !�� �$J���$��&� "����"��!�"��� ��&� � H�J���#����"��
inxWX@�G "������� �����#�� !�"�� �#&' "�$!��# H�J���#���P �����#�� ����@
!�"�#� #&H����#�#-�' � $���-�'P �JF�� ����!�"�#� H�J���#-�' � �JF�� ����!�"�#�
#&H����#�#-�' � $���-�' " �!��� ,�������� �� �"�#��� ,��' ��&' ����
#&!�"���� ���$F�� !�"�� J���bF�' �b��% t����#&' "�$!��# J���H�u� M����!�"��
"����"��!�"��� ��&� "������� H�!��� #����&' ����# ������� t�#&' "�$!��#
H�J���#���u x���(t) � ������ t�JF�� !�"�� #&H����#�#-�' � $���-�'u x��(t) # "�"��@
��P ���$F�� !�"�� ,������# # ������% X(t) ��#� !�"���"�� ��$��& �(�)���@
#�&' tJ���bF�' �b��%u # ����� #����� t�

O��"�� ���'������% ������ jWp ��""������ ������P ���"&#���$b ��� t > t0
"�"����% ��"����&' $��#��% "���$bF��� #���I

I(t) = C(t)−R(t), t��u

C(t) =

(
1 +

r���(t)

100

)
C(t− 1), t��u

R(t) =

(
1 +

r��(t)

100

)
R(t− 1), t�*u

I(t0) = C(t0) = R(t0) = 0.

O ,��% ������ �������� C(t) '��������H$�� ��������&% ������ t�JF�� ����!�@
"�#�u �#&' "�$!��# H�J���#��� ti5/�?;8< i0383uP � �������� R(t) r ��������@
&% ����� "$������� ����!�"�#� #&H����#�#-�' � $���-�' tp8;5U8<uP �!���
" ������ #����� t0 + 1 �� ������ #����� t t#��b!������uI
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C(t) =

t∑
t=t0+1

x���(t),

R(t) =

t∑
t=t0+1

x��(t).

����������� ������ �#��b�"� ���)��&% �����"� ����������� �JK��� �������
t�JF��� ����!�"�#� #&�#��&' "�$!��# H�J���#���u r���(t) � ���)��&% �����"�
����������� �JK��� ������ t�JF��� ����!�"�#� #&H����#�#-�' � $���-�' ��)�@
���#u r��(t)P ���bF��"� #� #������

|$��� �H&#��� ������ ������� H�J���#��� t��uzt�*u ���������% ������b
������� � ������ J���bF�' �b��%�

���� �	������� ���
��
������ �����
������ ��""������ ��H$��@
���& #&!�"������&' ,�"��������# �� ��"�����b �����"�����#&' �����H�# "�@
"����� �����!�"��' "�"��� " �"����H�#���� �����H�# ���%&' �� #�����
�����# "��'�"��!�"��' ���������# ���������% ������ � ���""�!�"���� ������
.pWg.�

���#���� "�!��� ������ �������� ���������% ������ ������� � ������
J���bF�' �b��% ��� �����H���#��� ������� H�J���#��� inxWX@�G # 
�"�#�
� [���@�����J$��� # ������ ���#�% #��& ,������� ��� �����H���#��� �������
���)��&' �����"��# ��������&' �JK���# ������� " ����F�b ���%&' �����#
y�L{ ,��' ���������#�
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(���P !�� ��������� �H�$!��� �������#��� ��H����� �"��!��� ����"��#����
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pk(t) =
(νt)k

k!
e−νt

7 ���"�#�"��b ν[c−1]P ���P # ��$��' �J�H�!���'P pk(λ) = λk

k! e
−λP ��� λ = νt�

N������"�� �$�""��#"���� ������ �H�!���P !�� ��� ���"�#�"�� ν � H�#�"��
�� #������

�� O"� ���)�""& "��)����&�� [!�����P !�� �H������ ���"�#�"�� �H�$!�@
�� ��H��� # �������' ��"����!� J���-��� ����!�"�#� #����&' ��� �����)��
"�$!�%&' !�"��P ��� � �H������ ���������# ���""�!�"��' -$��#P ���� ����@
J��!��

� %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� � �*E



*� O"� ���)�""& �#��b�"� ,�����!�"����� [��)����&% "�$!�%&% ���)�"" �@
H&#���"� ,�����!�"���P �"�� H�!��� "������ � ��#����)���� ($�)��P #&!�"@
��&� �� �"��J�b #&J���!&' ($�)�%P "�#����b� "� "����� � ��#����)���%
($�)��%P ��������&�� �$��� $"������ �� #����� # �������' ������&' #&@
J���!&' ($�)�%P #'���F�' # �"��J���

Y� ���""�!�"��% �������&% t��J�!&%u -$� �"�� ������#&% �H�#�"��&%
��$""�#&% ���)�"" " $��#&� "����� μe = 0 � ��"���"��% σ2

e �
��""������ ���)�"" �H������ (�$��$�)�� #��$$�� " ��!�� H���� ��������@

!�"��% "����"���� � "#�%"�# �$�""��#"��' ���)�""�# t������#u�
���������� � �F�G�������� ���H������ �$"�� {xi(t)}, i = 0, 1, . . . , r "�$@

!�%�� ��"����#������"�� !�"��) � �����%P �J��H$bF�' ��� t = 0 "��)����&%
�$�""��#"��% ������ ��������� �����% !�"��)& xi(t) �����"� "�$!�%&� �J��@
H�� #� #����� t� ���!�� H�!��� "��F��� H� ����#�� #����� ��  �� tP ��#&�
xi(t)−xi(0)P ����������b�"� �H�#�"��&�� � ������#� ��"�������&�� "�$!�%&@
�� #���!����� ����� ����% ���)�"" �H����� �������� �H&#���"� �H�#�"��&�
"��F�����

���������� � ��������
 ��G��������
�� �$"�� ��"����#������"��
{xi}, i = 0, 1, . . . , �J��H$�� "��)����&% �$�""��#"��% ������ N�������� �����)�b
��H����#��� "���$bF�� �J��H��I ������ ��!�� ��"����#������"�� �"��b!���"�
�H �"'���% ��"����#������"�� " #������"��b γP ���!�� �H�#�"��� �� �"����&'P
� ������"� ��� � ������ ��� ���&��� �"��b!��� ����$b ��!�$�

���������� �� 
3�� � �����[��� P�P��Z ���P��� t = 0 E�3������Z��[��3Z[
{xi(0)}, i = 0, 1, . . . , �������Z 3Z�D�������� E��33����3��� E��D�33 3 ��Z��3����]
3Z[_ ν� Z� E�� ������3�P�P 3P�a���� E�3������Z��[��3Z[ {xi(t)}, i = 0, 1, . . . ,
� P�P��Z ���P��� t Z��\� �������Z 3Z�D�������� E��33����3��� E��D�33 3 ��]
Z��3����3Z[_ ν	

� � � � H � � � � � " � # � "�� # y�+{�
O#��$ #���"�� ��� �J�"�#��� ,�����%�"�� �"��!��� "���$bF�' $�#��@

����%P ���#���� �' ����H�����"�#��
���������� �� 
3�� � E��33����3��P� E��D�33� 3 ��Z��3����3Z[_ ν E��]

P��6�Z36 �E���D�6 �����\�����6 3 ����6Z��3Z[_ �3��_����6 γ� Z� �3Z�����36
E�Z�� 6��6�Z36 E��33����3��P 3 ��Z��3����3Z[_ (1 − γ)ν	

� � � � H � � � � � " � # �� [���#����#�"�� $�#������� � "���$�� �H #&������
��������bF�' "#�%"�# �$�""��#"���� ���)�""�I

�u �������"��I #������"�� �"�$����� J���� ����� "�J&��� � �bJ�� �����
����#��� #����� Δt ����� J���� #&"���% ������� ����"��P !�� Δtw

�u "��)�����"��w
*u ��"$�"�#�� ��"���"�#�%I ����� �H�#�"��&� �����F��� � �������&#�b@

F�'"� ������$���' #������
]"��#�� �������"�� �H�!���P !��

P (xi(t+Δt)− xi(t) = 1) = P (xi(Δt) = 1) = νΔt+ o(Δt),

P (xi(t+Δt)− xi(t) > 1) = P (xi(Δt) > 1) = o(Δt).

��� �����)�� ��H����#��� �������"�� "�'�����"�P ��� ��� ����!�"�#� ��!��
����� ������ $���-���"��

[��)�����"�� "�'�����"�P ��"�����$ �����)�� ��H����#��� ����H#����"�
������#� ��� �bJ�� H�!��� xi�

�*c � %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� �



�P ����)P # "��$ ����P !�� �"��b!��� ��!�� ����"'���� #"���� �H�#�"��� ��
����&�$F�' �"��b!��%P "�'�����"� "#�%"�#� ��"$�"�#�� ��"���"�#�%�

�H#�"�� t"�� y�+{uP !�� "�$!�%&% ���)�""P $��#���#���bF�% ����!�"��&�
���� "#�%"�#��P �#����"� �$�""��#"���P � $������ ��!�� " #������"��b γ $���@
-��� ���"�#�"�� ������ � ��,((�)��� (1− γ)� �

?�������� � 3������ �3�� � E��33����3��P� E��D�33� 3 ��Z��3����3Z[_ ν E��]
P���Z[ �E���D�_ �����\�����6 3 ����6Z��3Z[_ �3��_����6 γ = 1

2 � Z� �����\��]
��� E��D�33 � E��D�33� 3�3Z�������� �� ����6�P� Z����� ����Z E��33����3��P�
3 ��Z��3����3Z[_ 1

2ν	
���������� !� �����3Z[ ��� E��33����3�� E��D�33�� ui = xi − yi 3 ��Z��]

3����3Z6P� α � μ 3��Z��Z3Z����� �P��Z ��3E���������

Pu(k) = e−(α+μ)t(αμ )
k
2 Ik(2

√
αμt),

.�� Ik(z) b P���c�D��������6 c���D�6 ��33��6 E����.� ���� D���.� E��6���	
� � � � H � � � � � " � # �� ��%��� ��"��������� "�$!�%�% #���!�& u = x− yP

# ������� #���!�& x � y ���b� �$�""��#"��� ��"��������� #������"��

Px(n) =
(αt)n

n!
e−μt, Py(n) =

(μt)n

n!
e−μt.

s���-�� ��"��������� #������"�� ��� #���!�& u = x− yI

Pu(k) = P(u = k) =

∞∑
l=0

P(x = k + l)P(y = l) =

= e−(α+μ)t
∞∑
l=0

(αt)k+l(μt)l

(k + l)! l!
= e−(α+μ)t(αt)k

∞∑
l=0

(
√
αμt)2l

(k + l)! l!
.

O�"����H$��"� ��H������� # ��� ����(�)���#��% ($�)�� |�""��� ���#��� ����
)����� ������� t"�� y�L{u

Ik(z) = ( z2 )
k

∞∑
l=0

( z2 )
2l

(k + l)! l!

� �������P !�� z = 2
√
αμt� ����� �"����� ��"��������� ����J������ ���J$��&% #��

Pu(k) = e−(α+μ)t(αμ )
k
2 Ik(2

√
αμt). t�u

�
?�������� � 3������ ��.�� ����Z�_Z36 ��� E��33����3�� E��D�33� 3 �����]

����P� ��Z��3����3Z6P� α = μ� �����[Z���_a�� E��D�33 �P��Z ��3E���������

Pu(k) = e−2αtIk(2αt).

O �����%-�� ($�)�b #������"�� �$�""��#"���� ���)�""� " ���"�#�"��b
α J$��� H���"&#��� "���$bF�� �J��H��I

pk(λ) =
λk

k!
e−λ,

H��"� λ = αt�

� %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� � �*G



���������� $� �����3Z[ ��� E��33����3�� E��D�33�� ui = xi − yi 3 ���]
������P 3�����P λ E�� ���[��� ��Z��3����3Z� �EE���3�P����Z36 ���P��[��P
d.��33���Pe ��3E���������P 3� 3�����P μ = 0 � ��3E��3��� σ2 = λf

pk(λ) ≈ 1√
2πλ

e−
k2

2λ .

� � � � H � � � � � " � # �� N� "���$�� �H ������"���)�� ($�)�� |�""��� ���
(��"���#��� H�!��� k ��� J���-�' #���!� λ t"�� y�LP "� �GG{uI

Ik(λ) =
eλ√
2πλ

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)n
(μ− 1)(μ− 32) · · · (μ− (2n− 1)2)

n!(8λ)n

]
,

��� μ = 4k2� ��� J���-�' H�!���' λ ���$!���P !��

Ik(λ) ≈
eλ√
2πλ

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)n
(k2)n

n!(2λ)n

]
=

eλ√
2πλ

e−
k2

2λ .

N��!������ �����P !��

pk(λ) ≈ 1√
2πλ

e−
k2

2λ .

�
}�"�&% "�$!�% ��H�"�� �#$' �$�""��#"��' ���)�""�# " ��#&�� "������

H�!����� J&� ���$!� # �G*E �� ��� ��#��� t"�� y�E{uP �JF�% "�$!�% # �GYL ��
��""������ ��� �� [������ t"�� y�c{u� ����H�����"�#� $�#������% � � * ���#����
# "���#��"�#�� " y�+{�

[����� H�!��� λ ����!�"�#� (����# # ������ �H�$!��� ��H���P ��""�����@
#������ # ��!�"�#� ��������� �"��!���P ��""!��&#���"� �� (���$��

λ =
PT

�ω
≈ 3.9 · 108,

# ������% � r ���$)���#��� ��"����� �����P T = 10−9 r #���� $"������P
������������ !�"����% ��"�����H�)�� � ��)P ω ≈ 2π1.93414·10−14 r ��$��#�� !�"����
��H��� " ����% #��& �++ �P P = 5 · 10−3 O r ��F�"�� ��H���� ���� H�!���
λ ��H#����� #�"����H�#���"� �"�������!�"��� ��#������ �H��������� "�$!�%���
���)�""��

���#����� #&-� �J�"�#��� (���$�& ��"��������� "�$!�%��� ���)�""�P
���"&#�bF��� �H������ #���!�& � #&'��� ��������� ��������� t$�#�����@
�� �P *u ������!� �J�"�#����P �"����H$bF�� �J�H�!��� � ����������bP
�����&� # �#���#�% ������ yGP �G{� O� #"�' "�$!��' �"�#�% ����H#����&' ��"!�@
��# �#��b�"� �#� �"�#�������bF�' (����I

• ����!�"�#� (����# # ������ ���"&#���"� ��"���������� �$�""��w
• "#����������� ��������� ��������� ��H������ ����� (����# # ��#�% ���@

���)�� + I+ # "���#��"�#�� " ���#���&� ����������� ��
O �J-���% �������$��P ��"#�F��% ��[}P �"�#�&' � (�$��$�)�� #�@

�$$��P #����" � #��� ��"��������� "�$!�%�% #���!�&P �H�������% � #&'���
��������� ���������P !�"�� ��$"����"�� ����������b�P !�� "���� � #&'��� ��@
������� ��������� ���"&#���"� ������&� t��$""�#&�u H����� ��"���������
t"�� yYzc{u�

�Y � %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� �



N"�#&#��"� � "����&' ������������' � ���#���&' #&-� $�#�������'P
���� "������ #&#��P !�� ��������� ��H���� �H�$!��� ������$�� "�$!�%&%
"��)����&% ����� (����#P ���!��bF�%"� ��"��������b �$�""�� "� "�����
H�!���� λ H� #���� T P ��#�� ����#��$ ���������#��� t��"�����H�)��u�

����� �$�""��#"��% ����� (����#P ���'��� !���H ������&% ��������P ��H��@
����"� ��� ����F� "�������!��� "#����������� � �#� �$�""��#"��' ������ " ���@
���#&� "����� H�!���� 1

2λP ��"�� !��� ����"'���� �' #&!������ O ��H$������
���$!���"� "�$!�%&% "��)����&% ����� (����#P �"�������!�"�� ���"&#���&%
��$""�#&� H����� ��"��������� " $��#&� "����� � ��"���"��% σ2 = λ�

$� ������ �������	��# B�������� ��� ���� !��J& #�"����H�#���"� ��H$��@
����� ����& �J �"����!�� '�-� � ��"������ '�-@($�)�bP �H#����bF$b ��"��@
��#������"�� "�$!�%&' J��P J��H��' � ��#������$ ��"��������bP ��J'�����
�)���� H�!��� ��������% ,������ $"��#��� ��"��������� ��"������� "��@
��� ��� $"��#�� ���!�� -$���

��� ��������� "�$!��P ����� �J�b���� ������ ��H$����� �H������ "�"�����
#��$$�� J�H ��"�����' -$��#P ���� ���$!��� #��'bb ����)$ ��������%
,������ ��� ��""�����#������ �"��!��� �H�$!���

Hmin(X) = − log2(max
k

pk(λ)) = − log2

(
1√
2πλ

)
≈ log2(

√
2π3.9 · 108) ≈ 15.59 J��. t�u

��� �)��� $"��#�% ��������% ,������ ��� ���!�� -$�� #�"����H$��"� "��@
��&�� # �� * �������������� � ���)�""�'� [!�����P !�� "���� xP ����#���&%
� #'�� �Z�P �#����"� "$���% �#$' �H�#�"��&' "��)����&' ��$""�#&' ���)�""�#
" $��#&� "�����I ����H��� �#���#��� "����� xq t(�$��$�)�� #��$$��u � -$��
xeP x = xq + xe "� "������ μq = μe = 0 � ��"���"���� σ2

q , σ
2
e , σ

2
x = σ2

q + σ2
e � �����P

$!��&#�� ��"����� ������������P �����"�� $"��#��� ��"��������� �H�������@
�� "����� x ��� ���!�� -$�� xe ��#� t"�� y� {u

p(x|xe) = 1√
2π(σ2

x − σ2
e)
e
− (x−xe)

2

2(σ2
x−σ2

e) =
1√
2πσq

e
− (x−xe)

2

2σ2
q ,

� ��� $"��#�% ��������% ,������ �H��������� "����� ��� ���!�� -$�� H�@
��-��P !��

Hmin(X |E) = − log2

(
max

xe∈{xe∈E|p(xe)>0}
max
xi∈X

P(xi|xe)
)
, t*u

��� xi � ei r ��"����&� H�!��� �H��������� "����� � -$�� "���#��"�#���
��""������ �������� �Z� " n �#��!&�� ��H������P �����!�"��� ���@

��H��� [−R,R]P ����#���� �#���#��� δ = R
2n−1 � $��� # "������

)��������� ����#���� NJ�H�!�� ����)& ����#���# �#���#��� !���H
{m1,m2, . . . ,m2n+1},m1 = −R,m2n+1 = R� O#���� �#� ����������&' $H�� �#���@
#��� m0 = −∞ � m2n+2 = +∞� �����P ����H#��� ��������#��� # #&������ ���
$"��#�% ��������% ,������ t*uP ���$!���P !��

Hmin(X |E) = − log2

⎛⎝ max
xe∈{xe∈E|p(xe)>0}

max
i∈0:2n+1

1√
2πσq

mi+1∫
mi

e
− (x−xe)

2

2σ2
q dx

⎞⎠ .

� %��&� �
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��""������ #&������ max
i∈1:2n

1√
2πσq

mi+1∫
mi

e
− (x−xe)

2

2σ2
q dx # �������' �����!�"���� ���@

��H�� [−R,R]� ��'����P !��

max
i∈1:2n

1√
2πσq

mi+1∫
mi

e
− (x−xe)

2

2σ2
q dx = max

i∈1:2n

1√
π

ui+δ̃∫
ui

e−u2

du =
1

2
(erf( δ̃2 )− erf(− δ̃

2 )) =

= erf( δ̃2 ) = erf( δ
2
√
2σq

),

��� δ̃ = δ√
2σq

w u = x−xe√
2σq

w erf(x) = 2√
π

x∫
0

e−u2

du r ($�)�� �-�J��� ����� H�!���

���"��$�� �J$"��#��� ���P !�� ($�)�� �-�J�� ����� ���"������� �����F���
#J��H� $��� O ��""�����#����� "�$!�� ,�� ����#�� ��������#��� " )�����
# $���

��J�#��� �#� J�"���!&' ����#��� [−∞,−R] � [R,∞]P ���$!��P !��

Hmin(X |E) = − log2

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ max
xe∈{xe∈E|p(xe)>0}

max

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

(
1− erf(xe+R√

2σq
)
)
,

erf( δ
2
√
2σq

),

1

2

(
erf(xe−R√

2σq
) + 1

)
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

����� H�������P !�� #&������ ��� H���� ������(�� "������"� � ����)�P �����
xe → −∞ ��� xe → +∞� ��,���$ ��� ������!�"��% �)��� #&$���& �����!���"�
��""�������� "�$!��P ����� H�!��� ��"������� -$�� �����!�� # �����H��
[emin, emax]� ��������P �"�� #�H���� �����H� emin = −5σeP emax = 5σeP �� H�!���
-$�� ������� # ��� # GG�GGGG� "�$!��#�

�����P �"�� emin = emaxP �)��� ��������% ,������ ����J������ #��

Hmin(X |E) = − log2

(
max

{
1

2

(
1− erf( emin+R√

2σq
)
)
, erf( δ

2
√
2σq

)

})
tYu

O����" #&J��� ��������&' ���������# ��"�����H�)�� t����!�"�#� J��P �����!�@
"��% �����H�u ��""����� # y��{�

����  �� ��
����� 
���!�
� "#�� N"�#&�� �"�������� �Z�P
�����&� ���$� ��#����� � ,�����b �H��������� )�(��#��� "�����P �#��b�"� ��(@
(���)������ ����%�"�� tXqe r X4D8?8/:401 q5/14/80?4:2u � �-�J�� "��F���
t5D38: 8??5?u� ��((���)������ ����%�"�� �H������"� # ����' �� #���!�&
����#��� �#���#���P ���P ��$���� "��#���P # ���)���' �� ����-��� ��H����
tejd r e803: j4>/4�70/: d4:uP �-�J�� "��F��� r # ���)���' �� �����!�"����
�����H�� tljp r l911 j7018 p0/>8u� NJ�H�!�� ,�� �-�J�� "���#��"�#�� !���H
Δdnl,Δoffs� ��((���)������ ����%�"�� ����� $#���!��� ���$ ����#��� �@

�������#��� " δ �� δ̂ = δ(1 +Δdnl)� ����� �)��� ��������% ,������ �H����"�
"���$bF�� �J��H��I

Hmin(X |E) = − log2

(
max

{
1

2

(
1− erf(

emin+Δoffs+R√
2σq

)
)
, erf( δ̂

2
√
2σq

)

})
.

���������� ����%�"�� �Z� tWqe r W/:8>?01 q5/14/80?4:2u �� "$�� ����"��#��@
�� "�J�% "$��$ ��((���)����&' ����%�"��%P ��,���$ � ���H&#��� #�����
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� #���!�$ ��������% ,������P ��� ��� ��������bF�� �#����"� ���"�������
H�!��� #������"�� � �����@��J� �H ����#���# ��"�����H�)��� N-�J��% "��F�@
�� ����� ���� ����J��!� # "�$!�� ��"����!�% -���& �����!�"���� �����H��
�Z�� ��������P ��� ��((���)�����% ����%�"�� ��+ ejd �)��� ��������%
,������ $���-���"� � ��*� J�� ��#����� �� ��H����"�� �Z��

���� �������� ������ �$��
 �
�
������� ������

� ��"�����$
�� #�H����"�� �)��#��� -$��#&� ��������& � �"������P ����H#����&� ���@
�&� ������&� ,�H�������� $"���%"�#�P �� ���"�#�&� �������&� �"��!����
�)��� ��������% ,������ �#��b�"� ��"����&� '��������"���� �"����H$��&'
# $"���%"�#� ���$��% � �' ����#������� # ���)�""� �"�&���%I

• ���-��� "����v-$� jqp = 20 log10
σq

σe
P ������� ����� J&�� �)��� �� ��"@

����&� ��&� ��H���P ��������� ��������� � ��$��' ������� ��[}w
• �����!�"��% �����H� �Z� tRuw
• ��H����"�� �Z� � δ r #���!�� ����-��� H�!�F��� ��H���� tejduw
• ��((���)������ ����%�"�� � �-�J�� "��F��� Δdnl,Δoffs�
O����� $���-��� ��F�"�� ��H��� � H�!��� ��������% ,������ �)�@

�#���"�P �"'��� �H (���$�& t�uP ��� ��� $���-��� ��F�"�� ��H��� " + �� � �O
#��'�� �)��� ��������% ,������ �������"� #"��� � � J�� r " �+�L �� �Y�L J���

���$-��� J���"���#�� "�������!��� "#����������� ���#���� � "��F��b
"������ H�!��� �����#��� ��"���������� �$"�� �$�""��#"��% ����� "� "�����
H�!���� λ �����"� # "����-��� γ � (1 − γ), ��� γ ∈ (0, 1)� �H (���$�& t�u
� ������7���)�� ����(�)���#��% ($�)�� |�""��� "���$��P !�� ��H�"�� ����'

������# J$��� ����� "��F��� "����� λ̃ = λ
√
γ(1− γ) ln

γ

1− γ
� �"�� "��F��� J�@

��"���#�� "#����������� � #&#���� "���� �H �����!�"���� �����H�� �Z�P ��
,�� � ���#���� � �H����b ��������% ,������� O �����#�� "�$!�� "$F�"�#�@
�� "��F��� ����� #&�#��� #"����&% ��"� $"���%"�#��

���� %�
��
 �����
������
 ������ ���������
� �����
����� ���&
������"����H$��&% # ��""�����#����% "'��� ������&% �������� �#����"� ���%@
&� $"���%"�#��� �"������P �����&� ���#���� "����P ���'���F�% !���H ���P
�J$"��#��&I

• ���!��� �H�#�"����� ������#��� ��$""�#� -$��P �����&% $!��&#���"� ���
�)��� ��������% ,������ # ��������� "���� v -$�w

• �����!��"��b ����"& ����$"���� ���������P ������� ���#���� � �H���@
�b "���������% �����"�� "����� � "���#��"�#�� ��� ($�)�� �#���������)���

O�"����H$��"� "#�%"�#��� ��$""�#&' "�$!�%&' ���)�""�#I
�u �"�� A r �#�����&% #� #����� ���%&% ��������P x(t) r "��)����@

&% "�$!�%&% ��$""�# ���)�""P �� A(x(t)) ����� �#����"� "��)����&� ��$""�#&�
���)�""��w

�u ��$""�# "��)����&% "�$!�%&% ���)�"" " $��#&� "����� ����"��b ����@
������"� ($�)��% "���������% �����"���

��""������ "��)����&% "�$!�%&% ���)�"" x(t) " $��#&� "������

NJ�H�!�� Sxx(f) =
∞∫

−∞
Rxx(τ)e

−i2πfτdτ = 2
∞∫
0

Rxx(τ) cos(2πfτ)dτ r "��������@

$b �����"�� ���)�""� x(t)P ��� Rxx(τ) r ($�)�� �#���������)��� N��"��@

���� "���������� �����"�� ��#� Gxx =

{
2Sxx(f), f � 0,

0, f < 0.
����� Rxx(τ) =

� %��&� �
"�� 
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∞∫
0

Gxx(f) cos(2πfτ)df P � ��"���"�� σ2
x = Rxx(0) =

∞∫
0

Gxx(f)df �

O#���� ������ B<<�������# D9����# D����: ������� � B<<�����C
���� D9������ ������� ������
��� t"�� y��{u� �((����#�� -$��#�� -����
"������P �� ���������bP ��#�

Bx =

∞∫
0

Gxx(f)df

max
f∈[0,∞)

Gxx(f)
=

Rxx(0)

max
f∈[0,∞)

Gxx(f)
,

� ,((����#�� -$��#�� #���� �������)�� ����������"� �� (���$��

Tx =

∞∫
−∞

|Rxx(τ)|dτ
max

τ∈[0,∞)
Rxx(τ)

=

2
∞∫
0

|Rxx(τ)|dτ
Rxx(0)

.

����$�� ����H���P !�� #&������"� ��� �H&#����� ������D���� ����������C
�����

BxTx =

2
∞∫
0

|Rxx(τ)|dτ
max

f∈[0,∞)
Gxx(f)

�
1

2
.

��� ��$""�#� ��������� -$�� 7 $��#&� "����� � ��"���"��% σ2
x ��&� #���!�@

& ��#&

Bx =
σx

√
π√
2

≈ 1.25σx, Tx =
1

σx
√
2π

≈ 0.40

σx
,

BxTx =
1

2
.

[����-��� ����������"�� ��#���� � ���P !�� !�� ���-� ,((����#�� -$��@
#�� -���� "������P ��� J���-� ,((����#�� -$��#�� #���� �������)���

NJ�H�!�� H(f) r !�"���$b '��������"���$ ��������� ���������P �������
����"��#���� "�J�% (����� ���' !�"���� ����� ���"������ "���������� ����@
�"�� #&'����� "����� y(t) J$��� ��#� Gyy(f) = |H(f)|2Gxx(f)� ��� "��)����@
��� ��$""�#� ���)�""� y(t) ��"���"�� ��#�

σ2
y =

∞∫
0

Gyy(f)df = Ryy(0) =

∞∫
0

|H(f)|2Gxx(f)df.

��,���$P �"�� ����"� ����$"���� �H��!�"������ (������ H(f) ����� -��� ,(@
(����#�% -$��#�% -���& "������ "����� x(t)P �� #������ ����� (������ �
��"���"�b "����� ���� ����J��!��

��� ��""�����#������ # ��J��� $"���%"�#� -���� ����"& ����$"���� ����@
����� ��������� ��#� 1.6 ��)P # �� #����P ��� ��"���"�� "����� σ2

x ≈ 3.9 ·108� ��@
��� �J��H��P ,((����#�� -$��#�� -���� "������ "����� Bx ≈ 2.0·104 � 1.6·109P
� �H������ ��"���"�� ���� ����J��!��

����#������� ����P !�� �����!��� ����"� ����$"���� ��""�����#������
$"���%"�#� � ���H&#��� #����� � ��"���"�bP ���� ���$!���P "��#�# ��"!��$b
� (����!�"�$b #���!�& ��"���"�� "������
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����� ����P # �J�"�#��� ,�����%�"�� �"��!��� "�$!�%&' !�"�� �"����H$@
��"� ������ ��"���"�� � ���� � ��������"� ������&% #�� "���������% ����@
�"�� "����� � ��� �#���������)���% ($�)���

N����!��"�� ����"& ����$"���� $���-��� ��� ��"���"�b "�����P ���
� ��"���"�b ��"������� -$��� ���� ���� #�"����H�#���"�P !��J& $#���!��� ��@
�-��� "����v-$�� �"�� �����"� �������� �(����)�� � "������ ��"�������
���""�!�"���� -$��P �� ���� ��(������#��� !�"���& " ���&� ���-���� "��@
��v-$�� ��������P �"�� ,����� ��"������� -$�� � ���' !�"����' f ∈ [0, f0]
����J������ �� $��#�� ,����� �#���#��� -$�� � ��' �� !�"����'P �� ���� �"@
����H�#��� ����"�#�% (�����P $J���bF�% ��&� !�"���&P � $#���!��� ���-���

σ2
q

σ2
e

�
σ̂2
q

σ̂2
e

=

∞∫
f0

Gxx(f)df

∞∫
f0

Gee(f)df

,

��� Gee(f) r ���"������ "���������� �����"�� -$���
N����!��"�� ����"& ����$"���� ��������� ���� $!��&#��� ��H&�� ,�#�@

#����&�� "��"�J���� ��������P # ��J��� yE{ #����� �����!��"�� ����"& ���@
�$"���� � ���#���� #����&' �#���������)�% ��""�����#�b�"� # �����' ������
�H�#�"��&' ������#� ��"�������&' #���!� t�N�u t4<8/:4701 0/< 4/<8C8/<8/:
<43:?4S9:45/P 4�4�<�u� ���� ������ ��������"� � "�$!�%&� ���)�""�� " ��"����@
&� #������P ��,���$ ���#���� �#���������)�� �)��#���"� !���H "����� !�"��
����"����$��&' (����# # ��"����&� �����& #������ �#���& "����� yE{ ��#����@
b� ������H$ �N�P ����������b� H�#�"���"�� ����!�"�#� ����"����$��&' (����# ��
����&�$F�' �H�����% t#"���"�#�� �����!��"�� ����"& ����$"���� ���������u
� #�"�� "���#��"�#$bF$b �����#�$ # ��"!�� ��"���"���

O �����������% �������� ����'���� � �����&#�% ������ �H��������� "������
��������!&� ($�)�� ��������� ���������P ��� � ��$��' �������P #'���F�'
# $"���%"�#�P �H���b� "��������$b �����"�� ��F�"�� "����� � ��� �#�����@
����)��$b ($�)�b� ��,���$ ��"!��& "�����P ���$!���&� � #&'��� �Z�P �
���$� ��""�����#���"� ��� �H�#�"��&� ������#� ��"�������&� #���!�&P �� ��
������H� �N� ��#������"� # ����� ����'��� � �����&#��$ ��$""�#$ ���)�""$�
��� � ���� ,�� � ��-��� ���$!��� �������$b �)��$ ��������% ,������P ��@
"�����$ # �% � $!��&#���"� ������&% #�� "������ � �#���������)���% ($�@
)�� "�����P � �"����H$b�"� ������ �H�#�"���"�� � ��$""�#�"�� "����� � -$��P �
����� H�!��� �' ��"���"�%�

I� @�������� ������������ � ��G9�	���: B������������� ��� ���#���@
�� ,�"����������&' ��"!���# � "��#��� " ��H$�������� ��������#��� �����@
��"� ��"��#&% "����P �#��bF�%"� �H������� (�$��$�)�� #��$$�� ��� ����F�
��������� ���������� ��� �H������ �"����H�#��"� �������#&% ��H�� " ����%
#��& 1550 �P ��F�"��b P = 5 · 10−3 O � �Z� " ��H����"��b �� J�� � !�"����%
��"�����H�)�� � ��)�

��"�������� ��"��#��� "����� ���#���� � ��"� *� NJ�H�!�� !���H σ̂ �)�@
�$ "�����#������!�"���� �������� ��"��������� #������"�� ��"��#��� "������
�����!�"��% �����H� �Z� # ���� ,�"�������� "�"��#�� R ≈ 4.44·σ̂� ��� ����@
����#��� ����H��� �#���#��� "����� J&�� �"����H�#�� �������� t��$""�#�u
��"��������� " $��#&� "����� � ��"���"��%P ��#�% ��"�����% �)��� ��"���"��
��"��#��� "�����I σ2

q = σ̂2�

� %��&� �
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]��#�� ��"������� -$��P �#��bF���"�P �� �-��$ �����������bP �H�@
#�"��&�P "��)����&� ��$""�#&� ���)�""��P H�����"� H�!���� ���-��� "��@
��v-$� tjqpu�

��"$�� YP + ���b"����$b� "��#��� H�#�"���"�� ���"��$�� ��"�����% ����@
�"�� #������"�� � ��"�����% �)��� ��������% ,������ �� ��H����"�� �Z�
��� ��������� � ��"��#��� "�����#� 
��� H�������P !�� ���b�"� �J���-�� ��"@
'������ ��� ��������� � ��"��#��� "�����# ��� ���%�' H�!��% ��H����"��
�Z�P ��#&' * � � z�� J��� ��� ����� ����!�"�#� J�� ����� ��"'������ ����
�JK�"��� "��F���� ��� ��������#��� ������#&' H�!��% ��"�����H�)�� t5D38:
8??5?uP ������� ����� � "�#������ "� "��F���� ��"�����H�)�� ��"��#��� "�����
� ����� J���-�% ���"�����&% #�" ��� ����% ��H����"��� O�H����P ��� H�!�@
�% ��H����"�� � z�� J�� ����#����"� �������� ���������# "�����#P ��"�����$
��"��#&% "���� $�� "������� ��"�����% -$��

O "���#��"�#�� " (���$��% tYu ��� �)��� ��������% ,������ $!��&#���"�
#������"�� �������� H�-$������ "����� H� ������& �����!�"���� �����H��
�Z� t�'#�"��#�� "�"��#��bF���u� �� ��"� L ���#���� H�#�"���"�� �)��� ���@
�����% ,������ �� ��H����"�� �Z� � ���-��� "����v-$�� �$�����% ���@
�% �J�H�!�� �'#�"��#�� "�"��#��bF��� ��������% ,������P ������� H�#�"��
�� �����!�"���� �����H�� �Z�� O���P !�� ��� H�!��� ����)& �����!�"����
�����H�� R ≈ 4.44 · σ̂ � ���"������� $��#� -$�� emin = −5σe, emax = 5σeP �!�@
�� �� $��#� "����v-$� #&-� � �JP ��������bF�% �#����"� )�������� !�"��
�J��"�� ���������� ($�)�� �����"�� ��"��������� #������"�� "������

J� K��������
 ����������# ��9��#��# �����������	������ M������@
#��� t,�"����)��u ��#����� ��"��������% ��"����#������"�� J�� �H �"'���%
"�$!�%�% ��"����#������"�� J��P ���bF�% ����H#���$b ($�)�b #������"��
� H���&% $��#�� ��������% ,������P �"�#�� � ����� �J �"����!�� '�-�
t"�� y��{ � "�   u�

���������� !� [���%"�#� ($�)�% h ∈ H P ���J����bF�' ����"�#� A # ��@
��"�#� BP �H&#���"� "���%"�#�� $�#��"���&' '�-@($�)�%P �"�� ��� �bJ&' ,��@

�YL � %��&� �
"�� 
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���	 J	 Q�.$)$ !)��  $�$ ����!D J���!#$$ !� ��K��"�!)�$ no+

����# a1, a2 ∈ A, a1 	= a2 � b1, b2 ∈ B #������"�� "�#������ �J��H�# �J����
������)������ �#�����$ ��F�"�� ����"�#� BI

Ph∈H{h(a1) = b1 ∧ h(a1) = b1} =
1

|B|2 .

N��������� #&-� "���%"�#� '�-@($�)�% !�"�� �H&#�b� $�#��"���&� "�@
��%"�#�� '�-@($�)�% #������ ���� t:=5@9/4U8?301 B03B 69/7:45/3u�

���������� $� ��"��������� "�$!�%&' J�� �H&#���"� ($�)��P ���J����@
bF�� "�$!�%$b ��"����#������"�� J��P "P #��JF� ��#���P ��H#�"�&� ��"�����@
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���	 K	 Q�.$)$ !)�� J���!#$�  !"����!�! )$����� !� !��!H��$� �pR

����� #������"��P # ��$�$bP J���� ������$b ��"����#������"�� "�$!�%&' J��P
��"�������&' �� H���$P J��H���$ � ��#������$I

T : x = {0, 1}n → y = {0, 1}m.

���������� I� ��"��������� �����)� �H&#���"� ,�"�������P ��������&%
��� ����F� �����)& �����)�P ,�����& ������% "�"���� �H $��% � ����)P #&J��@
&' "�$!�%&� �J��H��P � ������$���� "����� J�� ���$!���"� $������� ���%
�����)& � #����� �"'���% ��"����#������"�� �� ���$�b �I

T = T [1 : l, 1 : n], T [i, j] = T [i− 1, j − 1],

y[1 : l] = (T [1 : m, 1 : n] · x[1 : n]) mod 2.

���������� J� �#� #������"�&' ��"��������� X � Y P H���&' # ���%
� ��% �� �J��"�� ���������� ZP �H&#�b�"� ε@J��H����P �"��

max
V ⊆Z

∥∥∥∥∥∑
v∈V

(P(X = v)− P(Y = v))

∥∥∥∥∥ � ε.

���������� I� 4�P��3Z�� ��]c���D��� 3�3Z�6a� �� g�3Z���Z���� �̀E]
��D� 3� 3������� ��������P� g��P��Z�P�� 6��6�Z36 ������3��[��P 3�P��3Z��P
��]c���D�� �Z���.� ����	

� � � � H � � � � � " � # � $�#������� "�� # y�*{�

L���� tL���� �� ���������� ;�D��� ��3Z[ X b 3�������6 ���������
Hmin(X |E) b P���P��[��6 g�Z��E�6 X E�� �3����� E	 ��3Z[ F b 3�P��3Z�� ���]
���3��[�� ��]c���D�� �Z���.� ���� �� X � {0, 1}l	 �̀.�� 3������ ��3E��������� E�
f ∈ F ����Z ε]������ � �����P����P� ��3E��������_� .��

ε =
1

2

√
2l−Hmin(X|E).
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� � � � H � � � � � " � # � ����& �J �"����!�� '�-� "�� # y��{�
O ��!�"�#� "���"�#�� � ����� �J �"����!�� '�-� ���$!���P !�� �H "�$!�%�%

��"����#������"�� x ∈ X ����% n J�� ���� �H#��!� l "�$!�%&' J��P ε@J��H��'
� ��#����� ��"��������% ��"����#������"�� ���

l = �nHmin(X |E)− log2
1

ε2
+ 2�. t+u

M�  ���%������ O ��J��� ��""������ ��������!�"��� ������ (�H�!�"���� ��@
[}P �"�#���� � ��������� �H�$!��� �������#��� ��H���� M�H�!�"��� �"��!@
���� ,������ "�$��� "�$!�%&% ����� (����# ��H����� �H�$!���P ���!��b@
F�%"� �$�""��#"���$ ��"��������b #������"��%� �"����H�#��� ��� �H������
��������� ���������P # ������� �"'���� �H�$!��� �#����"� ����&� "������P
���#���� � ��� �H&#�����$ �H�����b (�$��$�)�� #��$$�� t$��#��� �#���#���
"�"�����uP !�� ���� -����� ��"���"������ �H#��� ����' ��[}I ��#���#&%
�������� "�$!�%&' !�"��P �"�#�&% � (�$��$�)�� #��$$���� ���#���&� ��@
������!�"��� $�#������� ��H#���b� !���� ���������� �"��!�� ,������ � "������
#&#�� � �"�$!�%�"��� ������$���% ��"����#������"�� !�"�� # �����' "����&'
�����������%�

��H$�����& !�"��&' ,�"��������# ����H&#�b�P !�� ��""�����#����� ����@
����!�"��� ������ '���-� "����"$��"� " ,�"����������

��� ��[}P #��b!�bF�� # ��!�"�#� �"�#&' �������
• ��H�� 7 ����% #��& 1550 � � ��F�"��b 5 · 10−3 OP
• ������&% �������� " "�������!&� "#������������P
• �Z� �Y J��P !�"���� ��"�����H�)�� �z���+ ��)P

���� ���$!��� ��"����#������"�� "�$!�%&' !�"�� " ��������% ,������% � @
�� J�� # H�#�"���"�� �� $��#� -$�� #'���F�' # ��[} �������� ��� ,��� ���#�@
���� #&-� #��'�� �)��� ��������% ,������ "�"��#����Hmin(X) ≈ 15.59 J���

[����"�� �����)�� "�$!�%�% ��"����#������"�� ��� ��������� $"���%"�#�
���� ���$!���P H���# ���J$���� ���$"����� �������� �� ��#������� ��"���@
������ � ��"!��$b �)��$ ��������% ,������P " $!���� -$��#&' ���������#
$"���%"�#��
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"��� ��� � ���� ��JK����#��� ����#���� ��� ������������P !�� ��J'������
��� ������� ��-��� �(����)�� �����"� ��� �� ����� J&�� ���$!�� # �JK���P
��"����!�� ��� ��-��� $��H���� $��#���P � ��������!�"��� �����&P ��H#�@
��bF�� ,�� "������P "$F�"�#$b�� �����P ��#��� � ���P J$��� ����� # #��$ ����@
�� ��JK����#��� ����#����P � ������ �$ ��� !�"��P ������� "#�H�� " "��$�)��%
����������"��P ������ ��� ,���P !�� $��H��� ������ ��"����!� $"��#��

O ��J��� y�*{ �� �� ��$'��# ��������� ���&��$ (������H�#��� ���)�"" ���@
���� ��-��� ������ $���#���� tN]u� [�#��$��"�� (������#P #���bF�' �
��-��� N]P ���$��"� H��"� �"�"������ "���&�P "�#��$��"�� #�H���&' "�"��@
��% "���& ����"��#���� "�J�% #����� C = {c1, . . . , cm}� O "#�b �!�����P D =
{d1, . . . , dn} r ,�� ����"�#� #�H���&' ��-��% N]P � F = {fij} r �����)� �)�@
�!&' ($�)�����#P i = 1, . . . ,mP j = 1, . . . , nP fij = f(ci, dj)� �����P "����"� y�*P
"� �*{P ���J���� ������� ��-��� {C,D, F} "�"���� # #&J��� "���#��"�#$bF��� ��@
-��� dj � �"�#��� �������� N] ��������� O "#�b �!�����P ���� ���J����
'��������H$��"� �"�#&�� (�������� {I,K,R}P ��� I r �(����)���� "��$�)��P
K r ����"�#� ��������# ������� ��-���P Rr "�"���� ���#�� ������� ��-��%
� �"�#� ��������# y�*P "� �*{� ����� �� �� ��$'��# ##���� ���""�(���)�b �(��@
��)��&' "��$�)�% t�[u � �"�#� �(����)��P #���bF�% � #&J�� ��-��� N]�
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N ��""�����#��� -�"�� �[I I1, . . . , I6� ��������P I1 '��������H$��"� H���&� ��"@
���������� ������&' #������"��% � ,������' ci ����"�#� CP I3 r H����%
"�"����% ������!���% � ������&' #������"��' ��"��������� ,������# ����@
"�#� C � �� �� ��" H��"� J$��� �����"�#��� ������ �[ I4P ������� '��������H$��"�
��H#�"�&� ��"���������� #������"��% � ,������' ����"�#� C�

��� ��H��-��� $��H��% ����������"�� �� �� ��$'��# ���������� �"����H�@
#��� (������H� �� ���%"�P "����"� �������$ ��J���� #�����&� ��"����������
#������"��% pi "�"����� "���& C J$��� ��"���������P ��� ������� ,������ t�u
����� ���"��$� " $!���� #"�% ���bF�%"� �(����)�� t�����!��%u� ����� � y�*P
"� �  z� c{ ���#���� ������& �'������ ,�"�������&' ��"��������% pi ��� ���'
"�$!��#� O ���#�� "�$!�� � "���� C � �H#�"�� �!��� t�����!��� ��"$�"�#$b�uP
�
� ������"&#��� �H�!��� #"�� �"'���� ��#&� #������"��P ��-���� ���%
H���!� J$��� ��#������ ��"��������� pi =

1
m � O� #����� "�$!�� # ��!�"�#� ����@

�!��� #&"�$���� #���!�� ��������!�"���� ������� �)��!��� ($�)�����
fk ��� ������� ��-��� dk t�����!��� ���#��� ����uP � # ������� r #���!�& fk

� ��� ��"���"�� σk t�����!��� #������ ����u�
O ��J���' y�YP �+{ ��""�����#���"� �"����H�#��� �
� ��� ��-��� H���!�

���"�� "��$��$�& ,((����#��� �#�"��)����� ����(���� ���P # y�Y{ ##����"�
������ �"�"����� ,�����!�"��% "���&�P ������ �H �����&' '��������H$��"� #�@
�����"��b �����H�)�� qj P

∑n
j=1 qj = 1P # ������� n r !�"�� "�"����%� �����P

�"�� ����� ��"�� !��#����� �[P �� �� � ��#����� ,�����!�"��% "���& �� ���@
��% �(����)��P "����"� y�YP "� ��Y{P "���$�� �������� �,�����%&% ���'���I
H(q) = −∑n

j=1 qj ln qj → ;0RP !�� "���#��"�#$�� ��#�"�#$ H�!��% q̂j = 1
n � O ,��%

��J��� y�YP "� ��+{ ��������&� ����� �J��H�� �)��� "�"����� ,�����!�"��% "��@
�& q̂j ���$� ��������"� # (���$��' #���!�P '��������H$bF�' ���& ���J&��
����#�#I ��������!�"���� ������� ��'���"�� mi � ��"���"�� σ2

i (@�� ����#�P ���
mi =

∑n
j=1 rij q̂j P σ

2
i =

∑n
j=1 r

2
ij q̂j −m2

i P � rij r ���� ��'���"�� (@�� ����#� # h @�
"�"����� ,�����!�"��% "���&� �� ���b �#����# y�Y{P ���$!��� ����� �J��H��
"��$��$�� �#�"��)����� ����(��� �J������ �����-�� $��#�� ��"���

O y�+{ �""���$��"� )���#�% ����H����� ����(��� C(x) =
∑n

i=1 xiCiP ��� xi r
���� (@�� ����#� # �#�"��)���� ����(���P Ci r )���#�% ����H�����P H�!���
�������� '��������H$�� "����� ��"������ �#�"����� )��� t�������P ��'��u ��
(@�$ ����#$� M������#��� ����(��� �"$F�"�#����"� # $"��#��' ����������"��
�� ����H������ CiP ���bF�% #������"�$b ������$P ��� ,��� �����H�& [Cd

i , C
h
i ]

�H����� ����H�����% Ci �H#�"�&P � ����H����� ��� ��H��!&' ����#�# "����"��@
!�"�� �H�#�"��&� ������������"� y�+P "� Yc{P !�� # "��$�)��P ����� ���"������
"�$!�%�% #���!�& �H#�"�� ��-� �����H� �� #�H���&' H�!��%P ��"�������@
��� " ���"������% ,������% �#����"� ��#������ ��"��������� � H�����
����#���� �"'��� �H ,��' �����������%P �""���$��"� ($�)�� ����H�"�� #���
U(x) = −e−sC(x)P ��� s r ������������ #���!��P ������bF�� "����� �"���@
�"�� �#�"���� � ��"�$� ��-���� �#����"� #����� xP ���"���H��$bF�% )���#$b
($�)�b U(x) ��� H���&' H�!��% s � ����#���# [Cd

i , C
h
i ]�

O ��!�"�#� ����#���������� #&#��� ���� H���b!���P !�� �
� # ��� �"@
����H$��"� �!�"�� � �����$F�"�#�� ��� ������$ �H�!��b�P �� �� ��� �'����@
�� #������"�&' ��"��������% �"�"����� "���&� # $"��#��' ����������"���
��� ,��� !�F� #"��� � ��������"� # �$��H��% #��"���P �� �� # �#��"��� ���)�@
�� ���"����!��� �"�#��� |��$���r�����"�P !�� #&������"� # �"����H�#���
��#������� ��"��������� �� ���!�� ����% ����������"�� � �"�"����� "��@
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�&�P � ����� ��"$�"�#�� ����'@��J� �����!��% ��� �(����)�� � �'� ��J��&P
# �����&' ���$!� �F$���&% ������!�"��% ��H$����� t"�� y�+{uP �#��b�"� "�����
�"��b!�����

!� "���
��� ��D���
 � 9�����
; ��������������� ��� G���� ����C
��� O y�LP "� ��Y{ ��""�����#���"� �"�"���� " ���"������% ����H�"��b�P �����$b
���� ���"��� "���$bF�� �J��H���

�$"�� x1, . . . , xn r ����!�"�#� ��#���#P ���$����&' �����J������ �� )��� "�@
��#��"�#�� c1, . . . , cnP �"'��� �H �JF��� Jb����� B� �����J����� ���"���H��$��
($�)�b ����H�"�� U = U(x)P x = {xj � 0}P j = 1, . . . , nP B =

∑
j xjcj � ��������

J$��� ����� #��

L = U(x) + λ(B −
∑
j

xjcj), t�u

��� λ r �������� �������� ����� ����!�"�#� ��#��� xP ���"���H��$bF�� ($�@
)�b ����H�"�� U P �#����"� ��-���� "�"���&

∂U

∂xj
= λcj . t*u

[ ��!�� H���� ����!�"�#��% ������ ����H�"�� t�������P y�EP "� �  {u #&����@
�� # ��#�% !�"�� $��#��� t*u ����"��#���� "�J�% ��� �H&#���$b ��������$b
����H�"��� h @�� ��#���P � "��� $��#��� �"�� H��� "���"� �� 
��-���� y�EP "� � Y{P
"����"� �������$ ��������� ����H�"�� J���� ������)������ ��� )���

���� h @�� ��#��� # �JF�� Jb����� B "�"��#���� pj =
xjcj
B P ����� ($�)�b ��@

��H�"�� ���� ����"��#��� # #��� u = u(p)P p = {pj � 0}P j = 1, . . . , nP
∑

j pj = 1�
�������� t�u ������ #��

L = u(p) + λ(1 −
∑
j

pj) tYu

� #����� pP ���"���H��$bF�% ($�)�b ����H�"�� uP �"�� ��-��� "�"���&

∂u

∂pj
= λ. t+u

�$"�� � ($�)�b ����H�"�� �����&#�b�"� �����!���

fk (pj) = gk, tLu

��� k = 1, . . . ,Kw K r ����!�"�#� �����!��%w gk z ��"���&P ������� H�!���
��������!�"���� ������� ��� ��"���"�� h @�� ,������ #������ u� ����� ($�)�b
������� tYu H���-�� ���I

L = u(p) + λ

⎛⎝1−
∑
j

pj

⎞⎠+
∑
k

μk(gk − fk), tEu

H��"� μk r �������� �������P "#�H�&% " :]� �����!����� O ,��' $"��#��'
#����� pP ���"���H��$bF�% ($�)�b ����H�"�� uP �#����"� ��-���� "�"���&

∂u

∂pj
= λ+

∑
k

μk
∂fk
∂pj

. tcu
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�����������P !�� ���� ($�)�� ����H�"�� u #&������ ��"���"�� �������@
�� ��#�"��)����� ����(����P �����$b ��J'����� �����H���#���P u = pTSpP
��� S r ��#����)���� �����)� ����(���P ,�����& #������ p r ���� �����#�#�
# ����(���� ����� �����!��� ����� #�� cT p = rP H��"� c r #����� "�����"�� ����@
#�#P "������F�'"� # ����(���P r r #����� �' H����% ��'���"��� O ,��� "�$!��
��-��� "�"���& tcu J$��� ����"��#���� "�J�% ��-��� ���""�!�"��% H���!� ����@
(����% ������H�)�� �� �� 
����#�)$ y�c{� N������ �����P !��P �"�� )�� ��#���
cj � �#����"� ��"����%P ��""������� H���!� ����H� �"�"���& " ���"������%
����H�"��b� t����� ��� ������"�� J$��� ����#��� �� ��� �H���!� ����H�"���u
���#��F���"� # H���!$ ��� # $"��#��' ����������"��P ��"�����$ #������"���
��"��������� pj �"�"����� "���&� "���#��"� ��H#�"�&��

O ��J���' y�GP � { ��""������ H���!� ���"�� "���$bF��� #���� ������������"�
y�GP "� �c{P !�� �H#�"�� �������� ��"������ ��"���������P ����H&#�bF�� "�����
�-�% $#����"�� � ��"���'������ �JK���� ���"�� r #������"��� ��"�����@
���� � ���!�� ����"�#� �H n �!���P ���$���� ��J��"��b J�� NJK��� ���"��
t�H�#�� ��� �)���b�u ����� �'�����"� ������ # ���% �H �!��� j " #������"��b
pj P j = 1, . . . , nP

∑n
j=1 pj = 1� ��� �����% �!�%�� j "$F�"�#$�� ($�)�� �J��$��@

�� b(zj)P ����"��#��bF�� "�J�% $"��#$b #������"�� �J��$���� )��� # �!�%��
j ���"��#&�� $"������ �JK���� zj ��� $"��#��P !�� )��� �'����"� # �!�%�� j�
��-���� H���!� ���"�� �#����"� ��� ���"�� r ($�)�� ��"��������� ���"��@
#&' $"���% f P ������� ���������� ����!�"�#� ���"��#&' $"���% zj P ��"�������&'
# �!�%�$ j� �$"�� F r ,�� ����"�#� ($�)�% ��"��������� ���"��#&' $"���%�
��� ($�)�� ��"��������� f ���� #&!�"���� #������"�� �J��$����

P (f) =

n∑
j=1

pjb(zj) tGu

� ���J$���� ����!�"�#� ���"��#&' $"���%P ��� ��"$�" ���"��#&' $"���%P C(f) =∑n
j=1 zj � �$"�� M > 0 r ,�� �����!��� � ��"$�" ���"��#&' $"���%� ����� ��@

�"��#&% ��� f∗ ∈ F ��������&% ��� ��"$�"� M P �"�� C(f∗) � M � P (f∗) � P (f)
��� #"�' f ∈ F ��� $"��#�� C(f) � M � O y�GP � { ������������"�P !�� ���"� #����"�
� ���#����� #� #"�' n �!�%��'P � ��,����P �$��� �J"����#��� m �!��� # '���
����� ,����P 1 � m � nP ��� ,��� ��� ��������� !�"�� ,����# ���"�� K � 1P ���
� ����� ���"��#��� ��"$�"� M ���$� J&�� � �H#�"�&� ����� ��� H���!�% ���"��
J$��� �����H$��#���"� ������ H���!� ����� #����

[��#��� H���!� ���"�� " ��""������% #&-� H���!�% ����H�"�� ����H&#���P
!�� �� ���b� ���� �JF���P � (������� r ������!�"�� �����!&� ������� ,��
� "���$bF�� �������� ��"�� ���"�� # �!�%�� j $"������ �JK���� zj ��������
#������"�� pj �'������ )��� # �% $���-��"� � #���!�$ pjb(zj) � J$��� ��#�

qj = pj − pjb (zj) . t� u


��� H������� t"�� #&������ tGuuP !�� pjb(zj) �"�� #������"�� �J��$���� )���
# �!�%�� j $"������ zj P �J�H�!�� �� wj = pjb(zj)� ����� ���"�������� #������"��
ṕj �'������ )��� # �!�%�� j "�"��#��

ṕj =
pj − wj

1−∑n
j=1 wj

=
qj

1−∑n
j=1 wj

, t��u

���
∑n

j=1 wj r "$��� #������"��% �J��$���� )��� #� #"�' �!�%��'P ��� #&���@
��"� ���"� t����� r �!�%�� ���"��u�
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������ �����������P !�� ��""������� �������� ��"��������� pj t��J��"��
J�u r ,�� ��"��������� ����% t��#���#P ������&' ��"$�"�#P (��"�#&' ����#�#
� ���u # �������� �J��� t�����J�����"��% ���H��P �#�"��)���� ����(���P Jb�@
���� � �� ��uP H��"� pj =

xjcj
B P xj r ����!�"�#� ��������# h @�� #��� # �J���P cj r

�' "�����"��P B r "�#��$��� "�����"�� #"�' ��������# �J���� ]��H�&% �J��
J$��� ����#��� ����� ��� ����(��� ��� Jb����P � ��� �������& r ��� ����#&P
#��& ��"$�"�#P ��#��& ��� �� ������)��� r �!�%��P ���� # #��$P !�� ,�� � J����
!�� $"��#��

�$"�� b(zj) �"�� ($�)��P ����"��#��bF�� "�J�% $"��#&% �����"� ���� ��"$�@
"� h @�� #��� H� "!�� #������ ��"$�"�#P ��� ��!�P "���"�# t�������P (��"�#&'u
�JK���� zj ��� $"��#��P !�� �"'���� ���� "�"��#���� pj � ��-���� H���!� �#����"�
E��� ��3E��������6 r ($�)�� ��"��������� ��"$�"�# f P ������� ���������� ����@
!�"�#� "���"�# zj P #&����&' ��� ����J������ ��"$�"� h @�� #���P ���P �� �������
" ���"���P ���"�������&' # �!�%�$ j�� �$"�� F r ,�� ����"�#� ($�)�% ��"@
��������� ��"$�"�#� ��� ($�)�� ��"��������� f ���� #&!�"���� "$����&%
���"�����&% �����"� �"�����"��� ��"$�"�#

P (f) =

n∑
j=1

(1− pj)b(zj) t��u

� ���J$���� ����!�"�#� "���"�# C(f) =
∑n

j=1 zj � �$"��M > 0 r ,�� �����!��� �
H�����&� ����� ��� ��"��������� f∗ ∈ F �#����"� ��������&� ��� �����!���
M P �"�� C(f∗) �M � P (f∗) � P (f) ��� #"�' f ∈ F ��� $"��#�� C(f) �M �

��"�� #������ # �!�%�$ j ��"$�"� �JK���� zj ���� pj $#���!��"� � #���!�$
(1− pj)b(zj) � ������ #��

qj = pj + (1− pj)b (zj) . t�*u


��� H������� t"�� t��uuP !�� (1− pj)b(zj) �"�� ���"�����&% �����"� ���� ��@
"$�"� h @�� #��� H� "!�� #������ "���"�# �JK���� zjP �J�H�!�� �� ��� −wj =
(1− pj)b(zj)� s�� ���$"� ����� wj �H�!���P !�� �H����� wj # "��$�)��' ���"��
� ��������� Jb������ ����� �����#������$b ����#���"��� ����� ���"����@
���� �#������"��� t# ��""�����#����� "�$!�� ����u ṕj ����� J$��� ����������"�
(���$��% t��uP �H !��� "���$��P !�� �J� H���!� �#��b�"� ������!&�� H���!���
��"��������� �����!�&' ��"$�"�#�

[ $!���� "��H����P ��""������ ��&� H���!� ��� �#� #H����"#�H�&� ���@
��)��� ��"�����$ # '��� ���#�% �����)�� pj $���-���"�P H����� "��#� ����"��
"��#�� ���"'���#����� ��� ��"'���#��� t�������u ��"$�" t�������P ����&'
"���"�#u #&"#�J������"�P ��,���$ �J�H�!�� #���!�$ wj # t��u ��� w+

j = pjb(zj)�
O "#�b �!�����P ��� �������� t���$���u ��"$�" ��"'��$��"�P ��,���$ #���!�$ wj

# #&������ t��u �J�H�!�� ��� w−
j = −(1− pj)b(zj)� �����������P !�� ��������

!�"�� ��"$�"�# �"������' #���# �������"� � � #&�$!�&� "���"�#� ���$��b�"�
��"$�"& ��$��' #���#� O �J��' "�$!��' ���"�������� ���� ��"$�"� h]�� #��� ��@
��� J&�� #&����� (���$��% t��u ��� "���$bF�� $"��#��I �"�� ��"$�" h]�� #���
��"'��$��"�P �� wj = w+

j P � �"�� ��������"�P �� wj = w−
j �

����� �J��H��P ��""�����&� H���!� ���"�� � ����H�"�� �#��b�"� ������!@
&�� H���!��� ��� # $"��#��' ����������"��P ��H��!�� ����$ �����&�� "�"��@
�� ������ # �"��!��� $��H��% ����������"��� O H���!� ���"�� #������"���
��"��������� r ,�� ���� �-�% �(���H���P ��"�����$ ��"���'������ )��� ��H@
#�"��� O H���!� ����H�"�� �"��!���� ����������"�� "�$��� #��������"���

�+c � %��&� �
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$� K������
 ��� <9����
 ����G������ ������ #����"� � #����"$ � ($�@
)�� ����H�"�� � ���������"� " ��������� O ��""�����&' #&-� H���!�' #���!��
P (f) t#&������ tGuP t��uu ������ ���� ��JF�%� ($�)�� ����H�"��P �� �� ($�)��
����H�"�� #"��� �J��� t��J��"�� J�u� O "#�b �!�����P # "�"��# P (f) #'���� #���@
!�� �($�)�� �J��$����� b(zj)P ������� ����"��#���� "�J�% $"��#&% �����"�
���� h @�� ��"$�"� H� "!�� #������ "���"�# �JK���� zj P �� �� �#����"� �!�"��%�
($�)��% ����H�"�� ��"$�"� h @�� #����

O ��J��� y�G{ ����H��P !�� P (f) ����� ���"��$� # ��� "�$!��P ����� # �!�%@

��' ���"�� �($�)�� �������� b́ (zj) pj �������� ��#&� H�!���P H��"� b́ (zj) r
����H#���� �� b(zj) �� A� ���� ��-��� ����""�!�"���� � ������ ��� ������ ��@
�"��P �� ����� ��"����!� -������ ��"���"������� ��������P �������� #����%
H��� �� ��""�� �H �J��"�� ,�������P $�#�����bF�%P !�� ���"��$� ����H�"��
�����J����&' J��� H� �����!�&% ������ #����� ��"������"� # ��� "�$!��P �"��
�������&� ����H�"�� J��� ������#& y�EP "� � �{� O ��J��� y�G{ "����& "���$bF��
#&#��& � #����� #��� ($�)�� b (zj) � ��-��� H���!� ���"��� N��#������ ��@
"������ ���"��$�� #������"�� �J��$���� P (f) � ��#�"�#� ��"����!�% �(��@
��)��� t���"�������% #������"�� t��uu # �!�%��' ���"�� #�H���� # ���"�#���
"�$!�� r �"�� ($�)�� b (zj) �#����"� ,�"���)�����%� ����""�!�"���� ��-���
H���!� ���"�� t� ����� ������!&' �% H���! �H ��$��' �������&' �J��"��%P "��

#&-�u #�H���� ������ # "�$!��P ����� b́ (zj) < 0� �"�� b́ (zj) � 0P �� ��-��� �����
$��#���#����� �������b ���"��$�� P (f)P � ��� ,��� �����#���!��� ������� s���@
���P !�� # ��H&' �J��"��' ��������"�� ($�)�� ����H�"�� ���$� J&�� "�����
��H��!��� #��� t"�� y�EP "� G�w ��P "� LE{uP �� �� $"��#�� b́ (zj) < 0 #&������"� ������
� #"�����

[ $!���� "��H���� ��""������ # ��!�"�#� ($�)�� ����H�"�� ,�����b ��"@
��������� pI

H = −
n∑

j=1

pj ln pj. t�Yu

O y�GP "� Y { "���� #&#�� � ���P !�� ��J���� �(������#&� �#����"� ����% ��@
������ ���"��P ��� ������� ���"�������� ,������ H́ ��"�� ������� �!�������
,���� ���"�� ����� ���"��$�� O "#�b �!�����P # y� P "� *+Y{ ����H��P !�� ���"�@
�$� ,������ ��"������"� ��� $"��#�� ��#�"�#� ���"�������% #������"�� t��u
# �!�%��' ���"�� #� H�#�"���"�� �� #��� ($�)�� b (zj)�

O !�� �F� H���b!�b�"� "�&"� � �����$F�"�#� �"����H�#��� ($�)�� ,���@
��� # ��!�"�#� ($�)�� ����H�"��� ��""������ ������&� �H �'�

�� M$�)�� ,������ H ������ #�H��"���� �� n � �������� ��J���-��
H�!���P �"�� #"� pj ��#& y�GP "� *c{� ]��H��� "#�%"�#� ��H#����� �"����H�#���
($�)�b ,������ # ��' �J��"��'P ��� ����� ��"�� ��"� ����H�"�� U ��� $#���!���
n� ��������P ��#��"�(���)�� (��"�#&' ����#�# "��"�J"�#$�� "����b $��#�
�#�"��)����� ��"��� O ��J��� y��P "� �G{ ���#��� ���(�� H�#�"���"�� �JF���
(��"�#��� ��"�� �� !�"�� #���# )�&' J$���P #��b!�&' # �#�"��)��&%
����(���� �H ��� "���$��P !�� �#�"��)��&% ��"� ����� ����)�b � ,�"���@
)������$ $���-��b �� ���� ��"�� ����!�"�#� #���# )�&' J$��� # ����(���P �
��� �' $#���!��� �� Y z+ �������� ��"����� H�!���P ��#�� ��� �H&#����%
"�"������!�"��% "�"��#��bF�% ��"���

�� M$�)�� H ���$"���� �������H�)�b �� !�"���� r ��"� H # �bJ�% !�"��
��"��������� pj #���� � $#���!��b H #"��� ��"��������� y�GP "� *c{�

� %��&� �
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*� s���!� ���"���H�)�� ,������ H (������� ,�#�#����� H���!� ���"���@
H�)�� ($�)�� ����H�"�� u(p)P � #����� pP ���"���H��$bF�% ($�)�b ,������
H P �"�� ��-��� "�"���&P ������!�% "�"���� tcu� ��%"�#������P �"�� � "�"���$
tcu �����&#�b�"� �� �� �����!��� tLuP �������� �������� #��

L = H + λ

⎛⎝1−
∑
j

pj

⎞⎠+
∑
k

μk(gk − fk),

�� �� J$��� ������!� #&�����b tEu� ���"��#�# # ��#$b !�"�� $��#��� tcu #&��@
���� ��� ,������ t�YuP ��"�� �H�!�����&' ����J��H�#��% ���$!��P !��

− ln pj − 1 = λ+
∑
k

μk
∂fk
∂pj

. t�+u

Y� O "�$!�� ��"$�"�#�� �����!��% tLu ��-��� "�"���& t�+u � ����!���"� ��
��-��� "�"���& t+u ��� �bJ�% ($�)�� ����H�"�� u r �� �#����"� ��#������
��"��������� pj =

1
n �

I� "����������
 G����� O���!�$ w+
j J$��� �H&#��� ���'�����P � w−

j r
���"'������ ��"�����$ ��'���� � ��"'���� !�"�� wj ���b� ��H&% H��P �J�H�!��
#���!�$ P =

∑n
j=1 wj ��� ����J&���P ��� ,���P �"�� P < 0P J$��� �"����H�#��� ���@

��)��&% ����� �$J&����� �H����� ��"$�"� zj J$��� ����#��� �H���������P
"���#��"�#�� ����������&�� t���������P ���������� tJb�����uu ��� ����@
)�����&�� t����$����P ���"'���#���� t"���"�#uuP "$����&� H�����& �J�H�!��
C =

∑n
j=1 zj �

 ����� iP��Z36 ����Z���� ����6Z��3Z��� ��3E��������� p = {pj � 0}� j =
1, . . . , n�

∑
j pj = 1�  ������P� E�����3E������Z[ ��3��3� zj P�\�� 6�����P� Z���

�Z��� g�Z��E�6 t�Yu ��3Z�.�� P��3�P�P� 3 ���Z�P ���P�\�� �.���������f
• ��3���_Z36 ��3��3� 0 � m1 � n �����P � E�E���6_Z36 r 0 � m2 � n �����j
• 3�PP����� ��Z��Z� C �M � E�����[ P � g� .�� , � U b ����Z���� ���3Z��]

Z�j
• ������3Z�� ����� E�E���6�P� ��3��3�� ����� d� E�� gZ�P j = 1, . . . , n +

d, pn+1 = . . . = pn+d = 0	
i��#�� �H���!�� J$��� �J�H�!��� ���� ,�$ H���!$ " $��H���� ������&'

�����!��%� ��� �$!-��� ������� �H��������� ��""������ ���"��% �������
�����������P (�����$�� �#�"��)��&% ����(���P # ������� ������������"�

���!�� ����#�# !��&��' #���#I ��)��P �J����)��P ��#�����"�� � H������ �H#�"�@
�P !�� ��"�P �����&% �������� � "�J� �#�"���P ����������"� "����-���� ����%
����#�# # ����(��� t������ #&J��� ������ "����-��� ��� ����(��� " $��H�&�
"�"��#�� ����#�# ���#��� # y�*P "� �L{u� �$"�� �JF�� "�����"�� ����(��� �#�"����
"�"��#���� BP ����� ���� ����#�# h @�� #��� # ����(��� ṗj =

xjcj
B P ��� xj r ����!�@

"�#� )�&' J$��� ����#� h @�� #���P cj r �' "�����"��� �����������P !�� �#�"���P
�"'��� �H "#���� ���-��� � ��"�$P #&J��� "���$bF�� "����-��� ����%I ��)��
ṗ1 = 0.1P �J����)�� ṗ2 = 0.2P ��#�����"�� ṗ3 = 0.3 � H����� ṗ4 = 0.4� O#����

��,((�)��� kj =
ṗj min

ṗj
P ��� # ���#����� ������� ṗj min = 0.1P � ����"��#�� ���@

�J��H�#�$b #���!�$ #������"�� # #��� pj =
kj ṗj∑
j kj ṗj

� s��"� pj ������ ��#&�

H�!��� pj = 0.25P � ,������ ������ ��"��������� J$��� ���"������� s����P ��
���� �H����� )�& ����#�# cj P # "��$ �&�!&' ��� �&' ���!�P H�!��� pj J$@
�$� �H�����"�P � ,������ ��"��������� pj $���-���"�� �"'��&� #������"�� ṗj

�L � %��&� �
"�� 
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����� �H����"�P �' ���� ���������� �� (���$�� ṗj =
1
kj

pj∑
j

(
1
kj

pj

) � ��,((�)���&

kj "�'���b�"� ��H��&�� # ��!��� #"��� #����� ���#����� �����)�% " �����@
(����� �� ��' ���P ���� �#�"��� � �H���� "#���� ���-��� � ��"�$� ��"�����$
#"� #���!�&P "�"��#��bF�� Jb���� B =

∑
j xjcj P �#��b�"� ������&��P ��� B

�������"� ��� ���$F�� H�!����
]#���!��� ,�����b " )���b ���#����� ����% ����#�# � �"'����$ "����-�@

�b ���� ��H��!&�� "��"�J����
�$"�� ��"��������� pj ����� #��P ����"��#��&% � ��"� �P �I ������������@

"�P !�� �"'���� ��"��������� ṗj J&�� ����J��H�#�� � #��$ pj ���P ��� $��H��
#&-�P � H���� ���������� �H����� ��� #�H��%"�#��� ����'@��J� (������#� O ��@
J���' y�GP � { ��""�����#�b�"� ($�)�� �J��$���� �"������' #���#P �' ���(���
���#���& # y�GP "� *�{� O ��!�"�#� !�"��% ($�)�� ����H�"�� J$��� �"����H�#���
��$ �$�#��"���$b� ($�)�b b(z)P ���(�� ������% ���b"����$�� ��"� �P �� ���
($�)�� ��"����� � �"�#� ����H������% ($�)��

b(z) =

{
1− (1− k z−ak

r

)r
, z � ak,

−
(
1−

(
1− k |z−ak|

r

)r)
, z < ak.

t�Lu

��� ��������& 0 < k � 1 � a ��������b� "���#��"�#�� ��"-��J � "�#�� ($�)��
�� -���� zP � �������� r H����� �� (���$ � "����� ���#�H&� �"�� r > 1P �� b(z)
�#����"� ($�)��%P #&�$���% ##��' t���#�� k uP �"�� 0 < r < 1 r #&�$���% #�H
t���#�� l uP �"�� r = 1 r ���%�% ($�)��% t������ m u�

[�&"� ($�)�� b(z) H���b!���"� # "���$bF��� �"�� k = 1 � r = 1P �� H������
��"$�"� # �JK��� zj = k �H�!���P !�� ���� h @�� ��"$�"� pj �H��"'���#�� t������u
����"��bP ��'�� "�"��#�� pjB� O "#�b �!�����P �������� ��"$�"� # �JK��� −zj
�H�!���P !�� ���� h @�� ��"$�"� $#���!���"� � 1− pj P ��"'�� "�"��#�� (1− pj)B�
��"�����$ ��� r = 1 ($�)�� b(z) �#����"� ���%�%P �� �H����� ��'��� ���
��"'��� ����"'���� ������)������ H������� zj � �"�� �� b(z) #&�$��� ##��' t#�HuP
�� # ���� ���)�""� ����� ��"�� ��"��#��� t���������u� O "#�b �!�����P ��������
a ���������� #���!�$ ��H�������P ������� ����""�b J����#��� J�������

��-��� H���!� �"�#�� � ��H$������'P ���$!�&' # y� {� [����"� ������� �
# y� {P �"�� ��� ���"�� # �!�%�� s �������� #������"�� ps $���-��"� �� H�!���
qs = γ t"�� y� P "� *+ {uP �� ���"�������� ,������ H́ ��"����� ���"��$��� [����"�
������� * # y� {P �"�� # ����%@��J� �H �!��� �J��"�� S #���!�� #������"�� ps �
���#&-��� H�!��� γP �� ���"� # ���% �!�%�� � ���#���� � $#���!��b H́ �

N���� "���$�� H�������P !�� # ��J��� y� { ��!� ���� ������ � ���"�� �JK����#P
��,���$ ��������� ���"��#&' $"���% zj ����� ���#����� ������ � $���-��b
#������"�� pj P � ���� � � �� $#���!��b� O $"��#��' �� ���% H���!� �#�����@
�"��� ����� ��"��I ��� $��H�� #&-�P ��"�� #������ # �!�%�$ s ��"$�"� �JK����
zs ���� ps "���#��"� J���-� � #���!�$ (1 − ps)b(zs) � ������ H�!��� qs t(��@
�$�� t�*uuP �� �� ����� ��"�� "����-��� ṕs > ps� ��� � ���� ���� $J�����"�P !��
� # ,��' $"��#��' $#���!��� ps �� H�!��� qs = γ ���#���� ���"������$b ,���@
��b H́ � ���"��$�$� ���� H��"� # ���P !�� ��� ����H�����"�#� ������& � t"�� y� P
"� *+�{u H�� #���!�& Δps = ps − ṕs � ���#���#��"�P ��,���$ ���$!�&� # y� {
��H$�����& "���#����#&P # ��� !�"�� � ��� "��$�)�� ṕs > ps�

[����"� "���"�#�b Y y� P "� *+Y{P ��� ��"������ ���"��$�� ,������ $"��#��
#������"�� b (zs) �J��$���� )��� # �!�%�� s �J��"�� ���"�� S ����� J&�� ��#�
b (zs) = 1− γ

ps
� ���$!��� ������!��� "����-��� # "��$�)�� ps < γ ����H#����
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���	 �	 i�)#��"����$� �#�$!��!D .��!���!)�$ I�L $ /-�%0$$ #!��K�!)�$ I� L

�"�,%� �& * � �%� �

�H $"��#�� qs = γP ��� qs ����������"� #&������� t�*uI γ = ps + (1− ps)b (zs)� �����
#������"�� b (zs) ���� ����"��#��� # #���

b (zs) =

{
1− γ

ps
, ps � γ ,

− γ−ps

1−ps
, ps < γ .

������& ��-��%P ����"��#��&� � ��"� �zYP #&����& ��� "���$bF�' H�@
!��% ���������#I k = 1P r = 0.3 t($�)�� b(z) #&�$��� #�HuP a = 0.03�

O�����& ��-��� H���!� ��� ��"��������� ��"$�"�# zj J�H �����!��% �
����!�"�#� �!��� ���b"����$�� ��"� �� O ��"$�"�#�� ��$��' �����!��% H���!�
����� J�"���!�� !�"�� ��-��%� �"'��� �H ,����P � ��"� �P � ���#���� ��-���
" �����!���� � ����J&��� P = 0P "$����&� H�����& "�"��#��b� C = 0.577�
O "#�b �!�����P � ��"� �P � ��� ��-��� " �����!���� � "$����&� H�����&
C = 0P # ,��� "�$!�� �$J&���� "�"��#���� P = −0.24� ��� ($�)�� b(z)P #&�$���%
##��' tr = 3uP ���(��� J$�$� ����� ��'���% #��P � # "�$!�� P = 0 "$����&�
H�����& "�"��#�� C = 1.138P � ��� C = 0 �$J&���� J$��� ��#� P = −0.295�

O �J��' �������' ,������ H́ ��"������ ���"��$�� H́max = lnnP ��"�����$
���"�������� ��"��������� ṕj "���#��"� ��#����&�P ṕj =

1
n � ��-��� ��� P = 0

����������"� "���$bF�% �������%�
������� �� 
3�� E�3�� E�����3E��������6 ��3��3�� zj P�\�� 6�����P� j =

1, . . . , n ����6Z��3Z[ pj ��P���Z36 �� �������6 qj = 1
n � Z� H́ = H́max = lnn� �

�L� � %��&� �
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���	 �	 i�)#��"����$� ��)-�)!. #! %�$���$E  �%)$ - � J���!#$$
,�K !����$C��$� �� C$)�! �C��% IP = 0 I�L� C = 0 I� LL

���	 H	 n#!)���$!��!� ��)#��"����$� .��!���!)�$ I�L $ ��)#��"����$� ��)-�)!. I� L
#! %�$���$E  �%)$ - � J���!#$$ ) !����$C��$� �� C$)�! �C��%

P = 0	
� � � � H � � � � � " � # �� O���!�� P t����J&���u P =

∑n
j=1 wj �"�� "$���

���'���#� w+
j = pjb(zj) � ���"'���#� w−

j = −(1− pj)b(zj)P #H��&' "� "#���� H������
O "#�b �!�����P t"�� #&������ t��uuP pj = qj +wj � ����� �J��H��P ���� H���"���P

!�� P =
∑n+

j=1 w
+
j +

∑n−

j=1 w
−
j P ��� n

+ r ����!�"�#� �!���P ��� �����&' #&������"�

$"��#�� pj−qj > 0P n− = n−n+� ��"�����$ qj = q = 1
n P �� q �#����"� ��������!�"���

�������� ��"��������� pj P ���$�� "���$��P !��
∑n+

j=1 w
+
j = −∑n−

j=1 w
−
j P �� �� P = 0�

�$ � ��"�����$ qj =
1
n P �� # "���#��"�#�� " t��u ṕj =

1
n P �� �� H́ = H́max = lnn� �

������!�"��� ��-��� H���!� " ��$���� �����!����� � P ��� CP �� �-��$
���bP J���� "������ ��������P ��� ���� ���$!��� �$��� ##����� $��H�&'
�����!��% # ($�)�b ������� ��� ����H�����"�#� ������& � t"�� y� P "� *+ {uP
����� ����� ��-��� ����� J&�� ������ ��� ($�)�� ����H�"�� ��������� #����
��-���P ���#����� � ��"� �P �P �%��� ������� �����)�% �$��� ���J��� ���'�@
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���	 I	 n#!)���$!��!� ��)#��"����$� .��!���!)�$ I�L $ ��)#��"����$� ��)-�)!. I� L
#! %�$���$E  �%)$ - � J���!#$$ ) ..!"! "!#!��$�����1F �C��%

��F��� H�!��� qj = q�
�"��b!��� "�"��#���� ��-� ���%�� ($�)�� b(z)P ��� ������% ��-��� ��@

��� J&�� ���$!�� " �"����H�#���� ������& G t"�� y� P "� *L+{u� ��� � # ��J��� y� {P
��� �!�%���� s �J��"�� S ����� �����b�"� �!�%�� j = 1, . . . , s, . . . ,mP ����$ ����@
�&�� #&������"� ������"��������� ��"$�"�#Pm = m1+m2� [ $!���� �"�J��"��%
���% H���!� t#�H����"�� � ������ ��"'���#���P � � �������� "��������@
�� �!���uP �"�� �H �������% �!�%�� s ��"$�" zs ��"'��$��"�P �� J$��� ����#��� ��
�!�%��% s+ �J��"�� S+P � ����� �"����H�#��� �J�H�!��� p+s � z+s � �"��P ����@
��#P "��������� �!�%�� s ��������"�P J$��� ����#��� �� �!�%��% s− �J��"�� S−P
� ����� �"����H�#��� �J�H�!��� p−s � z−s �

������� �� ��3Z[ c���D�6 E������3Z� b(z) ���� t�Lu 6��6�Z36 �������� d r =
1, a = 0e� � 3�PP����� ��Z��Z� ����� M 	 �̀.�� ������3Z�� ��3��3�� zs� ��Z����
�������P� ��3E������Z[ � 6����� s ��6 ��3Z�\���6 P��3�P�P� �E�3Z��������
g�Z��E�� H́J � �E�����6�Z36 ����\���6P�

z+s =
1

x+s

(
M1 − m1

k

)
+

1

k
, z−s =

1

x−s

(
M2 − m2

k

)
+

1

k
,

���

x+s = p+s

m1∑
j=1

1

p+j
, x−s =

(
1− p−s

) m2∑
j=1

1

1− p−j
,

M1 =M +M2, M2 =
A2

A1
,

A1 =
1

x+s
+

1

x−s

(
1− p−s
p+s

)
,

A2 = −
(

1

kp+s

)
+

(
m1

kx+s

)
−
(
M

x+s

)
+

(
1− p−s
p+s

)(
m2

kx−s

)
.

� � � � H � � � � � " � # �� [����"� ����� � t"�� y�GP "� *c{uP ��"� ,������
# �������% !�"�� �J��"�� J #���� � �� $#���!��b #� #"�% �J��"�� J P ��� ,���
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���"��$� ���"�������% ,������ H́J ����� ��"�� ��� ��"������ ��#�"�#� ���@
"�������% #������"�� ṕs # �!�%��' �J��"�� S	 O "���#��"�#�� " �������% G y� P
"� *L+{ ��� ���%�% ($�)�� b(z) ����!�"�#� ���"��#&' $"���%P ������� ��J'�@
���� ��������� # �!�%�� s ��� ��"������ ��#�"�#� ���"�������% #������"��
ṕs # �!�%��' �J��"�� S� ����������"� #&������� zs = 1

xs

(
M − m

k

)
+ 1

k P # �������

xs =
∑m

j=1 (
ps

pj
)P j = 1, . . . , s, . . . ,mP m r ����!�"�#� �!��� ���"��P M =

∑m
j=1 zs r

���"��#&% ��"$�"� [ $!���� �"�J��"��% ���% H���!� t#�H����"�� ��������
"���������� �!���u H���-��P !�� M = M1 −M2P � M1 =

∑m1

j=1 z
+
s P M2 =

∑m2

j=1 z
−
s �

����� z+s = 1
x+
s

(
M1 − m1

k

)
+ 1

k P z
−
s = 1

x−
s

(
M2 − m2

k

)
+ 1

k P ��� x+s =
∑m1

j=1 (
p+
s

p+
j

)P

x−s =
∑m2

j=1 (
1−p−

s

1−p−
j

)�

[���$�� H�������P !�� $"��#�� s ∈ S+ #&������"� # ��� "�$!��P �"�� ps � γP
# ������� γ ����������"� �������% � t"�� y� P "� *+ {uP # �����#�� "�$!�� s ∈ S−�
��"�����$ M1 � M2 �#��b�"� �"���&�� #���!����P �� $��#��� M = M1 −M2

����� J�"���!�� !�"�� ��-��%� ��� �'������ H�!��% M1 � M2P ��� �����&'
#&������"� $"��#�� q+s = q−s P �����#��� q+s t"�� (���$�$ t� uu � q−s t(���$��
t�*uuP �����H$��#�� # �' ��� ps �bJ�� �H H�!��%P "���#��"�#�� p+s � p−s I

p+s − p+s b
(
z+s
)
= p−s +

(
1− p−s

)
b
(
z−s
)
,

H��"� b (zs) ����������"� #&������� t�Lu ��� $"��#�% ���% ������& tr = 1, a = 0u�
O ��H$������ ����J���!�"��' ����J��H�#��% ���$!�� ���#���&� #&-� #&����@
�� ��� M1 � M2� �

O&-� $��H&#���"�P !�� ��-���P ���#����� � ��"� �P �P ���$!�� �������
�����)�% �$��� ���J��� ���'���F�% #���!�& qj = q� ]��!��P !�� "$�� ������
H���b!���"� # ���J��� H�!��%M1 �M2 ��� ($�)�� ����H�"�� #&J����� #���P
$��#���#���bF�' $"��#�b q+s = q−s " $!���� H���&' �����!��% � #���!�& M
� P �

��""������ ��-��� H���!� " �����!���� � ����!�"�#� ��"$�"�#I �$"�� ��@
��!�"�#� #���# ��"'��$��&' m1 � ��������&' m2 ��"$�"�# ��#�P �������P m1 =
m2 = 2� ��� #&J��� �!���P ������"��������� ��"$�"� ����$ �����&�� ���� ���@
"�����&% �����"� ,������ ΔH = H́J − HJ P #�"����H$��"� �������% + t"�� y� P
"��� *+G{uP $�#�����bF�%P !�� ���"��$� ΔH ��"������"� ��� ���"�� # ��% �!�%��
�J��"�� J P # ������% pj ���"������� ����� " $!���� ��""�����&' #&-� ����!�%
���% H���!� �� H���!� ���"�� ��"'�� ��"$�"� ����� ����H#�����"� �H �!��� + � LP
� �������� r # �!�%�� � � � � ����� ��-��� ���� ����"��#���P �������P ���
������$ !�"�� ����#�# + � L " ��"���$bF�� �"����H�#���� #&�$!�&' "���"�#
��� �������� ����#�# � � ��

�� ��"� * ���#���� ��-��� ���% H���!� " �����!���� ������ � !�"��
�!���I ���(��� ���"��������� ��"��������� #������"�� ṕj t�u � ��"���������
��"$�"�# zj t� u �� �������b ���"��$�� ,�������

��� �����!��� ������ � !�"�� �!��� t��"� *u ���"��$� ,������ ��"������"�
��� P = 0.035 � C = 0.389P � ��� H�!��� #&-�P !�� ���"��$��# ,������P ���$!��@
�&' # $"��#��' ����������&' �����!��%� ��� ���!�� $��H�&' �����!��%
���(��� J$�$� ����� #�-�� "'��"�#�P � ��� �����!��� � ����J&��� P = 0
"$����&� H�����& "�"��#�� C = 0.335P � ��� �����!��� � ��"$�" C = 0 J$���
����� ��"�� �$J&���� P = −0.15�

[���$�� H�������P !�� ��� ($�)�� b(z) �bJ��� ��$���� #��� ���(��� ���"��@
������� ��"��������� #������"�� J$�$� �����!& ����"��#��&� � ��"� *P �P
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����!�� ���b� ��"�� ������ # ��"��������� ��"$�"�# t"�� ��"� *P � u� ��������P ���
($�)�� b(z)P #&�$���% ##��' tr = 3uP ��� �����!��� P = 0 "$����&� H�����&
J$�$� ��#& C = 0.665P � ��� C = 0 �$J&���� "�"��#�� P = −0.158�

�����)P ��""������ ��-��� H���!� ��� ���!�� #"�' �����!��%P $��H�&'
# $"��#��� �����������P !��m1 = 3P d = 2P �� �� ���#��b�"� �#� �#&' #��� ��"$�"�#P
�' (������#��� t���$���u ����H#����"� H� "!�� ���' ��"$�"�# �H !�"�� ���bF�'"��
����� �"'���� �������� ��"��������� p J$��� "�������� $�� �� �!���P ��� p11 =
p12 = 0� s� �"��b!���� ,���� ���� H���!� �!�� � ����!���"� �� ��""������%
#&-�P ��� �� ��-��� ����� #�"����H$��"� �������% + t"�� y� P "� *+G{u� �� ��"� Y
���#���� ��-��� ����% H���!� " �����!���� ������ � !�"�� �!���� O ,���
"�$!�� ���"��$� ,������ �������� ��J���-�� H�!��� � ��"������"� ��� P =
0.074 � C = 0.686� ��� �����!��� � ����J&��� P = 0 "$����&� H�����& "�"��#��
C = 0.55P � ��� �����!��� � ��"$�" C = 0 J$��� ����� ��"�� �$J&���� P = −0.23�

��� $��H&#���"� #&-�P ��� ($�)�� b(z) �bJ��� ��$���� #��� ���(��� ���"��@
������� ��"��������� t��"� YP �u J$�$� �����!&��P � ��"��������� ��"$�"�#
t��"� YP � u J$��� ����!���"�� ��������P ��� ($�)�� b(z)P #&�$���% ##��' tr = 3uP
��� �����!��� P = 0 "$����&� H�����& "�"��#�� C = 1.17P � ��� C = 0 �$J&����
J$��� ��#� P = −0.235�

J�  ���%������ ��"���F�� "����� �#����"� ����!�"��� ����������� ��J��
y�GP � {� �� ���%" $�#������P !�� ������ �(����)�� ����� ����� ��!$bP ��@
����!�"�� ����"����$��$b #"��JK���bF$b "#�H� � ������ " ������% ���"��P �
� " ��������&� ������#���� # �bJ�% �J��"��P ��"�����$ �bJ�� ����������
"�������� r ,�� ������ ���)��$��P �"����H$bF�� ������$b �(����)�b ��� ��@
"������ ��"��#���% )��� �"������ ,((����#�P �"������ ,�� #�H���� y�YP
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Observed average consensus time from different δ
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���#. J	  H=;5C;I A7:7A>A 9:I A9J7A>A 64:=;:=>= 87A;

πce πci πe πi πce πci πe πiN
complete complete 50 1185261644 0.1 1.0 0.1 0.3 28767 0.8 0.1 0.1 1.0
cycle complete 50 1144248878 0.6 1.0 0.1 0.3 29387 0.9 0.1 0.3 1.0
complete cycle 50 26467498 1.0 1.0 0.4 0.3 22850 1.0 0.1 0.1 1.0
cycle cycle 50 474773 0.1 0.1 0.6 0.9 26842 1.0 0.9 0.1 1.0
complete star 50 1602538 1.0 0.1 0.5 0.3 2018 0.1 1.0 1.0 0.3
cycle star 50 275898 1.0 1.0 0.1 0.3 2021 0.1 1.0 1.0 0.3
complete twoClique 50 492816970 0.2 1.0 0.1 0.3 28185 0.1 0.7 1.0 0.3
cycle twoClique 50 151026217 0.7 1.0 0.1 0.3 20923 0.1 1.0 1.0 0.3
complete twoClique 51 708728030 0.1 1.0 0.1 0.3 30628 0.9 0.1 0.1 1.0
cycle twoClique 51 449651392 0.6 1.0 0.1 0.3 26250 0.1 1.0 1.0 0.3
complete twoStar 50 2027297 1.0 0.1 0.5 0.3 3795 0.1 0.9 1.0 0.3
cycle twoStar 50 317571 1.0 0.9 0.1 0.3 3743 0.2 1.0 1.0 0.4
complete twoStar 51 2347437 1.0 0.1 0.5 0.3 4201 0.1 0.9 1.0 0.3
cycle twoStar 51 349638 0.7 1.0 0.1 0.3 4527 0.2 1.0 1.0 0.3

���#. K	  H=;5C;I A7:7A>A 9:I A9J7A>A K7::7:B 598;

πce πci πe πi πce πci πe πiN
complete complete 50 0.7 0.1 0.1 0.2 1.0 0.31 0.2 0.6 1.0 0.5
cycle complete 50 0.81 0.9 0.1 0.2 0.8 0.33 0.4 0.1 0.8 0.3
complete cycle 50 0.71 0.2 0.1 0.4 1.0 0.29 0.7 1.0 0.6 0.3
cycle cycle 50 0.82 0.1 0.6 0.1 0.6 0.25 0.2 0.9 1.0 0.6
complete star 50 0.7 0.1 0.4 0.2 1.0 0.24 0.3 0.4 1.0 0.4
cycle star 50 0.82 0.2 0.1 0.1 0.7 0.23 0.1 0.2 1.0 0.4
complete twoClique 50 0.68 0.5 0.7 0.4 0.8 0.3 0.7 0.3 0.9 0.9
cycle twoClique 50 0.76 0.9 0.1 0.1 1.0 0.28 0.2 0.8 0.6 0.5
complete twoClique 51 0.73 0.1 0.1 0.1 0.9 0.32 0.4 0.8 0.7 0.4
cycle twoClique 51 0.77 0.7 0.2 0.1 0.9 0.31 0.1 0.3 1.0 0.5
complete twoStar 50 0.72 0.1 0.4 0.2 1.0 0.26 0.1 0.8 0.8 0.4
cycle twoStar 50 0.77 0.8 0.2 0.2 0.9 0.25 0.3 0.3 1.0 0.3
complete twoStar 51 0.72 0.1 0.1 0.1 0.7 0.27 0.1 0.8 0.9 0.3
cycle twoStar 51 0.8 0.8 0.2 0.1 1.0 0.26 0.1 1.0 0.9 0.4
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� Y m_CaL^M I]?IC^_`L|_?LG^ C_?I πe+ 3 Y m_CaL^M L^?IC^_`L|_?LG^ C_?I πi�
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N, �"�� S
(x)
k ∈ tN �

�"�� S
(x)
k r �����H 
�[P �J$!��% " ����F�b ������H����� kP �� "�$!�% D(x)

���������� ��������� N � NJF�� ����!�"�#� �����H�#P ���$!�&' �� ������&'
������% ��� ��������� N P ���� ����"��#��� ���I

A(x)
n =

n∑
k=1

Δ(S
(x)
k , tn), 1 � n � N.

�����H �"��J��#�% ������ ��""!��&#���"� � �"�#� ���#��� #H#�-���� ��@
��"�#���I

A(ENS)
n = maxA(x)

n .

����� �J��H��P ��""�����#�����$ "�$!�b ���"#��#���"� ���������P ���$!�#@
-�� ���"������� ����!�"�#� ����"�# �� �����% �%��"���#�% ������� �� ��"� �
����"��#��� ������������ �"��J��#�� �$������������ �%��"���#�� "�"���� ��@
��H� ��������&' �����������!�"��' ��&' � �"�#� "#����!�% ��'�����$�&
X8/38/8:��L�� O ��H$������ ����#��������% �J��J���� "����"��!�"��' ������&'
(�����$��"� #����� #'��&' ���H���#P #��b!�bF�% # "�J� �Y ������&'P $��H�@
&' # J���� ������������!�"��� ��&��� �H�J������ ����� ���'���� ,��� ����@
#��������% �J��J����P # ��H$������ �������� #�H$���&� ��&� ����b�"� � #'��
#&J���% [�[� ��"�� ���$!��� ���� ���H���# ��� ����F� "#����!&' "���#
(�����$��"� #&'���% "����P "�"���F�% �H ��"��������� #������"��% �� � ��"@
��H�#���&� ����������� ������!&� �J��H�� (�����$��"� #&'���% "���� �H
���%�% �%��"���#�% ��'�����$�&P "�"���F�% ����� �H � H�!��%P "���#��"�#$b@
F�' ����!�"�#$ ��"��H�#���&' ��������%� �� "��� �������)�� ����H#����"� �JK@
������ ��H�������&' "�����#� O ��H$������ ���""�(���)�� #'��&' ��&' �H
#������"���� ��"��������� #&J�����"� ���"������� H�!���P '��������� ���@
��"��!�"��% ���������� O"� �����H��$��&� ��������� �����% 
�[ "$����$b�"�P

�*Y � %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� �



� ������� #H#�-���� ����"�#��� �"��J��#�% ������ #&J�����"� ���������P ��@
����% J&�� ���"#��� ��J���-�� ����!�"�#� ����"�#�

���	 �	 *F� � ��)� ,��.!D  !"��$ $K  -���$ !"����1F $������%�-����1F )$)�� 
�� !)�!.� ��F$��%�-�1 �^Y7^Y^5�
	


!� 8�������: � ����:� ��� ������!�"���� ��������#��� �"����H�#���"�
��&� �H ����&���� ��'�#� QB8 W/:8?/0:45/01 jA4/ W;0>4/> i5110S5?0:45/ tWjWiu� N��@
J���� J�H� ��&' ��� �J$!��� � ��"����#��� "�"���� �H Y� E�+ �����������@
!�"��' �H�J�����% ������&' �#��J��H�#��% ����P "#�H�&' " ������&��
��)����# � ��"����������!�"�� ����#�����&�� �����H���� O"� ��&� ��H����@
& � � �����"��!�"�� H�!��&' ��������%� ��"��������� ���J��&' �������@
����!�"��' ��&' �� �����"��!�"�� H�!��&� ���������� ����"��#��� � ��"� ��
O&J��&� �����������!�"��� ��������� �����H����b�"� � ��$��& �H����!�"�#�@
&�� � ���J����!�"�#�&�� � ��"������b�"� # ������� #�H��"���� ��"�� � ����"��
��!��� H�J���#���� ��"�����$ �����!�"��% ������H �#����"� #$���,���������@

� %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� � �*+



�% ��"���H��% �������)���# � '��������H$��"� ��� ����#�H�#&% ���"�������!@
&% ��� t��� ���� "�����  uP �� ���� ��������� ���"��"� � ��$��� �H����!�"�#�@
&'� ������&' �������% ���� y�L{�

���	 �	 l��/$% ��)#��"����$� !�!,����1F "�� ��!�!�$C�)%$F "���1F
#! "$���!)�$C�)%$ %����!�$� 8 "!,�!%�C�)�.���1 I�L $ K�!%�C�)�.���1 I�L


�����&� ��� ������� �H�J������ ����"��#��b� "�J�% �(����)�b � #�H@
��"�� ��)����P ����#�% ���������"�� � ��&� � ������H�)�� ��������� �@
#��J��H�#��� � ����� �� ,���� ����#��������% �J��J���� ������&' (�����
�O�H��"�� J&� ��H���� � !��&�� ��$��& # "���#��"�#�� " #�H��"��% ���""�(�@
��)��%P ������% ONs� ����� �J��H��P #����J����"�� ��������� �O�H��"�� J&��
"���� " �c �� Y #�H���&' H�!��%� ��"��������� �����������!�"��' ��&'
�� ��H��!&� "����"��!�"��� (������� ����"��#��� � ��"� *P �z��

���	 H	 i�)#��"����$� !�!,����1F "�� ��!�!�$C�)%$F "���1F
#! )���$)�$C�)%$ /�%�!�� #�0$���!.8 #! #!�- I�L� #! .!K��)�- I�L� #! �!%��$K�0$$

#$� ����!�! !,��K!.��$� �� ���� #�0$���� I�L

������!�"��� ��������#��� ���#�����"� � �����b���� W/:81tpu i5?8tQgu 4+@
c+  " !�"����% *P  ��) " �L �J �������#�% ������ � LY@J���% �����)���%
"�"����% �4/<5=3 � " �"����H�#���� �H&�� �����������#��� #&"����� $��#�

�*L � %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� �



V2:B5/ *���� � ��� �J$!��� �$����������&' �%��"���#&' "�"��� � ��������#�@
�� �"��J��#�% "�"���& �������"� (��%�#��� ��-���� �J$!��� V2:5?7B "�#@
��"�� " ���(�!�"��� ���)�""���� t`Vou � J�H� #����!��"��� qxWXW. `8l5?78
`Q� � + QWP ��� �J��J���� "����"��!�"��' ��&' r J�J������� q9;V2P V0/<03
� j74A4:e80?/P ��� #�H$���H�)�� ��&' r J�J������� g0:C15:14S� ��� ��������@
#��� #"�' �$����������&' ��������$���&' "�"��� ����H� �����������!�"��'
��&' # ��!�"�#� ��'�����$�& ��� �H#��!��� ���H���# �H #�H$���&' ��&' �"@
����H�#���"� [�[ X8/38/8:��L�� O&J���� "#����!�� ��'�����$�� J&�� ����#�@
������� �J$!�� � �J��� �"��"�#�&' �H�J�����% W;0>8q8:� O ��!�"�#� ������#
��� ������H�)�� ���)�""� �J$!��� J&�� #&J��& j`XP .<0;P �5>4 � X4D>?0<�

����#��������� �J��J���� #�H$���&' ��&' "�"����� �H ����J��H�#���
�����������!�"��' �H�J�����% �� ���J$����� ��H���� 224× 224 ���"���% � �����@
��� ������ �!�"��� �� #���"�&' "��$��$�P ����"��#����� # ��J��� y�E{� ����#�@
�������� �J��J���� ������&' H���b!���"� # ����J��H�#��� #"�' "����"��!�"��'
(������# # #����� #'��&' ���H���# ��� ����F� ������ 5/8 B5: 8/75<4/>� O "���@
#��"�#�� " H����&� "�������� ��-���� �J$!��� ��� ��������#��� �������@
����!�"��� J�H� ��&' J&�� ��H����� � �J$!�bF��P #�����)��&� � ��"��#&�
��&� # ���)���� "����-��� L I� I� t�+  *+ �J$!�bF�'P c*Y+ #�����)��&'
� c*Y+ ��"��#&' "�$!��#u� O ��J�� � ����"��#��� ��"��������� �����������!�"��'
�H�J�����% �� ���������� # �J$!�bF�%P #�����)���% � ��"��#�% #&J����'�

������� �	 
����������� ����
������������ �����
T���� �� �
��������
	 ��.�
����U 	
���
������� � �����	�� 	�����
�

��"(!��
��� $(!&,

("#5�WZ�, *�7&)�-&(���, � %�(*�,
�(%#)&%�� �(!�y �&, .9. 9. 9.
� *#%� .N 20� 9921 9921
�(7� 5�� 7 ��&$( .N� 91 91
� !4��(6&"!(4� .1N 9� 9�
� "(! '�� � !��(;� 828 �/0 �/0
�("!(��5 %�* ��� � !��(;� N9/ ��� ���
���&�&5 %�& � !��(;� 9�. .21 .21
��;�7P�(�7 �(5�� ��!-&�(4� ��09 N2/ N2/

7(%�(�7 �(5�� ��!-&�(4� 0/1 .0. .0.
� 7��(4� 009/ .../ .../

��J�� ��&' J&� ��H���� � �J$!�bF$bP #�����)��$b � ��"��#$b #&J��@
�� ����� �J��H��P !��J& "����-��� #�H$���&' ��&' # �����% ��������� J&��
������)�����&� ��� ��� �J$!�bF���P ��� � ��� #�����)����� � ��"��#��� �@
J���#� � �J$!�bF�% #&J���� #�H$���&' ��&' ��������"� �((�&� ����J��@
H�#���P ����� ��� ��������P #��F���P ������F���P ��"-��J���#��� � ���P ���
�����H�)�� ��"�� #�H���#��� �����J$!��� ������%� ��H��� ������ #'��&'
��&' "�"��#��� c �������#� ��� #"�' ������H�����# J&�� #&J��� ������#��
"�������� "����"�� �J$!���  �  �� �� ��"� Y ����"��#��& ���(��� ��!�"�� ���
�J$!��� � #�����)���% ���#���� 
�[ � �"�#� [�[ X8/38/8:��L��

����#�������� �J��J���&� �����������!�"��� �H�J������ �H �J$!�bF�%
#&J���� ����#���"� � #'�� ��'�����$�& [�[ X8/38/8:��L�P H�������#�&% #��@
��� ���H���# ������&' r � #'�� ����"��%�% ���%�% �%��"���#�% ��'����@
�$�&� �� "��� �������)�� ����H#�����"� �JK������ ��H�������&' ��&'P
���$!�&' � #&'��&' "���' X8/38/8:��L� � ���%�% �%��"���#�% ��'�����$@
�&� NJK����&% "���� ����#��"� � #'�� "��� ;$vGF#p ��� ���������� #���@

� %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� � �*E



���	 I	 l��/$%$ ����$�!.!C�!D I�L $ .��$"�0$!��!D I�L �!C�!)�$ #�$ #�!.��%� P�*
�� !)�!.� !#�$ $K��!�!.8 �9Ua I�L� �;w=<U9 I�L� Z:=; I�L� �q� IZL

���"���� "����-��� �����H��$��&' ����� � #&J��� ���"�������� H�!����
O ���)�""� �J$!��� �"����H�#��"� �������� ���$�������% �"���#��P ��� ����@
��� ������F���"� �J$!��� 
�[P �"�� # ��!��� �"������' ,��' ��"$�"�#�#���
$#���!��� #�����)���% ��!�"��� ����� �J��H��P ������ 
�[ �J$!���"� # ��@
!��� � ,��'� ��� J���-�� ����!�"�#� ,��' �J�b����"� #&������ �����J$!���
�����% �H ��������&' �$����������&' "�"����

$� _�G9�	���: �����������
� ��� ���$!��� ��H$������# ��"����#��� �@
"��J��#�% ������ #"� �����H��$��&� ��������� �����% 
�[ "$�����#���"�P � ��@
����� #H#�-���� ����"�#��� ��� ������� "�$!�� #&J�����"� ���������P ������%
J&�� ���"#��� ��J���-�� ����!�"�#� ����"�#� �� ��"� + ����H�& ������& ����
H�!���"�� ��� ����������&' 
�[�

O ��J�� � ����"��#��& ��H$�����& �)��� ��� ��"����#��� #"�' �J$!�&'

�[ � �"�#� ��'�����$�& X8/38/8:��L� ��� ���""�(���)�� ������&' �#��J@
��H�#��% ����� O ��!�"�#� ����!�"�#�&' ������# ��"��#�% "����"��!�"��% �)�@
�� ������% J&�� #&J��& "��)�(�!�"�� tjCuP ��,((�)��� �������)�� 
,��b"�
tgii r g0::B8=3 75??810:45/ 758�748/: y�c{uP !�"���� ��������)�����&' ��H$��@
����# tlqp r 60138 /8>0:4U8 ?0:8uP !�"���� ��������������&' ��H$������# tlVp r
60138 C534:4U8 ?0:8u�

������� �	 ��.�*�
�� ��
����������� ������ ��� �������	
��� �
T��� �V,
�
 ����	� 
�������.�� #;:=;:;8W%X% � ������T����� 
��
����	�� ������

�() 7P �(5�(%�P+ Q k@ Rcc on[ oT[
����SK_g 80�2� ��/8./ ��N8�8 ��.N0� ���.8.
����fLpMC_K 80�/1 ��/8�� ��N/�1 ��.N�N ���.28
����xGML 81�.� ��/8�0 ��N/.2 ��.9/� ���.22
����k�f 81�9� ��/8�8 ��2�0� ��.918 ���.2�
��%�4"7P���� 89�/� ��/811 ��2�N8 ��.1�8 ���.9N

�*c � %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� �



���	 J	 2�)�!.1� "�� ��!�!�$C�)%$� $K!,��&��$� I�L
$ #�$ ��1 %��� K��C$ !)�$� #!�-C���1� #!)�� ��)�$�!.��$� P�* �� !)�!.�
��F$��%�-�1 �^Y7^Y^5�
	
 . ��K-������ $������%�-����!�! ����$K� I�L

���+ ("#5 ��� �!& �(4(Z& (��&4&;��(!(*B � 	 SK_g+ � 	 fLpMC_K+ � 	 xGML+ s 	 k�f�

O ��H$������ ��"����#��� ���$!-�% ����H����� ��!�"�� ��"��H�#��� ���@
���&' �#��J��H�#��% ���� "�"��#�� c+�G� � � J&� ���$!� ��� ����F� ��H��J�@
���% �"��J��#�% ������ #H#�-�&' ����"�# � �"�#� �J$!�&' �$����������@
&' "�"���� ���������� �"��J��#�� ������ � ��Y ���)��&' �$��� ��!��
�� "��#��b " ���$!-�% �� ��!�"�� 
�[P ������� J&�� �J$!�� " �"����H�#��@
�� ������H����� j`XP � � ��c+ ���)��&' �$��� ��!�� �� "��#��b "� "����%
��!�"��b #"�' �J$!�&' 
�[ tcY� L �u� ����$!-�� ����H����� jCP gii J&�� ��@
�$!�& ��� ��"����#��� ��H��J����% �"��J��#�% ������ � �"�#� ��H��!&'

�[ � "�"��#���  �GcYY �  �E�Lc "���#��"�#��� ��� ����' ��� "����"��!�"��% �)�@
�� ��H��J���&' ��������$���&' "�"��� ��� lqp � lVp ���$!-�� ����H�����
"�"��#���  ��Y c �  � �+L � ����� J&�� ���$!�& ��� ��"����#��� ��H��J����%
�"��J��#�% ������ #H#�-�&' ����"�# � �"�#� �J$!�&' �$����������&' "�@
"���� ���#���&� ��H$�����& ����H&#�b�P !�� �JK������ 
�[ # �"��J��#$b
������ ��H#����� H�!������ ��#&"��� ��!�"�� � �����"�� ���""�(���)�� ���@
���&' �#��J��H�#��% ���� �� "��#��b " ,((����#�"��b �����% �������%
��������$����% "�"���&�

I�  ���%������ ����"��#��� �"��J��#�� ��������$����� "�"���� ����H�
��������&' �����������!�"��' ��&'� �� ��!�"�� � �"�#� �$����������&'
��'�����$� "� "#����!&�� "����� X8/38/8:��L� "�"��#��� c+�G� �� [�"���� "�"��@
�� �H �"������' �$����������&' ��'�����$�P �����&� ����H��$b� ��H����&�
�����������!�"��� ��&�P ����"��#��&� �H�J�������� ������&' �#��J��@
H�#��% ���� � "����"��!�"���� ������&�� ��)����#� NJK������ 
�[ # �@
"��J��#$b ������ ��H#����� �����H���#��� #�H���&� �-�J�� � ��"���"�b ���
���""�(���)�� $ �����% �������% �%��"���#�% ��'�����$�&P � ����� H�!������
��#&"��� �����"�� H� "!�� �"����H�#��� �' ��H��J��H&' ���'���# � ���""�@
(���)�� ��&'� ��H��J����� �"��J��#�� ������ #H#�-�&' ����"�# � �"�#�
�$����������&' ��'�����$� ��H#����� ��J���"� J���� #&"���% ��!�"�� �� "��#@
��b " ��H$�������� ��"����#��� �����% �������% �$�����������% "�"���&P �
����� �� "��#��b " ��H$�������� ��!�"�� ������!&' �"��J��#&' "�"��� ��"@
��H�#��� H����!�"�#�&' �#��J��H�#��% ���� y�Gz��{� O ��J��� y�G{ ����"��#@

� %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� � �*G



��� �"��J��#�� "�"���� � �"�#� [�[ .18Rq8:P x``q8: � `55>e8q8:P ��"��#��
��!�"�� ������% "�"��#��� c*�c+� ��� !��&��' �����"��!�"��' ��������%P !�� �
�� E ���)��&' �$��� ��� �� "��#��b " ��!�"��b ���������% �"��J��@
#�% ��������$����% "�"���& ����H� ��������&' �����������!�"��' ��&' �
�"�#� 
�[� �#���& ��J��& y� { ���������� �"��J��#$b ������ � �"�#� "#��@
��!&' ��'�����$� p83/8:@+ P x``@�LP X8/38/8:P g5S418/8:P W/78C:45/U* � �78C:45/P
��"��#�� ��!�"�� ������% ��#� Ec�  �P !�� � E�G� ���)��&' �$��� ��� ��
"��#��b " ��"��#�% ��!�"��b ���������% #H#�-��% �"��J��#�% ������ �
�"�#� �$����������&' ��'�����$�� �#���& y��{ ���������� ��H��!&� #�����&
�"��J��#&' ������%P "�"���F�' �H �#$' ��'�����$�P �J$!�&' � ���� ������@
H������ ��� �"��J�� �H [�[ X8/38q8:@� � � g5S418q8:P �J$!�&' " ������H���@
��� .<0;P ��!�"�� "�"��#��� cY�Y* �P !�� � ��YG ���)��&% �$�� ���P !��
$ ���������% �"��J��#�% "�"���& � �"�#� 
�[� ��� ��'�����$� X8/38q8:@� �
� p83q8:@+ P �J$!�&' " �"����H�#���� ������H����� .<0;P ��"��#�� ��!�"��
����� "�"��#��� cY�Y* � ��� �+ ,��'P !�� � ��YG ���)��&% �$�� ��� �� "��#@
��b " ��H��J����% #H#�-��% �"��J��#�% ������b ����H� ��������&' ���@
��������!�"��' ��&'�

N"�#&� �����!���� ����"��#���% �"��J��#�% �%��"���#�% "�"���& �
�"�#� �$����������&' ��'�����$� ��� ����H� ��������&' �����������!�"��'
��&' �#����"� ��P !�� ������ � "��)����"�& ���$� �������� "�"���$ ������
��� #"����������&% �����"��!�"��% �"��$���� ����� "�"���� � ����� J&�� �"@
����H�#�� # ��!�"�#� "���"���������� ������ �����"���� �H@H� #�H������ ��"��
#�H���#��� ��������)�����&' �-�J��� N���� �� ���� "!����� #&"�����!@
&� #"����������&� �"��$�����P ������bF�� ������ ����)�"��� ��-���P
!�� ��H#���� "�������� �����J���� (��"�#&' � ��$��#&' ��"$�"�#P H���%"�#�#�@
&' # ����)�"��% ����"��P � ����� ��#&"�� -�" ����� #&�#���� ������&'
�����������%�

2����
�.�


.� �=�""� <�� ��""�, ��� �������' $�� ��-���!�' $�� 5��++�!�, 7� U@LKIgLG`GMLD_` ?CI^KA L^ AhL^ D_^DIC
:: fICg_?G`� TC_D?� cG^DI@?� .889� eG`� 2� \AA� �� T� .�

�� ��+- &�� /,?��+!" 2�� )�,�+!��" &�� ���( %� 6�� ��4�+-��+� 0�� %"' ��� .���"�� *� SDDFC_Da GE
KICg_?GADG@a EGC ?>I KL_M^GALA GE ^G^@LMgI^?IK D_^DICA GE ?>I AhL^ :: iGFC^_` GE SD_K� fICg_?G`� ��.2�
eG`� 22� \AA� N� T� ..��3..�/�

0� ��!�� ��� ��44�� ��� &�"�3� :� /�� ��"J��, 7� 6� fLADGCK_^DI L^ ?>I >LA?G@_?>G`GMLD KL_M^GALA GE
KL�DF`? gI`_^GDa?LD ^IG@`_AgA L^ ?>I D`L^LD_` AI??L^M :: iGFC^_` GE cF?_^ T_?>G`� ���8� eG`� 09� \AA� 1�
T� 01/309��

1� *�44�+ '""�� ��� ����+ )� &�� *��"�� ��� @����" :� ��� %����� &�� %��+��"" )� ��� %��+��� /� :�
khL^ D_^DIC D`_AALsD_?LG^ mL_ DG^mG`F?LG^_` ^IFC_` ^I?bGChAB AaA?Ig_?LD CImLIb GE A?FKLIA L^mG`mL^M >Fg_^
I]@IC?A :: UFC� iGFC^_` GE c_^DIC� ���.� eG`� .9N� T� ���3�.N�

9� 2�"���� )�� <��+4 &�� �� 8� U^AIgO`I tI_C^L^M :: U^AIgO`I R_D>L^I tI_C^L^M� ��.�� T� .301�
N� B'��,�� �� ��� )��, /� lC_^AEIC `I_C^L^M bL?> I^AIgO`IA GE KII@ ^IFC_` ^I?bGChA EGC AhL^ D_^DIC

KI?ID?LG^ L^ LgO_`_^DIK K_?_ AI?A :: nIFC_` TCGDIAA tI??� ���0� eG`� 99� \AA� 1� T� 11N.3112/�
2� )�-� )�� <'"Aa�� Z�� /���a ��� �+>�� 0� %�� ���4�+� �� %�� *�3�3 <� RI`_^Gg_ D`_AALsD_?LG^

ECGg KICgGADG@a Lg_MIA FAL^M I^AIgO`I GE DG^mG`F?LG^_` ^IFC_` ^I?bGChA :: R_?>Ig_?LDA� ���.� eG`� .��
\AA� .� T� �N310�

8� .�',�� 6�� *� ��! ��� ������ ��� �,���� )�� 5 ��+ �� ��� �3�!�+ �� <� @�� �"� �� RF`?LD`_AA
AhL^ D_^DIC D`_AALsD_?LG^ FAL^M I^AIgO`I GE s^I	?F^IK KII@ `I_C^L^M gGKI`A :: S@@`LIK kDLI^DIA� ���.�
eG`� ..� \AA� ��� T� .�9/03.�N�8�

/� �' 8�� <��+4 ��� ;�+4 %�� 8�+4 :� oI_?FCI I^AIgO`I `I_C^L^M O_AIK G^ A@_CAI _F?GI^DGKICA
EGC Lg_MI D`_AALsD_?LG^ :: TCGDIIKL^MA GE ?>I \^?IC^_?LG^_` iGL^? cG^EICI^DI G^ nIFC_` nI?bGChA� ��.1�
T� .20/3.219�

�Y � %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� �



.�� /�+4 $� .�� �'4�+���+ 2� 6�� 8�� 9� S^ _^_`aALA GE KLmICAL?a gI_AFCIA :: R_D>L^I tI_C^L^M�
���N� eG`� N9� \AA� .� T� �123�2.�

..� %�"��'~,����, /�� ��'1� &�� ����+?( �� 2� RF`?LgGK_` g_D>L^I `I_C^L^M :: \UUU lC_^A� T_??IC^
S^_`� R_D>� \^?I``� ��./� eG`� 1.� \AA� �� T� 1�03110�

.�� ��' .�� �� 8�� 9' 6�� 6�����1�+ 2� tI_C^ ?G DGgOL^I gGK_`L?LIA L^ gF`?LgGK_` KII@ `I_C^L^M
:: _C�Lm @CI@CL^?� _C�LmB.8�9�..20�� ��.8�

.0� .'���+,�( 6� )�� 7',-� �� ;�� *�"=��+ �� &�� *��� �+ )� 5�� 0�""�� �� &�� ���4���3 �� ���
���?����� �� �� S^ I@LKIgLG`GMLD _^_`aALA GE gI`_^Gg_ GmICKL_M^GALA L^ ?>I q^L?IK k?_?IA+ ./293��.2
:: iGFC^_` GE \^mIA?LM_?LmI fICg_?G`GMa� ����� eG`� .1�� \AA� 2� T� .8�13.8..�

.1� *��+ :�� *��"�� ��� .���4��I]*�++�+4 $�� .����� :� 6�� @����" :� ��� ����� Z�� %��+��� /� :�
\^?IMC_?L^M @_?LI^? K_?_ L^?G AhL^ D_^DIC D`_AALsD_?LG^ FAL^M DG^mG`F?LG^_` ^IFC_` ^I?bGChAB AaA?Ig_?LD
CImLIb :: iGFC^_` GE RIKLD_` \^?IC^I? [IAI_CD>� ���.� eG`� �0� \AA� 2� T� ��2�83��2�0�

.9� ���>�+4 .�� %'+��� ��� .��!=��,�= .�� .��!=��,�= 6� fICg_?G`GMLD_` D`_AALsD_?LG^ FAL^M KII@
`I_C^L^M GE AhL^ Lg_MI _^K @_?LI^? O_DhMCGF^K h^Gb`IKMI :: \^?IC^_?LG^_` iGFC^_` GE R_D>L^I tI_C^L^M
_^K cGg@F?L^M� ��./� eG`� /� \AA� N� T� 8N�38N2�

.N� ���4�" :� ��� .��4�J��� .�� ;��+,��?� �� �� cFCCI^? @ICA@ID?LmI G^ _D?L^LD hIC_?GALAB _ CImLIb
:: rCL?LA> iGFC^_` GE fICg_?G`GMa� ��.2� eG`� .22� \AA� �� T� 09�3098�

.2� �(����J 2� ��� �(����J� @� ��� 6�4��+�J 6� 6� kaA?Ig EGC ?>I CIDGM^L|L^M GE @LMgI^?IK AhL^
`IALG^A bL?> EFALG^ _^K _^_`aALA GE >I?ICGMI^IGFA K_?_ O_AIK G^ _ gF`?LgGK_` ^IFC_` ^I?bGCh :: c_^DICA�
����� eG`� .1� T� .8./3.80N�

.8� &��??� 7�� :'� �+ 0� l>I _Km_^?_MIA GE ?>I R_??>IbA DGCCI`_?LG^ DGI�DLI^? =RccJ GmIC o.
ADGCI _^K _DDFC_Da L^ OL^_Ca D`_AALsD_?LG^ Im_`F_?LG^ :: rRc �I^GgLDA� ����� eG`� �.� \AA� .� T� .3.0�

./� *���+4� %�� %���+ ��� *�1!' �� c`_AALsD_?LG^ GE AhL^ `IALG^A FAL^M _^ I^AIgO`I GE KII@ ^IFC_`
^I?bGChA :: TCGDIIKL^MA GE ?>I S^^F_` \^?IC^_?LG^_` cG^EICI^DI GE ?>I \UUU U^ML^IICL^M L^ RIKLDL^I
_^K rLG`GMa kGDLI?a� ��.8� T� �9293�928�

��� ����� �� ��� �������� *�� �+��� ��� &'--�?��� �� RF`?L	D`_AA AhL^ D_^DIC D`_AALsD_?LG^
_CD>L?ID?FCI O_AIK G^ KII@ DG^mG`F?LG^_` ^IFC_` ^I?bGCh :: ���� \UUU \^?IC^_?LG^_` cG^EICI^DI G^ rLM
f_?_� TCGDIIKL^MA� ����� T� 91�1391.0�

�.� .������+� 7�� #�+'4�=�" #�� 6��� �� .�� ��,��� �� jaOCLK DG^mG`F?LG^_` ^IFC_` ^I?bGChA
bL?> keR D`_AALsIC EGC D`_AALsD_?LG^ GE AhL^ D_^DIC :: rLGgIKLD_` U^ML^IICL^M SKm_^DIA� ���0� eG`� 9�
T� .���N/3.��.�0�

����P, �(%�#�&7� * ! )��-&W � (��,"!, ���0 $�
c���P, �!&�,�� � � 5��& .� 4�!�� ���1 $�

�( � � � � �� � , & �6( !4 � - & ,B

pRD�F� ��WR�� `���V��F�� Y �%�&!���+ 47� ��#5� %(�!�z F`H_>GmA{g_L`�CF

pRD�F _�F�� `���V��F�� Y ���)� 6&;� 4��� ��#�+ )(-�z `H_>Gm{g_L`�CF

N3-(.402,- )'5)4Q-) ')3+,- ')(10+W 5U5()4 P0+ 5W.' 7,'7)+ 2)()7(.0'
0' O)()+0*)')035 2)+4,(0-0*.7,- 2,(, ∗

5	 6	 e$�%*,-�� 3	 6	 e$�%*,-

nGC?>	c_FD_AFA oIKIC_` q^LmICAL?a+ .+ TFA>hL^ F`�+ k?_mCG@G`+
099�.2+ [FAAL_^ oIKIC_?LG^

345 6789874:� �WUX4:]U x� n�� �WUX4:] h� n� �@V5;a:9UV ^Y7^a?V^ Y^@<UV Y^5`:<X 7W75^a c:<
7X;Y bUYb^< 9^5^b5;:Y :Y 4^5^<:=^Y^:@7 9^<aU5:V:=;bUV 9U5U� (./0'&% ,1 2�&'0 3.0.+/� +4 5'&-.+/&^
0$	 677#&.8 9�0*.:�0&;/	 <,:7 0.+ 2;&.';.	 <,'0+,# 3+,;.//./� ��� ]:V� �� ;77� � 66� �
3���
455678''9:;�:<='
��
	��'

>�
'76?@
������� IOY R@77;UYL

∗ l>I CIAI_CD> L^ KLmLALG^ � b_A AF@@GC?IK L^ ?>I nGC?> c_FD_AFA cI^?IC EGC R_?>Ig_?LD_` [IAI_CD>
F^KIC _^ _MCIIgI^? bL?> ?>I RL^LA?Ca GE kDLI^DI _^K jLM>IC UKFD_?LG^ GE ?>I [FAAL_^ oIKIC_?LG^
=_MCIIgI^? n �29	��	���0	/08J+ ?>I CIAI_CD> L^ KLmLALG^ 0 b_A AF@@GC?IK Oa ?>I [FAAL_^ kDLI^DI
oGF^K_?LG^+ @CGHID? n �0	2.	.��.0 =>??@AB::CADE�CF:@CGHID?:�0	2.	.��.0:J� l>I _F?>GCA ?>_^h ?>I nGC?>
c_FD_AFA oIKIC_` q^LmICAL?a EGC _AALA?_^DI bL?>L^ ?>I EC_gIbGCh GE ?>I @CGHID? ?G AF@@GC? Ag_`` ADLI^?LsD
MCGF@A _^K L^KLmLKF_` ADLI^?LA?A�

� %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� � �Y�



�:9UW� 7X;Y bUYb^< ;7 :Y^ :c 54^ V^U9;Y= bU@7^7 :c 9^U54 ;Y 54^ `:<V9� �;U=Y:7;Y= 7X;Y bUYb^<
^U<VW ;7 b<;5;bUV 5: ;Yb<^U7;Y= 6:5^Y5;UV 7@<];]UV� �4^<^c:<^� ;5 ;7 <^V^]UY5 5: 9^]^V:6 4;=4�
6<^b;7;:Y ;Y5^VV;=^Y5 U@g;V;U<W 9;U=Y:75;b 7W75^a7 c:< 9^5^b5;Y= 7X;Y bUYb^< ;Y 54^ ^U<VW 75U=^7�
[Y7^a?V^ V^U<Y;Y= ;7 :Y^ :c 54^ b@<<^Y5 UY9 6<:a;7;Y= a^54:97 c:< ;Yb<^U7;Y= 54^ Ubb@<UbW
:c ;Y5^VV;=^Y5 bVU77;tbU5;:Y 7W75^a7 ?W <^9@b;Y= 54^ 9;76^<7;:Y UY9 ]U<;U?;V;5W :c 6<^9;b5;:Y7
:c ;Y9;];9@UV b:a6:Y^Y57 :c 54^ :]^<UVV 7W75^a� �4^ `:<X 6<:6:7^7 UY ^Y7^a?V^ ;Y5^VV;=^Y5
7W75^a c:< UYUVWf;Y= 4^5^<:=^Y^:@7 9^<aU5:V:=;bUV 9U5U ?U7^9 :Y a@V5;a:9UV Y^@<UV Y^5�
`:<X7� �4^ Ubb@<UbW :c 54^ 9^]^V:6^9 ^Y7^a?V^ 7W75^a `U7 ���� �� `4;b4 ;7 
��� 6^<b^Y5U=^
6:;Y57 4;=4^< 54UY 54^ U]^<U=^ Ubb@<UbW :c ;Y9;];9@UV a@V5;a:9UV U<b4;5^b5@<^7 c:< bVU77;cW;Y=
4^5^<:=^Y^:@7 9^<aU5:V:=;bUV 9U5U� �4^ 9^]^V:6^9 7W75^a bUY ?^ @7^9 U7 U 4;=4�6<^b;7;:Y
U@g;V;U<W 9;U=Y:75;b 5::V 5: 4^V6 aUX^ U a^9;bUV 9^b;7;:Y� `4;b4 `;VV ;Yb<^U7^ 54^ b4UYb^ :c
^U<VW 9^5^b5;:Y :c 6;=a^Y5^9 :Yb:V:=;bUV 6U54:V:=;^7�

=.$>,+8/8 a@V5;a:9UV Y^@<UV Y^5`:<X� ^Y7^a?V^ Y^@<UV Y^5`:<X� aUb4;Y^ V^U<Y;Y=� 4^5^<:�
=^Y^:@7 9U5U� 9^<aU5:V:=;bUV ;aU=^7� 6;=a^Y5^9 7X;Y V^7;:Y7� 7X;Y bUYb^<� a^VUY:aU�

0;<;5;:6;=

.� S@_``_ ��+ t_``_A S�+ kG?LCLGF U�+ t_|_CLKGF U�+ \G_^^LKIA f� U@LKIgLG`GMLD_` ?CI^KA L^ AhL^ D_^DIC�
7�� ���"� 2��?�� &�+?�=��+ .889+ mG`� 2+ LAA� �+ @@� .�

�� kL^| c�+ lAD>_^K` T�+ [GAI^K_>` c�+ Sh_a r� n�+ SCMI^|L_^G ��+ r`Fg S�+ ~L??`IC j� SDDFC_Da GE
KICg_?GADG@a EGC ?>I KL_M^GALA GE ^G^@LMgI^?IK D_^DICA GE ?>I AhL^� :�'�+�" �� �?�!� 7�� ���"�+ ��.2+
mG`� 22+ LAA� N+ @@� ..��3..�/�

0� tGK>_ k�+ k_MM_C k�+ cI`IOL i� l�+ kL`mICA f� n� fLADGCK_^DI L^ ?>I >LA?G@_?>G`GMLD KL_M^GALA GE
KL�DF`? gI`_^GDa?LD ^IG@`_AgA L^ ?>I D`L^LD_` AI??L^M� :�'�+�" �� &'��+ 2����"�+ ���8+ mG`� 09+ LAA� 1+
@@� 01/309��

1� j_MMI^gF``IC k�+ R_CG^ [� c�+ jIh`IC S�+ q?Lh_` i� k�+ r_C_?_ c�+ r_C^>L`` [� t�+ rCL^hIC l� i�
khL^ D_^DIC D`_AALsD_?LG^ mL_ DG^mG`F?LG^_` ^IFC_` ^I?bGChAB AaA?Ig_?LD CImLIb GE A?FKLIA L^mG`mL^M >Fg_^
I]@IC?A� $'�� :�'�+�" �� &�+?���+ ���.+ mG`� .9N+ @@� ���3�.N�

9� TG`Lh_C [�+ �>_^M c�+ R_ x� U^AIgO`I tI_C^L^M� $+,� 3"� ��?��+� ����+�+4+ ��.�+ @@� .301�
N� �FCIA>L S� k�+ [GGA l� lC_^AEIC `I_C^L^M bL?> I^AIgO`IA GE KII@ ^IFC_` ^I?bGChA EGC AhL^ D_^DIC

KI?ID?LG^ L^ LgO_`_^DIK K_?_ AI?A� 6�'��" 2��?�,, �����+ ���0+ mG`� 99+ LAA� 1+ @@� 11N.3112/�
2� [_|_ [�+ �F`su_C o�+ l_CLu k�+ S^b_C �� r�+ k_CM_^G S� r�+ j_OLO �� RI`_^Gg_ D`_AALsD_?LG^ ECGg

KICgGADG@a Lg_MIA FAL^M I^AIgO`I GE DG^mG`F?LG^_` ^IFC_` ^I?bGChA� ����� ���?,+ ���.+ mG`� .�+ LAA� .+
@@� �N310�

8� ~_FA_C n�+ j_gIIK S�+ k_??_C R�+ SA>C_E [�+ \gC_^ S� k�+ SOLKL^ R� �� q�+ S`L S� RF`?LD`_AA AhL^
D_^DIC D`_AALsD_?LG^ FAL^M I^AIgO`I GE s^I	?F^IK KII@ `I_C^L^M gGKI`A� �=="��! �?��+?�,+ ���.+ mG`� ..+
LAA� ��+ @@� .�9/03.�N�8�

/� tF x�+ �>_^M t�+ w_^M r�+ x_^M i� oI_?FCI I^AIgO`I `I_C^L^M O_AIK G^ A@_CAI _F?GI^DGKICA
EGC Lg_MI D`_AALsD_?LG^� 2��?��!�+4, �� ��� 5+���+����+�" :��+� &�+����+?� �+ 6�'��" 6��>���,+ ��.1+
@@� .20/3.219�

.�� l_^M U� ~�+ kFM_^?>_^ T� n�+ x_G �� S^ _^_`aALA GE KLmICAL?a gI_AFCIA� ��?��+� ����+�+4+ ���N+
mG`� N9+ LAA� .+ @@� �123�2.�

..� r_`?CF�A_L?LA l�+ S>FH_ c�+ RGCI^Da t� T� RF`?LgGK_` g_D>L^I `I_C^L^M� 5$$$ /��+,� 2�����+
�+�"� ��?�� 5+��""�+ ��./+ mG`� 1.+ LAA� �+ @@� 1�03110�

.�� tLF ~�+ tL x�+ �F n�+ n_?_C_H_^ T� tI_C^ ?G DGgOL^I gGK_`L?LIA L^ gF`?LgGK_` KII@ `I_C^L^M�
��9�J =��=��+�� ��9�J[�x^t���v�^+ ��.8�

.0� ~FC?_^Aha n� [�+ fFA|_ k� w�+ j_`@IC^ S� c�+ j_C?g_^ [� \�+ �I``IC S� c�+ R_CM>GGO S� S�+
R_CD>I??L R� S� S^ I@LKIgLG`GMLD _^_`aALA GE gI`_^Gg_ GmICKL_M^GALA L^ ?>I q^L?IK k?_?IA+ ./293��.2�
:�'�+�" �� 5+J�,��4���J� 7�� ���"�4(+ ����+ mG`� .1�+ LAA� 2+ @@� .8�13.8..�

.1� jG>^ i�+ jIh`IC S�+ ~CLIM>Gp	jI^^L^M U�+ ~_?>IC i� n�+ q?Lh_` i� k�+ RILIC o�+ rCL^hIC l� i�
\^?IMC_?L^M @_?LI^? K_?_ L^?G AhL^ D_^DIC D`_AALsD_?LG^ FAL^M DG^mG`F?LG^_` ^IFC_` ^I?bGChAB AaA?Ig_?LD
CImLIb� :�'�+�" �� ��!�?�" 5+���+�� )�,���?�+ ���.+ mG`� �0+ LAA� 2+ @@� ��2�83��2�0�

.9� kCLbG^M ~�+ rF^CL? k�+ ~ICK@C_AG@ ~�+ ~ICK@C_AG@ n� fICg_?G`GMLD_` D`_AALsD_?LG^ FAL^M KII@
`I_C^L^M GE AhL^ Lg_MI _^K @_?LI^? O_DhMCGF^K h^Gb`IKMI� 5+���+����+�" :�'�+�" �� ��?��+� ����+�+4
�+! &� ='��+4+ ��./+ mG`� /+ LAA� N+ @@� 8N�38N2�

.N� kLIMI` i� S�+ ~GCM_mh_C ~�+ wIL^A?GDh R� S� cFCCI^? @ICA@ID?LmI G^ _D?L^LD hIC_?GALAB _ CImLIb�
%����,� :�'�+�" �� 7�� ���"�4(+ ��.2+ mG`� .22+ LAA� �+ @@� 09�3098�

.2� ta_h>Gm T� S�+ ta_h>Gm_ q� S�+ n_MGC^Gm n� n� kaA?Ig EGC ?>I CIDGM^L|L^M GE @LMgI^?IK AhL^

�Y� � %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� �



`IALG^A bL?> EFALG^ _^K _^_`aALA GE >I?ICGMI^IGFA K_?_ O_AIK G^ _ gF`?LgGK_` ^IFC_` ^I?bGCh� &�+?��,+
����+ mG`� .1+ @@� .8./3.80N�

.8� c>LDDG f�+ iFCg_^ �� l>I _Km_^?_MIA GE ?>I R_??>IbA DGCCI`_?LG^ DGI�DLI^? =RccJ GmIC o.
ADGCI _^K _DDFC_Da L^ OL^_Ca D`_AALsD_?LG^ Im_`F_?LG^� %�& 0�+� �?,+ ����+ mG`� �.+ LAA� .+ @@� .3.0�

./� j_C_^ML r�+ r_C_^ S�+ j_HKF S� c`_AALsD_?LG^ GE AhL^ `IALG^A FAL^M _^ I^AIgO`I GE KII@ ^IFC_`
^I?bGChA� 2��?��!�+4, �� ��� �++'�" 5+���+����+�" &�+����+?� �� ��� 5$$$ $+4�+����+4 �+ ��!�?�+� �+!
%��"�4( ��?���(+ ��.8+ @@� �9293�928�

��� Sh?IC R� k�+ k>_>CL_C j�+ k^I>_ k�+ cF||GDCI_ S� RF`?L	D`_AA AhL^ D_^DIC D`_AALsD_?LG^
_CD>L?ID?FCI O_AIK G^ KII@ DG^mG`F?LG^_` ^IFC_` ^I?bGCh� �^�� 5$$$ 5+���+����+�" &�+����+?� �+ %�4
7���� 2��?��!�+4,+ ����+ @@� 91�1391.0�

�.� ~IIC?>_^_ f�+ eI^FMG@_` e�+ n_?> R� ~�+ RLA>C_ R� jaOCLK DG^mG`F?LG^_` ^IFC_` ^I?bGChA bL?>
keR D`_AALsIC EGC D`_AALsD_?LG^ GE AhL^ D_^DIC� %�� �!�?�" $+4�+����+4 �!J�+?�,+ ���0+ mG`� 9+ @@� .���N/3
.��.�0�

[IDILmIKB dD?GFOIC �+ ���0�
SDDI@?IKB R_CD> .�+ ���1�

SF ? > G C A� L ^ E G Cg_ ? L G ^B

@"(�+� �� �(����J� Y TGA?MC_KF_?I k?FKI^?+ iF^LGC [IAI_CD>ICz F`H_>GmA{g_L`�CF

2�J�" �� �(����J Y T>f L^ T>aALDA _^K R_?>Ig_?LDA+ SAAGDL_?I TCGEIAAGCz `H_>Gm{g_L`�CF

� %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� �



x�� ��
��	 � %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� �

��� ����

S+.,T.,- )-)7(+02U',4.7 5(,Q.-.c,(.0' 0P , 5,()--.() R., d&e 70'(+0--)+∗

8	 >?	 8)9:;#*<'$=� B	 C	 @?A(*

k?� TI?ICAOFCM k?_?I q^LmICAL?a+ 23/+ q^LmICAL?I?Ah_a_ ^_O�+ k?� TI?ICAOFCM+
.//�01+ [FAAL_^ oIKIC_?LG^

345 6789874:� �V^X7UY9<:] �� Z@�� R@f;Y �� T� �<;Ug;UV ^V^b5<:9WYUa;b 75U?;V;fU5;:Y :c U 7U5^VV;5^
];U hO� b:Y5<:VV^<� (./0'&% ,1 2�&'0 3.0.+/� +4 5'&-.+/&0$	 677#&.8 9�0*.:�0&;/	 <,:7 0.+

2;&.';.	 <,'0+,# 3+,;.//./� ��� ]:V� �� ;77� � 66� ��3���
455678''9:;�:<='
��
	��'

>�
'76?@
�������

� 7U5^VV;5^ a:];Y= :Y U b;<b@VU< ^e@U5:<;UV :<?;5 ;7 b:Y7;9^<^9� �4^ 7U5^VV;5^ ;7 ^e@;66^9 `;54
U b:Y5<:VV^9 aU=Y^5;b a:a^Y5 UY9 U b:Y5<:VV^9 ^V^b5<:75U5;b b4U<=^� �4^ 6<:?V^a :c 5<;Ug;UV
75U?;V;fU5;:Y ;Y 54^ :<?;5UV c<Ua^ ;7 75@9;^9� �4^ ^V^b5<:9WYUa;b b:Y5<:V 7W75^a ;7 6<:6:7^9�
OY U99;5;:Y� 5: ;a6<:]^ b4U<Ub5^<;75;b7 :c 5<UY7;^Y5 6<:b^77^7� hO� b:Y5<:VV^< :c U 76^b;UV c:<a
;7 @7^9� y;54 54^ U;9 :c 54^ �WU6@Y:] 9;<^b5 a^54:9� U7Wa65:5;b 75U?;V;5W b:Y9;5;:Y7 :c 54^
6<:=<Ua a:9^ U<^ :?5U;Y^9� �4^ <^7@V57 :c b:a6@5^< 7;a@VU5;:Y U<^ 6<:];9^9 9^a:Y75<U5;Y=
54^ ^zb;^YbW :c 54^ 9^]^V:6^9 U66<:Ub4�

=.$>,+8/8 7U5^VV;5^� ^V^b5<:9WYUa;b b:Y5<:V� 5<;Ug;UV 75U?;V;fU5;:Y� �WU6@Y:]}r<U7:]7X;;
c@Yb5;:YUV� hO� b:Y5<:VV^<�

�� &'(+0237(.0'� QB8 <8U815C;8/: 56 75/:?51 323:8;3 65? :B8 0::4:9<8 3:0S414T0:45/
56 30:8114:83 =4:B ?83C87: :5 :B84? 78/:8?3 56 ;03383 43 5/8 56 :B8 ;53: 07:901 0/< 7B01@
18/>4/> C?5S18;3 56 3C078 <2/0;473 y�z*{� QB8?8 0?8 U0?4593 0CC?507B83 :5 351U4/> :B43
C?5S18;P 8�>�P 0CC1470:45/ 56 k2=B8813P C5=8? >2?5375C83P ?807:4U8 75/:?51 323:8;3P 3510?
?0<40:45/ C?8339?8P 8:7� W/ 103: <870<83P ;0>/8:47 75/:?51 323:8;3 S038< 5/ :B8 4/:8?07@
:45/ 56 :B84? 8R879:4U8 <8U4783 =4:B :B8 f0?:B ;0>/8:47 �81< 0?8 =4<812 938< yYzG{� j97B
323:8;3 0?8 83C8740112 8D87:4U8 65? 3;011 30:8114:83� fR43:4/> ;0>/8:47 0::4:9<8 75/:?51 323@
:8;3P :B84? 3C874�7 680:9?83P 0<U0/:0>83 0/< <430<U0/:0>83 0?8 <837?4S8<P 65? 4/3:0/78P 4/
y+P � {� g5?85U8?P 4: 43 =5?:B /5:4/> :B0:P :5 4/7?8038 :B8 8�748/72 56 :B43 0CC?507BP 4/ y��{P
:B8 8187:?5<2/0;47 ;8:B5< 65? :B8 3:0S414T0:45/ 56 30:8114:83 =03 C?5C538<� QB43 ;8:B5< 43
S038< 5/ :B8 34;91:0/8593 934/> :B8 ;0>/8:47 ;5;8/: 0/< :B8 ;5;8/: 56 e5?8/:T 65?783�
W/ y��{P :B8 8187:?5<2/0;47 ;8:B5< =03 0CC148< 65? :B8 :?40R401 3:0S414T0:45/ 4/ :B8 5?S4:01
6?0;8 65? 0 30:8114:8 ;5U4/> 5/ 0 74?7910? 8m90:5?401 5?S4:� QB8 C?5S18; 56 :B8 30:8114:8
3:0S414T0:45/ 4/ :B8 <4?87: 8m9414S?49; C534:45/ =03 351U8<�

h5=8U8?P 4: 3B591< S8 ;8/:45/8< :B0:P 4/ ;0/2 C?5S18;3 56 30:8114:8 0::4:9<8 75/@
:?51P 4: 43 /878330?2 :5 8/39?8 /5: 5/12 3:0S414T0:45/ 56 C?5>?0; ;5<83P S9: 0135 39�748/:
3;55:B/833 56 :?0/348/: C?5783383 y�*P �Y{� ./ 8D87:4U8 :551 65? <0;C4/> 9/<834?0S18 53741@
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0/< 0 >8/8?01 0CC?507B :B0: 70/ C?5U4<8 8RC1474: <834>/ 65?;9108 65? :B8 VWX C0?0;8:8?3
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5/<12P 0 <8U815C;8/: 56 :B8 75/78C: 56 :B8 8187:?5<2/0;47 75/:?51 =03 C?5C538< C?5U4<4/>
75;C8/30:45/ 56 <43:9?S4/> :5?m983� QB4?<12P :5 4;C?5U8 :B8 7B0?07:8?43:473 56 :?0/348/:
C?5783383P 0 ;5<4�8< VWX 75/:?5118? =03 <834>/8<� QB8 C?8U459312 75/3:?97:8< 75/:?51
:5?m98 =03 39CC18;8/:8< S2 0 :8?; =4:B <43:?4S9:8< <8102� .CC124/> :B8 e20C9/5U <4?87:
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8D87:4U8/833 56 :B8 C?5C538< 75/:?51 =03 75/�?;8< S2 /9;8?4701 ;5<814/>� W: =03 3B5=/
:B0: 397B 0/ 0CC?507B C8?;4:3 93 /5: 5/12 :5 34>/4�70/:12 3;55:B 59: :?0/348/: C?5783383P
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0CC?5C?40:8 7B5478 56 :B838 C0?0;8:8?3P 4: 43 C5334S18 :5 4;C?5U8 :B8 7B0?07:8?43:473 56
:?0/348/: C?5783383 75;C0?8< =4:B :B538 5S:04/8< 934/> :B8 75/:?5118? 6?5; y�*{�

�� d+0Q-)4 P0+43-,(.0'� i5/34<8? 0 30:8114:8 8m94CC8< =4:B 0 75/:?5118< ;0>/8:47
;5;8/: I 0/< 0 75/:?5118< 8187:?53:0:47 7B0?>8 <43:?4S9:8< 5U8? 78?:04/ U519;8� .339;8
:B0: 4:3 78/:8? 56 ;033 C ;5U83 5/ 0 74?7910? 8m90:5?401 15=@f0?:B 5?S4:� �8 =411 3:9<2 :B8
?5:0:45/01 ;5:45/ 56 :B8 30:8114:8 =4:B ?83C87: :5 4:3 78/:8? 56 ;033 4/ :B8 5?S4:01 6?0;8�
e8: :B8 0R43 Cξ 56 :B43 6?0;8 S8 <4?87:8< :0/>8/: :5 :B8 5?S4: 4/ :B8 <4?87:45/ 56 ;5:45/P
:B8 0R43 Cη S8 <4?87:8< /5?;01 :5 :B8 5?S4:01 C10/8P 0/< :B8 0R43 Cζ S8 <4?87:8< 015/> :B8
?0<493 U87:5? 56 :B8 30:8114:8�3 78/:8? 56 ;033 ?810:4U8 :5 :B8 78/:8? 56 :B8 f0?:B� X8/5:8
S2 ξ0, η0, ζ0 :B8 9/4:8 U87:5?3 56 :B43 6?0;8� QB8 5?S4:01 755?<4/0:8 323:8; ?5:0:83 =4:B
?83C87: :5 :B8 4/8?:401 5/8 =4:B 0/ 0/>910? U81574:2 ω0�

QB8 323:8; Cxyz 56 C?4/74C01 78/:?01 0R83 56 4/8?:40 43 ?4>4<12 75//87:8< =4:B :B8
30:8114:8� W/ :B43 323:8;P :B8 U87:5?3 ξ0, η0, ζ0 0?8 <8/5:8< S2 s1, s2, s3� .339;8 :B0: 0 ?4>B:
:?4C18 56 ;9:90112 5?:B5>5/01 9/4:8 U87:5?3 r1, r2, r3 43 >4U8/ 4/ :B8 323:8; Cxyz� QB838
U87:5?3 <8�/8 :B8 C?5>?0; 5?48/:0:45/ 56 :B8 30:8114:8�

e8: :B8 C8?:9?S8< >?0U4:0:45/01 :5?m98MG 07: 5/ :B8 30:8114:8� .3 :B8 30:8114:8 ;5U83
?810:4U8 :5 :B8 >85;0>/8:47 �81< =4:B ;0>/8:47 4/<97:45/ BP :B8 e5?8/:T ;5;8/:MΛ 0/<
;0>/8:47 ;5;8/: MM 0?8 8R74:8<P =B8?8 MΛ = P × T P MM = I ×BP P = ρ0QP Q 43 :B8
:5:01 7B0?>8P ρ0 43 :B8 ?0<493 U87:5? 56 :B8 30:8114:8�3 7B0?>8 78/:8? =4:B ?83C87: :5 4:3 78/:8?
56 ;033P T = VC × BP VC 43 :B8 3C88< 56 :B8 C54/: C ?810:4U8 :5 :B8 >85;0>/8:47 �81<�
.339;8 :B0: :B8 U87:5? B 754/74<83 =4:B 4:3 U0198 0: :B8 78/:8? 56 ;033� W/ :B43 C0C8?P
03 =811 03 4/ y��P �*{P =8 =411 938 ^<4?87: ;0>/8:47 <4C518_ 03 0 ;5<81 56 :B8 >85;0>/8:47
�81<� W/ :B43 7038P :B8 U87:5? B 43 75/3:0/: 4/ 011 C54/:3 56 :B8 8m90:5?401 5?S4:�

QB8 ?5:0:45/ ;5:45/ 56 :B8 30:8114:8 43 ;5<818< S2 :B8 f918? <2/0;47 8m90:45/3

J
dω

dt
− ω0J(ω × s2) + (ω + ω0s2)× (J(ω + ω0s2)) =MΛ +MM +MG (1)

0/< :B8 V54335/ A4/8;0:47 8m90:45/3

dsj
dt

= −ω × sj , j = 1, 2, 3, (2)

=B8?8 ω 43 :B8 0/>910? U81574:2 56 :B8 30:8114:8 =4:B ?83C87: :5 :B8 5?S4:01 6?0;8w J =
diag{A1, A2, A3} 43 :B8 4/8?:40 :8/35? 4/ :B8 755?<4/0:8 323:8; CxyzwMG = 3ω2

0s3×(Js3)�
n9? 5S�87:4U8 43 :5 <834>/ 0/ 8187:?5<2/0;47 75/:?51 C?5U4<4/> :?40R401 3:0S414T0:45/

56 :B8 C?837?4S8< C?5>?0; 5?48/:0:45/ 56 :B8 30:8114:8� QB43 ;80/3 :B0: =8 3B591< 7B5538
10=3 56 U0?40:45/ 56 U87:5?3 I 0/< P 9/<8? =B47B :B8 323:8; t�uP t�u 0<;4:3 032;C:5:470112
3:0S18 8m9414S?49; C534:45/
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ω = 0, sj = rj , j = 1, 2, 3. (3)

!� e)5.*' 0P 70'(+0- (0+b3)5� W/ y��{P 0 3C87401 0CC?507B :5 351U4/> :B8 C?5S18; 56 0
30:8114:8 :?40R401 3:0S414T0:45/ 4/ :B8 <4?87: 8m9414S?49; C534:45/ =03 <8U815C8<� f07B 56 :B8
U87:5?3 I 0/< P =03 7B538/ 03 0 39; 56 ?83:5?4/> 0/< <0;C4/> 75;C5/8/:3� W/ y�*{P :B43
0CC?507B =03 8R:8/<8< :5 :B8 7038 56 0?S4:?0?2 8m9414S?49; C534:45/ 4/ :B8 5?S4:01 6?0;8�
x87:5?3 I 0/< P =8?8 39CC18;8/:8< S2 75;C8/30:4/> 75;C5/8/:3� QB8 /88< 65? :B838
0<<4:45/01 :8?;3 43 <98 :5 :B8 607: :B0:P 9/<8? :B8 07:45/ 56 <43:9?S4/> 65?783P :B8 75/34<8?8<
323:8; ;02 /5: B0U8 :B8 ?8m94?8< C?5>?0; ;5<8� .3 0 ?8391:P :B8 f918? 8m90:45/3 =8?8
?8C?838/:8< 03 65115=3I

J
dω

dt
− ω0J(ω × s2) + (ω + ω0s2)× (Jω) + ω0ω × (Js2) =

= kΛr3 × s3 + kMr2 × s2 − hΛ(ω − (ω�s3)s3)− hM (ω − (ω�s2)s2), (4)

B8?8 kΛ, kM , hΛ, hM 0?8 75/3:0/: C534:4U8 758�748/:3�
l9?:B8?;5?8P :5 4;C?5U8 :B8 7B0?07:8?43:473 56 :?0/348/: C?5783383 t4/ C0?:47910?P

<0;C4/> 9/<834?0S18 30:8114:8 5374110:45/3uP 0 :8?; =4:B <43:?4S9:8< <8102 56 :B8 65?;

Mdist = akΛ

t∫
t−τ

r3 × s3(u)du+ akM

t∫
t−τ

r2 × s2(u)du (5)

=03 0<<8< :5 :B8 ?4>B:@B0/< 34<8 56 tYu� h8?8 a 0/< τ 0?8 75/3:0/:3 =4:B τ > 0� QB93P 0
;5<4�8< VWX 75/:?5118? t388 y�L{u =03 75/3:?97:8<�

�4:B :B8 04< 56 :B8 e20C9/5U <4?87: ;8:B5<P 4: =03 C?5U8/ :B0: 46

τ |a| < 1, (6)

:B8/ :B8?8 8R43: U01983 56 C0?0;8:8?3 kΛ, kM , hΛ, hM 9/<8? =B47B :B8 C?5C538< 75/:?5118?
8/39?83 :B8 032;C:5:47 3:0S414:2 56 :B8 C?5>?0; ;5<8 t*u� g5?85U8?P :B8 ?8391:3 56 /9@
;8?4701 34;910:45/3 <8;5/3:?0:8< :B0: 4:3 938 /5: 5/12 34>/4�70/:12 3;55:B 59: :?0/348/:
C?5783383P S9: 0135 4/7?80383 :B8 75/U8?>8/78 ?0:8 56 C8?:9?S8< ;5:45/3 :5 :B8 8m9414S?49;
C534:45/�

W/ :B43 C0C8?P 0/5:B8? :2C8 56 VWX 75/:?5118? =411 S8 0CC148<� W/3:80< 56 :B8 4/:8>?01
:8?; t+uP =8 =411 0<< :5 :B8 ?4>B:@B0/< 34<8 56 tYu :B8 :5?m98

M̂ = bkΛ

t∫
0

f(t− u)r3 × s3(u)du+ bkM

t∫
0

f(t− u)r2 × s2(u)du, (7)

=B8?8 b 43 0 75/3:0/: 758�748/:w f(t) 43 0 /5//8>0:4U8 0/< C4878=438 75/:4/9593 65? t � 0
69/7:45/ 397B :B0:

∫∞
0 f(u)du <∞� QB8/ :B8 8m90:45/3 tYu :0A8 :B8 65?;

J
dω

dt
− ω0J(ω × s2) + (ω + ω0s2)× (Jω) + ω0ω × (Js2) = kΛr3 × s3 +

+ kMr2 × s2 + bkΛ

t∫
0

f(t− u)r3 × s3(u)du+ bkM

t∫
0

f(t− u)r2 × s2(u)du−
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− hΛ(ω − (ω�s3)s3)− hM (ω − (ω�s2)s2). (8)

f)4,+W �� QB8 :5?m98 t+u 70/ S8 5S:04/8< 03 0 3C87401 7038 56 tEu 46 f(t) = a/b 65?
t ∈ [0, τ ] 0/< f(t) = 0 65? t > τ �

�8 =411 155A 65? 75/<4:45/3 9/<8? =B47B /8= 75/:?5118? 8/39?83 :B8 :?40R401 3:0S414T0@
:45/ 56 :B8 30:8114:8�

$� g(,Q.-.(U ,',-U5.5� e8: :B8 65115=4/> 0<<4:45/01 75/3:?04/:3 S8 4;C538< 5/ :B8
69/7:45/ f(t)�

V55346(.0' �� QB8?8 8R43:3 0 /9;S8? λ > 0 397B :B0:
∫∞
t
f(u)du � λf(t) 65?

t ∈ [0,∞)�
V55346(.0' �� QB8 4/8m9014:2

|b|
∞∫
0

f(u)du < 1 (9)

B51<3�
f)4,+W �� QB8 75/<4:45/ tGu 43 0 759/:8?C0?: 56 tLu�
f)4,+W !� l5? 4/3:0/78P .339;C:45/ � 43 30:43�8< 65? :B8 69/7:45/ f(t) = exp(−δt)P

=B8?8 δ > 0� W: 43 =5?:B /5:474/> :B0: VWX 75/:?5118?3 =4:B 8RC5/8/:401 A8?/813 0?8 =4<812
938< 4/ :B8 75/:8;C5?0?2 75/:?51 :B85?2 y�Y{�

X8/5:4/> hΛ = hĥΛP hM = hĥM P =B8?8 ĥΛ, ĥM 0?8 �R8< C534:4U8 75/3:0/:3 0/< h 43
0 C534:4U8 C0?0;8:8?P =8 5S:04/

hΛ(ω − (ω�s3)s3) + hM (ω − (ω�s2)s2) = hΞω + hq(ω, s2, s3),

B8?8

Ξ = R

⎛⎝ĥΛ + ĥM 0 0

0 ĥΛ 0

0 0 ĥM

⎞⎠R�,

:B8 7519;/3 56 :B8 ;0:?4R R 0?8 U87:5?3 r1, r2, r3P :B8 69/7:45/ q(ω, s2, s3) 30:43�83 :B8

83:4;0:8 ‖q(ω, s2, s3)‖ � β̂‖ω‖(‖s2− r2‖+ ‖s3− r3‖)P β̂ = const > 0P ‖ · ‖ 43 :B8 f9714<80/
/5?; 56 0 U87:5?� QB93P :B8 ;0:?4R Ξ 43 C534:4U8 <8�/4:8�

SO)0+)4� M9G 8;;?FYG($*; k #*< m I9 v?)s))9<	 H"9* G"9'9 9p(;G; # *?FI9' ĥ > 0
;?S" G"#G G"9 9w?()(I'(?F Y$;(G($* t*u $v G"9 ;Q;G9F t�uP tcu (; #;QFYG$G(S#))Q ;G#I)9 v$' #))

h � ĥ	
V ? 5 5 6� n9? 0/012343 43 S038< 5/ :B8 e20C9/5U <4?87: ;8:B5< 0/< 0CC?507B83 :5

75/3:?97:4/> e20C9/5U 69/7:45/3 0/< e20C9/5Ur�?035U3A44 69/7:45/013 65? ;87B0/4701
323:8;3 <8U815C8< 4/ y�+z�c{� l4?3:P 7B5538 0 e20C9/5U 69/7:45/ 70/<4<0:8 03 65115=3I

V (ω, s2, s3) =
1

2

(
kΛ‖r3 − s3‖2 + kM‖r2 − s2‖2

)
+

1

2
μω�Jω − 1

h
Φ�Ξ−1Jω.

h8?8 Φ = kΛr3 × s3 + kMr2 × s2 0/< μ 43 0 C534:4U8 C0?0;8:8? :5 S8 38187:8< 10:8?� QB8/

1

2

(
kΛ‖r3 − s3‖2 + kM‖r2 − s2‖2

)
+ μβ1‖ω‖2 − 1

h
β2‖ω‖(‖r3 − s3‖+ ‖r2 − s2‖) �

� V (ω, s2, s3) �
1

2

(
kΛ‖r3 − s3‖2 + kM‖r2 − s2‖2

)
+

+μβ3‖ω‖2 + 1

h
β2‖ω‖(‖r3 − s3‖+ ‖r2 − s2‖),

=B8?8 β1, β2, β3 0?8 C534:4U8 758�748/:3�
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X4D8?8/:40:4/> :B8 69/7:45/ V (ω, s2, s3) =4:B ?83C87: :5 :B8 323:8; t�uP tcuP =8 5S:04/

dV

dt
= μω�(t)

⎛⎝Φ(t) + b

t∫
0

f(t− u)Φ(u)du− hΞω(t)− hq(ω(t), s2(t), s3(t))

⎞⎠+

+
1

h
(kΛr3 × (ω(t)× s3(t)) + kMr2 × (ω(t)× s2(t)))

�Ξ−1Jω(t)−

− 1

h
Φ�Ξ−1 (ω0J(ω(t)× s2(t))− (ω(t) + ω0s2(t))× (Jω(t)) − ω0ω(t)× (Js2(t))+

+Φ(t) + b

t∫
0

f(t− u)Φ(u)du− hq(ω(t), s2(t), s3(t))

⎞⎠ �

� μβ4‖ω(t)‖(‖r3 − s3(t)‖+ ‖r2 − s2(t)‖) + μ|b|‖ω(t)‖
t∫

0

f(t − u)‖Φ(u)‖du−

− hμβ5‖ω(t)‖2 − 1

h
Φ�Ξ−1

⎛⎝Φ(t) + b

t∫
0

f(t− u)Φ(u)du

⎞⎠+

+ hμβ6‖ω(t)‖2(‖r3 − s3(t)‖+ ‖r2 − s2(t)‖)+

+
1

h
β7‖ω(t)‖2 + 1

h
β8
(‖ω(t)‖+ ‖ω(t)‖2) (‖r3 − s3(t)‖ + ‖r2 − s2(t)‖)+

+ β9‖ω(t)‖(‖r3 − s3(t)‖ + ‖r2 − s2(t)‖)2,
B8?8 βi > 0P i = 4, . . . , 9�

q8R:P 75/3:?97: 0 e20C9/5Ur�?035U3A44 69/7:45/01 70/<4<0:8 4/ :B8 65?;

W (t, ω(t), s2t, s3t) = V (ω(t), s2(t), s3(t)) +
1

h

t∫
0

∞∫
t−u

f(σ)dσΦ�(u)ΓΦ(u)du,

=B8?8 Γ 43 0 75/3:0/: C534:4U8 <8�/4:8 ;0:?4RP s2t, s3t <8/5:8 :B8 ?83:?47:45/3 56 :B8 75??8@
3C5/<4/> 75;C5/8/:3 56 0 3519:45/P 4�8�P slt : u �→ sl(u) 65? u ∈ [0, t]P l = 2, 3� QB8/

1

2

(
kΛ‖r3 − s3(t)‖2 + kM‖r2 − s2(t)‖2

)− 1

h
β2‖ω(t)‖(‖r3 − s3(t)‖ + ‖r2 − s2(t)‖)+

+μβ1‖ω(t)‖2 + 1

h
β10

t∫
0

∞∫
t−u

f(σ)dσ‖Φ(u)‖2du �W (t, ω(t), s2t, s3t) �

� 1

2

(
kΛ‖r3 − s3(t)‖2 + kM‖r2 − s2(t)‖2

)
+

1

h
β2‖ω(t)‖(‖r3 − s3(t)‖+ ‖r2 − s2(t)‖)+

+μβ3‖ω(t)‖2 + 1

h
β11

t∫
0

∞∫
t−u

f(σ)dσ‖Φ(u)‖2du,

�Yc � %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� �



dW

dt
� μβ4‖ω(t)‖(‖r3 − s3(t)‖ + ‖r2 − s2(t)‖) + μ|b|‖ω(t)‖

t∫
0

f(t− u)‖Φ(u)‖du−

− hμβ5‖ω(t)‖2 + 1

h
β8
(‖ω(t)‖+ ‖ω(t)‖2) (‖r3 − s3(t)‖+ ‖r2 − s2(t)‖)+

+ hμβ6‖ω(t)‖2(‖r3 − s3(t)‖ + ‖r2 − s2(t)‖) + 1

h
β7‖ω(t)‖2 +

+ β9‖ω(t)‖(‖r3 − s3(t)‖ + ‖r2 − s2(t)‖)2 − 1

h
Ω(t),

=B8?8 β10, β11 0?8 C534:4U8 75/3:0/:3 0/<

Ω(t) = Φ�Ξ−1

⎛⎝Φ(t) + b

t∫
0

f(t− u)Φ(u)du

⎞⎠−
∞∫
0

f(u)duΦ�(t)ΓΦ(t)+

+

t∫
0

f(t− u)Φ�(u)ΓΦ(u)du.

e8: Z(t) = Ξ−1/2Φ(t)P γ =
∫∞
0
f(u)du� QB8/

Ω(t) = ‖Z(t)‖2 + bZ�(t)

t∫
0

f(t− u)Z(u)du− γZ�(t)Ξ1/2ΓΞ1/2Z(t)+

+

t∫
0

f(t− u)Z�(u)Ξ1/2ΓΞ1/2Z(u)du.

iB5534/> :B8 ;0:?4R Γ 4/ :B8 65?; Γ = εΞ−1P ε = const > 0P =8 5S:04/

Ω(t) = (1− εγ)‖Z(t)‖2 + bZ�(t)

t∫
0

f(t− u)Z(u)du+ ε

t∫
0

f(t− u)‖Z(u)‖2du �

�
(
1− εγ − γ

|b|
2υ

)
‖Z(t)‖2 +

(
ε− |b|υ

2

) t∫
0

f(t− u)‖Z(u)‖2du,

=B8?8 υ 43 0/ 0?S4:?0?2 C534:4U8 /9;S8?�
e8:

εγ + γ
|b|
2υ

< 1, ε >
|b|υ
2
. (10)

l5? :B8 8R43:8/78 56 υ > 0 65? =B47B :B8 4/8m9014:483 t� u B51<P 4: 43 /878330?2 0/< 39�748/:
:B8 691�1;8/: 56 :B8 75/<4:45/

γb2 < 4ε(1− γε). (11)

W: 43 =5?:B /5:474/> :B0: t��u 4;C5383 1803: 75/38?U0:4U8 75/3:?04/: 5/ :B8 C0?0;8:8? b 4/
:B8 7038P =B8?8 ε = 1/(2γ)� .3 0 ?8391:P =8 0??4U8 0: :B8 4/8m9014:2 tGu�

� %��&� �
"�� 
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l5? 397B 0 7B5478 56 C0?0;8:8?3P :B8 83:4;0:8 56 :B8 <8?4U0:4U8 56 W (t, ω(t), s2t, s3t)
:0A83 :B8 65?;

dW

dt
� μβ4‖ω(t)‖(‖r3 − s3(t)‖ + ‖r2 − s2(t)‖) + μ|b|‖ω(t)‖

t∫
0

f(t− u)‖Φ(u)‖du−

− hμβ5‖ω(t)‖2 + 1

h
β7‖ω(t)‖2 + 1

h
β8
(‖ω(t)‖+ ‖ω(t)‖2) (‖r3 − s3(t)‖+ ‖r2 − s2(t)‖)+

+ hμβ6‖ω(t)‖2(‖r3 − s3(t)‖ + ‖r2 − s2(t)‖) + β9‖ω(t)‖(‖r3 − s3(t)‖ + ‖r2 − s2(t)‖)2 −

− 1

h
β12‖Φ(t)‖2 − 1

h
β13

t∫
0

f(t− u)‖Φ(u)‖2du,

=B8?8 β12 > 0P β13 > 0�
W/ y�G{P 4: =03 C?5U8/ :B8 8R43:8/78 56 0 /9;S8? Δ > 0 397B :B0:

‖Φ(t)‖2 � 1

2

(
k2M‖r2 − s2(t)‖2 + k2Λ‖r3 − s3(t)‖2

)
(12)

65? ‖r3 − s3(t)‖ + ‖r2 − s2(t)‖ < Δ� �4:B :B8 04< 56 :B8 83:4;0:8 t��u 0/< :B8 3:0/<0?<
:87B/4m98 S038< 5/ :B8 0CC1470:45/ 56 �59/>�3 0/< h51<8?�3 4/8m9014:483 t388 y�LP �E{uP 4: 43

8032 :5 U8?462 :B0: 46 U01983 56 μ 0/< Δ 0?8 39�748/:12 3;011P :B8/ 5/8 70/ 7B5538 ĥ > 0
397B :B0:

1

4

(
kΛ‖r3 − s3(t)‖2 + kM‖r2 − s2(t)‖2

)
+

1

2
μβ1‖ω(t)‖2+

+
1

h
β14

t∫
0

∞∫
t−u

f(σ)dσ(‖r3 − s3(u)‖2 + ‖r2 − s2(u)‖2)du �W (t, ω(t), s2t, s3t) �

� kΛ‖r3 − s3(t)‖2 + kM‖r2 − s2(t)‖2 + 2μβ3‖ω(t)‖2+

+
1

h
β15

t∫
0

∞∫
t−u

f(σ)dσ(‖r3 − s3(u)‖2 + ‖r2 − s2(u)‖2)du,

dW

dt
� −1

2
hμβ5‖ω(t)‖ − 1

h
β16(‖r3 − s3(t)‖2 + ‖r2 − s2(t)‖2)−

− 1

h
β17

t∫
0

f(t− u)(‖r3 − s3(u)‖2 + ‖r2 − s2(u)‖2)du

65? h � ĥP ‖r3− s3(t)‖+ ‖r2− s2(t)‖ < ΔP ‖ω(t)‖ < Δ� h8?8 β14P β15P β16P β17 0?8 C534:4U8
75/3:0/:3� h8/78P :B8 <4D8?8/:401 4/8m9014:2

dW

dt
� −β̄W (t, ω(t), s2t, s3t), β̄ = const > 0,

B51<3 65? ‖r3−s3(t)‖+‖r2−s2(t)‖ < ΔP ‖ω(t)‖ < Δ� QB43 4;C1483 :B8 032;C:5:47 3:0S414:2
56 :B8 8m9414S?49; C534:45/ t*u� QB8 C?556 43 75;C18:8<� �
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I� f)53-(5 0P (O) 70463()+ 402)-.'*�l5? 34;910:45/P =8 0339;8 :B0: ω0 = 0.001P
kΛ = kM = 1P hΛ = hM = 1P J = diag{1000, 1300, 1700} t011 <4;8/345/01 C0?0;@
8:8?3 0?8 >4U8/ 4/ W/:8?/0:45/01 j23:8; 56 o/4:3u� i5/34<8? 3:0S414T0:45/ 56 0 30:8114:8
4/ :B8 <4?87: 8m9414S?49; C534:45/P 4�8�P r1 = (1, 0, 0)�P r2 = (0, 1, 0)�P r3 = (0, 0, 1)��
W/ l4>9?83 � 0/< � :B8 <8C8/<8/78 56 :B8 U0198 ψ = ‖r3 − s3‖ + ‖r2 − s2‖ 5/ :4;8
43 C?838/:8<� QB8 65115=4/> 4/4:401 75/<4:45/3 65? 3519:45/3 =8?8 7B538/I ω(0) = 0P

���	 �	 �5U?;V;fU5;:Y 6<:b^77 @Y9^< b:Y5<:V `;54 9;75<;?@5^9 9^VUW

���	 �	 �5U?;V;fU5;:Y 6<:b^77 @Y9^< hO� b:Y5<:VV^<

s1(u) = (cosϕ,− cos θ sinϕ, sin θ sinϕ)�P s2(u) = (sinϕ, cos θ cosϕ,− sin θ cosϕ)�P
s3(u) = (0, sin θ, cos θ)� 65? u � 0P =B8?8 ϕ = 0.3P θ = −2� l4>9?8 � 75??83C5/<3 :5 :B8
0CC1470:45/ 56 :B8 75/:?51 =4:B <43:?4S9:8< <8102� QB8 :8?; 56 :B8 65?; t+u =03 938< =4:B

� %��&� �
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:B8 65115=4/> U01983 56 C0?0;8:8?3I a = 1P τ = 0.75� W/ l4>9?8 �P :B8 ?8391: 56 0CC1470:45/
56 VWX 75/:?5118? 43 <8;5/3:?0:8<� QB8 4/:8>?01 :8?; =03 <8�/8< S2 :B8 65?;910 tEu =4:B
b = 3P f(t) = exp(−4t)� W: 43 =5?:B /5:474/> :B0: 4/ :B43 7038 aτ = b

∫∞
0 f(u)du = 0.75�

l?5; :B8 75;C0?435/ 56 l4>39?83 � 0/< � 4: 65115=3 :B0:P 9/<8? :B8 934/> /8= 75/@
:?5118?P :?0/348/: C?5783383 S875;8 3;55:B8? 0/< :B84? :4;8 43 34>/4�70/:12 ?8<978<�

J� ]0'7-35.0'� W/ :B8 C?838/: 75/:?4S9:45/P 0/ 8187:?5<2/0;47 75/:?51 323:8; 8/@
39?4/> :?40R401 3:0S414T0:45/ 56 0 30:8114:8 4/ :B8 5?S4:01 6?0;8 43 <834>/8<� QB8 C?5C538<
75/:?5118? 4/719<83 0/ 4/:8>?01 75;C5/8/: :B0: C8?;4:3 93 :5 4;C?5U8 7B0?07:8?43:473 56
:?0/348/: C?5783383� o34/> 0/ 5?4>4/01 75/3:?97:45/ 56 e20C9/5Ur�?035U3A44 69/7:45/01P
75/<4:45/3 5/ 75/:?51 C0?0;8:8?3 0?8 <8?4U8< >90?0/:884/> :B8 032;C:5:47 3:0S414:2 56 :B8
C?837?4S8< 8m9414S?49; C534:45/� W: 43 =5?:B /5:474/> :B0: :B838 75/<4:45/3 75/:04/ 35;8
75/3:?04/:3 5/ :B8 <4D8?8/:401 0/< 4/:8>?01 75;C5/8/:3 56 :B8 75/:?5118?P S9: <5 /5: 4;@
C538 0/2 75/3:?04/:3 5/ :B8 C?5C5?:45/01 75;C5/8/:� QB8 8D87:4U8/833 56 :B8 C?5C538<
0CC?507B 43 75/�?;8< S2 /9;8?4701 34;910:45/� W: 43 3B5=/ :B0:P 4/ 75;C0?435/ =4:B :B8
C?8U459312 75/3:?97:8< 75/:?51P :B8 /8= 5/8 C8?;4:3 93 /5: 5/12 :5 34>/4�70/:12 3;55:B
59: :?0/348/: C?5783383P S9: 0135 :5 4/7?8038 :B8 75/U8?>8/78 ?0:8 :5 :B8 C?5>?0; ;5<8�
./ 4;C5?:0/: <4?87:45/ 65? 69?:B8? ?8380?7B 43 0/ 8R:8/345/ 56 :B8 5S:04/8< ?8391:3 :5 :B8
7038 56 ;5?8 75;C18R ;5<81 56 :B8 ;0>/8:47 �81<�

0;<;5;:6;=
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��.1+ 0N� @�
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$��#����� " !�"�&�� ����H#��&�� � ,((����� H���H�&#��� ���#&� �J��@
H�� ��#������ � ��H#�#��� ���$!�&� ���� ��H$�����& ��� H���! $���#���� "�@
"������ " "�"������!�&�� ������������ 
��� #&������ ��"������ # #����"�'
"$F�"�#�#��� � ���"�#��"�� ��������&' $���#���% y�{P ���$!��� $"��#�%

∗ �%%7 )(*��& �� �� �!$#5&�- *� *��(7� �( ;� %5 � $!���� �(%%&'%�($( ��#5�($( 6(�)�
< �0	�.	���/N+ >??@AB::CADE�CF:@CGHID?:�0	�.	���/N:

D© �����	
 � !"#!$%�&' $(%#)�!%�* ���' #�&* !%&� �+ ���1

>??@AB::KGL�GCM:.���.N08:..2�.:A@OF.�����1��.� �++



���������"�� ���� ���""�!�"���� ���)��� ���"��$�� y�{P ��"������ #&!�"��@
����&' ������# y*{P "���H� yY{ � "��J���H�)�� y+zE{�

O �"���F�% "����� ���"&#���"� H���!� ����������� $���#���� ���%�% ��@
���J���!�"��% "�"����% ���#��� �������P # ������% ��������"�� # ���#�% !�"��
����������"� �H $���#�����% ���%�% "�"���& �J&��#�&' ��((���)����&'
$��#��% " ��"���&� H���H�&#����� s���!� ������ #��� #�H���b�P # !�"��"��P
# ������'P ���"&#�bF�' ������$ �#$' #H������%"�#$bF�' ���$��)�% ���"������@
���&% ��"$��� r ��"����� ycP "� ��cz��G{� [��$��$�� ��"����������% ���$@
��)�� ��#��&' ����������"� ��������((���)����&� $��#���� " �����J���@
!�"��� ��((���)����&� ���������� # ��#�% !�"��� ��� ,��% ���$��)�� #���
��"��������� �� !���# �� #�H��"�$� O ��!�"�#� �H�#�"��&' ������&' #&"�$@
��b� #����P # ��!��� �������� �H$!���"� ���)�""P � #�H��"� �"�J�%� ��� ������@
��#��� �� ������� ���$��)�� ��"���� #�H��"� !�"�� � ����� "$F�"�#����
H�!���P � ��,���$ ���� �����!���"� ���""�!�"��� �J&��#�&� ��((���)�@
���&� $��#�����

N"�J��"��b ��""�����#����% H���!� �#����7� ������������ � ���P !�� ���@
��)� ��,((�)����# ��� (�H�#&' ������&' # "�"���� �J&��#�&' ��((���@
)����&' $��#��% H�#�"�� �� ($�)�� $���#����� ��,���$P �"����� � ���%@
�"�� )���#��� ($�)�����P ���""�!�"��% ���)�� ���"��$�� �� [� ��������
# ���% H���!� �#����"� ������ ��J'����&�P � � ��"����!&� $"��#��� ����@
�����"��� ��� ��-��� ����J&' H���! �J&!� ������b�"� �����&P ��H��J���@
&� ��� �JF�' ����%&' ���J����

O "����� #���#&� ��� H���! " H���H�&#���� ������� ����(�)���#��� ��@
������ yG{P �"�#��� � �"����H�#��� ��!�% tJ�H �"����!&' !���#u (���$�&
�����F��� )���#��� ($�)������ ���� ���'�� ��H#���� "#�"�� �"'��$b H���!$
����������� $���#���� � H���!� ����������� $���#���� "�"����% �J&��#�@
&' ��((���)����&' $��#��%� ��H$����� "(���$����#� # #��� ����""�!�@
"���� $"��#�� ���������"�� #����)����� ����� ����H��� ������� �� "$F�"�#$
���������� )���� "���%"�#� ��J'����&' � ��"����!&' $"��#�% ���������"��� ��@
�$�)�� H���!� ���� #�H����"�� # H�!������% "����� "�������� �JK�� #&!�"��@
�%� ��� �����H�)�� ������H�)��&' ������# # ����J��� ���� H���!�' �"�#��
#���� ������"� � ��������&� ��������#��� �"'���% � "�������% "�"���
��((���)����&' $��#��% # !�"�&' ����H#��&'� ���$!�&% # �"���F�%
��J��� ��H$����� ��H#����� �����!���"� ���"��$� �#$�� ���)��$���� ��"����!@
� ��$�������� ��-��� �!����@����#&' H���! ��� "�"��� �����J���!�"��' $��#@
��%I ��������� ��������#��� "�������% "�"���& �P �"�� ,�� ��J'�����P
(������ ��-��� ��� ���������� "�"����� ���)�""�P "���#��"�#$bF��� �%��@
��$ ����������$ $���#���b� ���#���&% # �� + ������ ���b"����$�� ����%
���'���

�� "��������� G����� ��""������ "�"���$ ���%&' �����J���!�"��' $��#@
��% ���#��� �������

∂x

∂t
+A(s, t)

∂x

∂s
= Φ(s, t)x+ f(s, t) + C(t)y, t�u

(s, t) ∈ Π, Π = S × T, S = [s0, s1], T = [t0, t1],

# ������% x(s, t), y(t) r n@ � m@���&� #�����@($�)��w A(s, t) r ���������� ���@
��)� ������� (n × n)w C(t) � Φ(s, t) r �����!&� ($�)�� ��H���� (n×m), (n× n)
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"���#��"�#��w f(s, t) r n@����� #�����@($�)��� ����������� "!�����P !�� ���@
�����&� ,�����& ai = ai(s, t), i = 1, 2, . . . , n, �����)& ��,((�)����# H�����"��@
�& # ΠI

ai(s, t) > 0, i = 1, 2, . . . ,m1,

ai(s, t) = 0, i = m1 + 1,m1 + 2, . . . ,m2,

ai(s, t) < 0, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . , n.

�$"�� �����)� A+(s, t) ������� (m1 × m1) � �����)� A−(s, t) ������� (n − m2) ×
(n − m2) r ��������&� ��������)&P "�"��#��&� �H ����������&' � ����@
)�����&' ,������# �����)& A� ��""������ ���#�����& x+ = (x1, x2, . . . , xm1)
� x− = (xm2+1, xm2+2, . . . , xn)P �����&� ��#�!�b� ����������&� � ����)�����&�
,������� �����)& A�

��!����@����#&� $"��#�� ��� "�"���& t�u H������ # ��!��' �!��� '��������@
"��� �����J���!�"��' $��#��%I

x(s, t0) = x0(s), s ∈ S; x+(s0, t) = η(t), x−(s1, t) = μ(t), t ∈ T, t�u

" $"��#���� "����"�#��� η(t0) = (x0(s0))
+, μ(t0) = (x0(s1))

−�
M$�)�� y(t) ����������"� �H $���#�����% "�"���& �J&��#�&' ��((���@

)����&' $��#��% " H���H�&#����

dy

dt
= B(u(t), t)y(t − α) + d(u(t), t), t ∈ T, t*u

y(t) = y0(t), t ∈ [t0 − α, t0],

��� B(u(t), t) r �����!�� ($�)�� ��H���� (m×m)w d(u(t), t) r m@����� #�����@
($�)��w α r H����� ������������ ��"�����

O ��!�"�#� ����"�#� ���$"���&' $���#���% #&J���� "�#��$��"�� �����!�@
&' � �H�����&' � T w ��� r@���&' #�����@($�)�% u(t)P $��#���#���bF�' ��!��
#"b�$ � ,��� ����H�� �����!���� ���� #��b!���

u(t) ∈ U ⊂ Er, t ∈ T, tYu

��� U r ��������� ����"�#��
���J$��"� �%�� ���$"����� $���#����P ��"��#��bF�� ����$� )���#��$

($�)����$I

J(u) =

∫
S

〈β(s), x(s, t1)〉 ds+
∫
Π

∫
〈b0(s, t), x(s, t)〉 ds dt. t+u

s��"� � ����� $���#&�� "��J���� �J�H�!���"� ���""�!�"��� "������� ����H#�����
# ���!������ �#�����#�� ���"���"�#� "���#��"�#$bF�% ��H����"���

s���!� ����������� $���#���� t�uzt+u ��""�����#���"� ��� "���$bF�' ����@
��������'I

�u ��������&� ,�����& ai(s, t), i = 1, 2, . . . , n, �����)& A �����&#� ��(@
(���)��$��& # �����$������� Πw

�u #�����@($�)�� x0(s), μ(t) � η(t) �����&#& � S � T "���#��"�#��w
*u �����!&� ($�)�� Φ(s, t)P B(u, t)P C(t)P � ����� #�����@($�)�� f(s, t)P

d(u(t), t) �����&#& �� "�#��$��"�� "#��' ���$����# # �J��"��' �' �����������
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��� $��H�&' ������������' � ��������& H���!� ��� �bJ��� ���$"������
$���#���� "$F�"�#$�� ���"�#��� �J�JF��� ��-��� �!����@����#�% H���!�
t�uP t�u �H ���""� �����&#&' # Π ($�)�%P ���!�� ������ �������� ��-���
xi, i = 1, 2, ..., n, �����&#� ��((���)��$��� #���� '��������"��� "�"���& �����@
J���!�"��' $��#��% y� {�

!� i���9�� �����H���
 <9���������� s���!� t�uzt+u �#����"� ���%�%P
����� ���""�!�"��% ���)�� ���"��$�� �� [� �������� � J$��� # �% ��"��@
��!&� $"��#��� ���������"��� ���!�� ,���� r H�#�"���"�� �� $���#���� ���@
��)& ��,((�)����# # t*u� NJ&!� ��� ��-��� ����J&' H���! ������b�"� ��
�� �����&P !�� � ��� �JF��� ����%��� "�$!��� O �"���F�% ��J��� �"����H$��"�
��������P ���� �������� # yG{ ��� H���! ��� ��"$�"�#�� H���H�&#����

��""������ �#� ����H#���&' ��H��!&' ���$"���&' ���)�""�I {u, x} � {ũ =
u+Δu, x̃ = x+Δx}� O#���� �J�H�!��� ��� ��((���)������� ��������� # ��#�%
!�"�� t�uI DAx = xt +A(s, t)xs� s��"� DAx = (D1x1, . . . , Dnxn) r �J�JF��� ����H@
#����P ������ �������� ������% Dixi �����&#� #���� "���#��"�#$bF��� i@��
"���%"�#� '��������"���� ]��#��� # �����F���' ��� �"'���% �!����@����#�%
H���!� ������ "���$bF�% #��I

DAΔx = Φ(s, t)Δx+ C(t)Δy,

Δx(s, t0) = Δx+(s0, t) = Δx−(s1, t) = 0,

Δyt = B(ũ(t), t)ỹ(t− α)−B(u(t), t)y(t− α) + Δd(u(t), t), Δy(t0) = 0. tLu

s��"� Δd(u(t), t) = d(ũ(t), t)− d(u(t), t)�
������-�� ���#$b !�"�� tLu ����� �J��H��I

B(ũ(t), t)ỹ(t− α)−B(u(t), t)y(t− α) + Δd(u(t), t) =

= ΔB(u(t), t)ỹ(t− α) +B(u(t), t)Δy(t− α) + Δd(u(t), t),

��� ΔB(u(t), t) = B(ũ(t), t)−B(u(t), t). �����F��� ($�)����� H���-�� ���I

ΔJ(u) = J(ũ)− J(u) =

∫
S

〈β(s),Δx(s, t1)〉 ds+
∫
Π

∫
〈b0(s, t),Δx(s, t)〉 dsdt. tEu

O ���#$b !�"�� (���$�& tEu ��J�#�� $��#&� "������&�∫
Π

∫
〈ψ(s, t), DAΔx− Φ(s, t)Δx〉 dsdt

� ∫
T

〈p(t),Δyt −ΔũB(u, t)ỹ(t− α)−B(u, t)Δy(t− α)−Δd(u, t)〉 dt,

��� ψ(s, t) � p(t) r ���� ����H#���&� #�����@($�)���
������� (���$�& ��������#��� �� !�"���P ���$!��P !��

ΔJ(u) =

∫
S

〈β(s),Δx(s, t1)〉 ds+
∫
Π

∫
〈b0(s, t),Δx(s, t)〉 dsdt +

�+c � %��&� �
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+

∫
S

〈ψ(s, t1),Δx(s, t1)〉 − 〈ψ(s, t0),Δx(s, t0)〉 ds −

−
∫
T

〈ψ(s0, t), A(s0, t)Δx(s0, t)〉 − 〈ψ(s1, t), A(s1, t)Δx(s1, t)〉 dt −

−
∫
Π

∫
〈DAψ +Asψ +ΦTψ,Δx〉 dsdt−

∫
Π

∫
〈ψ(s, t), CΔy〉dsdt +

+ 〈p(t1),Δy(t1)〉 −
∫
T

〈pt,Δy(t)〉 dt −

−
∫
T

〈p(t),ΔB(u(t), t)ỹ(t− α) +B(u(t), t)Δy(t− α) + Δd(u, t)〉 dt.

����� ��""������ #&������∫
T

〈p(t), B(u, t)Δy(t− α)〉 dt =
{

τ = t− α,
τ ∈ [t0 − α, t1 − α]

}
=

=

t0∫
t0−α

〈p(τ + α), B(u(τ + α), τ + α)Δy(τ)〉 dτ + tcu

+

t1−α∫
t0

〈p(τ + α), B(u(τ + α), τ + α)Δy(τ)〉 dτ.

����%��� �J���� � �������% t� [ $!���� ����P !�� ���#�� "�������� tcu ��#�
$�bP ���'���� � "���$bF��$ #&�����bI∫

T

〈p(t), B(u, t)Δy(t− α)〉 dt =

=

t1−α∫
t0

〈p(t+ α), B(u(t+ α), t+ α)Δy(t)〉 dt.

s������P !��

∫
Π

∫
〈ψ(s, t), CΔy〉 dsdt = −

∫
Π

∫
〈 ∂
∂s

s1∫
s

ψ(ξ, t) dξ, CΔy〉 dsdt.

������� (���$�$ ��������#��� �� !�"���P ���$!���P !��∫
Π

∫
〈ψ(s, t), CΔy〉 dsdt =

∫
T

〈
∫
S

ψ(s, t) ds, CΔy〉 dt.

� %��&� �
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�����J$��P !��J& ($�)�� ψ(s, t)P p(t) J&�� ��-����� "�������% H���!�

DAψ +Asψ = −ΦT (s, t)ψ + b0(s, t), (s, t) ∈ Π, tGu

ψ(s, t1) = −β(s), s ∈ S, ψ(s1, t) = 0,

ψ−(s0, t) = 0, ψ+(s1, t) = 0, t ∈ T,

pt =

⎧⎪⎨⎪⎩
−BT (u(t+ α), t+ α)p(t+ α)− ∫

S

CTψ(s, t) ds, t ∈ [0; t1 − α),

− ∫
S

CTψ(s, t) ds, t ∈ [t1 − α; t1],

p(t1) = 0. t� u

����� (���$�� �����F��� ($�)����� ������ #��

ΔJ(u) = −
∫
T

〈p(t),ΔB(u, t)ỹ(t− α) + Δd(u, t)〉 dt. t��u

M���$�� t��u �#����"� ��!�% tJ�H �"����!&' !���#u ��� �bJ�% ���& ���$"���&'
���)�""�#P ��� ,��� �"'���� "�"���� �J&��#�&' ��((���)����&' $��#��%
t*u �������$��"� � #�H�$F��� $���#�����

$� ������� �������	������ �� �"�#� ���$!��% (���$�& �����F��� t��u
���� �"$F�"�#��� ���$�)�b �"'���% H���!� ����������� $���#���� �����J���@
!�"��% "�"����% � H���!� ����������� $���#���� "�"������ �J&��#�&' ��(@
(���)����&' $��#��%I

I(v) = −
∫
T

〈p(t, u), (B(v(t), t) −B(u(t), t))y(t − α, v) + t��u

+ d(v(t), t) − d(u(t), t)〉 dt → min,

yt = B(v(t), t)y(t − α) + d(v(t), t), t ∈ T,

y(t) = y0(t), t ∈ [t0 − α, t0], t�*u

v(t) ∈ U.

s��"� y(t) r m@����� ($�)�� "�"�����P u(t) � p(t, u) r (��"���#�&� ($�)��P
v(t) r $���#��bF�� #�H��%"�#��P $��#���#���bF�� ��� �� �����!���� � $���#@
����P !�� � # �"'���% H���!�� ��� "��&� ����H�� "���#����#�"�� "���$bF���
$�#��������

�������� /�6 �EZ�P��[��3Z� �E�������6 u∗(t) � ������ t�uzt+u �������P�
� ��3Z�Z����� �Z��� �E�������� v∗ = u∗(t) ���� �EZ�P��[��P � ������ t��uP t�*u�
��� gZ�P �EZ�P��[��� �������� c���D������ �E�����6�Z36 c��P����

J(v∗) = J(u) + I(v∗).

���$!�&% ��H$����� ���� ��""�����#��� � ��� #����)���� $"��#�� ��@
�������"�� t# ����!�� �� �����)��&' ���!����&' $"��#�% ���������"��u�
N������P !�� ������� "���#����#� ��� �bJ��� ���$"������ $���#���� u(t)�

N��-�� "'��$ ��-��� �"'���% H���!��
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�� s�����"� ����H#����� ���$"����� $���#���� u = u(t)� O&!�"����"� "���#��@
"�#$bF�� ��$ ��-��� p = p(t, u) "�������% H���!� t� u� ��� ,���� ��J'�����
����� �%�� ��-��� H���!� tGuP ������� � H�#�"�� �� #&J��� ���$"������ $���#@
�����

�� ��-���"� #"������������ H���!� ����������� $���#���� "�"����% �J&�@
�#�&' ��((���)����&' $��#��% " ���%&� )���#&� ($�)������ t��u�

����� �J��H��P ��� ��-��� H���!� t�uzt+u ��J'����� #"��� ��-� �#� ��H�
�����������#��� "�"���$ ��((���)����&' $��#��% " !�"�&�� ����H#��&��
t���"� ψ(s, t) � ��� ��J'�����"�� x∗(s, t, v∗)u�

I� ���%��������:# ������� ��""������ ������ �������� ���"���� ��@
�������� O �#������ S × T = [0; 2]× [0; 2] ��"��#�� "���$bF$b H���!$ �����������
$���#����I

x1t + x1s = x2 − y,

x2t − x2s = (s+ 2) sin t,

yt = u · y(t− 0.15), u(t) ∈ [0, 3],

y(t) = t, t ∈ [−0.15; 0],

x1(0, t) = 0, x1(s, 0) = s, x2(2, t) = 0, x2(s, 0) = 0.

��"��#�� H���!$ � ����$� )���#��� ($�)�����

J(u) =

∫
S

[3x1(s, 2) + 2x2(s, 2)] ds, u ∈ U.

O �����&' �J�H�!���'

Φ(s, t) =

(
0 1
0 0

)
, C(t) =

( −1
0

)
, B(u, t) = u, d(u, t) = 0.

[�������� H���!� �������� #��

ψ1t + ψ1s = 0, ψ2t − ψ2s = −ψ1,

ψ1(s, 2) = −3, ψ2(s, 2) = −2,

ψ1(2, t) = 0, ψ2(0, t) = 0,

pt =

⎧⎪⎨⎪⎩
−p(t+ 0.15) · u(t+ 0.15) +

∫
S

ψ1 ds, t ∈ [0; 1.85),∫
S

ψ1 ds, t ∈ [1.85; 2],

p(2) = 0.

O&J���� ���$"����� $���#���� u(t) ≡ 0 ��� #"�' t ∈ [0, 2]� ����� ��-��� "�@
������% H���!� ���� H���"��� ���I

ψ1(s, t) =

{
0, t < s,

−3, t � s,

p(t) = −3

2
t2 + 6, t ∈ [0; 2].
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�"'���� H���!� ����� J&�� "#���� � H���!� ����������� $���#����

I(v) =

2∫
0

(1.5t2 − 6) · v(t) · z(t− 0.15, v) dt→ ;4/,

zt = v · z(t− 0.15), z(t) = t, t ∈ [−0.15; 0],

v(t) ∈ [0; 3].

J�  ���%������ N������P !�� ���$)���#��� H���!� ����������� $���#��@
�� t��uP t�*u ����� "��)����$b "��$��$�$� ��� ����� H���!� " H���H�&#����P
# ������% �����)� ��,((�)����# ��� (�H�#&' ������&' H�#�"�� �� "�7������
��� ��-��� ���% H���!� ���� �"����H�#��� -�����% ��"��� ������#P ��H��@
J���&' ��� ������H�)�� "�"��� " "�"������!�&�� ������������ O !�"��"��P
J����%�"�� H���!� ��H#����� ,((����#� �������� ��������&P ��H��J���&�
# y��{� O ��!�"�#� �����%-��� ����#���� ��J��& ���� ���������� �""����#�@
�� "�$!�� �#������!��� )���#��� ($�)����� " ����F�b �������� y��{� N����
"�$!�% �#������!��� �������� ��!�"�#� ���J$�� �������� (���$� �����F���
#������ ������� � �����!&' ���$��"�# �� M� ��J�"�#��
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|u(t)| � ρ0 + ρ1t+ k
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0

|u(s)|ds 65? 01;53: 8U8?2 t � 0, t�u

|v(t)| � σ0 + σ1t+ k
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0

|v(s)|ds 65? 01;53: 8U8?2 t � 0, t�u
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ẋ = u, x(0) = x0, t*u

ẏ = v, y(0) = y0, tYu

75??83C5/<4/>12P =B8?8 x, y, x0, y0, u, v ∈ R
nP n � 2P x0 	= y0�

e)Z'.(.0' �� 8 v?*SG($* u(·) = (u1(·), u2(·), ..., un(·)) (; S#))9< #* #<F(;;(I)9 Y?']
;?9' S$*G'$) (* U#F9 t*u� tYu (v (G ;#G(;s9; S$*<(G($* t�u	 B(F()#')Q� # v?*SG($* v(·) =
(v1(·), v2(·), ..., vn(·)) (; S#))9< #* #<F(;;(I)9 S$*G'$) $v G"9 9=#<9' (* U#F9 t*u� tYu (v (G
;#G(;s9; S$*<(G($* t�u�

QB8 38: 56 011 0<;4334S18 75/:?513 56 :B8 C9?398? 0/< :B8 8U0<8? 43 <8/5:8< S2 :B8
32;S513 U� 0/< V�P ?83C87:4U812� QB8/ :B8 C04?3 U� 0/< V� 65?; :B8 ;5:45/ :?0@
�87:5?483

x(t) = x0 +

t∫
0

u(s)ds, y(t) = y0 +

t∫
0

v(s)ds

56 :B8 C9?398? 0/< :B8 8U0<8?P ?83C87:4U812�
e)Z'.(.0' �� 8 v?*SG($* u : R+ × R

n → R
n (; S#))9< # ;G'#G9UQ $v G"9 Y?';?9' (v

u(t, v) (; # M9I9;U?9 F9#;?'#I)9 v?*SG($* n(G" '9;Y9SG G$ t v$' 9#S" sp9< v #*< (; # C$'9)
F9#;?'#I)9 v?*SG($* n(G" '9;Y9SG G$ v v$' 9#S" sp9< t�

e)Z'.(.0' !� uG (; ;#(< G"#G # ;G'#G9UQ u = u(t, v) U?#'#*G99; S#YG?'9 #G G(F9 F$F9*G
T (u) (v #G ;$F9 G(F9 t∗ ∈ [0, T (u)] #* 9w?#)(GQ x(t∗) = y(t∗) (; ;#G(;s9< v$' #*Q S$*G'$)
v(·) ∈ V� $v G"9 9=#<9'� "9'9 x(t) #*< y(t) #'9 G"9 ;$)?G($*; $v G"9 (*(G(#) =#)?9 Y'$I)9F

ẋ = u(t, v(t)), x(0) = x0,

ẏ = v(t), y(0) = y0,

n"9'9 t � 0�
e)Z'.(.0' $� 8 v?*SG($* v : R+ → R

n (; S#))9< # ;G'#G9UQ $v 9=#<9' (v v(t) (; #
M9I9;U?9 F9#;?'#I)9 v?*SG($* n(G" '9;Y9SG G$ t�

�LL � %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� �



e)Z'.(.0' I�x9 ;#Q G"#G # ;G'#G9UQ v(t) (; S#))9< n(**(*U v$' 9=#<9' (* G"9 `?]U#F9
$v 9=#;($* $* [0,+∞) (v v$' #*Q S$*G'$) $v Y?';?9' u(t) ∈ U� G"9 S$*<(G($* x(t) 	= y(t)
"$)<; v$' #)) t � 0� "9'9 x(t) #*< y(t) #'9 G"9 ;$)?G($*; $v G"9 (*(G(#) =#)?9 Y'$I)9F;

ẋ = u(t), x(0) = x0,

ẏ = v(t), y(0) = y0.

�8 938 :B8 65115=4/> 3:0:8;8/:�

n)44, t388 y*�{u� uv |ω(t)| � α+
t∫
0

(β + γ|ω(s)|)ds� G"9* |ω(t)| � β
γ (e

γt − 1) + αeγt�

n"9'9 ω(t)� t � 0� (; # F9#;?'#I)9 v?*SG($*� #*< α� β #'9 U(=9* *$*]*9U#G(=9 *?FI9'; #*<
γ (; # U(=9* Y$;(G(=9 *?FI9'	

d2 :B43 e8;;0P 46 u(·) ∈ U� 0/< v(·) ∈ V�P :B8/

|u(t)| � ϕ(t), t � 0, t+u

|v(t)| � ψ(t), t � 0, tLu

=B8?8
ϕ(t) =

ρ1
k
(ekt − 1) + ρ0e

kt, ϕ(0) = ρ0, tEu

ψ(t) =
σ1
k
(ekt − 1) + σ0e

kt, ψ(0) = σ0. tcu

W: 70/ S8 803412 7B87A8< :B0: :B8 75/U8?38 43 /5: :?98P :B0: 43P :B8 4/8m9014:483 t+u 0/<
tLu <5 /5: 4;C12 t�u 0/< t�u� Q5 <8�/8 :B8 /5:45/3 56 5C:4;01 3:?0:8>483 56 C1028?3 0/<
5C:4;01 C9?394: :4;8P =8 75/34<8? :=5 >0;83�

QB8 >501 56 :B8 C9?398? P 43 :5 70C:9?8 8U0<8? EP 4�8� 07B48U8;8/: 56 :B8 8m9014:2
x(t) = y(t) tV9?394: C?5S18;u 0/< :B8 8U0<8? E 3:?4U83 :5 0U54< 0/ 8/759/:8? tfU0345/
C?5S18;uP 4�8�P :5 07B48U8 :B8 4/8m9014:2 x(t) 	= y(t) 65? 011 t � 0, 0/< 4/ :B8 5CC534:8 7038P
:5 C53:C5/8 :B8 4/3:0/: 56 8/759/:8? 03 15/> 03 C5334S18�

QB43 C0C8? 43 <8U5:8< :5 351U4/> :B8 65115=4/> C?5S18;3 65? `?a5/=011 :2C8 75/3:?04/:3
5/ 75/:?513�

d+0Q-)4 �� j51U8 V9?394: C?5S18; 4/ :B8 >0;8 t*uP tYu =4:B :B8 `?a5/=011 :2C8
75/3:?04/:3 t�u 0/< t�u tS?48k2P `?@>0;8 56 V9?394:u�

d+0Q-)4 �� j51U8 fU0345/ C?5S18; 4/ :B8 >0;8 t*uP tYu =4:B :B8 `?a5/=011 :2C8
75/3:?04/:3 t�u 0/< t�u tS?48k2P `?@>0;8 56 fU0345/u�

d+0Q-)4 !� j51U8 :B8 <4D8?8/:401 >0;8 56 ^1468 14/8_�
!� V 50-3(.0' 0P (O) 63+53.( 6+0Q-)4� W/ :B43 387:45/P =8 75/3:?97: :B8 5C:4;01

3:?0:8>2 65? C9?398? 0/< >4U8 0 351U8 56 :B8 C9?394: C?5S18;�
Q5 75/3:?97: 0 3:?0:8>2 65? C9?398?P �?3: =8 0339;8 :B0: C9?398? A/5=3 tP v(t) 0: :B8

79??8/: :4;8 t�
e)Z'.(.0' J� uv δ0 � 0� δ1 � 0� G"9* G"9 v?*SG($*

3�(t, v) = v − r(t, v)ξ0 tGu

(; S#))9< # Π�@;G'#G9UQ $v G"9 Y?';?9' (* G"9 `?@U#F9 $v Y?';?(G� n"9'9 r(t, v) = 〈v, ξ0〉+
+
√〈v, ξ0〉2 + ϕ2(t)− |v|2, ξ0 = z0/|z0|� δ0 = ρ0 − σ0� δ1 = ρ1 − σ1� z0 = x0 − y0� 〈v, ξ0〉

(; G"9 ;S#)#' Y'$<?SG $v G"9 =9SG$'; v #*< ξ0 (* G"9 +?S)(<9#* ;Y#S9 R
n	

q5:8 :B0:
|3�(t, v)| = ϕ(t). t� u

� %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� � �LE



W/<88<P 46 =8 3m90?8 8m9014:483 tGu 5/ S5:B 34<83P :B8/ =8 >8:

|3�(t, v)|2 = |v|2 + r(t, v)(r(t, v) − 2〈v, ξ0〉).

l?5; B8?8 0/< 6?5; :B8 65?; 56 :B8 37010? 69/7:45/ r(t, v)P 4: 43 8032 :5 7017910:8 8m9014:2
t� u� e8: 93 /5= 7B87A :B8 0<;4334S414:2 56 3:?0:8>2 tGu 65? 8U8?2 0<;4334S18 69/7:45/
v(t) ∈ R

nP t � 0� l?5; 4/8m9014:2 t�u 0/< 6?5; 8m9014:483 tEu 0/< t� u =8 B0U8

ρ0 + ρ1t+ k

t∫
0

|3�(v(s), s)|ds = ρ0 + ρ1t+ k

t∫
0

ϕ(s)ds =

= ρ0 + ρ1t+ k

t∫
0

[ρ1
k
(eks − 1) + ρ0e

ks
]
ds = ϕ(t) = |3�(v(t), t)|,

=B47B C?5U83 :B8 0<;4334S414:2 56 3:?0:8>2 tGu�
d+0605.(.0' �� uv δ0 � 0� δ1 � 0� G"9* G"9 v?*SG($* r(t, v) (; S$*G(*?$?; #*< *$*]

*9U#G(=9 v$' #)) (t, v) ∈ [0,∞)× R
n	

d+0605.(.0' �� y$' 9=9'Q z0� z0 	= 0� #*< v(·) ∈ V�P G"9'9 9p(;G; # ;S#)#' v?*SG($*
R(t, v(·)) ;?S" G"#G z(t) = z0R(t, v(·))� n"9'9 z(t) = x(t) − y(t)	

d+0605.(.0' !� M9G Φ(t) = A(1 − ekt) + Bt + 1� n"9'9 A = δ1+kδ0
k2|z0| , B = δ1

k|z0| 	 uv
δ0 � 0, δ1 > 0 $' δ0 > 0, δ1 � 0 (; =#)(<� G"9* G"9 v?*SG($* Φ(t) (; F$*$G$*9 <9S'9#;(*U (*
t, t � 0� #*< G"9'9 9p(;G; ?*(w?9 Y$;(G(=9 '$$G $v G"9 9w?#G($*

Φ(t) = 0 t��u

n(G" '9;Y9SG G$ t	 O9'9 n9 S#)) # U?#'#*G99< S#YG?'9 G(F9 G"9 Y$;(G(=9 '$$G $v 9w?#G($* t��u
#*< <9*$G9 (G IQ T��

�8 C?5U8 :B8 3:0:8;8/:3�
SO)0+)4 �� uv δ0 � 0, δ1 > 0 $' δ0 > 0, δ1 � 0 (; =#)(<� G"9* G"9 Π�@;G'#G9UQ

U?#'#*G99; S#YG?'9 (* G"9 `?@U#F9 $v Y?';?(G $* G"9 G(F9 (*G9'=#) [0, T�]�
V ? 5 5 6� e8: v(·) ∈ V� S8 0/ 0?S4:?0?2 75/:?51 56 :B8 8U0<8?P 0/< 18: :B8 C9?398?

938 :B8 Π�@3:?0:8>2� o34/> :B8 8m90:45/3 t*u 0/< tYu =8 >8: :B8 4/4:401 U0198 C?5S18;

ż = 3�(t, v(t)) − v(t) = −r(t, v(t))ξ0, z(0) = z0.

l?5; :B43P =8 70/ 388 :B0:
z(t) = R(t, v(·))z0, t��u

=B8?8

R(t, v(·)) = 1− 1

|z0|

t∫
0

r(s, v(s))ds.

q5= =8 =411 3:9<2 :B8 S8B0U45? 56 :B8 69/7:45/ R(t, v(·)) 56 t� o34/> :B8 <8�/4:45/ 56
:B8 69/7:45/ r(t, v)P =8 B0U8

R(t, v(·)) � 1− 1

|z0|

t∫
0

[
√
〈v(s), ξ0〉2 + ϕ2(s)− |v(s)|2 − |〈v(s), ξ0〉|]ds.

�Lc � %��&� �
"�� 
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j4/78 :B8 69/7:45/ f(t, ς) =
√
ς2 + ϕ2(t)− |v(t)|2 − ς P ς ∈ RP 43 ;5/5:5/8 <87?8034/>

=4:B ?83C87: :5 ς 65? 8U8?2 t � 0� QB8?865?8P S2 :B8 4/8m9014:2 |〈v(t), ξ0〉| � |v(t)| � ψ(t)P
0/< 0135 6?5; tEu 0/< tcu =8 B0U8

R(t, v(·)) � 1− 1

|z0|

t∫
0

[ϕ(s) − ψ(s)]ds = 1− 1

|z0|
[(

δ1
k2

+
δ0
k

)
(ekt − 1)− δ1

k
t

]
= Φ(t)

5?
R(t, v(·)) � Φ(t). t�*u

.775?<4/> :5 V?5C534:45/ *P :B8?8 43 35;8 :4;8 T� 397B :B0: Φ(T�) = 0� i5/38m98/:12P
6?5; t�*u :B8?8 8R43:3 :4;8 t∗P 0 � t∗ � T�P :B0: R(t

∗, v(·)) = 0P 0/< B8/78 z(t∗) = 0 S2
t��u�

q8R:P =8 =411 C?5U8 :B8 0<;4334S414:2 56 :B8 3:?0:8>2 tGu 65? 011 tP t � 0�
W: 43 8032 :5 7B87A :B0: :B8 8m9014:2 43 U014<

ϕ̇(t) = kϕ(t) + ρ1.

W/:8>?0:8 S5:B 34<83 56 :B43 8m9014:2

ϕ(t) = ρ0 + ρ1t+ k

t∫
0

ϕ(s)ds.

Q0A8 4/:5 07759/: 56 t� u

|3�(t, v(t)| = ρ0 + ρ1t+ k

t∫
0

|3�(s, v(s))|ds.

QB43 �/43B83 :B8 C?556 56 QB85?8; �� �
SO)0+)4 �� uv S$*<(G($*; $v G"9 H"9$'9F k "$)<� G"9* v$' #*Q S$*G'$) $v G"9 Y?';?9'

G"9 ;G'#G9UQ $v G"9 9=#<9' R(t) = −ψ(t)ξ0P t � 0P U?#'#*G99; G$ :99Y G"9 (*9w?#)(GQ x(t) 	=
y(t) $* G"9 G(F9 (*G9'=#) [0, T�)�

V ? 5 5 6� e8: 0 � t < T�� QB8/

〈x(t) − y(t), ξ0〉 = |y0 − x0| −
t∫

0

〈v(s), ξ0〉ds+
t∫

0

〈u(s), ξ0〉ds �

� |y0 − x0|+
t∫

0

ψ(s)ds−
t∫

0

ϕ(s)ds > 0.

h8/78P x(t) 	= y(t)P 0 � t < T�� QB43 75;C18:83 :B8 C?556� �
QB85?8;3 � 0/< � 0115= 93 :5 75/719<8 :B0: T� 43 :B8 5C:4;01 C9?394: :4;8P :B8

Π�@3:?0:8>2 43 0/ 5C:4;01 3:?0:8>2 65? C9?398? 0/< R(t) = −ψ(t)ξ0 43 0/ 5C:4;01 3:?0:8>2
65? :B8 8U0<8? E�

$� V 50-3(.0' 0P (O) )R,5.0' 6+0Q-)4� W/ :B8 C?838/: 387:45/P :B8 8U0345/ C?5S18;
43 75/34<8?8< 03 0 75/:?51 C?5S18; 6?5; :B8 C54/: 56 U48= 56 :B8 8U0<8? E� Q5 351U8 :B43
C?5S18; =8 39>>83: 0 3:?0:8>2 65? :B8 8U0<8? E 0/< >4U8 0 <8�/4:45/ 56 3519:45/ 56 8U0345/�

� %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� � �LG



e)Z'.(.0' M� x9 S#)) # ;G'#G9UQ $v G"9 9=#<9' G"9 v$))$n(*U S$*G'$) v?*SG($*

R�(t) = −ψ(t)ξ0, t � 0, t�Yu

(* G"9 `?@U#F9 $v 9=#;($*	
�8 C?5U8 :B8 65115=4/> 3:0:8;8/:�
SO)0+)4 !� uv δ0 � 0, δ1 � 0� G"9* G"9 ;G'#G9UQ t�Yu (; n(**(*U v$' G"9 9=#<9' (*

G"9 `?@U#F9 $v 9=#;($*	
V ? 5 5 6� e8: δ0 � 0, δ1 � 0P 0/< u(·) ∈ U�� j9CC538 :B0: :B8 8U0<8? 4;C18;8/:3

3:?0:8>2 t�Yu 65? 011 t � 0� nSU459312P R�(t) ∈ V�� QB8/ 65? 0/2 u(t) =8 5S:04/

|z(t)| �
∣∣∣∣∣∣z0 −

t∫
0

R�(s)ds

∣∣∣∣∣∣−
t∫

0

|u(s)|ds = |z0|+
t∫

0

ψ(s)ds−
t∫

0

|u(s)|ds.

o34/> :B8 4/8m9014:2 |u(t)| � ϕ(t) 5S:04/8<

|z(t)| � Ψ(t),

=B8?8 Ψ(t) = |z0|+ ((δ1 + kδ0)/k
2)(1 − ekt) + (δ1/k)t.

W6 δ0 � 0, δ1 � 0P 0/< k > 0P :B8/

dΨ(t)

dt
=
δ1
k

−
(
δ1
k

+ δ0

)
ekt � 0

65? 011 t � 0�
QB43 4;C1483 :B0: :B8 69/7:45/ Ψ(t) 43 ;5/5:5/8 4/7?8034/> 5/ [0,∞)� h8/78 4: 65115=3

:B0: Ψ(t) � |z0| > 0� QB43 75;C18:83 :B8 C?556 56 QB85?8; *� �
I� SO) 2.X)+)'(.,- *,4) 1.(O j-.P) -.')k� h8?8 =8 0?8 >54/> :5 3:9<2 ;04/12 :B8

>0;8 =4:B CB038 75/3:?04/:3 65? :B8 8U0<8? S84/> >4U8/ S2 0 39S38: M 56 Rn =B47B 43
70118< :B8 ^1468 14/8_ t65? :B8 8U0<8? /0:9?0112u� tq5:478 :B0: 4/ :B8 7038 M = ∅ =8 B0U8 0
34;C18 >0;8�u

W/ :B8 :B8 X4D8?8/:401 `0;8 =4:B ^1468 14/8_ :B8 C9?398? P 04;3 :5 70:7B :B8 8U0<8?
EP 4�8� :5 ?8014T8 :B8 8m9014:2 x(t) = y(t) 65? 35;8 t > 0, =B418 :B8 8U0<8? E 3:023 4/ :B8
T5/8 R

n \M. QB8 04; 56 :B8 8U0<8? E 43 :5 ?807B :B8 T5/8 M S865?8 S84/> 709>B: S2
:B8 C9?398? P 5? :5 A88C :B8 ?810:45/ x(t) 	= y(t) 65? 011 tP t � 0� q5:478 :B0: M <583/�:
?83:?47: ;5:45/ 56 :B8 C9?398? P � l9?:B8? =8 =411 0339;8 4/4:401 C534:45/3 x0 0/< y0 0?8
>4U8/ 397B :B0: x0 	= y0 0/< y0 	∈M.

e)Z'.(.0' o� 8 ;G'#G9UQ u�(t, v) $v G"9 Y?';?9' P (; S#))9< n(**(*U $* G"9 G(F9
(*G9'=#) [0, T�] (* G"9 U#F9 $v z)(v9 )(*9{ (v v$' 9=9'Q v(·) ∈ V� G"9'9 9p(;G; ;$F9 F$F9*G
t∗ ∈ [0, T�] G"#G x(t

∗) = y(t∗) #*< y(t) 	∈M n"()9 t ∈ [0, t∗].
e)Z'.(.0' p� 8 S$*G'$) v?*SG($* v∗(·) ∈ V� $v G"9 9=#<9' E (; S#))9< n(**(*U (*

G"9 U#F9 $v z)(v9 )(*9{ (v v$' 9=9'Q u(·) ∈ U� : G"9'9 9p(;G; ;$F9 F$F9*G t, t > 0, ;?S"
G"#G y(t) ∈M #*< x(t) 	= y(t) n"()9 t ∈ [0, t), $' x(t) 	= y(t) v$' #)) t � 0.

Y��� _:+-47/6 0? 3() -33-7+-H7.73: 104-7+� j9CC538 :B0: δ0 > 0, δ1 � 0� W/
75/38m98/78P 0 38: 56 70C:9?8 C54/:3 ;02 75/343: 56 35;8 �/4:8 38:� �8 =411 75/3:?97: :B8
0::04/0S414:2 <5;04/ 9/<8? :B838 75/<4:45/3�

.339;8 :B0: :B8 8U0<8? E 7B55383 0/2 75/:?51 69/7:45/ v(·) ∈ V� 0/< :B8 C9?398?
P 0CC1483 :B8 3:?0:8>2 tGu� X8�/8 65? 807B 75/:?51 :B8 65115=4/> :?0�87:5?483 56 :B8 8U0<8?

�E � %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� �



E 0/< C9?398? P I

y(t) = y0 +

t∫
0

v(s)ds, x(t) = x0 +

t∫
0

u�(s, v(s))ds

5/ 4/:8?U01 t ∈ [0, τ ] ?83C87:4U812P =B8?8 τ 43 0 C9?394: :4;8�
q5= =8 >8/8?0:8 :B8 38:3

BP (t) = BP (x(t), y(t)) = {p : |p− x(t)| � h(t)|p− y(t)|} , t�+u

BP (0) = BP (x0, y0) = {p : |p− x0| � h(0)|p− y0|} t�Lu

65? :B8 C04? (x(t), y(t))P =B8?8

h(t) =
ϕ(t)

ψ(t)
=

ρ1

k (ekt − 1) + ρ0e
kt

σ1

k (ekt − 1) + σ0ekt
, h(0) =

ρ0
σ0
.

h8?8 4: 43 5SU4593 :B0: :B8 ?810:45/ y(t) ∈ BP (t) B51<3 65? 807B t ∈ [0, τ ]�
d+0605.(.0' $� uv δ0 > 0, δ1 � 0� G"9* v$' G"9 ;S#)#' v?*SG($* h(t) G"9 '9)#G($*

h(t) > 1 "$)<; $* G"9 G(F9 (*G9'=#) [0, τ ]	
SO)0+)4 $� H"9 ;9G t�+u (; 9w?(=#)9*G G$

BP (t) = x(t) +R(t, v(·))[a(t, z0)S + c(t, z0)] t�Eu

v$' #)) t ∈ [0, τ ]� "9'9 S (; G"9 ?*(G I#)) n"$;9 S9*G9' (; $* A9'$ Y$(*G (* R
n #*<

a(t, z0) =
h(t)|z0|
h2(t)− 1

, c(t, z0) = − h2(t)z0
h2(t)− 1

.

V ? 5 5 6� l?5; t�+u =8 >8:

BP (t) = x(t) +B∗
P (t), t�cu

B8?8 B∗
P (t) = {p : |p| � h(t)|p+ z(t)|}� q5= =8 =411 C?838/: :B0: B∗

P (t) 43 0 S011� l5? :B43
C9?C538P 3m90?8 S5:B 34<83 56 :B8 4/8m9014:2

|p| � h(t)|p+ z(t)|,

0/< 06:8? :B0: 34;C1462 :B8 103: ?8391:P 4�8�

|p|2 � h2(t)
(|p|2 + 2〈p, z(t)〉+ |z(t)|2)

5?
(h2(t)− 1)|p|2 + 2h2(t)〈p, z(t)〉+ h2(t)|z(t)|2 � 0. t�Gu

X4U4<8 S5:B 34<83 56 t�Gu S2 :B8 8RC?83345/ h2(t)− 1

|p|2 + 2h2(t)〈p, z(t)〉
h2(t)− 1

+
h2(t)|z(t)|2
h2(t)− 1

� 0. t� u

� %��&� �
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.<< :B8 8RC?83345/
(

h2(t)z(t)
h2(t)−1

)2
:5 S5:B 34<83 56 t� uP 0/< =?4:8 4: <5=/ 03

|p|2 + 2

〈
p,

h2(t)z(t)

h2(t)− 1

〉
+

(
h2(t)z(t)

h2(t)− 1

)2

�
(
h2(t)z(t)

h2(t)− 1

)2

− h2(t)|z(t)|2
h2(t)− 1

.

.6:8? 35;8 34;C14�70:45/ =8 70/ >8/8?0:8 :B8 ?8391:∣∣∣∣p+ h2(t)z(t)

h2(t)− 1

∣∣∣∣ � h(t)|z(t)|
h2(t)− 1

.

h8/78 =8 B0U8 38:

B∗
P (t) = {p : |p− c(t, z(t))| � a(t, z(t))} = c(t, z(t)) + a(t, z(t))S,

=B8?8 B∗
P (t) 43 :B8 S011 =B538 78/:8? 43 5/ :B8 C54/: c(t, z(t)) = −h2(t)z(t)

h2(t)−1 0/< =B538

?0<493 8m9013 a(t, z(t)) = h(t)|z(t)|
h2(t)−1 � QB8/ 6?5; 65?;910 t��u =8 5S:04/

c(t, z(t)) = −h2(t)z(t)

h2(t)− 1
= −R(t, v(·)) h

2(t)z0
h2(t)− 1

,

a(t, z(t)) =
h(t)|z(t)|
h2(t)− 1

= R(t, v(·)) h(t)|z0|
h2(t)− 1

.

W/ 75/38m98/78P :B8 t�cu 70/ S8 =?4::8/ 4/ :B8 65?;

BP (t) = x(t) +R(t, v(·))
[
h(t)|z0|
h2(t)− 1

S − h2(t)z0
h2(t)− 1

]
5? 4/ :B8 65?; t�Eu =B47B �/43B83 :B8 C?556� �

q5= =8 0?8 >54/> :5 3B5= ;5/5:5/2 56 :B8 38: BP (t)�
SO)0+)4 I �d)(+05U,' (U6) (O)0+)4 y� {�� M9Gf #e ρ0 > σ0, ρ1 > σ1� #*< Ie

ρ1σ0 � ρ0σ1	 H"9* G"9 ;9G BP (t) (; F$*$G$*9 (* '9)#G($* G$ G"9 (*S)?;($* n"()9 t ∈ [0, τ ]�
(	9	 BP (t1) ⊃ BP (t2) v$' 0 � t1 � t2	

V ? 5 5 6� l4?3:P S2 t�Eu =8 <8:8?;4/8 :B8 <8?4U0:4U8 56 :B8 39CC5?: 69/7:45/ t388 y*�{u
F (BP (t), μ) 56 :B8 38: BP (t) 65? 0/2 μ ∈ R

n 0/< |μ| = 1P :B0: 43P

d

dt
F (BP (t), μ) =

d

dt
F (x(t) +R(t, v(·))[a(t, z0)S + c(t, z0)], μ) =

=
d

dt
[〈x(t), μ〉 +R(t, v(·))[a(t, z0)F (S, μ) + 〈c(t, z0), μ〉]] =
= 〈ẋ(t), μ〉 + Ṙ(t, v(·))[a(t, z0) + 〈c(t, z0), μ〉] +

+ R(t, v(·))[ȧ(t, z0) + 〈ċ(t, z0), μ〉] = Φ1(t, μ) + Φ2(t, μ),

=B8?8
Φ1(t, μ) = 〈ẋ(t), μ〉 + Ṙ(t, v(·))[a(t, z0) + 〈c(t, z0), μ〉],

Φ2(t, μ) = R(t, v(·))[ȧ(t, z0) + 〈ċ(t, z0), μ〉].
q5= =8 C?5U8 :B0: :B8 4/8m9014:2

d

dt
F (BP (t), μ) = Φ1(t, μ) + Φ2(t, μ) � 0

43 :?98 5/ t ∈ (0, τ ]�

�E� � %��&� �
"�� 
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Q5 <5 :B43P =8 �?3: 3B5= :B0: Φ1(t, μ) � 0� jm90?8 :B8 4/8m9014:2 |v(t)| � ψ(t) 0/<

;91:4C12 S5:B 34<83 56 :B8 ?8391: S2 :B8 8RC?83345/ h2(t)
h2(t)−1

|v(t)|2h2(t)
h2(t)− 1

� ϕ2(t)

h2(t)− 1
.

g0A8 35;8 34;C14�70:45/

|v(t)|2
(
1 +

1

h2(t)− 1

)
� ϕ2(t)

h2(t)− 1
⇒

⇒ |v(t)|2 � (ϕ2(t)− |v(t)|2)
h2(t)− 1

. t��u

.775?<4/> :5 <8�/4:45/ 56 :B8 69/7:45/ r(t, v(t)) t388 X8�/4:45/ Lu =8 70/ 8RC?833 :B8
8m9014:2 ϕ2(t)− |v(t)|2 = r(t, v(t))[r(t, v(t))− 2〈v(t), ξ0〉]P 0/< ;0A8 35;8 39S3:4:9:45/3 4/
t��u

|v(t)|2 � r(t, v(t))

h2(t)− 1
[r(t, v(t)) − 2〈v(t), ξ0〉]

5?

|v(t)|2 + 2r(t, v(t))
〈v(t), ξ0〉
h2(t)− 1

� r2(t, v(t))

h2(t)− 1
. t��u

.<< :B8 8RC?83345/ r2(t,v(t))
(h2(t)−1)2 :5 S5:B 34<83 56 t��uP 0/< ?8=?4:8 4: 0>04/

|v(t)|2 + 2r(t, v(t))
1

h2(t)− 1
〈v(t), ξ0〉+ r2(t, v(t))

(h2(t)− 1)2
�

� r2(t, v(t))

(h2(t)− 1)2
+
r2(t, v(t))

h2(t)− 1
. t�*u

QB8 607: :B0: :B8 186:@B0/< 34<8 56 t�*u 75/343:3 56 m90<?0:47 3:0/<0?< 65?; 56 :B8 39; 56
:=5 U87:5?3P 0/< 03 0 75/38m98/78 56 34;C14624/> :B8 ?4>B:@B0/< 34<8 56 t�*u =8 5S:04/∣∣∣∣v(t) + r(t, v(t))

h2(t)− 1
ξ0

∣∣∣∣ � h(t)r(t, v(t))

h2(t)− 1
. t�Yu

W: 43 5SU4593 :B0: 65? 0/2 U87:5? μ ∈ R
nP |μ| = 1 :B8 4/8m9014:2〈

v(t) +
r(t, v(t))

h2(t)− 1
ξ0, μ

〉
�
∣∣∣∣v(t) + r(t, v(t))

h2(t)− 1
ξ0

∣∣∣∣
43 U014<�

.775?<4/> :5 :B43 0/< 6?5; t�YuP =8 B0U8〈
v(t) +

r(t, v(t))

h2(t)− 1
ξ0, μ

〉
� h(t)r(t, v(t))

h2(t)− 1
⇒

⇒ 〈v(t), μ〉 − r(t, v(t))

(
1− h2(t)

h2(t)− 1

)
〈ξ0, μ〉 � h(t)r(t, v(t))

h2(t)− 1
⇒

⇒ 〈v(t) − r(t, v(t))ξ0 , μ〉+ h2(t)r(t, v(t))

h2(t)− 1
〈ξ0, μ〉 � h(t)r(t, v(t))

h2(t)− 1
⇒

� %��&� �
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⇒ 〈ẋ(t), μ〉 − r(t, v(t))

|z0|
(
− h2(t)

h2(t)− 1
〈z0, μ〉+ h(t)

h2(t)− 1
|z0|
)

� 0 ⇒

⇒ 〈ẋ(t), μ〉 + Ṙ(t, v(·))[a(t, z0) + 〈c(t, z0), μ〉] � 0. t�+u

l5?;910 t�+u ;80/3 :B0: Φ1(t, μ) � 0�
q5= =8 0?8 >54/> :5 C?838/: :B0: :B8 4/8m9014:2 Φ2(t, μ) � 0 B51<3� d870938 56

R(t, v(·)) � 0 5/ t ∈ (0, τ ]P 4: 43 8/59>B :5 C?5U8 :B0:

ȧ(t, z0) + 〈ċ(t, z0), μ〉 =
(

h(t)

h2(t)− 1

)′
|z0| −

〈(
h2(t)

h2(t)− 1

)′
z0, μ

〉
� 0. t�Lu

l4?3:P 75;C9:8 :B8 �?3: <8?4U0:4U8 5/ :B8 ?4>B:@B0/< 34<8 56 t�Lu(
h2(t)

h2(t)− 1

)′
=

−2h(t)h′(t)
(h2(t)− 1)2

.

n/ :B8 5:B8? B0/<P 934/> tEuP tcu 0/< S038< 5/ :B8 75/<4:45/ Su 56 QB85?8; + =8 B0U8
:B8 65115=4/>I

dh(t)

dt
=
ϕ′(t)ψ(t) − ϕ(t)ψ′(t)

ψ2(t)
=

(ρ1σ0 − ρ0σ1)e
kt

ψ2(t)
� 0. t�Eu

i5/38m98/:12P :B43 4/8m9014:2
(

h2(t)
h2(t)−1

)′
� 0 43 30:43�8< 4/ :B8 4/:8?U01 (0, τ ]�

q5= ;91:4C12 S5:B 34<83 56 :B8 4/8m9014:2 〈ξ0, μ〉 � 1 t65? 0/2 μ ∈ Rn, |μ| = 1u S2

:B8 8RC?83345/ −
(

h2(t)
h2(t)−1

)′
−
(

h2(t)

h2(t)− 1

)′
〈ξ0, μ〉 � −

(
h2(t)

h2(t)− 1

)′
. t�cu

.<<
(

h(t)
h2(t)−1

)′
:5 S5:B 34<83 56 t�cuP 0/< 5S:04/

(
h(t)

h2(t)− 1

)′
−
(

h2(t)

h2(t)− 1

)′
〈ξ0, μ〉 �

(
h(t)

h2(t)− 1

)′
−
(

h2(t)

h2(t)− 1

)′
. t�Gu

i5;C9:8 :B8 ?4>B:@B0/< 34<8 56 t�Gu 0/< 4/ ?810:45/ :5 t�Eu =8 5S:04/ :B43 ?8391:(
h(t)

h2(t)− 1

)′
−
(

h2(t)

h2(t)− 1

)′
= − h′(t)

(h(t) + 1)2
� 0.

l?5; :B43P =8 >8/8?0:8 :B8 65115=4/> ?810:45/ 65? :B8 186:@B0/< 34<8 56 t�GuI(
h(t)

h2(t)− 1

)′
−
(

h2(t)

h2(t)− 1

)′
〈ξ0, μ〉 � 0. t* u

g91:4C12 S5:B 34<83 56 t* u S2 |z0| 0/< =8 >8: t�Lu� h8/78 4: 65115=3 :B0: Φ2(t, μ) � 0�
QB43 75;C18:83 :B8 C?556� �

Y��� C 60.<370+ 0? 3() *-4) 973( `.7?) .7+)a� W: B03 S88/ /5:8< 0S5U8 :B0: W30073�
>0;8 =4:B ^1468 14/8_ =03 75;C?8B8/34U812 351U8< S2 e� .� V8:?5320/ 934/> :B8 ;8:B5< 56
0CC?5R4;0:4/> ;8039?0S18 75/:?513 S2 C4878=438 75/3:0/:�
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SO)0+)4 J� uv H"9$'9F r (; =#)(< #*< M
⋂
BP (0) = ∅� G"9* G"9 Π�];G'#G9UQ tGu (;

n(**(*U (* G"9 U#F9 t�u^tYu n(G" z)(v9 )(*9{	
V ? 5 5 6� QB8 C?556 <4?87:12 65115=3 6?5; QB85?8; +� �
q5= =8 <8�/8 0 38: 4/ :B8 65?;

BE(t) = {p : |p− x0| � χ(t)|p− y0|}

65? 011 t ∈ (0, T�]P =B8?8

χ(t) =

t∫
0

ϕ(s)ds

t∫
0

ψ(s)ds

=
(ρ1 + kρ0)(e

kt − 1)− kρ1t

(σ1 + kσ0)(ekt − 1)− kσ1t

0/< T� 43 :B8 �?3: C534:4U8 ?55: 56 :B8 8m90:45/ t��u� W:�3 5SU4593 :B0: limt→0 χ(t) =
ρ0

σ0
.

SO)0+)4 M� M9G G"9 S$*<(G($*; ρ0 > σ0� ρ1 > σ1 #*< ρ1σ0 � ρ0σ1	 H"9* χ(t) (;
(*S'9#;(*U $* (*G9'=#) t ∈ (0, T�] #*< G"9 ;9G BE(t) (; <9S'9#;(*U n(G" '9;Y9SG G$ t ∈
(0, T�]P (	9	� #* (*S)?;($* BE(t1) ⊃ BE(t2) "$)<; v$' #*Q t1, t2 ∈ (0, T�] #*< 0 < t1 � t2	

V ? 5 5 6� l4?3: 56 011P =8 =411 C?5U8 :B0: χ(t) 43 4/7?8034/>P 4�8� χ′(t) � 0 9/<8? :B8
75/<4:45/3 56 QB85?8; E� l5? :B43 C9?C538P 7017910:8 :B8 <8?4U0:4U8 56 χ(t)

dχ(t)

dt
=
k2(ρ0σ1 − ρ1σ0)(e

kt − 1− kektt)

[(σ1 + kσ0)(ekt − 1)− kσ1t]2
.

q5=P 0/012T8 0 34>/ 56 8RC?83345/ l(t) = ekt − 1− kektt 65? 8U8?2 t ∈ (0, T�]P 4�8�I 0u

limt→0 l(t) = 0; Su dl(t)
dt = −k2ektt � 0. j5P l(t) � 0 5/ 4/:8?U01 t ∈ (0, T�]�

QB8?865?8P χ
′
(t) � 0 43 :?98 46 ρ1σ0 � ρ0σ1� j4/78 χ(t) 43 4/7?8034/> 5/ t ∈ (0, T�]P =8

70/ =?4:8 0 ?810:45/ χ(t) > 1 5/ :B0: 4/:8?U01�
l?5; t�+uP t�LuP =8 B0U8

BE(t) = x0 − χ2(t)

χ2(t)− 1
z0 +

χ(t)

χ2(t)− 1
|z0|S. t*�u

QB8/ =8 <8:8?;4/8 :B8 7B0?07:8? 56 :B8 <8?4U0:4U8 56 39CC5?: 69/7:45/ F (BE(t), μ), =B8/
|μ| = 1 0/< t ∈ (0, T�]I

d

dt
F (BE(t), μ) = −

(
χ2(t)

χ2(t)− 1

)′
〈z0, μ〉+

(
χ(t)

χ2(t)− 1

)′
|z0| =

=
2χ(t)

(χ2(t)− 1)2
χ′(t)〈z0, μ〉 − χ2(t) + 1

(χ2(t)− 1)2
χ′(t)|z0| =

= (2χ(t)〈ξ0, μ〉 − χ2(t)− 1)
χ′(t)|z0|

(χ2(t)− 1)2
=

= −|ξ0χ(t)− μ|2 χ′(t)|z0|
(χ2(t)− 1)2

� 0.

�
SO)0+)4 o� M9G δ0 > 0, δ1 > 0, ρ1σ0 � ρ0σ1 #*< M

⋂
BE(T�) 	= ∅� H"9* v$'

9=#<9' E G"9'9 9p(;G; ;$F9 S$*G'$) n"(S" (; n(**(*U (* G"9 U#F9 t�u^tYu n(G" z)(v9 )(*9{	

� %��&� �
"�� 
!&�7�)��, 4�� 4��&��� ��6(!4��&����� ���1� �� ��� ���� � �E+



V ? 5 5 6� e8: p ∈ M
⋂
BE(T�) 0/< :B8 8U0<8? E 4;C18;8/:3 :B8 75/:?51 v∗(t) =

ψ(t)ν, v∗(·) ∈ V�P =B8?8 ν = (p − y0)/|p − y0|� j4/78 |v∗(t)| = ψ(t) 65? 011 t � 0P :B8/
39S3:4:9:4/> :B43 4/:5 4/8m9014:2 t�u =8 >8: 65?;910

σ0 + σ1t+ k

t∫
0

|v∗(s)|ds = σ0 + σ1t+ k

t∫
0

ψ(s)ds =

= σ0 + σ1t+ k

t∫
0

[σ1
k
(eks − 1) + σ0e

ks
]
ds = ψ(t) = |v∗(t)|,

=B47B C?5U83 :B8 0<;4334S414:2 56 :B8 75/:?51 v∗(t) 65? 011 t � 0� QB8/ :4;8 56 :B8 07B48U8@
;8/: 56 :B8 C54/: p 43 η̄ 65? 8U0<8? 0/< =8 B0U8

η̄∫
0

|v∗(s)|ds =
η̄∫

0

ψ(s)ds = |p− y0|, t*�u

0/< 6?5; 56 QB85?8;3 � 0/< EP 4: 65115=3P :B0: η̄ � T�� �8 39CC538 :B0: 65? :B8 C9?398?
8R43:3 0 78?:04/ 75/:?51 69/7:45/ u∗(·) ∈ U� :B0: x(t̄) = y(t̄) B51<3 0/< t̄ < η̄� W6 z(t) =
x(t)− y(t) 0/< z(0) = z0P :B8/ 6?5; ż(t) = u∗(t)− v∗(t) =8 B0U8

z(t̄) = z0 +

t̄∫
0

(u∗(s)− v∗(s))ds = 0.

l?5; :B43P 4: 65115=3 :B0:∣∣∣∣∣∣z0 −
t̄∫

0

v∗(s)ds

∣∣∣∣∣∣ �
t̄∫

0

|u∗(s)|ds �
t̄∫

0

ϕ(s)ds ⇒

⇒ |z0|2 − 2

t̄∫
0

ψ(s)ds〈z0, ν〉+
⎛⎝ t̄∫

0

ψ(s)ds

⎞⎠2

�

⎛⎝ t̄∫
0

ϕ(s)ds

⎞⎠2

⇒

⇒
⎛⎝ t̄∫

0

ψ(s)ds

⎞⎠2

(χ2(t̄)− 1) + 2

t̄∫
0

ψ(s)ds〈z0, ν〉 − |z0|2 � 0 ⇒

⇒
t̄∫

0

ψ(s)ds � f(t̄) :=
1

χ2(t̄)− 1
[
√
〈z0, ν〉2 + |z0|2(χ2(t̄)− 1)− 〈z0, ν〉]. t**u

W6 χ(t) 43 4/7?8034/> 65? t ∈ (0, T�]P :B8/ 4: 43 8032 :5 7B87A :B0: f(t) 43 <87?8034/> 69/7:45/
5/ (0, T�]� i5/38m98/:12 6?5; t̄ < η̄P 4: 65115=3 :B0: f(η̄) � f(t̄).

j4/78 p ∈ BE(T�) 0/< η̄ � T�P :B8/ 6?5; QB85?8; E =8 B0U8 p ∈ BE(T�) ⊂ BE(η̄)�
h8/78 =8 5S:04/

|p− x0| � χ(η̄)|p− y0| ⇒
⇒ |z0 − (p− y0)|2 � χ2(η̄)|p− y0|2 ⇒

�EL � %��&� �
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⇒ |z0|2 − 2〈z0, p− y0〉+ |p− y0|2 � χ2(η̄)|p− y0|2 ⇒
⇒ 0 � (χ2(η̄)− 1)|p− y0|2 + 2|p− y0|〈z0, ν〉 − |z0|2 ⇒

⇒ |p− y0| � f(η̄) � f(t̄).

QB8/ 6?5; :B8 103: 4/8m9014:2 0/< 6?5; t*�uP t**uP =8 B0U8
t̄∫
0

ψ(s)ds �
η̄∫
0

ψ(s)ds 5?

t̄ � η̄P :B59>B :B43 75/:?0<47:3 59? 39CC534:45/� �
SO)0+)4 p� M9G δ0 � 0, δ1 � 0	 H"9* v$' G"9 9=#<9' E G"9'9 9p(;G; ;$F9 S$*G'$)

n"(S" (; n(**(*U (* G"9 U#F9 t�u^tYu n(G" z)(v9 )(*9{	
V ? 5 5 6� e8: :B8 8U0<8? 938 :B8 75/:?51 t�YuP 0/< 18: :B8 C9?398? 7B5538 0/ 0?S4:?0?2

75/:?51 u(·) ∈ U�� QB8/P 34;410? :5 :B8 C?556 56 QB85?8; *P 9/<8? :B8 75/<4:45/3 56 :B8
79??8/: :B85?8; =8 0>04/ <8?4U8 |z(t)| � Ψ(t) � |z0| > 0 65? 0/2 t ∈ [0,+∞)P 6?5; =B47B
=8 4/68? z(t) 	= 0P 4�8� x(t) 	= y(t) t388 V?5C534:45/ �u� QB8?865?8P S2 U4?:98 56 X8�/4:45/ G
4/ :B8 >0;8 t�uztYu =4:B 0 ^1468 14/8_ :B8 8U0<8? E 43 0135 75/34<8?8< :5 S8 =4//4/>� QB8
C?556 43 75;C18:8� �

J� YT,46-)� .339;8 :B0: :B8 >0;8 t�u@tYu 43 <837?4S8< 03 t388 l4>9?83 � 0/< �u

ẋ = u, x0 = (0, 0), |u(t)| � 2 + 2
√
2t+

t∫
0

|u(s)|ds, t � 0, t*Yu

ẏ = v, y0 = (0,−1), |v(t)| �
√
3 + 2t+

t∫
0

|v(s)|ds, t � 0. t*+u

Q&4 +. �	 �4^ <^6<^7^Y5U5;:Y `4;b4 54^ Π���75<U5^=W ;7 `;YY;Y=
;Y 54^ =Ua^ I��L� I��L `;54 uV;c^ V;Y^v

QB8/ S038< 5/ QB85?8; �P =8 70/ 5S:04/ T� = 0.37� W/ 0775?<0/78 =4:B QB85?8; YP
=8 >8/8?0:8 :B8 38: BP (0) = {p : |p− c| � a, c = (0,−4), a = 4 + 2

√
3}� . 38: 56 C54/:3

p = (p̃1, p̃2) 5/ 0 S59/<0?2 56 BP (0) 75/343:3 56 :B8 74?718

∂BP (0) = {(p̃1, p̃2) : p̃21 + (p̃2 + 4)2 = 28 + 16
√
3}.
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o34/> t*�u 0/< QB85?8; EP :B8 38: BE(T�) = {p : |p− c| � a, c = (0,−3.323), a =
2.779} 43 75/3:?97:8<� . 38: 56 C54/:3 p = (p̂1, p̂2) 5/ 0 S59/<0?2 56 BE(T�) 75/343:3 56
:B8 65115=4/> 74?718I

∂BE(T�) = {(p̂1, p̂2) : p̂21 + (p̂2 + 3.323)2 = (2.779)2}.
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��"����P � H���!� #&J��� ��-���"� " ���#�' #���� # "��&' ��H&' �����"��'�
O �"���F�� #���� ��H#���� #&!�"�������% ��'��� "��"�J"�#$�� �#������H�)��
���)�""� �'������ ��-��� #� ����' ")�����'P ��""�����#���&% "�$!�% r �
�"��b!���� ���% �������� ��"#�F�� J���-�� ����!�"�#� ��J�� t"��P �������P
y�P �{u� }�"�� ��� ��-��� ����J&' H���! ����������&� #�����& �)��#�b�"� "�@
���"� "#��� "#�%"�#�� r ���������� �J"������� ������� �JK����# ����$�� ��J@
'�����"�� �' ����#��� # !�"��#$b (���$ ��� �����%-�' " ��� ��%"�#�%� ���"@
"�!�"��% ���'�� H���b!���"� # "�"��#���� ��� �H&#����% #H#�-��% "$��& ���@
�����# r ������$ �H �' �����"&#���"� #�" t!�"�� �� 0 �� 1P "$��� #�"�# ��#�
1uP "���#��"�#$bF�% #���"�� ��������P H�!��� ��������# $����b�"� � #�"�
� "����&#�b�"�� O H�#�"���"�� �� ��"���#�� H���!� #&J�����"� #����� " ��@
J���-�% ��� �����-�% "$���%� ����% ���'�� ��$���#� �����P � # �� �� #��@
�� � �������"� � "�����% ��������!�"��% ($������ ��"������!�"��% ���'��
� "$���b ����"�#� ������ ���������� ��� �H #������# "������� �J�"�#���
��%"�#�% ��� ��-��� H���! #&J���� �� �"�#� ,��% ������ ����������"� "'��� ��J@
����% "#�H��P ��H#���bF�� $!��&#��� ������!���� �������

�����J�� ���"��� ��"������!�"���� ���'��� � "$���b ����"�#� ������
���#����"� # ��J��� y*{� O �% ��"����#������ ��""�����& � ������ J�H�#&� ��@
)��)��P � � J���� ����#�$�&� ���&� [����� yY{ "������� J���� ������� ���"���
������ ���'����

�"�$""�#�&% �������� t��u ���%� -����� ��"���"���� y+{P �"����H$��
��� ��� ������H�)�� �����������% "'��& # "�&"�� #&J��� ���& ��-��%P ��J����
"����F�bF�% ����"�#� #"�' #������#�
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�� "��������� G����� N��-�� �"�#&� ,�����& ��"������!�"���� ���'���
# ������ #&J���� �����J�"�� � �� "�������"� # y*P Y{�

�$"�� "$F�"�#$�� ����"�#� ��-��% t���������#P #������#uX ����H#����%
������& t�#����J���P �#�����&P ��J���&� ����(�&P ����#�H��& � ���u� ���J'�@
���� "������ #&J�� �H ,������# X P �� �� ����J���� �$!-�� # �������� "�&"��
��-��� ��� ����"�#� ��-��%�

[��#�#��� ��-��� J$��� " ����F�b !�"��&' �)��� �' ��!�"�# r �������@
�#� O �����%-�� �������P !�� �������% r #������� ($�)��

f : X → R
n,

��� n r ����!�"�#� #&����&' ���������# ��-���P ������$ �H �����&' ��#�!���
#�F�"�#��� !�"��� �� $���!��b �������� ������������"� ���"���H���#���P �"��
�� �� "�&"�$ ���J$��"� �J�����P �� "���#��"�#$bF�% �������% J����"� " �����#�@
�����&� H�����

������ ##���� ���-��� ������!���� �X � X P �#��bF��"� #����F���� ���@
(���)�% ��)�P ������bF��� ��-��� t���u� ����� �J��H��P �"�� ��� ��� ��@
-��� x1 ∈ X ������!�������� ��-��� x2 ∈ X P �� #��� x1 �X x2.

[ $!���� #&-�"��H���� "(���$���$�� ��"���#�$ H���!� ��������������@
��� #&J���I

 ���� �� ��"������ C(X) r ����"�#� #&J�����&' ��-��%P ����� �"�� ���%@
�� tX P f P �Xu�

s��"� C(X) r ��-��� H���!�P "������F�� ���������#&P #&J��&� � �"�@
#� ������!���% ���� [����"�� ��J��& ���"���"�#�� " ,�������� ����"�#�
X H���b!���"� # ����H#����"�� �' ������&� ��� J���J& " ,��� �J"�������"�#��
##���� ����"�#� #�H���&' #������# Y = f(X)P "������F�� #�����& H�!��%
��������# #"�' ��-��%P � ���-��� ������!���� � Y �Y P $��#���#���bF�� "�@
���-��b

f(x1) = y1 �Y y2 = f(x2) ⇔ x1 �X x2.

O#���&� ������ ��b� #�H����"�� "(���$����#��� H���!$ �����������@
������ #&J��� ����

 ���� �� ��"������ C(Y )P ����� �"�� ���� tY P �Y u�
��""������ ��"���&P ����F�� # �"�#� ��"������!�"���� ���'��� � "$���b

����"�#� ������w �� �"�#�& � ������� ��#����� �b��% ��� ��-��� H���!
#&J��� � �����&#�b� �����!��� � �Y � ��� ,��� J$��� ������������P !�� "$F�@
"�#$�� ���������� ���-��� �Y " ����"�#� Y � ����"�#� R

n� �' #"��� Y y*{I
^������ �� y1 �Y y2 ⇔ y2 /∈ C(Y ).
^������ �� �Y ���H���#��
^������ !� �Y "����"�#�� " ����&� �H ��������# f1, . . . , fnw ,�� �H�!���P

!�� ∀iP �"�� y1 � y2 ����!�b�"� ������ # i@% ��������P � yi1 > yi2P ����� y1 �Y y2�
^������ $� �Y ���%� � ��������
������ �,�������&% �#�� �(����)�� �J ���-��� ������!���� ����

t��� �� ���"�� ��#���u ����� # �"�#� ��"������!�"���� ���'��� � "$���b ��@
��"�#� ������ � ����� "�&"� ��� #&������ #&-����"�&' ��"���� ���#����
���������� ��� $���F��% (���& t# y*{ "�������"� �����J&% #&#��u�

���������� �� �$"�� i, j ∈ 1 : n. ��#����P !�� H��� ,�������&% �#��
�(����)�� �J ���-��� ������!���� ��� t�#��u wi, wj > 0, �"�� y ∈ R

n #���
yi = wi, y

j = −wj , y
k = 0, k 	= i, j $��#���#����� #&�����b y �Y (0, . . . , 0) ∈ R

n�
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[�&"� (��������� ���������� ���� �����������#��� "���$bF�� �J��H��I
��� ����#� ��""����"� " wj ����!�"�#�� ����) �������� fj P ��� ,��� ���$!�#
#H��� wi ����) �������� fi�

��� ���� �"����H�#��� ���$!�&% �#��� ��� ������"� ���I ����"!��&#���
"���&% �������% f � ���$!��� �#&% f1, ��� f

j
1 = f i × wj + f j × wi, f

k
1 = fk, k 	= j.

�"����H$�� f1 ��� ����"!��� #"�' y ∈ Y P ��"�� !��� ��J��"&#��� �� ��-���P �����&�
������b� ��� ��%"�#�� ���#�% ��"���&P � # H�#�"���"�� �� "��$�)�� ����������
���)�"" "J��� �#���# ��� H���!�#��� ���P ����-�� ��-����

���#���� ������ �"����H�#��� ,���������� �#��� ��� ������� ��-���
# �J��"�� "���'�#���I �$"�� �����"� "�$!�%&% ��"� X P �����&% �)�� ,�"����@
� " ��������!�"��� �������� E(X)P "���'�#����� t����P ���� "���'$b�u �J������
��������� ωP p �"�� ������ r ��������#�&% $J&���� ����� "���'�#����b ����@
������ � "��#��� ��-��� #��� (0,E(X)) � (p,E(X) + L)P ��� L r �JF�� "$���
"���'�#&' #&���� t����� J&�� ����#�����% ��� ��"��$��% #� #�����P $"��#@
�% � J�H$"��#�% # H�#�"���"�� �� ���� ����#��� t����"�uu� 
���� ����H���"�P !��
����� "��#��� ��#���� J�""�&"���P ����� ,�� � ���P �J�P �"'��� �H ��-���P
�������� "���'�#������P ���� ������ ��������)�� # ����J&' "��$�)��' # J$@
�$F���

��""������ ����� !�"��#�% ������P !��J& �$!-� ����� ��'��H� ��J��&
" �#�����I �$"�� ���J$��"� #&J���� ����" � �"�#� �#$' ��������#� ���#&% r #&@
����� O ��!�"�#� #������ #�H���� ���$��)�b "���'�#F��� r �"��"�#��P !�� J����
�H#�"�&� � "��J���&� ������� #&������ # ���H�' ������# J���� ���#��������@
&��� ���b�"� #�����&I

�u L = 1000, R = −10P
�u L = 500, R = −1P
*u L = 700, R = −5P

# �����&' R r ��%��� "���'�#F���P R ����)����� # "��$ ����P !�� !�� � ���-�P
��� �$!-�w #��JF� ��H&� H��� H�!��% ��������# "��#���H��$b� ��H�"�� �'
"$F�"���

�$"�� ��� "����� #&J�� ����$ 1 � 2I 2 �Y 1. �H ,���� �H#������ �#��I w1 =
500, w2 = 9� ����"!��&#��� �������%I f1 = (9 × f1 + 500× f2, f2) � #�����&I

�u L = 4000, R = −10P
�u L = 4000, R = −1P
*u L = 3800, R = −5�
����� �J��H��P #����% ����" ���H���"� �$!-�� r � �� #�����$ �������b

�$!-� �"����&'P � �� ���#��$ � '$�� �#$' ��$��'�

��� H�������P !�� ������ ,���������� �#��� "���� �����!�#��� ���

�J��"�� ��������"��P #��� # ����#��bF�� J���-�"�#� "�$!��# !�"�� ��������#
� 3� [����#������P ����!� J&�� J& ##�"�� ������ �JF��� �#��� �(����)�� t�J
���-��� ������!���� ���uP ������� $�� "�#��"���� " �bJ&� !�"��� ��������#�

�$"�� n �J�H�!��� !�"�� ��������#P I = {1, . . . , n} r ����"�#� �����# ���@
�����#�

���������� �� �$"�� A, B ∈ I, A 	= ∅, B 	= ∅� ��#����P !�� H��� t�JF�%u
�#�� �(����)�� �J ���-��� ������!���� ��� t�#��u ��� ��$�� ��������#
A, B #��"�� " �J����� ����������&' ���������# w∗

i ��� #"�' i ∈ A � w∗
j ��� #"�'

j ∈ BP �"�� ��� #������ y
′ ∈ R

n #���

� %��&� �
"�� 
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y
′
i = w∗

i ��� #"�' i ∈ A,

y
′
j = −w∗

j ��� #"�' j ∈ B,

y
′
s = 0 ��� #"�' s ∈ I \ {A ∪B}

#&������"� y
′ �Y (0, . . . , 0) ∈ R

n�
��� ���� #�����P ���$ ����"�# H��"� �& H������ � ���$ �������"�# ��@

��"�#� ����"�#P �����&� ����"��#��b� "�J�% ��$��& ��������#P "��#�����$b
#���"�� �����&' ����H&#��� �#���

[�&"� ������ ��'�� � ����#�� ��� ,���������� �#���I ��� ����#� ��@
����#�#��� w∗

j ����!�"�#�� ����) ��������# fj ��� #"�' j ∈ BP ��� ,��� ���$!�#
#H��� w∗

i ����) �������� fi ��� #"�' i ∈ A� ����� ���������� �����"��#���� ��@
��H�� J����-$b ��J��"�� ��� #&J��� "������ ��-���&' H���!�

M���$�� ��� ����"!��� ��������# H��"� �"������ �����"�P ��� ,��� �����
����"'���� ��#&-��� ��H����"�� "����� �������� �� p = n− |B|+ |A| × |B|�

����P $�� ��"������ C(X) r ����"�#� #&J�����&' ��-��% � �"�#� �#�@
��# �J ���-��� ������!���� ���� ��"����� "$�� ��-��� ,��% H���!� !���H "'��$
�J����% "#�H��

!� ?;��� �������# ��
G�� ���#���� ������� �� ���"��� � ������� H���!�
#�H����"�� H���b!��� ����#��� "���'�#��� yL{� O "���'�#��� �#� "����& r
����� t"���'�#�����u � (���� t"���'�#F��uP $ �����% "����& "#�� H���!�� s���@
!��� ������ �#��b�"� "���$bF��I

�u ������ ��-��� � "���'�#��� #��JF�w
�u #&J���� "���'�#F���w
*u �HJ���� ������&% ����$���

��� (���& �� "���� ����� #����"&I
�u ������� #$����' ��-��%w
�u "J�� �(����)�� t�#���#u �� ������#w
*u ���J�� ���������# ����$���#� ��� ��-��� ,��' H���! ����������"� "���$@

bF��I !���H ��J����� ��������� (���� "�J����� �� ������# �#��&P ��� ,���
��"����� ���$!�b� ����$�� " ����J��&�� ��������&�� ����������� �� "#���
������!�����P � ���#�� �$!-� ������� �&�� � ���J����� ��������&�

����"��#�� ������ �������& ��������&P �#������H��$bF�% "J�� �#���#
� �����"��#���� ��������)�% ��� � �"�#� �' ������!���%� ��"���"������
��J���&' $"���%"�# �� #"��$ ���$ ���"��H&#��� ��H$��"�� �"����H�#��� ����
����% ��������&� N� "�"���� �HI

�u $������� "��#���P H����bF���"� �"�#&�� #&!�"������P ������)��%
#'��&' ��&' �$��� �""����#��� "�%��#@��������#P �' ���������P '������
� �J��J����%w

�u ���(�!�"��% �J���!�� t��� �H&#���&% `oW r `?0CB4701 938? 4/:8?6078P ���@
(�!�"��% ����H�#�����"��% ����(�%"uP ��H#���bF�% ����H�#����b ����� ���$!���
$�&� ��������)��w

*u #&!�"�������@��'�!�"��% J��� � $"���%"�#� ����H�#�����P ���#���F�%
� ���$!��b ��������)�� ���� ��� ��"$�"�#�� ��"�$�� � "��� ������w

Yu ���!�� "�$�J&� ���� ��� (���P !�� #&!�"���� ����������b�"� � ���#�@
���b ��� � $������ "��#���P ��� � � $"���%"�#� ����H�#�����P ��H�)� # ����H@
#��������"�� ����$ �����&�� ����� J&�� ��"���� �&"�! ��HP $��H&#��� � ��J@
'�����"�� ������H�)�� "���#��"�#$bF�' #&!�"���%�
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O"���� ����� ��H�&% #����" r !�� �"�� �(����)�� �� �#���# �����#���!�@
#�� [���#���"� " ,��� ������� �������% ������#���!�#�"�� y*{�

����P ������� ���"��� "'��& "���$bF��I ��� ���� "��#���P �H#������ �#��P
"$���� ����"�#� ��-��%P #�#� ���� � ���� O �����' ,��% "'��& #�H����� ���
"��$�"�#$bF�' H���!� ��""������ ������&� �H �'�

$� ?��9����9%H�� G����� N"�#�� H���!�P H�"�$��#�bF�� #�����P "��@
�$bF��I ����&% �#�� "����F��� ����"�#� ��-��% ����$� � ���P "����"�
���#�% ��"���� r �"�� ��� � #&J��� ��� �H �����"��#��&' ��-��%P �� �
����� #�%�� # ���!������� ����"�#�� O "#�H� " ,��� #�H����� #����"I ��� �
������ -��� ��������� ���J����� ���$b ���$ ��-��%P ������� J$��� ��� �bJ��
#&J��� ��� ��#��� ���"������� "����F��� (������� ����"�#��
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(
μ | μt, (ktλ)

−1
)
G (λ | αt, ?0:8 = βt) ,
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, ((kt + 1)λ)−1

)
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(
λ | αt +

1

2
, βt +

kt (xt − μt)
2

2 (kt + 1)
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kt + 1
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kt+1 = kt + 1,

αt+1 = αt +
1

2
, t+u

βt+1 = βt +
kt (xt − μt)

2

2 (kt + 1)
,
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k0μ0

k0 + n
+

1

k0 + n

n−1∑
i=0

E(Xi) =
k0μ0

k0 + n
+

nμ

k0 + n
=

k0μ0

n + μ
k0

n + 1
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ui(t)

{(ui(t)(ai − ui(t)) − biS)+

+ Vi(t+ 1, η̂t(
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ui(t) + δS), μt, kt, αt, βt)},
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Vi(t, S, μt, kt, αt, βt) = Ai(t, μt, kt, αt, βt)S +Bi(t, μt, kt, αt, βt),

i = 1, 2, ..., N.
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Ai(t, μt, kt, αt, βt) = −bi +Ai(t, μt, kt, αt, βt)η̂tδ,

Ai(T + 1, μt, kt, αt, βt) = 0
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��K- �.��� $)#!��K!.��$� )#�0$����!�! -#��.���$�� "�D)�.-EB��! %!��$�����! �$�$$
*!��0�}Q� �� $ !,�)#�C$.�EB��! -)�!DC$.!)�� #! ��#-�!.- !�,$�����!�! ".$&��$��
i���$K�0$� ��%!�! -#��.���$� #��"������)� ) #! !B�E )!���C�!�! #��-)�� A,)-&"��
E�)� #��$ -B�)�.� $ ��-"�!)�$ "���!D )������$$�

�������� �����8 K�"�C� ���F ���� �!C%� �$,��0$$� )!���C�1D #��-)� -#��.���$�� -"���
&��$��

�� �������� ��"������ ��"����' ��"�������% �""����#����� # �J��"�� �J�"@
�% ��'���� � $���#���� ����#� ��H��J��&#�b� ������&P "#�H�&� " ������@
��&�� ��!���� ��J��)�� t��!���� �������u "�"���& [��)�rs���� � "�"���&
s����r�$�� [��"�� ����' �������#P ��� �����H�#�&'P ��� � �����$��&'P #�"�@
�� #$-������ ���#&% ������ Wjff@* J&� H��$F� q.j. # �GEc �� O �GGY �� H��$@
F�� "��)�� �J�b���� [��)� jnhn tq.j.P fj.u� O �����' ������� `8/8343
t�  + ��u �����H�#�� �����"�� ���#����#��� ����$ ����"��"���� ��!�� ��J@
��)�� L1 � L2� ��"��!�"��% ������� }�K,@� iqj. # � �� �� "�#��-�� ���#@
�& # ����"��"�� ��!�� L2� ������ [�����@�� ��"��"��"� � Xep J&� �����H�#�
# � �G �� � ��"#�F� ��"�����b "'��& ����& O"����% # ������#"��� �����H���

O ��"����� ���& ���b�"� ������!�"��� ��"������ ��"��!�"��% �#���)��P
������bF�� "���!&% ���$"� �""����#��� ��"��!�"��' ������# " "���!&� ��@
�$"�� #��$�"� ��#�� 
��� "��H���P !�� ��H��J���� ($���������� �������!�@
"��� J�H� ��� ������#� ��"���F�� ��$��"�� �J$"��#��& ��'�!�"��% �����H�)��%
��H��F��� "���!��� ���$"� # ��"��!�"��� ���"���"�#� � $���#���� �� ���
���#����#���� ����� � ���$���&� ���J����� ��� "�#����&' ������# ������
���� ���"��"� ��H��J���� ���'���F�' "�"��� $���#����P �����&�P " ���% "����@
&P J$�$� ,((����#� ��J�����P � " ��$��%P r ���"�& � �"��"�#�&� �����$ "���$��
�������� ������(�� y�P �{P "������F�� ($��������&� �""����#��� # ,��% �J@
��"��� ������� " "���!&� ���$"��P "#�H�&� " ��!���� ��J��)��P ��"#�F��
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����� ��J��� O y*{ ���#���& �""����#��� # �����' ������H�#�&' $��#��%
��$��#�% �����!��% H���!� ���' ���� O yY{ ����������"� " ����F�b "�� "#���#�@
�� ��#���� $���#���� #H���&� ��""������ ��$�����#�� ��"��!�"��' ��������#
# ����"��"�� ��!�� ��J��)�� L2� O y+{ �H$!�� H���!� �H����� ���F��� ���$@
"� � ��� ������)�� ��� $������� # ����"��"�� $"��#�@�������!�"��% ��J��&
# ����"��"�� ��!�� ��J��)��� O � � z� �* ��� �#������ �"���F�% ��J��& J&��
��$J����#�& "����� yLzc{P ��"#�F�&� ��-��b H���!� $���#���� "���!&� ��@
�$"�� # ����"��"�� ��!�� ��J��)��P "��)�(���% ������% �#����"� �"����H�#���
"��)�����% ($�)�� (�H�#&' ������&'P ��� ��"� ���$�� "#�������"�#$�� �J $'�@
�� �H ����"��"�� ��!�� ��J��)���

��������&� ��!�� �$"��%!�#&� yG{P �P ����� �J��H��P H���!� $���#����
$�� � ������ ��� ���#����#���P � � ��� $������� ��"��!�"���� ��������
t��u # ,��' �J��"��' ���"���"�#��

O ����"��#���% ��J��� �H$!���"� ��J������� �#����� # ����"��"�� ���@
������% ��!�� ��J��)�� L1 "�"���& [��)�rs����� s��"� ���H&#���"� $��J�
�������� "��)����$b ����%$b ������"���)�b �����!��% ��$��#�% H���@
!� ���' ���P ��� �H&#���$b ������ ������ ��!�� �������P ��� ��!�� ��J��)��P
�#��b�"� ������&�� �������� ��$��#�% �����!��% H���!� ���' ��� � �� !�"�@
&�� ��-����� t��"� �u� ��� ,��� �����H$��#���"�P !�� "�"���� ���' ���P �� ��
�� � �#� ��""�#&' �J�"&' ����P "�'���b� "#�b ��������!�"�$b ��(��$��)�b
# ��!��� #������ |$��� ��""�����#��� ��������$b ��!�$ ������� L1 "�"���&
[��)�rs����� ��� ��!�� �#����"� �$"��%!�#�%P � ��� ���������� ���J&#���
# �� ����"��"�� ���J$��"� ��-��� H���!$ $���#����� N���"��"�� L1 r �������@
������ ��"�� ��� �����H�)�� ����' ��"��!�"��' �������#�
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N�$J����#�� ���� �$!&' ��J��P ��"#�F�&' �#����b # ����"��"�� ��@
!�� ��J��)��P # !�"��"��P �JH�� y� {� NJ&!� "�������� ������ # ����"��"�� ��!��
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�$ ����� ��!�� ��J��)��P ��� �H&#���$b ����@��J��$� �� ����' ��J���' �� �����
�'�����"� # �$���#������ ������ �"������ ��"�)�# " ��"���$bF�% ������)��%
��J��& # #��� ���&' ���$��"�#� O ,��% "����� ��""�����#���"� ��$��� H���!�P �����
�����H$��#���"� �����H�)�� �����&#��� $���#���� ��� $������� ���

���"�����#� �"����H�#��� "���!&% ���$" ��� ��-��� ����% H���!� y�P �{�
���� ��� J&�� ��$J����#�� "���� ��J��P ��"#�F��� �������b "���!���
���$"� # H���!� ��J�������� ���#����#��� # ����"��"�� L1 H� "!�� �H�����
������)�� ���$"� yLzc{�

O �"���F�% ��J��� ������������"�P !�� $���#��bF�� ���������� �#����"� ��@
���������� "��"�J�"�� "���!��� ���$"�� ��-��� ����"� # #��� "���H�P ���!��
$���#���� H�#�"�� ������ �� ���% (�H�#�% �������%�

�� 8������������
 ����	 ������
 =^� ]��#��� �$���#������� �#�@
���� �� # ���)����!�"��' ���������' # �����' ��$��#�% H���!� ���' ��� ����
H���"��� # #��� yG{

¨̃x = −γm1x̃

||x̃||3 + γm2

(
Rl(t)− x̃

||Rl(t)− x̃||3 − 1

R2
l(t)

)
, t�u

��� x̃ = (x̃1, x̃2, x̃3) r ���)����!�"��� ��������& ��w γ r ���#���)���� ��"���@
��w m1P m2 r ��""& s���� � [��)�w R r ��""����� ����$ s����% � [��)�� t�
����uw l(t) r ����!&% #�����P ����#��&% �� ���� s����r[��)��

�"�� �������� ỹ = ˙̃xP �� $��#��� t�u ���#����"� � ���������#�% "�"����
" ������������

H1(x̃, ỹ, t) =
1

2
ỹỹ − γm1

||x̃|| −
γm2

R

(
1∣∣∣∣l(t)− x̃

R

∣∣∣∣ − l(t)x̃

R

)
.

�����P ��� ����H�� # ��J��� y��{P ��"����&#��P "���$� ����$ y��{P "���!&%
����)��� �� #���!��� x̃

R t�����&� ���& # ����"��"�� ���#�% ��!�� ��J��)��uP
##��� "��)����$b "�"���$ ����) � ����'��� #� #��F�bF$b"� "�"���$ ��������
" ����F�b ����!�"��% H���& ������&' " ����H#���F�% ($�)�� ��#�����

S(x̃, y, t) = y1(x̃1 cosωt+ x̃2 sinωt) + y2(−x̃1 sinωt+ x̃2 cosωt),

���$!��� ������"�����#�&� $��#��� �#����� �����!��% H���!� ���' ���
# #���P �����&% ������ �H&#��� '����#"��� ���J������� ��� $��#����� ��@
���� ����� y� P ��{

ẋ1 = y1 + x2, ẏ1 = − 3x1

||x||3 + 2x1 + y2,

ẋ2 = y2 − x1, ẏ2 = − 3x2

||x||3 − x2 − y1,

ẋ3 = y3, ẏ3 = − 3x3

||x||3 − x3,

t�u

H��"� x = (x1, x2, x3) r ��������& �� #� #��F�bF�%"� "�"���� ��������P y =
(y1, y2, y3) r ���$��"&� ��""����� ����$ )����� ��"" s���� � ��!��% ��J��)��
t�������  � � ����u J����"� # ��!�"�#� ����)& ��""������ ����)� #����� J����"�
�H "��J������P !�� #���� �J��F��� s���� #���$� [��)� t� ���u ��#� 2π ����)
#����� tω = 1u� O ,��� "�$!�� ����)� "����"�� "�"��#���� 303.14 �/7P � ����)�
$"������ r 5.93 · 10−5 �/72�

��!�� ��J��)�� L1 # "�"���� t�u �#����"� "��)�����% " �����������

x∗ = (1, 0, 0), y∗ = (0, 1, 0).

*  � %��&� �
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[�"���� t�u ����� ���������# #�� " ������������

H(x, y) =
1

2
||y||2 − 3

||x|| −
3

2
x21 +

||x||2
2

+ x2y1 − x1y2.

]��#��� $���#������� �#����� H���"&#�b�"� # #���

ẋ1 = y1 + x2, ẏ1 = − 3x1

||x||3 + 2x1 + y2 + u1,

ẋ2 = y2 − x1, ẏ2 = − 3x2

||x||3 − x2 − y1 + u2,

ẋ3 = y3, ẏ3 = − 3x3

||x||3 − x3 + u3.

t*u

O ��J��� y� { J&� �������� H��� $���#����

u1(x1) = a(x1 − 1), a < −9,
u2 = 0,
u3 = 0.

tYu

�H tYu #���P !�� $���#��bF�� #�H��%"�#�� �����H$��"� �� ���� [��)�r
s����� ����� �J��H��P $���#���� # "�"���� t*u J$��� #'����� ������ ��� ẏ1� O ��@
J���' y��P �*{ ����H��P !�� $���#����� u1(x) = a(x1−1) ��� a < −9 �J�"��!�#���"�
$"��%!�#�"�� �� ���$�#$ "��)������� ��-��� (x∗, y∗) "�"���& t�u� ��%"�#�����@
�P "�"���� t*u " $���#����� tYu ����� ���������#$ (���$� ���������� H���"&@
#���"� "���$bF�� �J��H��I

H∗(x, y) =
1

2
||y||2 − 3

||x|| −
3

2
x21 +

||x||2
2

+ x2y1 − x1y2 − a

2
(x1 − 1)2.

O ������H�#��� "�$!�� ���������� H∗(x, y) J$��� ����� #��

H∗
���(x, y) =

1
2 (y2 − x1)

2 + 1
2 (y1 + x2)

2 + 3
2x

2
2 −

(
9+a
2

)
(x1 − 1)2 +

+ 1
2y

2
3 + 2x23,

���$�� #���P !�� ��� a < −9 �#������!�� (���� H∗
���(x, y) ����������� ������@

����� ����� ����H#���� �� ����������� H∗(x, y) ��#� $�bP � �H ������@
�����% ���������"�� �#������!�% (���& H∗

���(x, y) "���$��P !�� ����������
H∗(x, y) J$��� ($�)��% ���$�#� "�"���& t*uP tYu # �������% ����"��"�� ��!��
��J��)�� # (�H�#�� ���"���"�#�� ����� �J��H��P $���#���� u1(x1) �J�"��!�#���
$"��%!�#�"�� �� ���$�#$ "��)������� ��-��� (x∗, y∗) $���#�����% "�"���& t*uP
tYu�

���#���� $��#��� �#����� # "�$!��P ����� $���#���� �����H$��"� " ����@
F�b "���!��� ���$"� yLzc{I

ẋ1 = y1 + x2, ẏ1 = − 3x1

||x||3 + 2x1 + y2 − 2k pS
m cos3 ϕ− (1 − k)pSm cosϕ,

ẋ2 = y2 − x1, ẏ2 = − 3x2

||x||3 − x2 − y1 − 2k pS
m cos3 ϕ sinϕ,

ẋ3 = y3, ẏ3 = − 3x3

||x||3 − x3,

��� m r ��""� ���$"�w S r ��� ���F���w p r "���!�� ��#����w k r ��,((�)���
�����������% "��"�J�"��P k ∈ [0, 1]w ϕ r $��� ������)�� ���$"� t��"� �u� ��� k = 1
���$" ����� ������$b ����������$b ��#��'�"��P ��� k = 0 �J������ �J"��b��
!���% ��#��'�"��b�

� %��&� �
"�� 
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���	 �	 P!"��� )!���C�!�! #��-)�

]���#������ �#����� " "���!&� ���$"�� # "�$!��P ����� ��#��'�"�� ���$"�
��������$���� "���!&� �$!�� t$��� ϕ = 0uP ���"&#���"� $��#�����

ẋ1 = y1 + x2, ẏ1 = − 3x1

||x||3 + 2x1 + y2 − k pS
m − pS

m ,

ẋ2 = y2 − x1, ẏ2 = − 3x2

||x||3 − x2 − y1,

ẋ3 = y3, ẏ3 = − 3x3

||x||3 − x3

t+u

# "���#��"�#�� " H����� $���#���� tYu� ��,((�)��� �����������% "��"�J�@
"�� k J$��� ��""�����#��� ��� ,����� $���#����� ����� $���#����P " ����F�b
�������� �J�"��!�#���"� $"��%!�#�"�� �� ���$�#$P �����H$��"� !���H ��#���� "��@
�!&' �$!�%� �����P J$��� "!�����P !�� ������������ "��"�J�"�� ���$"� r ,��
$���#����P �����H$bF�� H��� u1(x) = a(x1 − 1) ��� a < −9� O "#�H� " ���P !��
��#���� "���!&' �$!�% ����#��� �� [��)�P "��)������ ��!�� "��F���"�P �P
"����"� $��#���� t*uzt+uP H��� $���#���� H���-��"� ���I

ũ1(x) = a(x1 − 1− δ) = −k pS
m

− pS

m
, tLu

��� ��"���� δ > 0 "#�H�� " (������#���)���% ��!��% ��J��)�� ��� ��,((�)�@
��8 �������� k = 0.5�

!� @�������� ������������� ��""������ �#����� �� " "���!&� ���$@
"�� " ��""�% m = 5 �� � ���F���b ���$"� S = 32 �2� ���#���� �!���&� ��&�
��� ���������� �#����� ��P ����"��#���% � ��"� *I

x(0) = (1.093, 0.001, 0), y(0) = (0, 1.089, 0).

�#����� ����"'���� # ���"��"�� ,��������� ��"$�� * ���b"����$�� $���#��@
���� �#����� �� # ����"��"�� (������#���)���% ��!�� ��J��)��P � ��"$��

* � � %��&� �
"�� 
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1.086 1.087 1.088 1.089 1.090 1.091 1.092

���	 H	 2���%�!�$� -#��.��� !�! ".$&��$� )!���C�!�! #��-)�

����H�� �#�� ������ $"��%!�#�"�� �� ���$�#$P #�����% ����#�� ����"��#��@
��� ���(��� r ������� � ��"�)�#P � ��,((�)��� # $���#���� a = −12� ]���#��@
�� tLu �J�"��!�#��� $"��%!�#�"�� �� ���$�#$ �#����� �� # ����"��"�� (������@
#���)���% ��!�� ��J��)��� ��� ���������� (������#���)���% ��!�� ��J��)��
��,((�)��� k = 0.5P ����� ��� ����"��#����� ������� �������� δ = 0.089116540�
��������& (������#���)���% ��!�� ��J��)�� ��� ,���� ������� ���b� #��

x∗ = (1.089116540, 0, 0), y∗ = (0, 1.089116540, 0).

�� ��"� YP � ���#��� ���(�� ($�)�� $���#���� � #������ ������$���
������� � ��"�)�#�

�� ��"� YP � ����H�� H�#�"���"�� ��,((�)���� �������� k �� #������ s�!�@
�� ��,((�)���� �������� # ����"��#���� ��������#��� � #&'���� H� ����@
)& ����H�� [0, 1]� N���� ��� ��$��' �!���&' ��&'P J���� $����&' �� ��!��
��J��)��P !�� � �"������ �&"�! ���������#P $�� �J�b����"� #&'�� #���!�&
��,((�)���� �������� �H ����H�� [0, 1]� ����� �J��H��P #�H����� H���!� $���#@
�����"�� ��� ��"������ ����"��"�� L1 # (�H�#�� ���"���"�#�P # ������% H���!�
$������� �� ��-���"� " ����F�b "���!��� ���$"� " �H���bF�%"� ����������@
�% "��"�J�"��b � H����% ���$"�"��b�

$�  ���%������ O �"���F�% ��J��� ��""������ #�H����"�� "��J���H�)��
��J�������� �#����� # ����"��"�� ���������% ��!�� ��J��)�� L1 "�"���&
[��)�rs���� " ����F�b "�� "#���#��� ��#����� ��� ,��� ����H���"� �� $���#@
���� ���"���"�#��% ������)��% "���!��� ���$"�P ��"�����$ � �������� ��@
���H�)�� ������ $���#���� ��'�!�"�� #�"��� "����� O ���"&#����% ��"���#��
��#��'�"�� "���!��� ���$"� ��"������� ��������$���� ����#���b "���!@
&' �$!�%P � $���#����� �#����"� ������bF�� "��"�J�"�� "���!��� ���$"��

N"�#�% #&#�� �H !�"����� ��������#��� "���$bF�%I �� " ���$"�"��b
LY "�2/� ���� $�������P �H���� ����������$b "��"�J�"��P # ����"��"�� (�@
�����#���)���% ��!�� ��J��)�� � ��""����� �"������ �&"�! ���������# ��
,��% ��!��� �������� "���% (������#���)���% ��!�� ����������"� ����������
δP H���bF�� �� �������� �� ��!�� ��J��)�� L1�

� %��&� �
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