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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííàÿ ñèñòåìà òèïà Ëîòêè�Âîëüòåððû ñ ïåðåêëþ÷åíèÿ-
ìè. Èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ ïðåäåëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé è ïåðìàíåíòíîñòè ñèñòåìû. Ñ
ïîìîùüþ ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà óñòàíàâëèâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ íà çàêîí ïåðåêëþ÷åíèÿ,
ïîçâîëÿþùèå ãàðàíòèðîâàòü íóæíóþ äèíàìèêó ðåøåíèé ñèñòåìû. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
ñèñòåìû ñòðîèòñÿ ïðèòÿãèâàþùåå êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî è îáåñïå÷èâàåòñÿ çà-
äàííàÿ îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ðàáîòû ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå êîìáèíàöèè äâóõ ðàçíûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èãðàåò
ñâîþ îñîáóþ ðîëü â ðåøåíèè çàäà÷è.
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Ââåäåíèå

Ñèñòåìû òèïà Ëîòêè�Âîëüòåððû ÿâëÿþòñÿ âàæíûì êëàññîì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, øè-
ðîêî èñïîëüçóåìûì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ñóáúåêòàìè â
áèîëîãè÷åñêîé, õèìè÷åñêîé èëè ýêîíîìè÷åñêîé ñðåäå. Òàêèå ñèñòåìû âûçûâàþò áîëüøîé
èíòåðåñ óæå ìíîãèå ãîäû (ñì., íàïðèìåð, [1]�[11]). Àíàëèçèðóåòñÿ âîçìîæíàÿ äèíàìèêà ðå-
øåíèé ïîäîáíûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, èññëåäóþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè, äèññèïàòèâíîñòè,
êîíâåðãåíòíîñòè, è ò. ï. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåïðåðûâíûå ñèñòåìû, òàê è èõ ðàçíîñòíûå
è äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå àíàëîãè. Èçó÷àþòñÿ êàê ñòàöèîíàðíûå, òàê è íåñòàöèî-
íàðíûå ñèñòåìû, à òàêæå ñèñòåìû ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ôóíêöèè ìåæâèäî-
âûõ ñâÿçåé â ñèñòåìàõ Ëîòêè�Âîëüòåððû ìîãóò áûòü ëèíåéíûìè (êëàññè÷åñêèå ñèñòåìû) è
íåëèíåéíûìè (îáîáùåííûå ñèñòåìû), àääèòèâíûìè è ìóëüòèïëèêàòèâíûìè. Ñèñòåìû ìîãóò
îïèñûâàòü êàê ñîñðåäîòî÷åííûå, òàê è ðàñïðåäåëåííûå âçàèìîäåéñòâèÿ, âûçâàííûå ýôôåê-
òîì ìèãðàöèè èëè äèôôóçèè.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Ëîòêè�Âîëüòåððû ñ ïåðåêëþ-

÷åíèÿìè. Ñèñòåìû ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ãèáðèäíûìè ñèñòåìàìè, ñîñòîÿùèìè èç ñå-
ìåéñòâà ïîäñèñòåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàäàåò ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû â îïðåäåëåííîì
ðåæèìå [12]. Çàêîí ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëÿþùóþ
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, êàêàÿ èç ïîäñèñòåì ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîé. Èññëåäîâàíèþ ñèñòåì
Ëîòêè�Âîëüòåððû ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [13]�[16]
è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó).

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10.05.2023, ïîñëå äîðàáîòêè 29.05.2023. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 26.09.2023.
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Îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ òåîðèåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ ïðî-
áëåìà ïðåäåëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé. Â ðàìêàõ ýòîé ïðîáëåìû âàæíî îïðåäåëèòü
óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû íå óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü, à ñî âðåìåíåì
ïîïàäàþò â íåêîòîðóþ îãðàíè÷åííóþ èíâàðèàíòíóþ îáëàñòü. Îòìåòèì, ÷òî â ðåàëüíûõ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðåøåíèÿ, íà÷èíàþùèåñÿ â êàêîé-
òî êîíå÷íîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Ýòî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî îñëàáèòü èñêîìûå
óñëîâèÿ ïðåäåëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé. Òàêæå â áèîëîãè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ è ýêîíî-
ìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ÷àñòî áûâàåò âàæíî îáåñïå÷èòü ïîñòîÿííîå ñîõðàíåíèå âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ñóáúåêòîâ. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû äîëæíî áûòü
ïîêîìïîíåíòíî îòäåëåíî îò íóëÿ. Ïðè âûïîëíåíèè äàííîãî óñëîâèÿ èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà íà-
çûâàåòñÿ ïåðñèñòåíòíîé. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ïðåäåëüíî îãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìè è
ñâîéñòâîì ïåðñèñòåíòíîñòè ïðèíÿòî íàçûâàòü ïåðìàíåíòíûìè [4].
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà â

ñî÷åòàíèè ñ òåîðèåé äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è
îòíîñÿòñÿ ê îáëàñòè ãëîáàëüíîãî àíàëèçà, ïîäîáðàòü îäíó ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà, óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, ïðîáëåìàòè÷íî. Ïîýòîìó â ðàáîòå
çàäåéñòâîâàíà èäåÿ ðàñùåïëåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà äâå ÷àñòè è ïðèìåíåíèå ðàçíûõ
ôóíêöèé Ëÿïóíîâà â ýòèõ ÷àñòÿõ. Òàêàÿ èäåÿ óæå äîêàçàëà ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü â ðÿäå
ðàáîò [16], [17].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ ñèñòåìó òèïà Ëîòêè�Âîëüòåððû

ẋi = gi(xi)

a(σ)
i +

n∑
j=1

b
(σ)
ij fj(xj)

 , i = 1, . . . , n. (1)

Ñèñòåìû òàêîãî âèäà íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
íåñêîëüêèõ ïîïóëÿöèé â áèîëîãè÷åñêîì ñîîáùåñòâå [1]�[3]. Çäåñü ïåðåìåííûå x1(t), . . . , xn(t)
îïèñûâàþò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé â ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0. Êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ
σ = σ(t) : [0,+∞) → S = {1, . . . , N} çàäàåò çàêîí ïåðåêëþ÷åíèé ìåæäó ðàçëè÷íûìè âîç-
ìîæíûìè ðåæèìàìè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Ïåðåêëþ÷åíèÿ ìîãóò âûçûâàòüñÿ êàê
èçìåíåíèåì óñëîâèé âíåøíåé ñðåäû, â êîòîðîé îáèòàþò ïîïóëÿöèè, òàê è â ðåçóëüòàòå öå-
ëåíàïðàâëåííîãî âîçäåéñòâèÿ ÷åëîâåêà íà çàäàííîå áèîëîãè÷åñêîå ñîîáùåñòâî. Ïîñòîÿííûå
êîýôôèöèåíòû a

(s)
i , b(s)ij õàðàêòåðèçóþò ñêîðîñòü åñòåñòâåííîãî ïðèðîñòà èëè óáûëè ïîïó-

ëÿöèé, à òàêæå âíóòðèâèäîâûå è ìåæâèäîâûå âçàèìîäåéñòâèÿ; i, j = 1, . . . , n; s = 1, . . . , N .
Ôóíêöèè gi(xi), fi(xi) îáû÷íî ïîäáèðàþòñÿ èç íåêîòîðîãî çàäàííîãî êëàññà ôóíêöèé íà
îñíîâå èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé; i = 1, . . . , n.
Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìû âèäà (1) òàêæå øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ íåêîòîðûõ

õèìè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [1].
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì ïåðåìåííûõ, áóäåì èññëåäîâàòü ñèñòåìó (1) â

íåîòðèöàòåëüíîì îðòàíòå K+ = {x = (x1, . . . , xn)T : xi ≥ 0, i = 1, . . . , n}. ×åðåç K+
0 = {x =

(x1, . . . , xn)T : xi > 0, i = 1, . . . , n} îáîçíà÷èì âíóòðåííîñòü îðòàíòà K+.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè gi(xi), fi(xi), i = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñòàí-

äàðòíûì óñëîâèÿì (ñì. [1]�[3]): gi(xi), fi(xi) íåïðåðûâíû ïðè xi ≥ 0, ïðè÷åì fi(xi) íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìû ïðè xi > 0; ñèñòåìà (1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé
çàäà÷è Êîøè â îðòàíòå K+; fi(0) = gi(0) = 0, è fi(xi) > 0, gi(xi) > 0 ïðè xi > 0; f ′i(xi) > 0
ïðè xi > 0, è fi(xi)→ +∞ ïðè xi → +∞.
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Çàìåòèì, ÷òî K+ è K+
0 ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîæåñòâàìè ñèñòåìû (1).

Îïðåäåëåíèå. Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî G1 íàçîâåì ïðèòÿãèâàþùèì äëÿ ñèñòåìû (1) ñ îá-
ëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ G2, G1 ⊂ G2 ⊂ K+, åñëè äëÿ ëþáûõ t0 ≥ 0 è x0 ∈ G2 íàéäåòñÿ òàêîå
ρ ≥ 0, ÷òî x(t) ∈ G1 ïðè âñåõ t ≥ t0 + ρ. Çäåñü x(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1), âûõîäÿùåå èç
òî÷êè x0 â ìîìåíò âðåìåíè t0. Åñëè ïðè ýòîì âåëè÷èíà ρ íå çàâèñèò îò âûáîðà t0, òî ìíî-
æåñòâî G1 íàçîâåì ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì. Åñëè îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñü
íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò (G2 = K+), òî ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâíîé â
K+. Íàêîíåö, åñëè G1 ⊂ K+

0 , òî ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ïåðìàíåíòíîé.

Âûïîëíåíèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà G1 îçíà÷àåò, ÷òî ðåøå-
íèÿ, íà÷èíàþùèåñÿ â îáëàñòè G2, áóäóò ïðåäåëüíî îãðàíè÷åíû (÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé íå
áóäóò ïðåâûøàòü íåêîòîðûå êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ). Ïåðìàíåíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî óêàçàííûå
ðåøåíèÿ áóäóò, êðîìå òîãî, îòäåëåíû îò ãðàíèöû îðòàíòà K+ (ïîïóëÿöèè íå âûìðóò).
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ ïðåäåëüíóþ

îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (1) è åå ïåðìàíåíòíîñòü, à òàêæå îöåíêà ðàçìåðîâ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ îáëàñòåé G1 è G2.

2. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïîäñèñòåì, îáðàçóþùèõ ãèáðèäíóþ ñèñòåìó (1):

ẋi = gi(xi)

a(s)
i +

n∑
j=1

b
(s)
ij fj(xj)

 , i = 1, . . . , n, s = 1, . . . , N. (2)

Â ðàáîòå [16] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïîäñèñòåìû (2) èìåþò îáùåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
x̄ = (x̄1, . . . , x̄n)T ∈ K+

0 è ïðåäëàãàëîñü äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (1) èñ-
ïîëüçîâàòü ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âèäà:

V1(x) =
n∑
i=1

λi

∫ xi

x̄i

fωi (τ)

gi(τ)
dτ, V2(x) =

n∑
i=1

λi

∫ xi

x̄i

(fi(τ)− fi(x̄i))ω

gi(τ)
dτ,

ãäå λ1, . . . , λn � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ω � ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ñ
íå÷åòíûìè ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíê-
öèè Ëÿïóíîâà äðóãîãî âèäà, êîòîðûå ïîçâîëÿò îñëàáèòü íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ, ñäå-
ëàííûå â [16], è ïîëó÷èòü áîëåå ïðîñòûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå òðåáóåìóþ
äèíàìèêó ðåøåíèé èññëåäóåìîé ñèñòåìû.

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà Ŝ− ⊂ S ñèñòåìà íåðà-
âåíñòâ

B̂sθ̂ < 0, s ∈ Ŝ−, (3)

èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî θ̂. Çäåñü B̂s =
{
b̂
(s)
ij

}n
i,j=1

, b̂(s)ii = b
(s)
ii è b̂(s)ij =

max
{
b
(s)
ij ; 0

}
ïðè i 6= j. Íåðàâåíñòâà (3) ïîíèìàþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.

Äëÿ àíàëèçà ïðåäåëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (1) ïîñòðîèì ôóíêöèþ Ëÿ-
ïóíîâà âèäà [14]:

V̂ (x) = max
i=1,...,n

fi(xi)

θ̂i
,

ãäå â êà÷åñòâå θ̂ = (θ̂1, . . . , θ̂n)T âîçüìåì ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3).
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Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x̂ = (x̂1, . . . , x̂n)T ∈ K+
0 . Ðàññìîòðèì ðåøåíèå x(t) =

(x1(t), . . . , xn(t))T ïîäñèñòåìû ñ íîìåðîì s èç ñåìåéñòâà (2), âûõîäÿùåå èç òî÷êè x̂ â ìîìåíò
âðåìåíè t = 0. Îáîçíà÷èì

M = max
i=1,...,n

fi(x̂i)

θ̂i
.

Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ I ⊂ {1, . . . , n} òàêèõ, ÷òî fi(x̂i)/θ̂i = M ïðè i ∈ I è
fi(x̂i)/θ̂i < M ïðè i /∈ I. Äëÿ êàæäîãî i ∈ I èìååì

d

dt

(
fi(xi(t))

θ̂i

)∣∣∣∣
t=0

=
f ′i(x̂i)

θ̂i
gi(x̂i)

a(s)
i +

n∑
j=1

b
(s)
ij fj(x̂j)

 ≤ f ′i(x̂i)

θ̂i
gi(x̂i)

a(s)
i +

fi(x̂i)

θ̂i

n∑
j=1

b̂
(s)
ij θ̂j

.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäïîëîæåíèå 1, íàéäóòñÿ òàêèå ïîñòîÿííûå δ1 > 0 è δ2 ≥ 0, ÷òî

D+V̂ (x̂)
∣∣∣
(s)
≤ max

i∈I

{
f ′i(x̂i)

θ̂i
gi(x̂i)

(
â1 − δ1V̂ (x̂)

)}
, s ∈ Ŝ−,

D+V̂ (x̂)
∣∣∣
(s)
≤ max

i∈I

{
f ′i(x̂i)

θ̂i
gi(x̂i)

(
â2 + δ2V̂ (x̂)

)}
, s ∈ Ŝ+.

Çäåñü D+V̂ (x)
∣∣∣
(s)

� âåðõíÿÿ ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ Äèíè [18] ôóíêöèè V̂ (x) â ñèëó s-é ïîä-

ñèñòåìû èç ñåìåéñòâà (2); Ŝ+ = S \ Ŝ−; â1 = max
s∈Ŝ−

max
i=1,...,n

a
(s)
i , â2 = max

s∈Ŝ+
max
i=1,...,n

a
(s)
i .

Âûáåðåì òàêîå Ĥ > 0, ÷òî V̂ (x̂) > â1/δ1 ïðè âñåõ x̂, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ‖x̂‖ ≥ Ĥ.
Çäåñü è äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä íîðìîé âåêòîðà ïîíèìàåòñÿ åâêëèäîâà
íîðìà.
Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ôóíêöèé fi(xi), gi(xi), i = 1, . . . , n, äëÿ ëþáîãî H1 ≥ Ĥ è äëÿ ëþ-

áîãî ÷èñëà γ ìîæíî ïîäîáðàòü ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû c1(H1, γ), c2(H1, γ) òàêèì
îáðàçîì, ÷òî áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

c1(H1, γ)V̂ γ(x̂) ≤ f ′i(x̂i)

θ̂i
gi(x̂i) ≤ c2(H1, γ)V̂ γ(x̂) (4)

ïðè Ĥ ≤ ‖x̂‖ ≤ H1, i ∈ I.
Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè

K1(H1) =
{
x ∈ K+

0 : Ĥ ≤ ‖x‖ ≤ H1

}
(5)

ïðèõîäèì ê îöåíêàì
D+V̂ (x)

∣∣
(s)
≤ −α̂(H1, γ)V̂ 1+γ(x), s ∈ Ŝ−, (6)

D+V̂ (x)
∣∣
(s)
≤ β̂(H1, γ)V̂ 1+γ(x), s ∈ Ŝ+, (7)

ãäå α̂(H1, γ), β̂(H1, γ) � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå, âîîáùå ãîâîðÿ, îò âûáîðà
çíà÷åíèé H1 è γ; α̂(H1, γ) > 0, β̂(H1, γ) ≥ 0.

Çàìå÷àíèå 1. Äàëåå â ñòàòüå îöåíêè (6) è (7) áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ îãðà-
íè÷åíèé íà çàêîí ïåðåêëþ÷åíèÿ â ñèñòåìå (1), ãàðàíòèðóþùèõ ïðåäåëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü
ðåøåíèé è îáåñïå÷èâàþùèõ òðåáóåìûå ðàçìåðû îáëàñòåé G1 è G2 (ñì. îïðåäåëåíèå). Î÷å-
âèäíî, ýòè ðåçóëüòàòû áóäóò çàâèñåòü îò âûáîðà âåëè÷èí H1 è γ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü
ïîñòàâèòü çàäà÷ó îá îïòèìèçàöèè âûáîðà óêàçàííûõ âåëè÷èí äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèëó÷øèõ
â êàêîì-òî ñìûñëå ðåçóëüòàòîâ. Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü ïîñðåäñòâîì ÷èñëåííîãî
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àíàëèçà. Áîëåå òîãî, â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ (4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà γ, òîãäà ñòåïåíè ôóíêöèè V̂ (x) â äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ (6) è (7) òîæå
áóäóò ðàçíûìè. Èñïîëüçóÿ ïîäõîäû, îïèñàííûå â ðàáîòå [16], òàêîé áîëåå îáùèé ñëó÷àé
òàêæå ìîæåò áûòü óñïåøíî èññëåäîâàí. Îäíàêî, ïîñêîëüêó çàäà÷à îïòèìèçàöèè âûáîðà γ â
íàñòîÿùåé ñòàòüå íå ðåøàåòñÿ, îãðàíè÷èìñÿ â äàëüíåéøåì ðàññìîòðåíèåì áîëåå ïðîñòîé ñè-
òóàöèè, êîãäà ïàðàìåòð γ âûáèðàåòñÿ åäèíûì â íåðàâåíñòâàõ (4) è, ñîîòâåòñòâåííî, (6), (7).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâèé ïåðìàíåíòíîñòè ñèñòåìû (1) ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïî-
ëîæåíèÿ.

Ïðåäïîëîæåíèå 2. Ïóñòü
∫ 1

0

dτ

gi(τ)
= +∞, i = 1, . . . , n.

Ïðåäïîëîæåíèå 3. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà S̃− ⊂ S ñèñòåìà íåðà-
âåíñòâ

B̃T
s θ̃ < 0, s ∈ S̃−, (8)

èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî θ̃. Çäåñü B̃s =
{
b̃
(s)
ij

}n
i,j=1

, b̃(s)ii = b
(s)
ii è b̃(s)ij =

|b(s)ij | ïðè i 6= j. Íåðàâåíñòâà (8) ïîíèìàþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.

Çàìå÷àíèå 2. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
âèäà (3), (8) ñ Ìåòöëåðîâûìè ìàòðèöàìè B̂s, B̃T

s áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [19]. Îòìåòèì, ÷òî
èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû B̂sθ̂ < 0 äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
èíäåêñîâ s, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
B̃T
s θ̃ < 0 ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ èíäåêñîâ s, è íàîáîðîò. Ïîýòîìó ïîäìíîæåñòâà Ŝ− è S̃− â

ïðåäïîëîæåíèÿõ 1 è 3 ìîãóò áûòü ðàçíûìè.

Ïðåäïîëîæåíèå 4. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà x̃ = (x̃1, . . . , x̃n)T ∈ K+
0 , äëÿ êîòîðîé âûïîë-

íåíû íåðàâåíñòâà
n∑
i=1

θ̃i

∣∣∣∣∣a(s)
i +

n∑
j=1

b
(s)
ij fj(x̃j)

∣∣∣∣∣ < min
j=1,...,n

δ
(s)
j fj(x̃j), s ∈ S̃−, (9)

ãäå θ̃ = (θ̃1, . . . , θ̃n)T � ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (8); δ(s)
j = −

n∑
i=1

b̃
(s)
ij θ̃i.

Çàìå÷àíèå 3. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâàì (8) èìååì δ
(s)
j > 0, j = 1, . . . , n, s ∈ S̃−. Îòìå-

òèì òàêæå, ÷òî ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ yj = fj(x̃j), j = 1, . . . , n, íåðàâåíñòâà (9)
ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â ëèíåéíîé ôîðìå. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêó ðàçðåøèìîñòè ñèñòå-
ìû (9) íåòðóäíî âûïîëíèòü êàê ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ, òàê è ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ
ïîäõîäîâ. Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæåíèå 4 áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ïîäñèñòåìû (2) ñ íîìåðàìè èç
ïîäìíîæåñòâà S̃− èìåþò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ðàñïîëîæåííûå â ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå
äîñòàòî÷íî áëèçêî äðóã ê äðóãó.

Ïîñòðîèì òåïåðü ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà âèäà

Ṽ (x) =

n∑
i=1

θ̃i

∣∣∣∣∫ xi

x̃i

dτ

gi(τ)

∣∣∣∣ ,
âûáðàâ ïàðàìåòðû θ̃i, x̃i, i = 1, . . . , n, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèÿìè 3 è 4.



ÓÑËÎÂÈß ÏÐÅÄÅËÜÍÎÉ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈÉ 73

Ïîëó÷àåì

D+Ṽ (x)
∣∣
(s)
≤

n∑
i=1

θ̃i sign (xi − x̃i)

(
a

(s)
i +

n∑
j=1

b
(s)
ij fj(xj)

)
≤

≤
n∑
i=1

θ̃i

∣∣∣∣∣a(s)
i +

n∑
j=1

b
(s)
ij fj(x̃j)

∣∣∣∣∣+

n∑
j=1

(
n∑
i=1

b̃
(s)
ij θ̃i

)
|fj(xj)− fj(x̃j)|.

Îáîçíà÷èì

Ps =

{
x = (x1, . . . , xn)T :

n∑
j=1

δ
(s)
j |fj(xj)− fj(x̃j)| ≤Ms

}
, s ∈ S̃−, (10)

ãäå Ms =

n∑
i=1

θ̃i

∣∣∣∣∣a(s)
i +

n∑
j=1

b
(s)
ij fj(x̃j)

∣∣∣∣∣. Ìíîæåñòâà (10) êîìïàêòíû, ïðè÷åì ïðè âûïîëíåíèè

íåðàâåíñòâ (9) èìååì Ps ⊂ K+
0 , s ∈ S̃−. Çíà÷èò, ìîæíî ïîñòðîèòü êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî P

òàê, ÷òî ⋃
s∈S̃−

Ps ⊂ P ⊂ K+
0 , (11)

è äëÿ ëþáîãî H2 > 0 â îáëàñòè K2(H2) \ P áóäåò âûïîëíåíà îöåíêà

D+Ṽ (x)
∣∣∣
(s)
≤ −α̃(H2), s ∈ S̃−. (12)

Çäåñü α̃(H2) � íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò, è

K2(H2) = {x ∈ K+
0 : ‖x‖ ≤ H2}. (13)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîäîáðàòü íåîòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò β̃(H2) òàê, ÷òî â îáëàñòè
K2(H2) \ P áóäóò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâà

D+Ṽ (x)
∣∣∣
(s)
≤ β̃(H2), s ∈ S̃+, (14)

ãäå S̃+ = S \ S̃−.

3. Àíàëèç äèíàìèêè ðåøåíèé ãèáðèäíîé ñèñòåìû

Óñòàíîâèì ñíà÷àëà äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäåëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (1),
íà÷èíàþùèõñÿ â íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò.
Îáîçíà÷èì

A(u) = max
x∈K+

0 : ‖x‖=u
V̂ (x), B(v) = max

x∈K+
0 : V̂ (x)=v

‖x‖.

Ôóíêöèè A(u), B(v) îïðåäåëåíû è ñòðîãî âîçðàñòàþò íà èíòåðâàëå [0,+∞), ïðè÷åì A(u)→
+∞ è B(v)→ +∞ ïðè u, v → +∞.

Ïðåäïîëîæåíèå 5. Ïóñòü äëèòåëüíîñòè ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðûõ ïåðå-
êëþ÷åíèÿ â ñèñòåìå (1) ïðîèñõîäÿò òîëüêî ìåæäó ïîäñèñòåìàìè èç ìíîæåñòâà Ŝ−, îãðàíè-
÷åíû ñíèçó ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé L̂1, à äëèòåëüíîñòè ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè, â òå÷åíèå
êîòîðûõ ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðîèñõîäÿò òîëüêî ìåæäó ïîäñèñòåìàìè èç ìíîæåñòâà Ŝ+, îãðàíè-
÷åíû ñâåðõó ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé L̂2.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 1 è 5, äëÿ íåêîòîðîãî H1 ≥ Ĥ â îáëàñòè

K1(H1) ïîñòðîåíû îöåíêè (6), (7) è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ñóùåñòâóþò ÷èñëà ∆1 è ∆2 òàêèå, ÷òî

Ĥ < B
(
A(Ĥ)

)
< ∆1 < ∆2 < B

(
A(∆2)

)
< H1; (15)

2) ïîñòîÿííûå L̂1 è L̂2 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì:

−α̂(H1, γ)L̂1 + β̂(H1, γ)L̂2 < 0, (16)

L̂2 ≤ min{L̂21; L̂22}, (17)

ãäå

L̂21 =

 γ−1β̂−1(H1, γ)
((
A(∆2)

)−γ − (B(−1)(H1)
)−γ)

, åñëè γ 6= 0;

β̂−1(H1, 0) ln
(
B(−1)(H1)/A(∆2)

)
, åñëè γ = 0,

L̂22 =

 γ−1β̂−1(H1, γ)
((
A(Ĥ)

)−γ − (B(−1)(∆1)
)−γ)

, åñëè γ 6= 0;

β̂−1(H1, 0) ln
(
B(−1)(∆1)/A(Ĥ)

)
, åñëè γ = 0,

B(−1)(·) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè B(·).
Òîãäà ìíîæåñòâî K2(∆1) áóäåò ïðèòÿãèâàþùèì äëÿ ñèñòåìû (1) ñ îáëàñòüþ ïðèòÿæå-

íèÿ K2(∆2). Çäåñü îáëàñòè K1(·) è K2(·) ñòðîÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (5), (13).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì íà èíòåðâàëå [0,+∞) êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ η̂(t) òà-
êóþ, ÷òî η̂(t) = −α̂(H1, γ), åñëè σ(t) ∈ Ŝ−, è η̂(t) = β̂(H1, γ), åñëè σ(t) ∈ Ŝ+. Çàäàäèì t0 ≥ 0
è x0 ∈ K2(∆2). Ðàññìîòðèì ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (1), âûõîäÿùåå èç òî÷êè x0 â ìîìåíò
âðåìåíè t0. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ñèòóàöèþ, êîãäà ‖x0‖ > ∆1.
Ó÷èòûâàÿ äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà (6), (7), ïîëó÷àåì (ñì. [18]), ÷òî ïîêà ðåøåíèå

x(t) îñòàåòñÿ â îáëàñòè K1(H1) áóäóò èìåòü ìåñòî îöåíêè

V̂ −γ(x(t)) ≥ V̂ −γ(x0)− γ
∫ t

t0

η̂(t) dt, åñëè γ > 0,

V̂ −γ(x(t)) ≤ V̂ −γ(x0)− γ
∫ t

t0

η̂(t) dt, åñëè γ < 0,

V̂ (x(t)) ≤ V̂ (x0)e
∫ t
t0
η̂(t) dt

, åñëè γ = 0.

Òîãäà èç óñëîâèé (15)�(17) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. Â ñàìîì äåëå, íåðàâåíñòâî (16) îáåñïå÷è-

âàåò òåíäåíöèþ
∫ t

t0

η̂(t) dt→ −∞ ïðè t→ +∞. Çíà÷èò, â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ðåøåíèå

x(t) îêàæåòñÿ â îáëàñòèK2(Ĥ). Óñëîâèå L̂2 ≤ L̂21 ãàðàíòèðóåò ïðè ýòîì, ÷òî äàííîå ðåøåíèå
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè áóäåò îñòàâàòüñÿ â îáëàñòè K2(H1). Íàêîíåö, òðåáîâàíèå L̂2 ≤ L̂22

âëå÷åò çà ñîáîé òîò ôàêò, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), íà÷èíàþùèåñÿ â îáëàñòè K2(Ĥ), íå
ïîêèíóò îáëàñòü K2(∆1). Èç íåðàâåíñòâ (15) âûòåêàåò êîððåêòíîñòü îöåíêè (17). �

Çàìå÷àíèå 4. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñòîÿííûõ ∆1 è ∆2, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì (15), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå
B(A(B(A(Ĥ)))) < H1. Ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè çíà÷åíèå H1 çàäàòü äîñòàòî÷-
íî áîëüøèì. Îöåíêè (16), (17) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îãðàíè÷åíèÿ íà çàêîí ïåðåêëþ÷åíèÿ â
ãèáðèäíîé ñèñòåìå (1), îáåñïå÷èâàþùèå òðåáóåìóþ äèíàìèêó ðåøåíèé. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ
îïðåäåëÿþòñÿ ðàçìåðàìè îáëàñòè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ðåøåíèé (K2(∆2)) è îáëàñòè ïðå-
äåëüíûõ çíà÷åíèé ðåøåíèé (K2(∆1)) ïðè âûáðàííûõ âåëè÷èíàõ ∆1 è ∆2.
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Çàìå÷àíèå 5. Îòìåòèì, ÷òî òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ ÷èñëåííûõ îöåíîê ìîæíî ïîâûñèòü,
åñëè ïðè àíàëèçå ïðåäåëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé êîíêðåòíî çàäàííîé ñèñòåìû (1)
â êà÷åñòâå íîðìû âåêòîðà èñïîëüçîâàòü íå åâêëèäîâó íîðìó, à ïîëîæèòü ‖x‖ = V̂ (x). Ýòî
óñòðàíèò èçëèøíèå îãðóáëåíèÿ â îöåíêàõ. Â äàííîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü A(u) = u, B(v) = v,
òîãäà ïîñòîÿííûå ∆1, ∆2 â òåîðåìå 1 äîñòàòî÷íî âûáèðàòü, èñõîäÿ èç óñëîâèé Ĥ < ∆1 <
∆2 < H1.

Çàìå÷àíèå 6. Åñëè Ŝ− = S â ïðåäïîëîæåíèè 1, òî ñèñòåìà (1) áóäåò ðàâíîìåðíî äèññèïà-
òèâíîé â K+ ïðè ëþáîì çàêîíå ïåðåêëþ÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ V̂ (x) áóäåò îáùåé
ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ ïîäñèñòåì (2), óäîâëåòâîðÿþùåé òåîðåìå Éîñèäçàâû î ðàâíîìåð-
íîé äèññèïàòèâíîñòè.

Çàìå÷àíèå 7. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå γ ≤ 0, ÷òî êîýôôèöèåíòû α̂ è β̂ â äèôôåðåíöèàëüíûõ
íåðàâåíñòâàõ (6), (7) ìîæíî âûáðàòü íå çàâèñÿùèìè îò H1, òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (16)
ñèñòåìà (1) áóäåò ðàâíîìåðíî äèññèïàòèâíîé â K+. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
ïîëîæèòü H1 = ∆2 = +∞. Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèè f ′i(xi)gi(xi), i = 1, . . . , n, îãðàíè÷åíû
ñíèçó è ñâåðõó ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå [Ĥ,+∞), òî, ïî-
ëàãàÿ γ = 0, ïðèäåì ê óêàçàííûì óñëîâèÿì ðàâíîìåðíîé äèññèïàòèâíîñòè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ
õàðàêòåðíà, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñàòóðàöèîííûõ ñèñòåì [20].

Ïðèâëå÷åì òåïåðü ê àíàëèçó äîïîëíèòåëüíî ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà Ṽ (x) äëÿ óñòàíîâëåíèÿ
äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïåðìàíåíòíîñòè ñèñòåìû (1).

Ïðåäïîëîæåíèå 6. Ïóñòü äëèòåëüíîñòè ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðûõ ïåðå-
êëþ÷åíèÿ â ñèñòåìå (1) ïðîèñõîäÿò òîëüêî ìåæäó ïîäñèñòåìàìè èç ìíîæåñòâà S̃−, îãðàíè-
÷åíû ñíèçó ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé L̃1, à äëèòåëüíîñòè ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè, â òå÷åíèå
êîòîðûõ ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðîèñõîäÿò òîëüêî ìåæäó ïîäñèñòåìàìè èç ìíîæåñòâà S̃+, îãðàíè-
÷åíû ñâåðõó ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé L̃2.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 1�6, è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ íåêîòîðîãî H1 ≥ Ĥ â îáëàñòè K1(H1) ïîñòðîåíû îöåíêè (6), (7), ñóùåñòâóþò
÷èñëà ∆1 è ∆2, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì (15), è äëÿ ïîñòîÿííûõ L̂1 è L̂2 âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ (16), (17);
2) äëÿ H2 = ∆1 â îáëàñòè K2(H2) \ P ïîñòðîåíû îöåíêè (12), (14), ïîñòîÿííûå L̃1 è L̃2

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

−α̃(∆1)L̃1 + β̃(∆1)L̃2 < 0. (18)

Òîãäà ìíîæåñòâî

G =

{
x ∈ K+

0 : Ṽ (x) ≤ max
x∈P∩K2(∆1)

Ṽ (x) + β̃(∆1)L̃2

}
∩K2(∆1) (19)

áóäåò ïðèòÿãèâàþùèì äëÿ ñèñòåìû (1) ñ îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ K2(∆2). Çäåñü îáëàñòè
K1(·), K2(·), P ñòðîÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (5), (13), (11).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1), íà÷èíàþùååñÿ â îáëàñòè
K2(∆2), â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè îêàæåòñÿ â îáëàñòè K2(∆1) è áîëåå èç íåå íå âûéäåò.
Ïîñòðîèì íà èíòåðâàëå [0,+∞) êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ η̃(t) òàêóþ, ÷òî η̃(t) =

−α̃(∆1), åñëè σ(t) ∈ S̃−, è η̃(t) = β̃(∆1), åñëè σ(t) ∈ S̃+. Çàäàäèì íåêîòîðûå t0 ≥ 0 è
x0 ∈ K2(∆1). Ðàññìîòðèì ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (1), âûõîäÿùåå èç òî÷êè x0 â ìîìåíò
âðåìåíè t0. Èññëåäóåì ñèòóàöèþ, êîãäà x0 6∈ P .
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè íåðàâåíñòâàìè (12), (14) ïîêà ðåøåíèå x(t) îñòà-
åòñÿ â îáëàñòè K2(∆1) \ P áóäåò ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Ṽ (x(t)) ≤ Ṽ (x0) +

∫ t

t0

η̃(t) dt. (20)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (18) ïîëó÷àåì
∫ t

t0

η̃(t) dt→ −∞ ïðè t→ +∞. Çíà÷èò, â êàêîé-òî ìîìåíò

âðåìåíè ðåøåíèå x(t) îêàæåòñÿ â îáëàñòè P . Â òî æå âðåìÿ, ó÷èòûâàÿ îöåíêó (20), ëþáîå
ðåøåíèå ñèñòåìû, íà÷èíàþùååñÿ â îáëàñòè P , íå âûéäåò çà ïðåäåëû îáëàñòè G. �

Çàìå÷àíèå 8. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ ïåðìàíåíòíîñòè â íàñòîÿùåé ðàáîòå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
ëèøü ïðè ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè äâóõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà V̂ (x) è Ṽ (x). Çäåñü èñïîëüçó-
åòñÿ "ñêëåéêà" ýòèõ ôóíêöèé. Ôóíêöèÿ V̂ (x) ïðèãîäíà ëèøü äëÿ àíàëèçà ïðåäåëüíîé îãðà-
íè÷åííîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (1). À ñ ïîìîùüþ òîëüêî îäíîé ôóíêöèè Ṽ (x) áåç êàêèõ-òî
äîïîëíèòåëüíûõ áîëåå îáðåìåíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé íå óäàñòñÿ ãàðàíòèðîâàòü íè ïåð-
ìàíåíòíîñòè, íè äàæå ïðîñòî ïðåäåëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé. Äàííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò
ãîäèòüñÿ òîëüêî äëÿ î÷åíü ëîêàëüíîãî àíàëèçà ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, â íàñòîÿùåé ñòàòüå

äàæå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé
∫ xi

x̃i

dτ

gi(τ)
→ +∞ ïðè xi → +∞, i = 1, . . . , n,

ò. å. ôóíêöèÿ Ṽ (x) ìîæåò íå áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè ‖x‖ → ∞.

Çàìå÷àíèå 9. Ïîëó÷åííûå â ñòàòüå óñëîâèÿ ïðåäåëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé è ïåð-
ìàíåíòíîñòè ñèñòåìû çàâèñÿò îò âûáîðà ïàðàìåòðîâ H1, γ, ∆1 è ∆2. Êàê óæå îòìå÷àëîñü
â çàìå÷àíèè 1, äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øèõ óñëîâèé âûáîð óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò
áûòü îïòèìèçèðîâàí, íàïðèìåð, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî (2), ñîñòîÿùåå èç òðåõ ïîäñèñòåì:

ẋ1 = x1

(
2− 3 ln(1 + x4

1) + ln(1 + x4
2)
)
,

ẋ2 = x2

(
1 + ln(1 + x4

1)− 2 ln(1 + x4
2)
)

;
(21)

ẋ1 = x1

(
−1− 2 ln(1 + x4

1) + ln(1 + x4
2)
)
,

ẋ2 = x2

(
−1− 3 ln(1 + x4

1)− ln(1 + x4
2)
)

;
(22)

ẋ1 = x1

(
−1− ln(1 + x4

1) + 2 ln(1 + x4
2)
)
,

ẋ2 = x2

(
1 + ln(1 + x4

1)− ln(1 + x4
2)
)
.

(23)

Òàêèì îáðàçîì, çäåñü n = 2, N = 3, gi(xi) = xi, fi(xi) = ln(1 + x4
i ), i = 1, 2.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäñèñòåìà (21) ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ðåæèìó ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ãèáðèäíîé ñèñòåìû, ïîäñèñòåìà (22) � âòîðîìó, ïîäñèñòåìà (23) � òðåòüåìó. Íåòðóäíî çàìå-
òèòü, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå 1 áóäåò âûïîëíåíî äëÿ Ŝ− = {1, 2} (ìîæíî ïîëîæèòü θ̂ = (1, 1)T ).
Ïðåäïîëîæåíèå 3 áóäåò âûïîëíåíî äëÿ S̃− = {1} (ìîæíî ïîëîæèòü θ̃ = (1, 1)T ). Ïðåäïî-
ëîæåíèÿ 2 è 4 òàêæå âûïîëíåíû. Â ñàìîì äåëå, ïîäñèñòåìà (21) èìååò â K+

0 ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ
(

4
√
e− 1, 4

√
e− 1

)T
è, ñîîòâåòñòâåííî, åãî ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå òî÷êè x̃ èç

ïðåäïîëîæåíèÿ 4 (ñì. çàìå÷àíèå 3).
Ñîãëàñíî ââåäåííûì ðàíåå îáîçíà÷åíèÿì ìîæíî ïîëîæèòü Ĥ = 3.9. Äëÿ ëþáîãî H1 ≥ Ĥ

â îáëàñòè K1(H1) áóäóò ñïðàâåäëèâû äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà:

D+V̂ (x)
∣∣
(s)
≤ −1.9V̂ (x), s ∈ Ŝ−,
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D+V̂ (x)
∣∣
(s)
≤ 5V̂ (x), s ∈ Ŝ+,

ò. å. çäåñü γ = 0, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû α̂(H1, 0) = 1.9 è β̂(H1, 0) = 5 íå çàâèñÿò îò âûáîðà
H1. Çíà÷èò (ñì. çàìå÷àíèå 7), ìîæíî âçÿòü H1 = ∆2 = +∞ è óñòàíîâèòü äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé äèññèïàòèâíîñòè èññëåäóåìîé ãèáðèäíîé ñèñòåìû.
Èìååì A(Ĥ) = 5.4, B(A(Ĥ)) = 5.5. Çàäàäèì, íàïðèìåð, ∆1 = 10. Òîãäà B(−1)(∆1) = 7.8.

Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 5. Âûïèñûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (16), (17), íàõîäèì ñîãëàñíî
òåîðåìå 1, ÷òî åñëè L̂1 > 2.6L̂2 è L̂2 ≤ 0.07, òî ìíîæåñòâî K2(10) áóäåò ïðèòÿãèâàþùèì
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ãèáðèäíîé ñèñòåìû, ïðè÷åì îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà
áóäåò ÿâëÿòüñÿ âåñü îðòàíò K+

0 .
Çàäàäèì òåïåðü êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî

P = {x = (x1, x2)T : 1 ≤ xi ≤ 10, i = 1, 2} ⊂ K+
0 .

Â îáëàñòè K2(10) \ P ïðèäåì ê äèôôåðåíöèàëüíûì íåðàâåíñòâàì

D+Ṽ (x)
∣∣
(s)
≤ −0.9, s ∈ S̃−,

D+Ṽ (x)
∣∣
(s)
≤ 10, s ∈ S̃+.

Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 6. Òîãäà åñëè â äîïîëíåíèå ê íàéäåííûì ðàíåå óñëîâèÿì
åùå âûïîëíÿåòñÿ è ñîîòíîøåíèå L̃1 > 11.2L̃2, òî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 2, ñèñòåìà (1) áóäåò
ïåðìàíåíòíîé. Ââîäÿ íåêîòîðîå îãðàíè÷åíèå íà L̃2, ìîæíî íàéòè îöåíêó ïðèòÿãèâàþùåãî
ìíîæåñòâà ïî ôîðìóëå (19). Íàïðèìåð, ïîëàãàÿ L̃2 ≤ 0.1, ïîëó÷èì

G =

{
x = (x1, x2)T ∈ K+

0 :

∣∣∣∣ln x1

x̃1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ln x2

x̃2

∣∣∣∣ ≤ 4.7

}
∩K2(10).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäñèñòåìû (21)�(23) àêòèâèðóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äðóã çà äðó-

ãîì. Ïóñòü L(s)
1 , L(s)

2 , s = 1, 2, 3, � íèæíåå è âåðõíåå îãðàíè÷åíèÿ íà äëèíû ïðîìåæóòêîâ
àêòèâíîñòè ïîäñèñòåì (21), (22) è (23) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñ ó÷åòîì âûøåèçëîæåííîãî
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

L
(1)
1 + L

(2)
1 > 2.6L

(3)
2 , L

(3)
2 ≤ 0.07

çàäàííàÿ ãèáðèäíàÿ ñèñòåìà áóäåò ðàâíîìåðíî äèññèïàòèâíîé â K+
0 ñ ïðèòÿãèâàþùèì ìíî-

æåñòâîì K2(10). Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ

L
(1)
1 > 11.2(L

(2)
2 + L

(3)
2 ), L

(2)
2 + L

(3)
2 ≤ 0.1,

òî â êà÷åñòâå ãëîáàëüíî ïðèòÿãèâàþùåãî ìíîæåñòâà áóäåò âûñòóïàòü îáëàñòü G.

Çàêëþ÷åíèå

Óñòàíîâëåííûå â ðàáîòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäåëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé è ïåð-
ìàíåíòíîñòè ñèñòåìû áàçèðîâàëèñü íà èäåå äðîáëåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è èñïîëüçî-
âàíèè ñâîåé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà â êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò
áîëåå òîíêî ó÷èòûâàòü íåëèíåéíûå îñîáåííîñòè ñèñòåìû ïðè ãëîáàëüíîì àíàëèçå. Â íàñòî-
ÿùåé ñòàòüå çàäåéñòâîâàëèñü äâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ðàçíîé ñòðóêòóðû. Çàäà÷à îäíîé èç
ýòèõ ôóíêöèé çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òîáû çàãíàòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû â îãðàíè÷åííóþ îêðåñò-
íîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò (îáåñïå÷èòü ïðåäåëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé). Çàäà÷à äðóãîé
ôóíêöèè áûëà â òîì, ÷òîáû îòäàëèòü ðåøåíèÿ îò ãðàíèö íåîòðèöàòåëüíîãî îðòàíòà (îáåñ-
ïå÷èòü ïåðìàíåíòíîñòü ñèñòåìû).
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A.V.Platonov

Conditions for ultimate boundedness of solutions and permanence for a hybrid

Lotka�Volterra system

Abstract. In the paper, a generalized Lotka�Volterra � type system with switching is considered.
The conditions for the ultimate boundedness of solutions and the permanence of the system are
studied. With the aid of the direct Lyapunov method, the requirements for the switching law are
established to guarantee the necessary dynamics of the system. An attractive compact invariant
set is constructed in the phase space of the system, and a given region of attraction for this set is
provided. A distinctive feature of the work is the use of a combination of two di�erent Lyapunov
functions, each of which plays its own special role in solving the problem.

Keywords: generalized Lotka–Volterra system, switching, ultimate boundedness of solutions, per-
manence.
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