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Определение квадратного корня из дифференциального оператора, приводящее к ло-
кальному оператору, использовано для решения задачи о глубокой потенциальной яме в ре-
лятивистской квантовой механике. Получено уравнение, основанное на выражении для энер-
гии частицы через импульс. Поставлена задача и получены аналитические решения для
всех возможных случаев изменения значений спектрального параметра ε (ε < 0, ε ∈ (0, m)
и ε > m) для частицы в одномерном пространстве с потенциалом, имеющим форму прямо-
угольной ямы. Показано, что система собственных функций дискретного и непрерывного
спектра этой задачи полна в пространстве H непрерывных функций. Проанализированы
свойства полученных решений. Показано, что, как и в нерелятивисткой теории, сумма ко-
эффициентов отражения R и прохождения D равна единице. Библиогр. 18 назв.
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The definition presented earlier of a square root from the differential operator leading to the
local operator is used for the solution of the deep potential hole problem in relativistic quantum
mechanics. The equation based on expression for the energy of a particle through an impulse is
received. The problem is set and analytical solutions for all possible values of spectral parameter
ε (ε < 0, ε ∈ (0, m) and ε > m) for a particle in one-dimensional space with a potential having
a form of a rectangular hole are received. It is shown that the system of eigenfunctions of the
discrete and continuous spectrum of this problem is full in the space H of continuous functions.
The properties of the received solutions are analyzed. It is shown that, as in non-relativistic
theory, the sum of the coefficients of reflection R and transmission D is equal to one. Refs 18.
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Введение. Как известно [1], применение уравнения Клейна—Гордона—Фока
(УКГФ) к задаче о состояниях частицы в пространстве с глубокой потенциальной ямой
связано с существенными трудностями. Строго говоря, эти трудности возникают и в от-
сутствие потенциальных ям. Действительно, из этого уравнения следует, что энергия
свободной частицы может быть отрицательной, как угодно большой по абсолютной
величине; энергетический спектр свободной частицы состоит из двух континуумов,
верхнего и нижнего, и ничто не мешает, казалось бы, частице из верхнего контину-
ума «провалиться» в нижний и «падать» бесконечно, излучая бесконечную энергию.
Однако, судя по всему, ничего подобного не происходит. Если нигде в пространстве
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нет потенциальных ям глубиной, вдвое превышающей энергию покоя частицы, состо-
яния нижнего континуума можно игнорировать, но если такие ямы есть, одно и то
же значение энергии в одних областях пространства принадлежит нижнему, а в дру-
гих — верхнему континууму. И это должно приводить к рождению частиц из вакуума.
Известны и другие трудности, которыми сопровождается применение УКГФ (ком-

плексные значения энергии водородоподобного атома с большим зарядом ядра [2], па-
радокс Клейна [3] и другие). В связи с этим появилось убеждение, что релятивистская
квантовая теория должна изначально строиться как теория многих частиц или как
теория с бесконечным числом степеней свободы, т. е. как квантовая теория поля. Но
квантовая теория поля приводит к расходимостям. Можно, однако, понять, что все
трудности, к которым приводит УКГФ, связаны с тем, что, в отличие от нереляти-
вистского уравнения Шрёдингера, это уравнение основано не на выражении энергии
частицы через импульс

ε =
√

m2 + p2 (1)

(используется система единиц, в которой скорость света c и постоянная Планка � равны
единице), а на выражении квадрата энергии через импульс

ε2 = m2 + p2. (2)

Причина такого выбора состоит в том, что если стандартную замену

ε→ i
∂

∂t
, p→ −i∇

произвести в равенстве (1), то получится не вполне обычное уравнение

i
∂Ψ
∂t

=
√

m2 −∇2 Ψ. (3)

Это уравнение приводят многие авторы [4, 5], но, как правило, только для того,
чтобы объявить его непригодным и перейти к УКГФ. Выдвигаются два аргумента:
а) уравнение несимметрично относительно координат и времени; б) оператор, имеющий
вид квадратного корня из дифференциального оператора, нелокален. Однако симмет-
ричность относительно координат и времени отнюдь не обязательна для релятивист-
ской инвариантности уравнения: выражение для интервала в теории относительности
ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 тоже несимметрично относительно пространства и времени.
Что касается нелокальности, необходимо определить это понятие: локальным называ-
ется линейный оператор, который любой функции, равной нулю на некоторой области,
сопоставляет функцию, равную нулю на той же области [6].
Убеждение, что любой дифференциальный оператор бесконечного порядка нелока-

лен, основано на определении функции оператора, сформулированном Дж. фон Ней-
маном [7]: функции комплексного переменного f(z) и самосопряжённому оператору A,
имеющему собственные значения a и соответствующие собственные функции ϕa, оно
сопоставляет самосопряжённый оператор f(A), имеющий те же собственные функции
ϕa, которым соответствуют собственные значения f(a). Такое определение позволяет,
исходя из соотношения

−i∇ exp(ipr) = p exp(ipr), ∀p ∈ R, ∀r ∈ R,
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получить результат действия на ту же функцию exp(ipr) оператора в правой части
уравнения (3):√

m2 −∇2 exp(ipr) =
√

m2 + p2 exp(ipr), ∀p ∈ R, ∀r ∈ R,

а затем, с помощью трёхмерного преобразования Фурье [8]

ϕ(p) =
∫

R3
u(r) exp(−ipr) dr

— результат действия этого оператора на функцию u(r):

√
m2 −∇2 u(r) = (2π)−3

∫
R3

√
m2 + p2 ϕ(p) exp(ipr) dp, ∀p ∈ R

3, ∀r ∈ R
3.

Конечно, этот оператор (такие операторы называются псевдодифференциальными)
нелокален, поскольку его определение включает интегрирование по координатам. Тем
не менее он используется в ряде работ [8–10], где уравнение (3) называют бесспиновым
уравнением Солпетера, но, по-видимому, его действительно нельзя считать основой
релятивистской квантовой теории. В частности, невозможно использовать это опре-
деление к задачам со ступенчатым потенциалом — оно не даёт возможности ставить
граничные условия в точках скачков потенциала. Можно, однако, отметить, что лю-
бой самосопряжённый оператор нелокален: даже самосопряжённый дифференциаль-
ный оператор второго порядка не определён на функции, равной нулю на P ⊂ R3, если
она не принадлежит гильбертову пространству.
Определение, предложенное Дж. фон Нейманом, — это просто обобщение определе-

ния функции матрицы [11]. Оно не учитывает специфики дифференциальных операто-
ров. Известно [7], что оператор id/dx не может быть определён как самосопряжённый
на промежутке [0,∞), а оператор −d2/dx2, который, казалось бы, является квадратом
предыдущего оператора, может быть определён как самосопряжённый на этом проме-
жутке.
Возникает вопрос: нельзя ли определить локальный оператор, двукратное примене-

ние которого к функции u(r), независимо от принадлежности её гильбертову простран-
ству, эквивалентно применению к ней оператора (m2 −∇2)? Положительный ответ на
этот вопрос и соответствующее определение получены одним из соавторов настоящей
работы [12]. Уравнение (3) при таком определении естественно называть свободным ре-
лятивистским уравнением Шрёдингера (РУШ). В настоящей работе одномерное РУШ
используется для решения задачи о состояниях бесспиновой частицы в пространстве
с прямоугольной ямой произвольной «глубины».

Квадратный корень из дифференциального оператора. Заметим, что диф-
ференциальный оператор, имеющий вид полинома от оператора дифференцирования,
в линейном дифференциальном уравнении локален, но не является самосопряжённым,
однако он вполне определён (на функциях, достаточное число раз дифференцируемых).
Самосопряжённой может быть граничная задача для такого уравнения, заданная с по-
мощью постановки некоторых граничных условий, причём разные граничные условия
для одного и того же дифференциального уравнения приводят к разным самосопря-
жённым граничным задачам. Спектры таких задач и рассматриваются как спектры
самосопряжённых операторов, а их решения — как собственные функции. Самосопря-
жённый оператор — это не то, чем «оперируют» в процессе решения задачи, это — ре-
зультат её решения. Поэтому нет смысла определять самосопряжённый оператор. Надо
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определить неполиномиальную «функцию» локального дифференциального операто-
ра безотносительно к каким-либо граничным условиям, как «ряд Тейлора по степеням
дифференциального оператора конечного порядка».
Пусть аналитическая функция f(z) (символ) голоморфна в некоторой окрестности

нуля, имеет точки разветвления, каждая из которых соединена разрезом с бесконечно
удаленной точкой, и продолжения разрезов за точки разветвления пересекаются в нача-
ле координат, D — линейный локальный дифференциальный оператор (обыкновенный
или в частных производных), а u(x) — функция такая, что в области Q определены все
её образы (Dnu)(x), причём множество предельных точек последовательности

{γn(x0)} =
{
|(Dnu)(x0)|1/n exp

(
i
ϕn

n

)}
,

где ϕn = arg[(Dnu)(x0)], ограничено и не пересекается с множеством точек разрезов
функции f(z) при всех x0 ∈ Q. Тогда функция

(
f(D)u

)
(x) определена на Q аналити-

ческим продолжением функции

(
f(αD)u

)
(x) =

∞∑
n=0

f (n)(0)
n!

αn(Dnu)(x), ∀x ∈ Q

по вещественному параметру α от 0 до 1:

(
f(D)u

)
(x0) =

∞∑
i=0

(1 − αp−1)i

i!

∞∑
k=0

(αp−1 − αp−2)k

k!
. . .

. . .

∞∑
l=0

αl
1

l!
f (i+k+...+l)(0)(Di+k+...+lu)(x0), (4)

где 0 = α0 < α1 < . . . < αp = 1 (αn, n = 1, 2, . . ., p − 1 выбираются так, что все ряды
сходятся абсолютно, и это возможно для таких функций u(x)).
Определённый таким образом оператор удовлетворяет приведённому выше опреде-

лению. Если

D = −i∇, f(z) =
√

m2 − z2, Ψ(r) = exp(ipr), ∀r ∈ P ⊂ R
3, (5)

f(0) = m > 0, разрезы по промежуткам (−∞, −m] и [m, ∞), то(
f(D)Ψ

)
(r) =

√
m2 −∇2 Ψ(r) =

√
m2 + p2 Ψ(r), ∀r ∈ P. (6)

Определим также оператор g(D) с символом g(z) = (m2 − z2)−1/2, заменив в (4)
производные f (i+k+...+l) на производные g(i+k+...+l). Подчеркнём, что функция Φ(r) ≡
≡ (g(D)Ψ

)
(r) определяется однозначно по функции Ψ(r). Эта функция есть такое ре-

шение уравнения √
m2 −∇2 Φ(r) = Ψ(r),

которое обращается в нуль при Ψ(r) ≡ 0. Нетрудно доказать формулу

V (∇) = i[
√

m2 −∇2r− r
√

m2 −∇2] = −i
∇√

m2 −∇2
. (7)

Очевидно, это формула для оператора скорости частицы — она полностью соответ-
ствует релятивистскому выражению для скорости частицы. Таким образом, уравнение

42 Вестник СПбГУ. Сер. 4. Физика. Химия. Т. 3(61). 2016. Вып. 1



(3), в отличие от УКГФ и уравнения Дирака (УД), приводит к правильному выраже-
нию для оператора скорости.
Определение функции оператора с помощью ряда Тейлора по степеням дифферен-

циального оператора приводит к тому, что преобразование f(z) → f(D) при любом
дифференциальном операторе D сумме символов f1(z) + f2(z) ставит в соответствие
сумму функций оператора f1(D) + f2(D), а произведению символов f1(z)f2(z) — по-
следовательное действие этих операторов f1(D)f2(D) в произвольном порядке. (Это
означает, что оно является изоморфизмом колец, кольца коммутативные с единицей.)
В частности, как легко проверить, справедлива формула√

m2 −∇2 = (m2 −∇2)(m2 −∇2)−1/2. (8)

Используя формулу (8), можно показать, что если функция Ψ(t, r) удовлетворяет
уравнению (3), справедливо уравнение непрерывности

∂ρ

∂t
= −∇ · j,

где

ρ(t, r) = |Ψ(t, r)|2 + m2|(g(∇)Ψ
)
(t, r)|2 + |(V (∇)Ψ

)
(t, r)|2, (9)

j(t, r) = Ψ∗(t, r)
(
V (∇)Ψ

)
(t, r) − Ψ(t, r)

(
V (∇)Ψ∗)(t, r)]. (10)

Очевидно, функция (9) существенно положительна, а функция (10) включает опе-
ратор скорости, что вполне естественно для плотности потока.
Итак, уравнение (3) гораздо ближе к нерелятивистскому уравнению Шрёдингера,

чем УКГФ. Можно предположить, что причина трудностей релятивистской кванто-
вой механики, основанной на УКГФ и УД, состоит не в сложном устройстве вакуума,
требующем (якобы) отказа от построения релятивистской квантовой механики по ана-
логии с нерелятивистской, а в стремлении к математической простоте. Вероятно, есть
смысл в попытке построения релятивистской квантовой механики на основе уравне-
ния (3), которое мы называем не уравнением Солпетера, а релятивистским уравнением
Шрёдингера, потому что теперь квадратный корень из дифференциального оператора
определяется в соответствии с выражением (4). В работах [13–16] нами было показа-
но, что при использовании РУШ в задачах об S-состояниях водородоподобного иона,
отражении частицы от скачка потенциала и столкновении частицы с зеркалом конеч-
ной массы не возникает трудностей, характерных для общепринятой теории, а реше-
ния вполне правдоподобны. В теории, основанной на РУШ, возможно использование
дельта-потенциала [16] (УКГФ этого не допускает, поскольку включает квадрат потен-
циала, а квадрат дельта-функции не определён).
В настоящей работе РУШ используется для решения задачи о состояниях бесспино-

вой частицы в одномерном пространстве с потенциалами, имеющими вид прямоуголь-
ной потенциальной ямы.

Стационарное одномерное РУШ с постоянным потенциалом. Легко обоб-
щить уравнение (3) на случай наличия потенциала (потенциальной энергии) U(r):

i
∂Ψ
∂t

− U(r)Ψ(r) =
√

m2 −∇2 Ψ(r). (11)

Если потенциал U(r) не зависит от y и z, зависимости от всех переменных разделяются.
Используя подстановку

Ψ(r) = ψ(ε, x) exp(−iεt),
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получаем стационарное одномерное РУШ с потенциалом U(x):

[ε− U(x)]ψ(ε, x) =
√

m2 −∇2
x ψ(ε, x), (12)

где ∇x ≡ d/dx.
Если U(x) = U0 при всех x ∈ (a, b) ⊂ R, это уравнение принимает вид

(ε− U0)ψ(ε, x) =
√

m2 −∇2
x ψ(ε, x), ∀x ∈ (a, b). (13)

Из определения оператора
√

m2 −∇2
x следует, что если ε < U0, уравнению (13)

удовлетворяет лишь функция ψ(ε, x) = 0, ∀x ∈ (a, b). Если 0 < ε − U0 < m, решение
уравнения (12) имеет вид

ψ(ε, x) = A exp(κx) + B exp(−κx), ∀x ∈ (a, b),

где A, B ∈ C, κk ∈ R:
κ =

√
m2 − (ε− U0)2.

Если же ε− U0 > m,

ψ(ε, x) = A exp(ipx) + B exp(−ipx), ∀x ∈ (a, b),

где
p =

√
(ε− U0)2 − m2 ∈ R.

Для того чтобы определить коэффициенты A, B ∈ C, необходимо поставить гра-
ничные условия. В работе [12] было показано, что аналогом вронскиана дифференци-
ального уравнения второго порядка в теории уравнения (13) является функция

W [x,ψ1,ψ2] = ψ1(x)
(
V (∇x)ψ2

)
(x) − ψ2(x)

(
V (∇x)ψ1

)
(x) (14)

и что, если поставлены граничные условия, при которых эта функция принимает оди-
наковые значения в краевых точках, соответствующая краевая задача является само-
сопряжённой в смысле скалярного произведения:

(ψ1,ψ2)b
a =

∫ b

a

[
ψ∗

1(x)ψ2(x) + m2
(
g(∇x)ψ∗

1

)
(x)
(
g(∇x)ψ2

)
(x) +

+
(
V ∗(∇x)ψ∗

1

)
(x)
(
V (∇x)ψ2

)
(x)
]

dx. (15)

Соответствующая норма
‖ψ‖ =

[
(ψ,ψ)b

a

]1/2
. (16)

Определение локального оператора
√

m2 −∇2
x порождает бесконечное множество

самосопряжённых граничных задач, каждая из которых имеет свой спектр и свои соб-
ственные функции. Каждой из них можно сопоставить самосопряжённый (как это до-
казано в работе [12]) оператор в соответствующем гильбертовом пространстве. Опре-
деление Дж. фон Неймана [7] приводит непосредственно к самосопряжённому операто-
ру, но только к такому, который соответствует единственной граничной задаче — при
a = −∞, b = ∞. Применение этого определения, например, к задаче на промежутке
(0,∞), вообще невозможно, поскольку наш оператор должен быть функцией операто-
ра −i∇x, а последний не может быть определён на функциях на этом промежутке как
самосопряжённый [7].
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Частица в пространстве с прямоугольной потенциальной ямой.
Постановка задачи. Рассмотрим уравнение

(ε− U(x))ψε(x) =
√

m2 −∇2
x ψε(x), ∀x ∈ R, (17)

где функция U(x) имеет вид

U(x) =

{
−U0, ∀x ∈ (−a, a)
0, x /∈ (−a, a).

(18)

Положим для общности U0 > m. Уравнение (17) с таким потенциалом эквивалентно
паре уравнений на промежутках, где |x| < a и |x| > a:

[ε+ U0]ψε(x) =
√

m2 −∇2
x ψε(x), |x| < a, (19)

εψε(x) =
√

m2 −∇2
x ψε(x), |x| > a. (20)

Решения должны быть ограниченными и непрерывными. Поставим граничные усло-
вия, приводящие к вещественному спектру. Они зависят от спектрального параметра ε.
Так как при ε < 0 уравнение (20) имеет только тривиальное решение, граничные усло-
вия в точках x = ±a при ε < 0 имеют вид

ψε(a) = ψε(−a) = 0. (21)

При ε > 0 уравнение (20) имеет нетривиальные решения, поэтому для этого диапазо-
на энергий потребуем не только непрерывности решения, но и непрерывности функции
(V ψε)(x).
Граничная задача поставлена. Задача симметрична относительно преобразования

x → −x, поэтому существуют её чётные и нечётные решения.
Спектр и решения при ε < 0. Уравнение (20) имеет только тривиальное решение.

При ε < −U0 только тривиальное решение имеет и уравнение (19). Уже это обеспечи-
вает ограниченность спектра снизу. При −U0ε < 0 уравнение (19) имеет нетривиаль-
ные решения, но ограниченное и непрерывное решение — только тривиальное. При
−U0 + mε < 0 чётное ψ0

ε (x) и нечётное ψ1
ε (x) решения уравнения (19) имеют соответ-

ственно вид
ψ0
ε (x) = A0 cos px, ψ1

ε (x) = A1 sin px, (22)

где
p =

√
ε2 − m2, (23)

A0, A1 ∈ C.
Используя (23) и условие (21), получим собственные значения для чётных ε0 и для

нечётных ε1 решений:

ε0n =

√
m2 +

π2(2n + 1)2

4a2
− U0, n = 1, 2, . . . , N0,

ε1n =

√
m2 +

π2n2

a2
− U0, n = 1, 2, . . . , N1,

(24)

где N0 и N1 — наибольшие значения n, при которых ε0n и ε1n не больше 0. Соответству-
ющие собственные функции:

ψ0
εn

(x) = A0 cos
π(2n + 1)

2a
x, ψ1

ε (x) = A1 sin
πn

a
x. (25)
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Чтобы эти функции были нормированы в смысле нормы (16), выберем значения
коэффициентов: A0 = A1 = 1/2.

Спектр и решения при ε ∈ (0, m). Решения уравнения (19) сохраняют свой
вид, но теперь и уравнение (20) имеет нетривиальные решения, чётные и нечётные.
Наложив условие ограниченности решения, получаем выражения

ψ0
ε (x) =

{
B0 exp[κ(a + x)], ∀x < −a,

B0 exp[κ(a − x)], ∀x > a,
ψ1(ε, x) =

{
−B1 exp[κ(a + x)], ∀x < −a,

B1 exp[κ(a − x)], ∀x > a.
(26)

Используя условия непрерывности решения и функции
(
V (∇x)ψε

)
(x), получаем си-

стемы для коэффициентов⎧⎨
⎩

A0 cos qa = B0,
q√

m2 + q2
A0 sin qa =

κ√
m2 − κ2

B0;

⎧⎨
⎩

A1 sin qa = B1,
q√

m2 + q2
A1 cos qa = − κ√

m2 − κ2
B1.

Это однородные системы, и они имеют ненулевые решения, только если их опреде-
лители равны нулю. Отсюда следуют равенства для чётных и нечётных решений со-
ответственно, представляющие собой уравнения относительно собственных значений
энергии

tg(q0a) =
κ0

√
m2 + q02

q0
√

m2 − κ02
, tg(q1a) = −q1

√
m2 − κ12

κ1

√
m2 + q12

.

Нетрудно установить, что на каждом промежутке(√
m2 +

n2π2

a2
− U0,

√
m2 +

(n + 1)2π2

a2
− U0

)
⊂ (0, m)

существует ровно одно собственное значение ε0n, соответствующее чётному решению
и ровно одно собственное значение ε1n, соответствующее нечётному решению. Эти зна-
чения могут быть найдены численно. Они составляют второе подмножество σ2 дискрет-
ного спектра нашей задачи. Решения, соответствующие этому подмножеству, имеют
вид

ψ0
n+N0

(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

A0
n+N0

cos q0
n+N0

x, ∀x ∈ (−a, a),

A0
n+N0

exp[κ0
n+N0

(a − |x|)]
cos q0

n+N0
a

, ∀x /∈ (−a, a),
n = 1, 2, . . . , K0, (27)

ψ1
n+N1

(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

A1
n+N1

sin q1
n+N1

x, ∀x ∈ (−a, a),

A1
n+N1

exp[κ1
n+N1

(a − |x|)]
sin q1

n+N1
a

, ∀x /∈ (−a, a),
n = 1, 2, . . . , K1, (28)

где

qi
k =

√
(εik + U0)2 − m2, κi

k =
√

m2 − εik
2
, n = Ni + 1, Ni + 2, . . . , Ni + Ki, i = 0, 1,

Ki — наибольшее значение n такое, что εin+Ni
< m, i = 0, 1. Выберем значения коэф-

фициентов A0
n+N0

и A1
n+N1

из условия ‖ψ‖∞−∞ = 1:
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A0
n+N0

=

⎡
⎣2a +

m2

q0
n+N0

(
m2 + q0

n+N0

2
) sin 2q0

n+N1
a +

+
2m2

κ0
n+N0

(
m2 − κ0

n+N0

2
)

cos2 q0
n+N0

a

⎤
⎦
−1/2

,

A1
n+N1

=

⎡
⎣2a − m2

q1
n+N1

(
m2 + q1

n+N1

2
) sin 2q1

n+N1
a +

+
2m2

κ1
n+N1

(
m2 − κ1

n+N1

2
)

sin2 q1
n+N1

a

⎤
⎦
−1/2

.

Спектр и решения при ε > m. Вид решений на промежутке (−a, a) остаётся
прежним, а для x /∈ (−a, a) теперь справедливы выражения

ψ0
ε (x) =

{
B0 cos[p(x + a) − ϕ0], ∀x < −a,

B0 cos[p(x − a) + ϕ0], ∀x > a,

ψ1(ε, x) =

{
B1 sin[p(x + a) − ϕ1], ∀x < −a,

B1 sin[p(x − a) + ϕ1], ∀x > a,

(29)

где p =
√
ε2 − m2, B0, B1 ∈ C, ϕ0, ϕ1 — фазовые сдвиги для чётного и нечётно-

го решений соответственно. Используя условия непрерывности решения и функции(
V (∇x)ψε

)
(x), получаем:

⎧⎨
⎩

A0 cos qa = B0 cosϕ0,
q√

m2 + q2
A0 sin qa =

p√
m2 + p2

B0 sinϕ0,

⎧⎨
⎩

A1 sin qa = B1 sinϕ1,
q√

m2 + q2
A1 cos qa =

p√
m2 + p2

B1 cosϕ1.

Отсюда следуют выражения для фазовых сдвигов:

ϕ0 = arctg

(
q
√

m2 + p2

p
√

m2 + q2
tg qa

)
, ϕ1 = arctg

(
p
√

m2 + q2

q
√

m2 + p2
tg qa

)
, (30)

Таким образом, для каждого значения ε > m существуют однозначно определён-
ные значения фазовых сдвигов чётного и нечётного решений, а следовательно, и сами
эти (нетривиальные) решения, удовлетворяющие граничным условиям непрерывности
решения и функции

(
V (∇x)ψε

)
(x) и условию ограниченности, т. е. каждое значение
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ε > m принадлежит непрерывной части σ3 спектра нашей задачи и является двукрат-
ным. Соответствующие решения имеют вид

ψ0(ε, x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

A0(ε) cos
[√

(ε + U0)2 − m2 x
]
, ∀x ∈ (−a, a)

A0(ε)
cos[p(x − a) + ϕ0]

cos
[√

(ε+ U0)2 − m2 a
], ∀x /∈ (−a, a), (31)

ψ1(ε, x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

A1(ε) sin
[√

(ε+ U0)2 − m2 x
]
, ∀x ∈ (−a, a)

sign(x)A1(ε)
sin[p(|x| − a) + ϕ1]

sin
[√

(ε+ U0)2 − m2 a
], ∀x /∈ (−a, a), (32)

где

sign(x) =

{
1, ∀x � 0,

−1, ∀x < 0,
p =

√
ε2 − m2.

Удобно нормировать эти решения на дельта-функцию δ(p1 − p2):

A0(ε) = (π)−1/2 cos
[√

(ε + U0)2 − m2 x
]
, A1(ε) = (π)−1/2 sin

[√
(ε+ U0)2 − m2 x

]
.

Решения, соответствующие различным значениям из σ2∪σ3, взаимно ортогональны
в смысле скалярного произведения (ψ1,ψ2)∞−∞. Действительно, для этого достаточно,
чтобы вронскиан принимал одинаковые значения в концевых точках и был непрерывен.
Но он постоянен на каждом из промежутков постоянства потенциала и непрерывен в
точках его скачков.
Докажем, что невещественных значений в спектре нет. Действительно, пусть ψ(x)

есть решение уравнения (17) с потенциалом (18) и ε = ω, удовлетворяющее граничным
условиям непрерывности решения и функции

(
V (∇x)ψε

)
(x). Тогда ввиду вещественно-

сти и линейности оператора и граничных условий функция комплексно сопряжённая
ψ∗(x) есть решение уравнения (17) с потенциалом (18) и ε = ω∗, удовлетворяющее этим
граничным условиям:

(ω − U(x))ψ(x) =
√

m2 −∇2
x ψ(x), (33)

(ω∗ − U(x))ψ∗(x) =
√

m2 −∇2
x ψ

∗(x). (34)

Умножив обе стороны уравнения (33) на ψ∗(x), а обе стороны уравнения (34) на
ψ(x), вычтя затем (34) из (33) и проинтегрировав от −∞ до ∞, получим

(ω − ω∗)
(‖ψ‖∞−∞

)2 = 0,

откуда следует ω = ω∗.
Однако решения, соответствующие подмножеству σ1, не ортогональны решениям,

соответствующим подмножеству σ2 ∪ σ3, они лишь линейно независимы по отношению
к ним.
В приложении показано, что система собственных функций дискретного и непре-

рывного спектров нашей задачи полна в пространстве H непрерывных функций, кото-
рые можно представить в виде

v(x) = u(x) + ϑ(a − |x|)
[

N0∑
n=1

C0
n cos q0

nx +
N1∑

n=1

C1
n sin q1

nx

]
,
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где u(x) — функция, непрерывная вместе с функцией w =
(
V (∇x)u

)
(x),

ϑ(ξ) =

{
0, ∀ξ < 0,

1, ∀ξ > 0.

Столкновение бесспиновой частицы с потенциальной ямой. Рассмотрим
следующие линейные комбинации решений (31) и (32), соответствующих диапазону
ε > m:

ψ+(ε, x) = eiϕ0ψ0
ε (x) + ieiϕ1ψ1

ε (x) =

{
eipx + 1

2 (e2iϕ0 − e2iϕ1)e−ipx, ∀x < −a,
1
2 (e2iϕ0 + e2iϕ1)e−ipx, ∀x > a.

(35)

Очевидно, эти решения, аналогично нерелятивистской теории можно рассматривать
как волновые функции, описывающие частицу, налетающую на яму со стороны отри-
цательных x. Коэффициенты отраженияR и прохожденияD определяются формулами

R =
1
4
|(e2iϕ0 − e2iϕ1)|2 = sin2(ϕ0 − ϕ1), D =

1
4
|(e2iϕ0 + e2iϕ1)|2 = cos2(ϕ0 − ϕ1).

Таким образом, как и в нерелятивистской теории, справедливо естественное равен-
ство: R + D = 1. Казалось бы, ничего странного: отражение и прохождение — события
несовместные, и в соответствии с теорией вероятностей их вероятности складываются.
Вспомним, однако, что, согласно копенгагенской интерпретации квантовой механики,
движение частицы — волновой процесс. А при падении волны на препятствие всегда
возникает интерференция отражённой волны с падающей. Почему здесь её нет?
Ответить на этот вопрос пытались авторы книги [17] и объясняли этот факт, исполь-

зуя временно́е уравнение Шрёдингера. Рассматривая падение частицы на потенциаль-
ный барьер, они пришли к выводу, что волновой пакет, падающий на барьер, разделя-
ется на два пакета: один проходит за барьер, а другой отражается обратно. Поэтому
падающий и отражённый пакеты никогда не совмещаются. Тем самым отсутствие ин-
терференции падающего и отражённого потоков становится вроде бы понятным (хотя
можно заметить вычислительную ошибку, допущенную авторами книги [17] и влияю-
щую на результат), но тот факт, что в одно и то же время существуют и отражён-
ный, и прошедший волновые пакеты, никак не комментируется. Иными словами, если
даже признать убедительным разъяснение авторов, почему падающий и отражённый
потоки не интерферируют, остаётся непонятным, находится ли частица одновременно
слева и справа от барьера. Это эквивалентно парадоксу шрёдингеровской кошки. По-
видимому, наиболее правдоподобно (на самом деле, только это и правдоподобно!), что
частица либо пролетает за барьер или яму либо отражается от них, а не и то и другое
одновременно, несмотря на то, что её волновая функция отлична от нуля и при x < −a,
и x > a.
Разгадка, очевидно, состоит в том, что движению частицы, согласно квантовой

механике, соответствует не вещественная, а комплексная волна! На этом и основано
определение потока в квантовой механике. Но тогда, по-видимому, такой вид волновой
функции не свидетельствует о том, что движению частицы соответствует реальный
волновой процесс. А дифракция на щелях или отверстиях связана с тем, что при их
наличии не выполняется закон сохранения импульса, который справедлив только в од-
нородном пространстве.

Заключение. Итак, показано, что релятивистская квантовая механика может быть
построена вполне аналогично нерелятивистской квантовой механике, т. е. начиная
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с описания движения одной частицы, если не избегать определения квадратного корня
из дифференциального оператора и использовать такое его определение, которое при-
водит к локальному оператору. При этом ликвидируются трудности, связанные с «ниж-
ним континуумом» энергий, а также комплексными значениями энергии в кулоновском
поле. Парадоксально, что эти трудности возникли не из-за «сложного строения вакуу-
ма», а из-за стремления физиков к математической простоте.
Конечно, возможности релятивистской квантовой механики, основанной на новом

определении квадратного корня из дифференциального оператора, не ограничиваются
одночастичными задачами. Простейшая из двухчастичных задач — задача о столкнове-
нии частицы с идеальным зеркалом конечной массы — решена в работе [15], где показа-
но, что законы сохранения полных импульса и энергии данной физической системы вы-
полняются точно, без неопределённостей. Готовится к печати и работа о многоканаль-
ной двухчастичной реакции. Тем самым намечается новый подход в релятивистской
квантовой теории, отличный от квантово-полевого и не приводящий к расходимостям,
неизбежным в квантовой теории поля.

Приложение. Покажем, что система решений, соответствующих подмножеству
σ2∪σ3, полна в линейном пространстве H1, состоящем из функций u(x), определённых
и непрерывных вместе с функцией w(x) =

(
V (∇x)u

)
(x) на множестве всех веществен-

ных чисел R и имеющих конечную норму ‖u‖∞−∞, т. е. всякая функция u(x) ∈ H1 может
быть представлена в виде

u(x) =
N0+K0∑
n=N0+1

A0
n=N0+1ψ

0
n=N0+1(x) +

N1+K1∑
n=N1+1

A1
nψ

1
n=N1+1(x) +

+
∫ ∞

0

A0
(√

m2 + p2
)
ψ0
(√

m2 + p2, x
)

dp +

+
∫ ∞

0

A1
(√

m2 + p2
)
ψ1
(√

m2 + p2, x
)

dp, (∗)

где интегралы сходятся абсолютно и равномерно по x. Воспользуемся тем, что, как
известно [18], существует система функций cos px, sin px, по которой можно разложить
любую функцию u(x) ∈ H1:

u(x) =
∫ ∞

0

α(p) cos px dp +
∫ ∞

0

β(p) sin px dp,

эти интегралы сходятся абсолютно и равномерно. Определим функцию uω(x) (ω > 0)
формулой

uω(x) =
∫ ω

0

α(p) cos px dp +
∫ ω

0

β(p) sin px dp.

Определим коэффициенты A0
n(ω), A1

n(ω) и функции ζ0(ω, p) и ζ1(ω, p) из равенства

uω(x) =
N0+K0∑
n=N0+1

A0
n=N0+1(ω)ψ0

n=N0+1(x) +
N1+K1∑
n=N1+1

A1
n(ω)ψ1

n=N1+1(x) +

+
∫ ω

0

ζ0(ω, p)ψ0
(√

m2 + p2, x
)

dp +
∫ ω

0

ζ1(ω, p)ψ1
(√

m2 + p2, x
)

dp.
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Используя ортонормированность системы решений нашей задачи, соответствующих
значениям энергии ε > 0, получаем

Ai
n(ω) = (ψi

n, uω)∞−∞, n = Ni + 1, . . . , Ni + Ki,

ζi(ω, p) =
(
ψi(ε(p), x), uω(x)

)∞
−∞, i = 0, 1, ∀p � 0,

где ε(p) =
√

m2 + p2.
Так как при ω → ∞ uω(x) стремится к u(x) равномерно по x, то Ai

n(ω) → Ai
n,

ζi(ω, p) → ζi(p), i = 0, 1, ∀p � 0. Поэтому формула (∗) действительно справедлива.
Отсюда следует, что система собственных функций дискретного и непрерывного ре-
шений нашей задачи полна в пространстве H непрерывных функций, которые можно
представить в виде

v(x) = u(x) + ϑ(a − |x|)
[

N0∑
n=1

C0
n cos q0

nx +
N1∑

n=1

C1
n sin q1

nx

]
,

где u(x) ∈ H1,

ϑ(ξ) =

{
0, ∀ξ < 0,

1, ∀ξ > 0.
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