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В пространстве R
n с евклидовой нормой заданы m точек a1, a2, . . . , am. За-

дача Сильвестра ставится так: A4=F< L4D A4<@9APL97B B5N9@4, EB89D:4M<=
6E9 FBK>< ai, i ∈ 1 : m.

Запишем формализацию этой задачи

max
i∈1:m

{
1
2‖ai − x‖2

}
→ min

x∈Rn
. (1)

Здесь x — центр шара. Задача (1) имеет решение x∗ и оно единственно.
Обозначим через A матрицу со столбцами a1, a2, . . . , am и через b — век-

тор из R
m с компонентами b[i] = 1

2‖ai‖
2. Рассмотрим вспомогательную задачу

квадратичного программирования

Q(u) := 1
2 〈A

TAu, u〉 − 〈b, u〉 → min,
m∑

i=1

u[i] = 1, u[i] ⩾ 0 при всех i ∈ 1 : m.
(2)

Множество ее планов обозначим через U . Очевидно, что у задачи (2) существует
оптимальный план. Отметим, что целевая функция Q(u) задачи (2) на множе-
стве планов U допускает представление

Q(u) = − 1
2

m∑

i=1

u[i] · ‖ai − x‖2, где x = Au =

m∑

i=1

u[i] ai.

&9BD9@4 1. �E?< u∗ — BCF<@4?PAO= C?4A ;484K< (2), FB 69>FBD x∗ = Au∗

5G89F D9L9A<9@ ;484K< (1). #D< QFB@ max
i∈1:m

{
1
2‖ai − x∗‖2

}
= −Q(u∗).

Таким образом, задача Сильвестра (1) сводится к задаче квадратичного про-
граммирования (2). Для решения задачи (2) существуют известные конечные
методы (например, метод Данцига). Они хорошо работают при небольших зна-
чениях m и n. Эффективность конечных (базисных) методов связана с исполь-
зованием формул пересчета параметров при переходе к очередной итерации.
Однако при больших m и n последовательный пересчет параметров приво-
дит к критическому накапливанию погрешности вычислений. В связи с этим
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разрабатываются простые итеративные методы, бесконечные в общем случае,
с гарантированной сходимостью. В данном докладе предлагается такой метод
для решения задачи (2). Он аналогичен MDM-алгоритму [1], разработанному
для нахождения точки из выпуклой оболочки конечного множества, ближайшей
к началу координат.

Получим нестандартный вариант критерия оптимальности для задачи (2).
Для этого введем BJ9A>G C?4A4 u — величину

∆(u) = max
i∈I+(u)

{
〈ai, x〉 − b[i]

}
− min

i∈1:m

{
〈ai, x〉 − b[i]

}
.

Здесь x = Au и I+(u) = {i ∈ 1 : m | u[i] > 0} — носитель плана u. Величина ∆(u)
при всех u ∈ U неотрицательна.

&9BD9@4 2. #?4A u ;484K< (2) 5G89F BCF<@4?PAO@ FB784 < FB?P>B FB784, >B784
∆(u) = 0.

С помощью ∆(u) можно оценить близость вектора x = Au к решению x∗

задачи (1).

&9BD9@4 3. #GEFP u — C?4A ;484K< (2) < x = Au. &B784 ‖x− x∗‖2 ⩽ ∆(u).

Оценке ∆(u) при u ∈ U можно дать эквивалентное определение в терминах
исходной задачи (1). А именно, ∆(u) = 1

2

(
max
i∈1:m

‖ai − x‖2 − min
i∈I+(u)

‖ai − x‖2
)
.

&9BD9@4 4. #?4A u ;484K< (2) 5G89F BCF<@4?PAO@ FB784 < FB?P>B FB784, >B784
8?S 69>FBD4 x = Au CD< 6E9I s ∈ I+(u) 6OCB?ASRFES D469AEF64

‖as − x‖ = max
i∈1:m

‖ai − x‖.

Теорему 4 можно переформулировать в геометрических терминах:
C?4A u ;484K< (2) 5G89F BCF<@4?PAO@ FB784 < FB?P>B FB784, >B784 FBK>< as
CD< 6E9I s ∈ I+(u) ?9:4F A4 CB69DIABEF< L4D4 E J9AFDB@ 6 FBK>9 x = Au
< D48<GEB@ R, D46AO@ max

i∈1:m
‖ai−x‖. Такие точки as будем называть BCBDAO@<.

Опишем, как применяется MDM-алгоритм к решению задачи Сильвестра.
В качестве начального приближения возьмем произвольный план u0 задачи (2).
Ему соответствует вектор x0 = Au0.

Пусть уже имеется k-е приближение uk ∈ U . Ему соответствует вектор
xk = Auk. Проверим план uk на оптимальность. Для этого выберем индексы
i′k ∈ 1 : m и i′′k ∈ I+(uk) из условий

〈ai′
k
, xk〉 − b[i′k] = min

i∈1:m

{
〈ai, xk〉 − b[i]

}
,

〈ai′′
k
, xk〉 − b[i′′k ] = max

i∈I+(uk)

{
〈ai, xk〉 − b[i]

}
.

Вычислим оценку ∆(uk) = 〈ai′′
k
− ai′

k
, xk〉−

(
b[i′′k ]−b[i

′
k]
)
. Если ∆(uk) = 0, то uk —

решение задачи (2), а xk — решение задачи (1). Процесс закончен.
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Пусть ∆(uk) > 0. В этом случае будем говорить, что план uk порождает k-ю

итерацию. Вычислим δ̃k = ∆(uk)
‖ai′

k
−ai′′

k
‖2 и положим

δk =

{
δ̃k, если δ̃k ⩽ uk[i

′′
k ],

uk[i
′′
k ], если δ̃k > uk[i

′′
k ].

Очевидно, что 0 < δk ⩽ δ̃k. Если δk = δ̃k, то k-ю итерацию будем называть
A9GE9K9AAB=. При δk < δ̃k получаем GE9K9AAGR <F9D4J<R. Формулы

uk+1 = uk + δk
(
ei′

k
− ei′′

k

)
, xk+1 = xk + δk

(
ai′

k
− ai′′

k

)
,

где ei — i-й орт в пространстве Rm, определяют очередное (k+1)-е приближение.
Описание алгоритма завершено.

&9BD9@4 5. �B?<K9EF6B <8GM<I CB8DS8 GE9K9AAOI <F9D4J<= >BA9KAB.

MDM-алгоритм может содержать конечные блоки идущих подряд усеченных
итераций. При этом существует бесконечная последовательность неусеченных
итераций.

Из последовательности {uk} исключим все планы, порождающие усеченные
итерации. Останется бесконечная подпоследовательность планов {ukj

}, порож-
дающих неусеченные итерации.

&9BD9@4 6. �?S 69>FBDB6 xkj
= Aukj

ECD4698?<6B CD989?PAB9 EBBFABL9A<9
lim
j→∞

xkj
= x∗, 789 x∗ — D9L9A<9 ;484K< (1).

&9BD9@4 7. %CD4698?<6B CD989?PAB9 EBBFABL9A<9 lim
k→∞

Q(uk) = Q(u∗), 789

u∗ — A9>BFBDB9 D9L9A<9 ;484K< (2).

�4@9K4A<9 1. Эффективность MDM-алгоритма решения задачи Сильвестра
зависит от величины |I+(u∗)|. Наиболее благоприятный случай, когда |I+(u∗)| =
= n+ 1.

�4@9K4A<9 2. Если план uk порождает усеченную итерацию, то при переходе
от uk к uk+1 мощность |I+(uk)| при uk[i

′
k] > 0 уменьшается на единицу и оста-

ется прежней при uk[i
′
k] = 0.

Численные эксперименты выполнялись в Институте проблем машиноведе-
ния РАН при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№23-41-00060). В [2] представлено подробное изложение полученных резуль-
татов.
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