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В данной работе показывается, как подобрать адекватную модель обратимого ста-
ционарного процесса скользящего среднего конечного порядка, имея в распоряжении
соответствующее количество выборочных корреляций. Находятся условия допустимо-
сти, при выполнении которых для обратимой модели процесса скользящего среднего
не выше пятого порядка устанавливается однозначное соответствие коэффициентов и
корреляций процесса, а при выполнении условий допустимости для выборочных кор-
реляций удается подобрать обратимую стационарную модель. Для процессов скользя-
щего среднего более высокого порядка предварительно к исходным данным подбирает-
ся смешанная модель авторегрессии и скользящего среднего не выше пятого порядка.
Этот вариант имеет и самостоятельное значение, так как и при небольших порядках
смешанной модели получается хорошее совпадение корреляций модели и выборочных
корреляций процесса. Особое внимание уделяется обратимости процесса, так как фор-
мулы прогноза предполагают выполнение этого условия.
Ключевые слова: процессы скользящего среднего, скользящее среднее конечного по-
рядка, авторегрессия с остатками вида скользящего среднего, стационарные обрати-
мые процессы, оценка параметров.

1. Введение. В работе на основе выборочных данных строится алгоритм оцен-
ки параметров процесса скользящего среднего порядка m, (СС(m)), с m � 5. При
необходимости рассмотрения процесса СС(m) более высокого порядка предвари-
тельно оценивается модель обратимого стационарного процесса авторегрессии с
остатками в виде скользящего среднего порядков m и n, АРСС(n,m), с m � 5.
Для этого сначала при фиксированном m � 5, как и в алгоритме Хеннана [1], оце-
ниваются параметры авторегрессии. При оценке параметров авторегрессии исполь-
зуется метод наименьших квадратов, который способствует существенному улучше-
нию модели. Затем способом, представленным в данной статье, подбирается модель
обратимого стационарного процесса СС(m). В результате получаем обратимую ста-
ционарную модель АРСС(n,m) и эквивалентный ей вариант процесса скользящего
среднего. Обратимости процесса уделяется особое внимание, так как формулы про-
гноза предполагают ее выполнение.

В статье обсуждается вопрос выбора порядков m и n. Важно отметить, что
данный алгоритм можно использовать, если выборочные корреляции получены при
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ограниченном объеме данных и нужно подбирать модель с небольшим количеством
параметров. Приводятся примеры.

Алгоритмы оценки параметров СС(m) приводятся в [2, 3]. Однако если корреля-
ции процесса медленно затухают, то соответствующий процесс скользящего среднего
должен быть высокого порядка и часто модель оказывается необратимой.

В [1–4] обсуждается вопрос оптимального выбора параметров m и n процесса
АРСС(n,m), а также оценка параметров моделей.

Если нужно оценить коэффициенты корреляционной функции, а с ней и спек-
тральной плотности АРСС(n,m) процесса с дискретным или непрерывным пара-
метром, то можно воспользоваться алгоритмами в [5, 6].

Задачи прогноза и моделирования систем, дающие возможность сделать пра-
вильный выбор и оценить взаимодействие отдельных систем, основаны на стати-
стических методах. В частности, используется теория стационарных процессов вида
АР, СС, АРСС. Публикации [7, 8] подтверждают актуальность решения подобных
задач. Это такие задачи, как изменение цен фондовых рынков, цен на акции, из-
менение цен на единицу энергии, задачи, связанные с прогнозом погоды и уровня
воды в реках и озерах. Но для решения подобных задач нужно предварительно най-
ти хорошие оценки моделей. Данная работа дает простой способ оценки параметров
моделей СС и АРСС.

2. Связь коэффициентов процесса скользящего среднего с его корре-
ляциями. Процесс скользящего среднего m-го порядка СС(m) имеет вид

xt =

m∑
k=0

pkξt−k, p0 > 0, t = 0,±1,±2, · · · , (1)

здесь ξk− независимые одинаково распределенные случайные величины с E(ξk) = 0;
E(ξkξj) = δkj , а δkj — символ Кронекера. Во всей статье случайные величины ξj бу-
дут обладать перечисленными выше свойствами, откуда, в частности, следует, что
E(xt) = 0. Процесс СС(m) при конечномm является стационарным процессом с дис-
кретным параметром, и его корреляции R(k) = Ext+kxt удовлетворяют равенствам

R(k) =
m−k∑
j=0

pjpj+k, 0 � k � m, (2)

R(m+ k) = 0, k > 0. (3)

Спектральная плотность f(λ) процесса (1) имеет вид

f(λ) =
1

2π
|
m∑
k=0

pke
−ikλ|2 =

1

2π
(R(0) +

m∑
k=1

R(k)(e−ikλ + eikλ)). (4)

Стационарный процесс (1) обратим, если веса αk в обращенном состоянии

ξt =

∞∑
k=0

αkxt−k,
1∑m

k=0 pkz
k
=

∞∑
k=0

αkz
k, |z| � 1, (5)

таковы, что сходится последний ряд в (5) при |z| < 1. Процесс (1) обратим, если
все корни характеристического полинома p(z) =

∑m
k=0 pkz

m−k по модулю меньше
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единицы [3], т. е.

p(z) =
m∑
k=0

pkz
m−k = p0

m∏
k=1

(z − zk) = 0, |zk| < 1, 1 � k � m. (6)

Последнее условие нетрудно выполнить, так как при z = exp(iλ) имеем f(λ) =
p(z)p(1/z)/(2π). В частности, если процессу (1) соответствует характеристический
полином, у которого некоторые корни по модулю больше единицы

p(z) = p0
∏

|zk|<1

(z − zk)
∏

|zj |>1

(z − zj), (7)

то процесс с характеристическим полиномом

p̃(z) = p0
∏

|zk|<1

(z − zk)
∏

|zj|>1

(z − 1/zj)zj (8)

имеет ту же спектральную плотность, а его корни по модулю меньше единицы.
В дальнейшем считаем, что условия (6) относительно корней p(z) выполнены

и, следовательно, процесс xt обратим.
Производящая функция ϕ(z) ковариаций процесса СС(m) равна

ϕ(z) =

m∑
k=−m

R(k)zk = p20g(z)g(z
−1),

а у обратимого процесса

g(z) =

m∑
k=0

gkz
m−k =

m∏
k=1

|zk|<1

(z − zk) = 0.

Корни ϕ(z) = 0 можно найти, решив уравнение

2m∑
k=0

R(k −m)zk = 0, (9)

и у стационарного процесса они равны z1, · · · , zm, 1/z1, · · · , 1/zm. Нумеруем корни
так, что все |zk| � 1, а так как корней |zk| = 1 должно быть четное число, то одно
из них обозначаем zk, а другое − 1/zk. У обратимого процесса в уравнении ϕ(z) = 0
не должно быть корней |zk| = 1, (см. [2, 3]).

2.1. Замечание 1. Если корреляции R(k) таковы, что уравнение (9) не имеет
корней |zk| = 1 и

2m∑
k=0

R(k −m)zk = p20

m∏
k=1

(z − zk)(z − 1/zk), |zk| < 1, (10)

то коэффициенты процесса СС(m) однозначно определяются корреляциями, про-
цесс является обратимым, характеристический полином p(z) имеет вид (6), а коэф-
фициент p0 = (R(0)/

∑m
k=0 g

2
k)

1/2. Результат остается в силе, если для выборочных
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корреляций выполнено уравнение (10). Подбор параметров модели является опти-
мальным, так как корреляции модели совпадают с заданными.

Приведем некоторые равенства и неравенства, которым должны удовлетворять
коэффициенты

p0, p1, · · · , pm (11)

и корреляции
R(0), R(1), · · · , R(m) (12)

стационарного обратимого процесса. Так как pm/p0 =
∏m
k=1 zk и при всех k корни

|zk| < 1, то из равенства (2) при k = m следует

|pm|
p0

=
|R(m)|
p20

< 1. (13)

Убедимся в том, что коэффициенты (11) удовлетворяют неравенствам

p0 + p1 + p2 + · · ·+ pm > 0, (14)

p0 − p1 + p2 − p3 + · · ·+ (−1)mpm > 0. (15)

Так как |zk| < 1 при всех k, то p(1) = p0
∏m
k=1(1 − zk) =

∑m
k=0 pk > 0, и, следова-

тельно, неравенство (14) выполнено. При z = −1 получаем

(−1)mp(−1) =

m∑
k=0

(−1)kpk = p0

m∏
k=1

(1 + zk),

а с учетом неравенств (6) убеждаемся в справедливости неравенства (15).
Убедимся, что корреляции (12) процесса СС(m) должны удовлетворять нера-

венствам, которые назовем условиями допустимости:

R(0) + 2

m∑
k=1

R(k) > 0, R(0) + 2

m∑
k=1

(−1)kR(k) > 0. (16)

Неравенства (16) очевидны, так как их левые части равны, соответственно
(
∑m

k=0 pk)
2 и (

∑m
k=0(−1)kpk)

2. В дальнейшем будем использовать обозначения:

A(m) = (R(0) + 2

m∑
k=1

R(k))1/2 =

m∑
k=0

pk, (17)

B(m) = (R(0) + 2
m∑
k=1

(−1)kR(k))1/2 =
m∑
k=0

(−1)kpk, (18)

C(m) = (A(m) +B(m))/2 = p0 +

m/2∑
k=1

p2k, (19)

D(m) = (A(m) −B(m))/2 =

(m+1)/2∑
k=1

p2k−1. (20)

Из (16) следует, что величины A(m), B(m) и C(m) больше нуля.
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3. Вычисление коэффициентов обратимого процесса СС(m) при m � 5.
Приведенные ниже алгоритмы находят коэффициенты (11) процесса СС(m) при
условии, что корреляции (12) удовлетворяют соотношениям (2), (16).

3.1. Случай 1. Случай m = 1. Процесс СС(1) имеет вид

xt = p0ξt + p1ξt−1.

Согласно (16) должно выполняться неравенство R(0) > 2|R(1)| и, благодаря (2),

p0 = (
√
R(0) + 2R(1) +

√
R(0)− 2R(1))/2,

p1 = (
√
R(0) + 2R(1)−

√
R(0)− 2R(1))/2.

3.2. Случай 2. Случай m = 2. Процесс СС(2) имеет вид

xt = p0ξt + p1ξt−1 + p2ξt−2.

Из (20) следует, что p1 = D(2). Так как p0p2 = R(2), p0 + p2 = C(2) > 0, то отно-
сительно p0 получаем квадратное уравнение p20 − C(2)p0 + R(2) = 0. В качестве p0
следует взять максимальный корень p0 = (C(2)+((C(2))2−4R(2))1/2)/2, так как при
этом минимальный корень будет равен p2 и будет выполняться неравенство (13).

3.3. Случай 3. Случай m = 3. Процесс СС(3) имеет вид

xt = p0ξt + p1ξt−1 + p2ξt−2 + p3ξt−3.

Используя равенства

p0 + p2 = C(3), p1 + p3 = D(3), p0p3 = R(3), (21)

выражаем все коэффициенты (11) через p0 и подставляем в равенство (2) при k = m.
Это приводит к уравнению 4-го порядка относительно λ, (p0 = λ),

λ4 − C(3)λ3 +R(2)λ2 −D(3)R(3)λ+R2(3) = 0. (22)

За p0 принимаем максимальный положительный корень уравнения (22), осталь-
ные параметры (11) находим из равенств (21). В пользу указанного выбора p0 вы-
ступает тот факт, что из (21) следует неравенство p0+p2 > 0, а p2 может быть отри-
цательным. Кроме того, произведение корней полинома (22) равно R2(3) = (p0p3)

2 и
|p3| < p0. Если полином (22) имеет только два действительных корня, то максималь-
ный из них есть p0, а второй — p3. Если у полинома (22) четыре действительных
корня, то максимальный положительный из них есть p0 и один из корней равен
p3 = R(3)/p0.

Так как в (22) корреляции будут заменяться выборочными, то может оказать-
ся, что уравнение (22) не имеет действительных корней. Наилучшее приближение
получается, если в качестве p0 взять максимум из действительных положительных
частей корней уравнения (22) или максимум модулей этих корней. В примере 3 об-
суждаются эти варианты.

3.4. Случай 4. Случай m = 4. Процесс СС(4) имеет вид

xt = p0ξt + p1ξt−1 + p2ξt−2 + p3ξt−3 + p4ξt−4.
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Используя равенства (2), (19), (20), выражаем через p0 остальные коэффициенты:

p1 =
(R(3)−D(4)p0)p0

R(4)− p20
, p2 =

C(4)p0 − p20 −R(4)

p0
, p3 = D(4) − p1, p4 =

R(4)

p0
,

(23)
подставляем их в равенство (2) при k = m и для вычисления p0 получаем уравнение
8-го порядка:

λ8−C(4)λ7+R(2)λ6+(C(4)R(4)−D(4)R(3))λ5+(R2(3)−R(4)(C(4))2+R(0)R(4))λ4+

+(C(4)R2(4)−D(4)R(4)R(3))λ3 +R(2)R2(4)λ2 − C(4)R3(4)λ+R4(4) = 0. (24)

Как и прежде, p0 — максимальный положительный корень уравнения (24),
остальные параметры (11) находим из равенств (23). Если полином (24) не имеет
действительных корней, то поступаем так же, как в разделе 3.3.

3.5. Случай 5. Случай m = 5. Процесс СС(5) имеет вид

xt = p0ξt + p1ξt−1 + p2ξt−2 + p3ξt−3 + p4ξt−4 + p5ξt−5.

Используя равенства (2), (19), (20), через p0 и p1 выразим остальные параметры
(11):

p2 = C(5) − p0 − (R(4)−R(5)p1/p0)/p0, p3 = D(5) − p1 −R(5)/p0,

p4 = C(5) − p0 − p2, p5 = R(5)/p0. (25)

Равенства (2) при k = 2 и k = 3 дают возможность найти связь между p0 и p1:

p1 = p0
ϕ(p0)

ψ(p0)
, (26)

здесь

ψ(p0) = p80 − p60R(4) + p50D
(5)R(5)− p30C

(5)R2(5) + p20R(4)R
2(5)−R4(5),

ϕ(p0) = p70D
(5) − p60(R(3) +R(5)) + p40(R(2) +R(4))R(5)− p30C

(5)R(4)R(5)−
−p20(R(3)R(5)−R2(4) +R2(5))R(5) + p0C

(5)R3(5)−R(4)R3(5).

Для вычисления p0 получаем уравнение 20-го порядка относительно λ:

ψ2(λ)[λ4 − λ3C(5) + λ2(R(2) + 2R(4))− λ(C(5)R(4) +D(5)R(5)) +R2(4) +R2(5)]+

+ϕ(λ)ψ(λ)[−D(5)λ3 + λC(5)R(5)− 2R(4)R(5)] + ϕ2(λ)[λ4 +R2(5)] = 0. (27)

Находим корни полинома (27). Максимальный действительный из этих корней при-
нимаем за p0, остальные параметры pi, 1 � i � 5, модели находим из равенств (25)
и (26). Если нет действительных корней, то поступаем как в разделе 3.3.

4. Оценка параметров процесса АРСС(n,m) при m � 5. Процесс xt ав-
торегрессии порядка n с остатками в виде скользящего среднего порядка m, т. е.
АРСС(n,m), имеет вид

n∑
k=0

qkxt−k =

m∑
k=0

pkξt−k, q0 = 1. (28)
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Спектральная плотность f(λ) и корреляции R(k) = Ext+kxt процесса (28) равны

f(λ) =
1

2π

|∑m
k=0 pke

−ikλ|2
|∑n

k=0 qke
−ikλ|2 , R(k) =

∫ π

−π
eikλf(λ)dλ, k = 0,±1,±2, · · · . (29)

Процесс (28) будет стационарным и обратимым, если корни соответствующих
характеристических полиномов q(z) =

∑n
k=0 qkz

n−k и p(z) =
∑m

k=0 pkz
m−k по мо-

дулю меньше единицы. В дальнейшем предполагаем, что эти условия выполнены.
Считаем, что эти полиномы не имеют одинаковых корней, что естественно предпо-
ложить, если посмотреть на вид (29) спектральной плотности.

Напомним, что если коэффициенты процесса АРСС(n,m) в представлении (28)
известны, то можно найти корреляции R(k), k = 0,±1,±2, · · · , либо аналитическими
методами [6], либо вычислив интегралы (29). С другой стороны, существует много
разных способов [1, 3–6] подбора модели АРСС(n,m) к заданным выборочным кор-
реляциям, и, как правило, даже при небольших значениях n и m можно получить
хорошее совпадение корреляций модели с выборочными.

Рассмотрим способ оценки параметров модели АРСС(n,m), в котором сначала
оцениваются параметры q1, . . . , qn, т. е. параметрыАР(n), а затем p0, . . . , pm, 0 � m �
5, т. е. параметры CC(m). Этот способ использует алгоритм Хеннана [1] в сочетании
с методом наименьших квадратов, а параметры CC(m) при значениях 0 � m � 5
оцениваются способом, описанным в начале статьи.

4.1. Вычисление параметров процесса АРСС(n,m), если известны
корреляции R(k), 0 � k � m + n, процесса, величины n, m и m � 5. Для
коэффициентов корреляций r(k) = R(k)/σ2

x, σ
2
x = R(0), процесса (28) уравнения

Юла—Уокера принимают вид
n∑
j=0

qjr(k − j) = 0, m+ 1 � k � m+ n. (30)

Введем в рассмотрение процесс:

yt =
n∑
k=0

qkxt−k, (31)

который является линейным преобразованием с ядром q(e−iλ) процесса xt и, следо-
вательно, стационарным процессом с корреляционной функцией

Ry(t− s) = E(ytys) =

n∑
k=0

n∑
j=0

qkqjR(t− s− k + j). (32)

Из равенства (28) следует представление процесса yt в виде СС(m):

yt =

m∑
k=0

pkξt−k. (33)

Убедимся, что корреляции процесса (33) удовлетворяют равенствам (2),(3). Из ра-
венств (28) и (33) следует

Ry(t) =
n∑
k=0

n∑
j=0

qkqjR(t− k + j) =
m−t∑
j=0

pjpj+t, 0 � t � m, (34)
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кроме того, из равенств (32), (33) получаем

Ry(t) =

n∑
k=0

n∑
j=0

qkqjR(t− k + j) = 0, t > m.

Итак, процесс yt является процессом СС(m) с m � 5 и, если корреляции (34) удо-
влетворяют неравенствам (16), то, пользуясь результатами раздела 2, можно найти
коэффициенты (11) и, следовательно, завершить подбор модели процесса (28).

4.2. Оценка параметров процесса АРСС(n,m) при m � 5, если извест-
ны выборочные корреляции. Пусть исходные данные процесса xt представлены
в виде выборочных корреляций

R̂(0) = σ̂2
x, R̂(1) = σ̂2

xr̂(1), . . . , R̂(v) = σ̂2
xr̂(v), r̂(0) = 1, (35)

где σ̂2
x — выборочная дисперсия; r̂(j) — коэффициенты корреляций. Сначала под-

берем модель при заданном параметре m, затем обсудим выбор этого параметра.
Рассмотрим случай n > m, по крайней мере это неравенство должно выполнять-
ся, если процесс получается в результате дискретизации процесса с непрерывным
параметром. Алгоритм справедлив и при n � m.

Если имеется v выборочных корреляций, то возьмем h такое, что

h � v, n � h−m, (36)

составим функционал

Φ(q1, . . . , qn) =

h∑
k=m+1

(

n∑
j=0

qj r̂(k − j))2, q0 = 1,

и найдем оценки q̆j , 1 � j � n, параметров qj , которые его минимизируют.
Система

∂Φ

∂qk
= 0, k = 1, . . . , n,

сводится к системе линейных относительно q̆j , 1 � j � n, уравнений:

n∑
j=0

q̆j

h∑
k=m+1

r̂(k − j)r̂(k − t) = 0, q̆0 = 1, t = 1, . . . , n. (37)

При проверке модели на стационарность нужно убедиться, что корни характе-
ристического полинома q̆(z) =

∑n
i=0 q̆kz

n−k, q̆0 = 1, по модулю меньше единицы.
Если это условие не выполнено, то можно варьировать параметры h и n в преде-
лах (36), добиваясь его выполнения, иначе нужно выбрать новое m и повторить
алгоритм.

В предположении, что исходные данные соответствуют модели АРСС(m,n) ви-
да (28), нужно в (34) заменить qi их оценками q̆i, а корреляции R(j) выборочными
R̂(j), тогда для выборочных корреляций R̂y̆(t) и коэффициентов p̃k процесса сколь-
зящего среднего

y̆t =

m∑
k=0

p̃kξt−k, (38)

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 3 537



получим уравнения

R̂y̆(t) =

n∑
k=0

n∑
j=0

q̆k q̆jR̂(t− k + j) =

m−t∑
j=0

p̃j p̃j+t, 0 � t � m. (39)

4.3. Замечание 2. Если уравнение (10) с корреляциями R(k) = R̂y̆(k) не име-
ет корней |zk| = 1, то, согласно замечанию 1, у процесса (38) корни zk характери-
стического полинома p(z) = p̃0

∏m
k=1(z − zk) по модулю меньше единицы. Модель

будет обратима. В данном случае p̃0 выбирается из расчета, чтобы дисперсия моде-
ли АРСС(n,m) была равна R̂(0). Подбор параметров (11) при фиксированных m и
n является оптимальным, так как корреляции модели совпадают с заданными (см.
пример 1).

Если полином (10) с корреляциями R(k) = R̂y̆(k) имеет корни, по модулю рав-
ные единице, аm � 5, то воспользуемся алгоритмом, описанным в разделе 2. Убедив-
шись, что выполнены неравенства (16), найдем для процесса (38) оценки p̃0, · · · , p̃m
коэффициентов (11) с характеристическим полиномом

p̃(z) =

m∑
k=0

p̃kz
m−k = p̃0

m1∏
k=1

|z̆k|<1

(z − z̆k)

m2∏
j=1

|z̆j|>1

(z − z̆j), m1 +m2 = m. (40)

Заметим, что подбор параметров происходит по выборочным данным, поэтому еди-
ничный корень у характеристического полинома p̃(z) исключен из рассмотрения.
Рассмотрим два варианта, когда m1 = m и m1 < m.

Случай m1 = m в (40) приводит к обратимому процессу, так как все корни
характеристического полинома по модулю меньше единицы (см. пример 1). Диспер-
сия модели должна быть равна R̂(0) = σ̂2

x, поэтому в (40) p̃0 следует заменить на
p̆0 = p̃0σ̂x/σ̃, где σ̃2 — дисперсия процесса с характеристическими полиномами p̃(z),
q̆(z). В результате получаем стационарную обратимую модель АРСС(m,n), которая
будет иметь вид

n∑
i=0

q̆kxt−k =

m∑
k=0

p̆kξt−k, p̆k = p̃kσ̂x/σ̃, 0 � k � m, p̆(z) =

m∑
k=0

p̆kz
m−k. (41)

Случай m1 < m в (40) свидетельствует о необратимости модели (см. пример 2),
поэтому переходим к процессу с той же спектральной плотностью, но с характери-
стическим полиномом

˜̆p(z) =

m∑
k=0

˜̆pkz
m−k = ˜̆p0

m1∏
k=1

|z̆k|<1

(z − z̆k)

m2∏
j=1

|z̆j|>1

(z − 1/z̆j), ˜̆p0 = p̆0

m2∏
j=1

|z̆j|>1

|z̆j|, (42)

который приводит к обратимой модели

n∑
k=0

q̆kxt−k =

m∑
k=0

˜̆pkξt−k, q̆0 = 1. (43)
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Оптимальным можно считать тот вариант, при котором минимально отклоне-
ние

σ̂2
v,h,m,n =

1

v + 1

v∑
j=0

(r̆(j)− r̂(j))2, σ̂h,m,n = σ̂30,h,m,n, (44)

здесь и далее обозначение σ̂h,m,n используется для σ̂v,h,m,n, когда v = 30.
Ясно, что v � m + n, и v рекомендуется брать в пределах 20 � v � 30. В

примерах v = 30, однако если коэффициенты корреляций быстро затухают, то v
можно уменьшить.

Если целью является подбор модели СС(M), то

xt =

M∑
k=0

γkξt−k,
m∑
k=0

˜̆pkz
k/

n∑
i=0

q̆iz
i =

∞∑
k=0

γkz
k, |z| � 1,

сходимость ряда обеспечивается свойствами характеристического полинома q̆(z). Ве-
личину M находим из равенства (1/σ̂2

x)
∑M

k=0 γ
2
k ≈ 1− ε.

5. Примеры. В разделе 5.1 определяется стационарный обратимый процесс
АРСС(6, 4), а в остальных разделах этот процесс моделируется с разными объемами
N выборок и к каждой выборке подбирается предложенным выше способом модель
АРСС(n,m). Оптимальным по параметру h,m+n � h � v считается тот вариант, у
которого величина σ̂v,h,m,n точности вида (44) минимальна.

На рисунке выборочные коэффициенты корреляций, полученные при N =
500; 100; 50, обозначены соответственно r̂A, r̂B и r̂C . Аналогичная запись исполь-
зуется для коэффициентов корреляций моделей.

5.1. Исходные данные. Генеральная совокупность. Зададим параметры
стационарного процесса АРСС(6, 4). Найдем его корреляции и по ним, используя
алгоритм раздела 3.1, восстановим эти параметры.

Приведем характеристические полиномы процесса (28)

p(z) = 2z4 − 4.4z3 + 5.58z2 − 3.596z + 1.258, (45)

q(z) = z6 − 1.2z5 + 0.912z4 − 0.596z3 + 0.973z2 − 1.065z + 0.476. (46)

Корни у полиномов p(z) и q(z) равны, соответственно z1,2 = 0.6±i0.7, (|z1,2| = 0.922),
z3,4 = 0.5 ± i0.7, (|z3,4| = 0.860), и y1,2 = 0.7 ± i0.3, (|y1,2| = 0.762), y3,4 = −0.6 ±
i0.75, (|y3,4| = 0.960), y5,6 = 0.5± i0.8, (|y5,6| = 0.943).

У процесса σ2
x = 39.318, а график коэффициентов корреляций r(j) приведен на

рисунке, а. Находим корреляции R(j) и ставим задачу вычисления q(z) и p(z).
Решаем систему уравнений (30), получаем коэффициенты qk, из которых обра-

зован полином q(z) в (46).
Для получения p(z) воспользуемся двумя вариантами (см. разделы 4.1 и 3.4).

Находим корреляции Ry(0) = 68.161, Ry(1) = −57.121, Ry(2) = 33.474, Ry(3) =
−12, 68.161, Ry(4) = 2.516 процесса yt, которые удовлетворяют соотношениям (10),
и убеждаемся, что полином p(z) совпадает с (45).

Другой вариант основан на алгоритме раздела 3.4, в котором полином (24) име-
ет вид

λ8−8.838λ7+33.474λ6−76.113λ5+130.899λ4−191.500λ3+211.899λ2−140.762λ+40.072.
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За p0 принимаем максимальный положительный корень полинома, а именно p0 = 2,
а остальные параметры pk, 1 � k � 4 находим из равенств (23) и убеждаемся, что
они совпадают с коэффициентами полинома (45).

5.2. Пример 1. У выборки объема N = 500 выборочная дисперсия равна
σ̂2
x = 37.548. Определим h(10 � h � 30) и найдем модель, у которой ошибка (44)
будет минимальной. У этого варианта h = 26, m = 4, n = 6, σ̂26,4,6 = 0.014,

q̆(z) = z6 + 1.037z5 + 0.420z4 − 0.858z3 − 0.303z2 + 0.142z + 0.359. (48)

Корреляции процесса y̆t равны R̂y̆(0) = 4.610, R̂y̆(1) = 0.265, R̂y̆(2) = 0.450, R̂y̆(3) =

0.031, R̂y̆(4) = 1.588, у полинома (9) корней по модулю, равных единице, нет, и на
основании замечаний 1 и 2 p(z) имеет вид (5) с p̆0 = 1.940.

В результате при m = 4 получаем наилучшую стационарную обратимую модель
(41), которую назовем A1, с характеристическими полиномами (48) и

p̆(z) = 1.940z4 + 0.140z3 + 0.161z2 − 0.041z + 0.786.

Заметим, что при h = 28, 29, 30, подобрать стационарную модель АРСС(6, 4) не
удалось, так как у каждого из соответствующих полиномов q̆(z) оказались корни по
модулю больше единицы.

Здесь и в дальнейшем будем приводить величину σ̂m+n,m,n, так как на осно-
вании h = m + n корреляций традиционно строится оценка параметров. В данном
случае σ̂10,4,6 = 0.026, а у соответствующей модели, которую назовем A2, характе-
ристические полиномы равны

p̆(z) = 1.96z4 − 1.287z3 + 0.413z2 − 0.190z + 0.399,

q̆(z) = z6 + 0.325z5 − 0.137z4 − 0.995z3 + 0.104z2 + 0.215z + 0.325.

Так как коэффициенты корреляций r̂A(t) и r̆A1(t) модели A1 практически совпада-
ют, то для наглядности на рисунке, б приведены коэффициенты корреляций r̂A(t)
и r̆A2(t) — модели A2.

Благодаря большой выборке промоделированного процесса, коэффициенты кор-
реляций всех перечисленных моделей мало отличаются между собой и от выбороч-
ных. В данном примере и в последующих можно убедиться, что использование ме-
тода наименьших квадратов в виде (37) для оценки параметров q1, · · · , qn приводит
к улучшению модели.

5.3. Пример 2. У выборки объема N = 100 выборочная дисперсия равна
σ̂x

2 = 42.312, а график коэффициентов корреляций r̂B(t) приведен на рисунке, а, б.
При подборе стационарной модели АРСС(6, 4) с v = 30 в (44) минимальное

отклонение σ̂23,4,6 = 0.051 получаем, если в (37) h = 23. Эту модель обозначим
через B1. У модели B1 характеристический полином p̆(z) в (40) имеет корни z̆1,2 =
−0.449± i0.475, z̆3,4 = 0.556± i0.892, |z̆3,4| > 1, p̃0 = 1.231, σ̃ = 7.449, σ̂x = 6.505, p̆0 =
1.075.

Корреляции процесса y̆t равны R̂y̆(0) = 2.759, R̂y̆(1) = 0.349, R̂y̆(2) =

1.525, R̂y̆(3) = 0.762, R̂y̆(4) = 0.866. У полинома (9) четыре разных корня по модулю
равны единице, поэтому воспользоваться методом, приведенным в замечании 1, не
удается.

Для сравнения приведем также σ̂v,10,4,6 = 0.227.
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Коэффициенты корреляций: r(t) — исходные, r̂(t) — выборочные, r̆(t) — модели.

При подборе модели с m = 3, а n = 5 или n = 6, минимальные по h отклонения
(44) равны σ̂26,3,6 = 0.035 (модель B2), σ̂25,3,5 = 0.045. Точности моделей не очень
отличаются между собой, но оптимальной является модель B2. При h = 9,m =
3, n = 6 не выполнены условия допустимости (16).

Приводим характеристические полиномы окончательных вариантов стационар-
ных обратимых моделей B1:

˜̆p(z) = 1.156z4 + 0.067z3 − 0.240z2 + 0.087z + 0.106,

q̆(z) = z6 + 1.081z5 + 0.663z4 − 0.694z3 − 0.348z2 − 0.072z + 0.290

и B2:
˜̆p(z) = 0.676z3 + 0.126z2 + 0.460z + 0.388,

q̆(z) = z6 + 1.358z5 + 0.976z4 − 0.625z3 − 0.735z2 − 0.425z + 0.128.

Графики коэффициентов корреляций моделей B1 и B2 мало отличаются между
собой и от выборочных коэффициентов корреляций r̂B(t), поэтому их не приводим.

5.4. Пример 3. При объеме выборки N = 50 выборочная дисперсия равна
σ̂x

2 = 66.266. Оптимальный вариант модели АРСС(6, 4) имеет отклонение σ̂27,4,6 =

0.069 при h = 27. Выборочные корреляции процесса y̆t равны R̂y̆(0) = 5.057, R̂y̆(1) =

2.520, R̂y̆(2) = 6.086, R̂y̆(3) = 3.013, R̂y̆(4) = 0.690 и при этих корреляциях у полинома
(9) четыре корня по модулю равны единице, следовательно, условия, приведенные
в замечании 1 не выполнены. Стационарная обратимая модель, назовем ее C, имеет
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характеристические полиномы

˜̆p(z) = 0.675z4 + 0.050z3 + 0.339z2 + 0.308z + 0.072,

q̆(z) = z6 + 1.207z5 + 0.737z4 − 0.480z3 + 0.198z2 + 0.587z + 0.629.

В данном примере при оценке параметров (11) модели АРСС(6, 4) по алгоритму
раздела 3.4, у полинома (24) все 8 корней оказались комплексно-сопряженными,
т. е. не было положительного действительного корня, который можно было принять
за p0. Поэтому для выбора параметра p0 рассматривался, во-первых, максимум из
действительных положительных частей корней уравнения (24), а во-вторых, мак-
симум модулей корней. У обеих моделей коэффициенты корреляций практически
одинаковые, а точности (46) соответственно равны 0.069 и 0.071.

При подборе модели АРСС(6, 3) оптимальный вариант имеет отклонение
σ̂27,3,6 = 0.086 при h = 27. Заметим, что не удается подобрать стационарных моде-
лей для АРСС(6, 4) при h = 10 и для АРСС(6, 3) при h = 9. При других значениях
m и n (3 � m � 5, 4 � n � 6) величина критерия (44) оказывалась больше, чем у
оптимальных моделей.

При N = 500 выборочные корреляции близки к исходным и точность подбора
модели лучше, чем при N = 50.

На рисунке, в, г приведены коэффициенты корреляций r(t), выборочные r̂C(t),
а также коэффициенты корреляций r̆C(t) модели C.

5.5. Замечание 3. Рассмотрим три варианта задания процессов АРСС(n,m).
Будем использовать обозначения примера 5.1.

В I варианте рассматривается процесс АРСС(4, 2), у которого корни характе-
ристических полиномов p1(z) и q1(z) те же, что и, соответственно, первые два и
первые четыре в примере 5.1. Во II варианте рассматривается процесс АРСС(6, 4),
у которого p2(z) = p1(z)(z− y5)(z− y6), q2(z) = q1(z)(z− y5)(z− y6), y5,6 = 0.5± i0.8.
В III варианте задан процесс АРСС(6, 4), у которого p2(z) = p1(z)(z − y7)(z − y8),
y7,8 = 0.5± i0.801, q3(z) = q2(z) имеет вид (46).

Во II варианте p2(z) и q2(z) имеют общие корни и при соответствующем со-
кращении на общий множитель числителя и знаменателя спектральной плотности
получается I вариант. Коэффициенты корреляций процессов первых двух вариан-
тов совпадают. Если к этим корреляциям применить предложенный метод, то при
m = 2 получаем I вариант, а m = 4 приводит к нестационарному варианту. Хотя,
кроме одной пары, остальные корни характеристических полиномов вариантов II и
III совпадают, но вариант III, в отличие от II, по своим корреляциям восстанав-
ливается однозначно.

Все варианты были промоделированы с N = 500.При подборе модели к выборке
I варианта получились точности: при m = 2, n = 4, σ̂26,2,4 = 0.027 и при m = 4,
n = 6, σ̂26,4,6 = 0.039. У II и III вариантов модели близки, а точности лучших
моделей одинаковы: m = 2, n = 4, σ̂23,2,4 = 0.030 и m = 4, n = 6, σ̂23,4,6 = 0.022, т. е.
моделирование нивелирует расхождение между этими вариантами.

У выборок алгоритм отдает предпочтение тому варианту, который моделиро-
вался. Если считать, что приведенные точности не очень отличаются, а более важно
минимизирование суммы m + n (это предположение присутствует во многих учеб-
никах), то все варианты приводят к модели с m = 2, n = 4. В данном случае
понятен аргумент в пользу уменьшения суммы m+n, так как он помогает избежать
вариант, при котором числитель и знаменатель спектральной плотности процесса
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АРСС(n,m) имеют общие корни. Выборки приводят к сглаживанию оценок, и для
получения более тонких результатов нужны дополнительные исследования.

Заключение. Приведенные примеры показывают, что предложенный алго-
ритм оценки параметров процессов СС(m) и АРСС(n,m) приводит к хорошим ре-
зультатам.
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