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Аннотация
Представленная обзорная статья посвящена волнам Россби в океане. Сегодня существует множество научных ра-

бот по этой теме, в  которых авторы по-разному подходят к  изложению материала. Для исследователей, которые не 
слишком подробно занимались представленными вопросами, анализ таких источников часто воспринимается как со-
вокупность разрозненной и  противоречивой информации, не позволяющей получить адекватное представление по 
предмету. В статье на основе анализа основных тематических публикаций систематизированы основные представле-
ния по различным аспектам, а также проведено сравнение различных подходов. Особое внимание уделяется обзору 
дисперсионных соотношений волн Россби при наличии фонового потока с акцентом на наличие либо отсутствие до-
плеровской добавки к частоте. Хотя рассматриваемые постановки задач и дисперсионные соотношения, как правило, 
являются общеизвестными, однако у многих авторов они изложены существенно по-разному, что часто приводит к не-
пониманию и путанице. Мы обращаем внимание читателя на ключевые спорные моменты и приводим различные под-
ходы в единую стройную систему. Если длинные волны Россби не «чувствуют» течения, то это справедливо для модели 
«мелкой воды» и является следствием галилеевской неинвариантности дисперсионного соотношения. Рассматривая 
различные подходы, мы показываем, что строгого дисперсионного соотношения для галилеево-неинвариантного дис-
персионного соотношения нет. Всегда добавляются некие не совсем строгие предположения и допущения, такие как 
формальное существование вертикальных границ или зависимость баротропного радиуса от переменной поперечной 
координаты. Выводы дисперсионного соотношения с недоплеровским сдвигом содержат также некие асимптотиче-
ские разложения, сопровождаемые анализом теории размерностей. Используя общую терминологию, мы соединяем 
основные аналитические результаты по теме и излагаем их в единой логике.
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Abstract
The review is devoted to Rossby waves in the ocean. Currently, there are many monographs and scientific articles on this topic, 

in which the authors approach the presentation of the material in different ways. For researchers who have not delved too deeply into 
this topic, the analysis of these sources is often perceived as a collection of disparate and often contradictory information that does 
not allow an adequate understanding of the subject. The review is based on the analysis of the main publications on this topic, and it 
systematizes the main ideas in various aspects. We also give the readers a comparison of different approaches in this area. Particular 
attention is paid to the review of the dispersion relations of Rossby waves in the presence of a background flow with an emphasis on the 
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presence or absence of a Doppler additive to the frequency. Although the problem statements and variance ratios under consideration 
are generally well-known, however, they are presented in significantly different ways by many authors, which often leads to misun-
derstanding and confusion. We draw the reader’s attention to the key controversial points and bring various approaches into a single 
coherent system. If long Rossby waves do not “feel” the flow, then this is true for the “shallow water” model and is a consequence of the 
Galilean non-invariance of the dispersion relation. Considering various approaches, we show that there is no strict dispersion relation 
for the Galilean-non-invariant dispersion relation. Some not quite strict assumptions and assumptions are always added, such as the 
formal existence of vertical boundaries or the dependence of the barotropic radius on the variable transverse coordinate. The derivation 
of the dispersion relation with the Doppler shift also contains some asymptotic expansions, accompanied by an analysis of the theory 
of dimensions. Using common terminology, we combine the main analytical results on the topic and present them in a single logic.

Keywords: Rossby waves, dispersion relation, Doppler shift, Galilean noninvariance

1. Введение

Теория низкочастотных волн в  атмосфере и  океане восходит к  «приливным уравнениям» Лапласа. 
В 1890-е гг. было установлено [1–4], что уравнения Лапласа имеют решения, которые наряду с гравита-
ционнo-инерционными (колебания первого класса) содержат низкочастотные градиентно-вихревые вол-
ны (колебания второго класса), связанные с вращением и сферичностью Земли. Эта теория практически 
оставалась без приложения к задачам гидрометеорологии вплоть до конца 1930-х гг., когда Карл Россби [5] 
открыл в приближении «β-плоскости» низкочастотные волновые движения, а Б. Гаурвиц впервые отожде-
ствил волны Россби с лапласовскими колебаниями второго класса на сфере [6]. Интерес геофизиков к вол-
нам Россби с каждым годом все возрастает. Во всех серьезных монографиях как по геофизической гидро-
динамике [7–13], так и по и механике сплошных сред [14–15] обязательным элементом видов волн на воде 
являются волны Россби. Изложение волн Россби в монографиях [7, 12, 15] идет в ключе общего подхода 
к волнам в океане: через классическое разделение переменных. В частности, применяется подход «лучи — 
в горизонтальной плоскости, мода — по вертикальной координате [16]. Общим ключевым моментом при 
этом является отсутствие фонового течения [7, 12, 15]. В монографии [7] есть следующее общее теорети-
ческое утверждение, относящееся к любым видам линейных волн: для почти плоских волн, для которых 
можно написать лучевые уравнения Гамильтона [17], частота ω волны, двигающейся в среде со скоростью 
U, воспринимаемая неподвижным наблюдателем, равна
	 0 ,ω = σ + kU 	  (1)
где s0 — частота, измеренная в неподвижной среде, k — волновое число (вектор). Величина kU называет-
ся «доплеровским сдвигом». В отличие от [7], мы будем полагать для простоты изложения, что скорость 
фонового течения строго постоянная величина U — const. Для случая, когда U = U(x) можно построить 
ВКБ-приближение [18, 19] или ввести конвективные координаты для линейного поля скорости (для волн 
Россби это сделано в работах [20, 21].

Понимание физического смысла доплеровского сдвига не является тривиальным. Поэтому у исследо-
вателя, прочитавшего монографию [7], не знакомого со всеми тонкими настройками волн Россби [8], мо-
жет сложиться впечатление, что волны Россби — это обычные диспергирующие волны, скорость фонового 
потока для которых, по крайней мере в линейной постановке, должна быть отражена через доплеровскую 
добавку к частоте. Однако, это утверждение о доплеровской добавке к частоте в целом не верно для волн 
Россби. Точнее говоря, доплеровская добавка к частоте ω может быть, а может и не быть, в зависимости от 
постановки задачи.

Принципиальным отличием волн Россби от других видов волн на воде является наличие большого ко-
личества факторов, которые определяют их динамику. Эти факторы определяют различные подходы или 
приближения, которые используются при исследовании волн Россби: стратифицированный или однород-
ный по плотности океан, граничное условие — свободная поверхность или «твердая крышка», наличие 
топографических изменений или их отсутствие, рассматривается приближение f- или β-плоскости, отсут-
ствие или наличие фонового потока, фоновый поток баротропный или бароклинный. Вывести единое дис-
персионное соотношение с учетом всех перечисленных выше факторов в общем случае невозможно. В не-
котором смысле, волны Россби — это образ собирательный. В одних постановках для волн Россби имеется 
классический доплеровский сдвиг. В других постановках доплеровского сдвига, в чистом виде, нет.

Мы полагаем, что разные авторы часто говорят об одном и том же явлении, используя различную тер-
минологию. Одни (см., например, [22]) говорят о галилеевской неинвариантности, понимая под этим на-
рушение соотношения (1). Другие, в более ранних работах, например [23, 24], используют термин «псев-
до-бета-эффект» или говорят о «недоплеровском эффекте» [25, 26].
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Отметим, что исторически, дисперсионные соотношения для волн Россби в разных постановках, кото-
рые дают доплеровский и не доплеровский сдвиг, были получены в одномерном случае еще в пионерской 
работе Россби 1939 г. [5]. Но никто из выше цитируемых авторов этого факта не замечает. Впоследствии, 
одномерные результаты галилеево-неинвариантного дисперсионного соотношения были обобщены Чарни 
и Обуховым [27, 28], и это уравнение иногда в литературе называется уравнением Чарни-Обухова.

Принципиально важно отметить, что геофизическая гидродинамика зародилась, как наука об атмос-
фере, и только потом были сделаны обобщения на случай океана. Исторически развитие шло от Бьеркне-
са к Россби, Чарни, Обухову, Педлоски. Основные приближения наиболее лаконично сформулированы 
в работе Чарни 1948 года: «В поисках необходимого набора принципов ориентируются на опыт синопти-
ков-метеорологов, обнаруживших, что погода, вызывающая движения свободной атмосферы, может ха-
рактеризоваться с  использованием терминов: квазигидростатический, квазиадиабатический, квазигори-
зонтальный и квазигеострофический» [27].

Целью данной работы является обзор дисперсионных соотношений волн Россби при наличии фонового 
потока с акцентом на наличие, либо на отсутствие доплеровской добавки к частоте. При этом постановки и дис-
персионные соотношения, излагаемые в данной статье, являются общеизвестными, но по-разному изложен-
ные у разных авторов. Мы приводим имеющиеся в литературе различные подходы и основные аналитические 
результаты по дисперсионным соотношениям волн Россби в единую систему, излагая их в единой логике с ис-
пользованием общей терминологии. Для лаконичности изложения мы избегаем повтора выводов хорошо из-
вестных дифференциальных уравнений, но даем соответствующие ссылки. При этом мы ограничимся случаем 
приближения β-плоскости. Дисперсионное соотношение для планетарных волн на сфере (случай сферических 
координат) в терминах присоединенных функций Лежандра можно найти в монографии [12] и соответствую-
щей библиографии. Из западной литературы одной из важнейших можно назвать работу [29].

2. Стратифицированный океан

2.1. Нелинейная краевая задача

Уравнение квазигеострофической потенциальной завихренности на β- плоскости для стратифициро-
ванной несжимаемой жидкости имеет вид (см., например, [8] — уравнение (6.8.11); [7] — уравнение (44.40)):

	 2 1 0,h
h z

z

d
y

dt S
  ∇ Y + Y + β =  

   
	 (2)

где приняты следующие стандартные обозначения:

	
2 2

2
2 2, ,h

h
d
dt t x y y x x y

∂ ∂Y ∂ ∂Y ∂ ∂ ∂ 
= + - ∇ = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

	 (3)

y — давление, S = N2/f2, N — частота Вяйсяля-Брента, далее считается постоянной, f — удвоенная частота 
вращения Земли: f = f0 + by, f0 = 2wsinj0, b = 2wcosj0/R, R — радиус Земли. Система координат правая: ось 
x направлена на восток, ось y — на север, ось z — вверх. Компоненты скорости находятся из соотношений 

,yu
f

Y
= -

r
xv
f

Y
=

r
, ρ — плотность воды. Уравнение (2) получается редукцией из уравнений для импульса 

и  сохранения массы в  адиабатическом приближении. В  этом уравнении не учитываются молекулярная 
диффузия, трение, теплопроводность, источники тепла и соли. Так как жидкость считается несжимаемой, 
уравнение сохранение массы распадается на два уравнения — для плотности и скорости. Поле скорости 
является бездивергентным.

Для нахождения дисперсионного соотношения волн Россби в  океане в  случае стратифицированной 
жидкости к нелинейному уравнению завихренности необходимо добавить нелинейные граничные условия 
на свободной поверхности и дне (см. Приложение, формулы (A3-A5)). Для граничных условий не будут 
учитываться экмановские слои и ветровая накачка.

Однако, даже несмотря на сделанные предположения о граничных условиях, нелинейные граничные 
условия на свободной поверхности в стратифицированном океане аналитически не разрешимы. Так как 
само понятие «свободная поверхность» является следствием решения задачи об отражении ([7], стр. 93), 
то приходится делать дополнительные упрощающие предположения, такие как линеаризация уравнения 
завихренности и граничных условий, а также замена верхнего граничного условия на твердую поверхность 
(предположение о «твердой крышке»).
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2.2. Линеаризация уравнения завихренности

На первом этапе предположим, что фоновое течение отсутствует. Тогда, отбрасывая квадратичные сла-
гаемые, приводим уравнение (2) к виду:

	 2 1 0.h z x
zt S

 ∂  ∇ Y + Y + βY =  ∂    
	  (4)

Решение для возмущений ищем в виде двойного интеграла Фурье:

	 ( ) ( ) ( ), , , , , , exp .x y z t k l z i kx ly t dk d
∞ ∞

-∞ -∞

 Y = Y σ + - σ σ ∫ ∫  	 (5)

Подставляя (5) в (4) получаем уравнение:

	 2 21 0.zz
k k l

S
β Y - + + Y = σ 

  	 (6)

Сначала рассмотрим линейные граничные условия на свободной поверхности без учета топографии 
(см. Приложение, формула (A11)).

	

2
0, 0,

0, ,

z

z

N z
g

z H

Y + Y = =

Y = = -

 



	  (7)

где H — глубина океана, g — ускорение свободного падения. Данная задача является задачей Штурма-Лиу-
вилля. Будем искать решение в следующем виде:

	 ( ) 2 2 2cos , .km z H m S k lβ Y = + = - + + σ 
 	 (8)

Оно автоматически удовлетворяет уравнению (6) и нижнему граничному условию (7). Подставляя (8) 
в верхнее граничное условие, получаем следующее уравнение

	
2

tan .NmH
gm

= 	 (9)

Важно отметить, что данное уравнение является трансцендентным и не имеет точных аналитических 
решений. Графический анализ данного уравнения дает следующие приближенные корни:

2
2
0 , , 1,2,3,...n

f nm m n
gH H

π
≈ ≈ =

Окончательно получаем следующее приближенное решение краевой задачи:

	
2

0 2 2 , , const.k fF
gHk l F

β
σ ≈ - = Y ≈

+ +
 	 (10)

	
( )22 2

, , 1,2,3,...
/

n r
r

k NHL n
fk l n L

β
σ ≈ - = =

+ + π
	 (11)

где k и l — зональное и меридиональное волновые числа, σ — частота. Первую моду s0 называют баротроп-
ной волной Россби. Бесконечный счетный набор мод sn принято называть бароклинными волнами Россби. 
Важно отметить, что знака равенства в уравнениях (10) и (11) нет, и вместо точных используются прибли-
женные значения.

Оценки внешнего re и  внутреннего ri радиусов деформации: 1/2 2000er F -= ≈  км 1 100i rr L-= ≈  км. 
(В расчетах приняты оценки N = 2×10–3 рад/с, g = 10 м/с2, H = 5×103 м). Эти оценки показывает сильную 
разнесенность типичных масштабов баротропных и бароклинных волн Россби, что является основанием 
рассчитывать на их независимое аналитическое изучение.

Собственная функция баротропной моды, принимающая значение 1 на дне, практически не изменя-
ется, достигая поверхности океана: изменение фазы всего 10–2. Поэтому собственная функция приблизи-
тельно равна константе. Горизонтальные компоненты скорости в первом порядке не зависят от вертикаль-
ной координаты, а возмущения плотности и вертикальной скорости пренебрежимо малы.
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В отличие от баротропной, бароклинная мода связана с наличием в среде стратификации. Этим ба-
роклинная мода напоминает обычные внутренние волны в  океане, однако имеются и  принципиальные 
отличия. Согласно теории, для заданной фиксированной частоты волн Россби существует конечное мно-
жество вертикальных собственных функций, в то время как в реальном бароклинном океане их может и не 
быть вовсе [18, 19, 30, 31–33]. Баротропный (внешний) и бароклинный (внутренний) радиусы деформации 
Россби — это характерные пространственные горизонтальные масштабы, которые используются при рас-
смотрении множества волновых процессов. Когда масштабы волн сравнимы с радиусом деформации, ча-
сто используется геострофическое приближение. Если в динамике сплошной среды движение происходит 
в направлении градиента давления, то во вращающейся системе координат геострофическое движение — 
это движение перпендикулярно градиенту давления. В этом и состоит главная особенность геострофиче-
ского приближения.

Возникает вопрос: можно ли получить не приближенное, а точное дисперсионное соотношение волн 
Россби? Ответ на этот вопрос следующий. Одновременно заменить приближенное выражение на точное 
равенство в баротропном и бароклинном дисперсионных соотношениях нельзя. Однако, это можно сде-
лать по отдельности. Сначала улучшим бароклинное дисперсионное соотношение. Для этого перейдем 
к более простым граничным условиям: от свободной поверхности к «твердой крышке». Одновременно до-
бавим в задачу баротропное фоновое зональное течение. А впоследствии (см. раздел 3), наоборот, оставим 
нелинейную свободную поверхность и топографию, но при этом придется убрать стратификацию.

2.3. Линейное уравнения завихренности на зональном баротропном течении. «Твердая крышка»

Предположим, что на фоне баротропного зонального течения U имеются малые возмущения. Для 
функции тока в виде

	 ( ) ( )ˆ, , , , , , ,x y z t U y x y z tY = - + εY 	 (12)

где ε — малый параметр, характеризующей отношение амплитуд возмущений к фоновому течению. Под-
ставив (12) в (2), получаем следующее уравнение в линейном приближении:

	 2 1ˆ ˆ ˆ 0.h z x
z

U
t x S

 ∂ ∂   + ∇ Y + Y + βY =    ∂ ∂     
	 (13)

Снова ищем решение в волновом представлении

	 ( ) ( ) ( )ˆ , , , , , , exp .x y z t k l z i kx ly t dk d
∞ ∞

-∞ -∞

 Y = Y σ + - σ σ ∫ ∫  	 (14)

Подставляя (14) в (13), получаем уравнение

	 2 21 0,zz
k k l

S kU
β Y - + + Y = σ - 

  	 (15)

с граничными условиями «твердая крышка» (см. Приложение). При добавлении зонального потока линеа-
ризованные граничные условия не изменились:

	
0, 0,

0, .
z

z

z

z H

Y = =

Y = = -





	  (16)

Решение, автоматически удовлетворяющее уравнению (15) и нижнему граничному условию (16), имеет вид

	 2 2 2cos ( ), .km z H m S k l
kU

β Y = + = - + + σ - 
 	 (17)

Подставляя (17) в верхнее граничное условие (16), получаем следующее уравнение на собственные зна-
чения:

	 tanmH = 0.	 (18)

Это уравнение уже имеет точные решения 2
0 0,m =  ,n

nm
H
π

=  n = 1, 2, 3, … Окончательно получаем сле-

дующее точное решение линейной краевой задачи для стратифицированного океана с верхним граничным 
условием «твердая крышка»:
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	 2 2 , const,k kU
k l

β
σ = - + Y =

+
 	 (19)

	 2
2 2

, , 1,2,3,...n r

r

k NHkU L n
fnk l

L

β
σ = - + = =

 π
+ +  

 

	 (20)

Первую моду σ назовем бездивергентной волной Россби. Педлоски ([8], стр. 460, формула (6.12.10а)) 
и Salmon ([9], уравнение (21.23)) называют эту моду баротропной. Для этой моды возмущения плотности 
и вертикальная скорость строго равны нулю, а горизонтальные скорости не зависят от вертикальной коор-
динаты. Моды σn называются бароклинными. Эти моды имеют вертикальную структуру и обладают всеми 
свойствами классической задачи Штурма-Лиувилля (n — количество узлов по вертикали).

Таким образом, в стратифицированном океане в линейной постановке с верхним граничным услови-
ем «твердая крышка» дисперсионные соотношения для бароклинных и бездивергентных волн Россби на 
зональном потоке имеют классическую Доплеровскую добавку. Остается нерешенным вопрос: «твердая 
крышка» отфильтровывает баротропную моду или трансформирует ее в бездивергентную?

Так как типичные размеры океанских вихрей — это ~150 км, а баротропный радиус Россби re ~ 2000 км, 
то практически отсутствует (крайне мала) разница между баротропной и безивергентной модой для океана 
в данной постановке.

Заметим, что непосредственной проверкой можно убедиться, что если в решении типа «плоская волна 
на течении» (12) не делать предположения о  малости ε, а  считать это неким амплитудным параметром, 
тогда решение (12) будет точным решением нелинейного уравнения завихренности (2) с нелинейными гра-
ничными условиями в виде «твердой крышки». Заметим, что в работе [34] показано, что вихри могут дрей-
фовать на запад со скоростью, аналогичной фазовой скорости линейных волн Россби.

Для анализа баротропной моды нужно отфильтровать бароклинные (внутренние) моды, источником 
которых является стратификация. На первом этапе мы не рассматриваем стратификацию и  переходим 
к модели однородного по плотности океана.

3. Океан однородной плотности. «Мелкая вода»

Для однородного по плотности океана удается перейти к  квазидвумерной задаче. Принципиально 
важным является следующий момент. Полные нелинейные граничные условия будут проинтегрированы 
и включены в само дифференциальное уравнение. Этот факт сильно упрощает математический анализ.

3.1. Интегрирование по вертикали

В однородном по плотности океане уравнение гидростатики сразу интегрируется с использованием ди-
намического граничного условия для давления на верхней свободной поверхности: ( ), , ,p g x y t z = -r h -   
откуда следует, что горизонтальные градиенты давления не зависят от вертикальной координаты z.  
Из уравнений для импульса также следует, что горизонтальные компоненты скорости не зависят от вер-
тикальной переменной z: u = u(x, y, t), v = v(x, y, t) и, следовательно, уравнение для дивергенции скорости 
можно проинтегрировать по вертикальной координате в явном виде:

	
( , , )

( , )

0, .
x y t

H x y

u v w dz
x y z

h

-

∂ ∂ ∂
+ + = ←

∂ ∂ ∂ ∫ 	 (21)

В итоге получим

	 ( ) ( ) 0,u H v H
t x y

∂h ∂ ∂   + + h + + h =   ∂ ∂ ∂
	 (22)

где H = H (x, y) — глубина океана, h(x, y, t) — возмущение свободной поверхности. Таким образом, в теории 
«мелкой воды» производные по вертикальной переменной уходят вместе с автоматическим выполнением 
нелинейных граничных кинематических и динамических условий.

В стратифицированном океане граничные условия — это основная проблема, в нелинейной поста-
новке (кроме «твердой крышки»), практически не разрешимая. В  нестратифицированном океане этот 
вопрос снимается поразительно легко. Далее, стандартной процедурой, которая изложена во многих 
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монографиях (см., например, [7–10]), нахождения ротора от уравнений импульса для горизонтальных 
координат получается нелинейное уравнение сохранения интегральной (баротропной) потенциальной 
завихренности

	
+ 0, , .x y

d f dv u u v
dt H dt t x y

 z ∂ ∂ ∂
= z = - = + + + h ∂ ∂ ∂ 

	 (23)

Если решение искать в виде плоских волн (аналогичный результат получается и в случае стратифици-
рованного океана), тогда для собственных значений получается кубическое уравнение, которое всегда име-
ет действительные корни. Однако точных выражений для этих корней нет. Уравнение не раскладывается на 
множители. Ситуация напоминает баротропную и бароклинную моду. Можно снова прибегнуть к графи-
ческому анализу и получить следующий приближенный результат. Здесь бы хотелось подчеркнуть, что нет 
никакого четкого разделения, про которое пишет Педлоски [8]. В данном случае имеются две высокоча-
стотные (σ  > f) гравитационные волны, дисперсионное соотношение которых имеет вид 2fσ = ± +  

( ) 1/22 2 ,gH k l + +   их называют волнами Пуанкаре (иногда под волнами Пуанкаре понимают частный слу-
чай при наличии горизонтальных границ). И третий корень — это низкочастотная мода, с частотой меньше 
инерционной частоты (σ < f) — волна Россби. Поэтому, заранее зная ответ, можно изначально сделать до-
полнительное упрощающее предположение о том, что интересующие нас решения являются низкочастот-
ными. Этот низкочастотный фильтр при условии «твердой крышки» позволяет ввести массовую функцию 
тока, которую иногда называют функцией потока. Чарни [27] называл эту процедуру «filter out the noise» 
(отфильтровать шум).

3.2. «Мелкая вода» в приближении «твердой крышки». Топографические волны Россби на течении в океане

Низкочастотный фильтр, предположение что σ << f, приводит к появлению термина «квазигеострофи-
ка». Следуя [7], для океана в уравнении (23) вторым из двух слагаемых в сумме (H + h) можно пренебречь 
и перейти к аппроксимации «твердая крышка» (h = 0). Тогда при асимптотическом построении решения 
для величин первого порядка предполагается выполнение геострофических соотношений

	 ( ) ( ) ( ), , , , , ,yH x y u x y t x y t= -Y  ( ) ( ) ( ), , , , , .xH x y v x y t x y t= Y 	 (24)

Тогда для волновых возмущений вида

	 ( ) ( ) ( ), , expx y t y ik x ctY = Y - 	  (25)

уравнение баротропной потенциальной завихренности, линеаризованное на фоне зонального потока, для 
топографии, имеющей меридиональное направление изменчивости, в  приближении «твердой крышки» 
имеет вид ([7], формула (45.6)):

	 ( )
2

0.y

yy

k fU c
H H H

 Y    - - Y + Y =        
	 (26)

Второе слагаемое можно преобразовать в виде, так называемого, эффективного β:

	 * .yf H
H

β = β - 	 (27)

Нетрудно заметить, что отношение четвертого слагаемого в формуле (27) к третьему есть число Кибе-
ля-Россби Ro = U/f L [17, 35, 36]. Далее, стандартной заменой переменных ( ) ( ) ( )y H y yY = Y  в уравнении 
(26) можно исключить первую производную. Для простоты изложения примем экспоненциальный про-
филь топографии. Самый удобный и наиболее часто используемый в топографических моделях океана — 
экспоненциальный профиль топографии шельфа-материкового склона ( ) ( )0 exp ,H y H y= -a  тогда для 

( )exp ilyY ∼  получим явное дисперсионное соотношение

	
( )
2 2 2

  
.

1
4

f k
kU

k l

β + a
σ = - +

+ + a
	 (28)
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Отметим следующие факты: 1) топография входит как в числитель (эффективное β), так и в знамена-
тель; 2) «твердая крышка» снова устранила баротропный радиус Россби в знаменателе; 3) при стремлении 
изменения топографии к нулю (a → 0) дисперсионное соотношение (28) переходит в дисперсионное со-
отношение для бездивергентных волн Россби (19); 4) и, самое главное, скорость фонового потока входит 
только через Доплеровскую добавку.

Проявления топографических волн Россби крайне разнообразны, что обуславливает необходимость 
различных подходов при их анализе. Имеются топографические шельфовые волны, внутренние шельфо-
вые волны, желобовые волны, волны Кельвина и двойные волны Кельвина как предельные случаи [37–39]. 
В эффективном бета (β*) топография сравнивается с β-параметром при уклонах донной топографии поряд-
ка 10–3. Вдоль континентальных склонов и особенно в океанских желобах превалирует топографическая 
составляющая β*.

Таким образом, в модели однородного по плотности океана в приближении «твердой крышки» топо-
графия присутствует, как в числителе, так и знаменателе дисперсионного соотношения, а скорость течения 
учитывается через классический Доплеровский сдвиг.

3.3. «Мелкая вода» в приближении свободной поверхности. Случай атмосферы

Впервые учет отклонения свободной поверхности для атмосферы был проанализирован в работе Россби 
в 1939 г. [5]. В приближении свободной поверхности функция тока вводится следующим образом:

	 ( )
0

, , .gx y t
f
h

Y = 	 (29)

(сравните с (24)). При этом поле скорости: u = –Yy, v = Yx. Далее, предполагается, что существует некая 
средняя глубина H0 и есть одновременно изменения топографии h = H0 – H и свободной поверхности η, 
которые много меньше средней глубины: 0,Hh <<  0h H<<  и имеют один порядок малости. Далее, выра-
жение для интегральной потенциальной завихренности в приближении геострофики раскладывается в ряд 
Тейлора с точностью до первых слагаемых:

	 0 0 0 0 0

00 0 0 0 0 0

0 0
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1 .
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y
f f f f ff y h

f hH H H f f gH H
gH H

β ΔY
+ + +

 Yx + β ΔY
= ≈ + + - + Y+ h  + - +

	 (30)

Вопрос с последним слагаемым (с топографией) не совсем понятный, обсуждение его с применением 
более полного анализа методом масштабов можно найти в монографиях [8, 9]. Педлоски [8] утверждает, что 
топография может быть произвольная, однако Salmon [9] считает, что даже в приближении малости топо-
графии возникают серьезные проблемы с законами сохранения. Добавим, что если дополнительно учесть 
и уравнение неразрывности в интегральной форме (22), то появляется еще больше вопросов, чем ответов. 
Мы склоняемся к точке зрения Salmon [9]. К этому вопросу мы вернемся ниже при анализе линейной по-
становки.

Уравнение квазигеострофической потенциальной завихренности в теории «мелкой воды» на β-плоско-
сти в отсутствие топографии со свободной поверхностью имеет вид

	 2 0,h
h

d
F y

dt
 ∇ Y - Y + β =  	 (31)

где сохраняются принятые обозначения (см. (10)). Уравнение (31) также называют уравнением Обухо-
ва-Чарни.

По аналогии с стратифицированным океаном (12) будем искать решение в виде суммы фонового зо-
нального течения и плоской волны Россби:

	 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ, , , , , , , cos( ).x y t Uy A x y t x y t kx ly tY = - + Y Y = + - ω 	 (32)

Предположения о малости волн нет, A — произвольный амплитудный параметр, ω — частота. Подставляя 
(32) в (31) после несложных вычислений ([8], п. 3.18), получаем следующее дисперсионное соотношение:

	
( )2 2

2 2 2 2 2 2 .
k U k l k kFUkU

k l F k l F k l F

 + - β β ω = = - + -
+ + + + + +

	 (33)
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Данное дисперсионное соотношение имеет, помимо классической Доплеровской добавки к частоте kU, 

еще одно слагаемое 2 2 .kFU
k l F+ +

 Нетрудно видеть, что в длинноволновом приближении k2 + l2 → 0 два по-

следних слагаемых в формуле (33) сокращаются, и мы получаем следующий, часто цитируемый результат: 
длинные волны Россби в длинноволновом пределе в модели «мелкой воды» не «чувствуют» течения. В од-
номерном случае данное дисперсионное соотношение впервые получил Россби в 1939 [5]. Важно отметить, 
что это свойство относится только к модели «мелкой воды» и неверно для случая непрерывно стратифици-
рованного океана.

Предположение, что жидкость не является стратифицированной, дает неожиданно сильный прогресс 
в математическом анализе уравнений. Краевые условия на удивление легко интегрировались в дифферен-
циальное уравнение, при этом сами уравнения вместо трехмерных стали еще и двумерными, и все пробле-
мы с верхним граничным условием исчезли. Однако, с физической точки зрения предположение об одно-
родности океана слишком сильно выхолащивает задачу. Поэтому в дальнейшем мы попытаемся вернуть 
стратификацию и  введем бароклинность течения для улучшения физической адекватности постановки. 
Обобщение задачи на два слоя жидкости с различной однородной плотностью будет рассмотрено в следу-
ющем разделе. Отметим, что помимо многослойных моделей существуют и многоуровневые модели [9].

3.4. Приближение «мелкой воды» при наличии свободной поверхности и топографии на β-плоскости.  
Линейная постановка. Случай океана

Линеаризованные уравнения «мелкой воды» для вращающейся жидкости на фоне однородного тече-
ния в направлении x-координаты ( ),0,0U U=



 и одномерной топографии, изменяющейся в y-направлении 
H(y), имеют вид:

	 ,t x xu Uu fv g+ - = - h 	 (34)

	 ,t x yv Uv fu g+ + = - h 	 (35)

	 ( ) ( ) 0.t xx yHu Hv U+ + h + h = 	 (36)

Течение стационарно во времени и однородно в зональном (продольном) направлении. Решение мож-
но искать в виде интеграла Фурье. Полагаем:

	 ( ), , exp .u v i kx th - ω 	 (37)

Тогда уравнения (34), (35), (36) примут вид:

	 ( ) ,i kU u fv gik- ω - = - h 	 (38)

	 ( ) ,yi kU v fu g- ω + = - h 	 (39)

	 ( ) ( ) 0.yikHu Hv i kU+ + - ω h = 	 (40)

Система уравнений галилеево-инвариантна. И это крайне важный момент.
Несложными преобразованиями из (38) и (39) получаем:

	 ( ) ( )22 ,yf kU u g k kU f   - - ω = - ω h - h    	 (41)

	 ( ) ( )22 .yf kU v ig fk kU   - - ω = h - - ω h    	 (42)

Введем обозначение .d kUω = - ω  Сначала проанализируем попарно влияние трех факторов: свободная 
поверхность, топография и β-параметр.

3.4.1. Приближение f-плоскости

Полагаем f = const, учитываются также изменения топографии и свободной поверхности. Подставляя 
(41) и (42) в (40), получаем обобщенное уравнение топографических волн Россби на «мелкой воде» (свобод-
ная поверхность, баротропный случай) при постоянном течении:

	 ( )
2 2

2 0.d
y y y

d

f kf
H Hk H

g

 ω -
h + - + h =  ω 

	 (43)
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Далее заменой переменных ( ) ( ) ( )1/2y H y s y-h =  уравнение (43) приводится к виду [40]:

	
2 2

2 1 0.
2

y yd
yy

d y

H Hf kfs k s
gH H H H

  ω - + - + - =  ω   
	 (44)

Важно отметить, что даже в низкочастотном приближении, полагая (w < f) и принимая экспоненциаль-
ный профиль топографии H = H0exp(2by), получаем уравнение (44) в виде:

	 ( )
2 2

2 22
0.d

yy
d

kb f f
s k b s

gH y

 ω -
+ + - - =  ω 

	 (45)

В приближении свободной поверхности оно не является уравнением с постоянными коэффициентами, 
и, как следствие, нельзя искать решение в виде s ~ exp(ily) и получить дисперсионное соотношение вида

	

( )
2

2 2 2

2 .kbf kU
fk l b

gH y

ω = +
+ + +

	 (46)

Причина в наличии верхней свободной поверхности, которая в совокупности с топографией не дает 
возможности получить дисперсионное соотношение. Нужны или некие оправдания, почему в знаменателе 
стоит функция от поперечной координаты, или нужно избавиться от этой зависимости. В работе [40] вме-
сто переменной топографии берется некая средняя глубина по склону — полусумма в верхней и нижней 
точке:

	 ( ) 1 2 .
2

H H
H y

+
→ 	 (47)

На наш взгляд — это слишком радикальное приближение. Однако данное приближение является вос-
требованным, и активно цитируется в современных исследованиях по северным морям.

3.4.2. Приближение β-плоскости и свободной поверхности без топографии

Теперь предположим, что топография, наоборот, не изменяется (H = H0 = const), однако учитывается 
меридиональное изменение параметра f. Примем приближение β-плоскости, полагая f = f0+ βy; в дальней-
шем опускаем нижний индекс у частоты f. Подставляя (41), (42) в (40), имеем

	
2

2

0
0.yy

d

f kk
gH

 β
h - + + h =  ω 

	 (48)

В итоге получаем точное дисперсионное соотношение для баротропных волн Россби с учетом свобод-
ной поверхности на течении:

	 2
2 2

0

.
k

kU
fk l

gH

β
ω = - +

+ +
	 (49)

3.4.3. Приближение β-плоскости с учетом изменений свободной поверхности и топографии

Совместный учет влияния β, изменений топографии и свободной поверхности приводит к следующему 
уравнению:

	 ( )
2 2 2

2
2 2 2 2
2 2 0.d

y y y y
d d d d

f kf H f k f HH Hk H k
g f f

  ω - β β
 h + - + + - h- h =  ω ω - ω - ω   

	 (50)

В низкочастотном приближении на β-плоскости с учетом топографии и свободной верхней поверхно-
сти получаем:

	 ( )
2

2 0.y
y y

d

HkfH H k f
gH H

  
h + - - + β - h=   ω   

	 (51)
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Следовательно, свободная поверхность сильно затрудняет получение точного дисперсионного соотно-
шения при наличии совместного учета сразу нескольких параметров, например, изменений топографии 
и β-параметра. Но отбрасывание свободной поверхности сильно усложняет вопрос с предельным перехо-
дом в длинноволновом пределе для двойных волн Кельвина. Поэтому учет свободной поверхности — это, 
скорее, мера вынужденная, как с практической точки зрения, так и с теоретической.

4. Двухслойная модель Филлипса

4.1. Основные уравнения

Одной из моделей, описывающей бароклинные стратифицированные стационарные течения в отсут-
ствии трения и топографии, является двухслойная модель Филлипса, которая описывается следующими 
уравнениями (см. [8], п. 7.9):

	 ( ) ( )2 11 0,nn n
n nF y

t x y y x
∂Y ∂Y∂ ∂ ∂  + - ΔY - - Y - Y + β =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

	 (52)

где n = 1 — верхний слой, n = 2 — нижний, D — двумерный оператор Лапласа. Двухслойная модель с учетом 
топографии рассмотрена в работах [9 (раздел 21), 41–43]. Результаты по нелинейной двухслойной модели 
можно найти в работе [44] и имеющейся там библиографии. Обозначим:

	
2 2

2 1
1 2 2 1

1 2

, , , ,f fF F
g D g D

r - rdr
= = = r > r

r r   dr dr
   r r   

	 (53)

где ρ1 и ρ2 — плотность в верхнем и нижнем слоях, соответственно, ρ0 — средняя плотность воды. Рас-
сматриваются пространственные горизонтальные масштабы много меньше внешнего радиуса деформации 
Россби (~2000км). Поэтому не учитываются колебания свободной поверхности и, как следствие, принима-
ется приближение верхней «твердой крышки». Тогда единственным источником бароклинных возмуще-
ний является внутренняя граница раздела между слоями. Для океана такая граница раздела принимается, 
как правило, за положение нижней границы термоклина.

В двухслойной модели плотность в каждом слое постоянна и присутствует постоянное зональное тече-
ние, которое также постоянно в пределах каждого слоя. Если скорости в разных слоях не совпадают, тогда 
имеется наклон поверхности раздела. Данный факт приводит к вынужденному предположению наличия 
твердых стенок по поперечной координате 0.y L= ±  Граничные условия непротекания приводят к кванто-
ванию поперечного волнового числа l. В результате получается l = lj = (j + 1/2) p/L0, j = 1, 2, ….

Решение линеаризованных уравнений (52) ищется в следующем виде

	 ( ) ( ) ( ), , , cos cos .n n n jx y z t U y A l y k x ct Y = - + ε -  	 (54)

Модель Филлипса — это линейная модель; здесь принимается предположение о малости волн: ε << 1. 
В результате получаются два собственных значения для фазовой скорости (более полные выкладки можно 
найти в монографии ([8], пп. 7.9–7.10):

	

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2
2 1 2

1, 2 2 2 2
1 2

1/222 4 4 2 4
1 2 1 2 1 2

2 2
1 2

2 2

2

2 4
,

2

s

s s

U K K F K F F
c U

K K F F

F F U K F F K U F F K

K K F F

+ - β + +
= + ±

+ +

 β + + β - - -  ±
+ +

	 (55)

где 2 2 2,jK k l= +  Us = U1 – U2. Соотношение для амплитуд волн в разных слоях находятся из соотношений 
(см. [8], п. 7.11)

	 ( )( ) ( )2
1 1 1 1 2 1 1 0,sA c U K F F U A c U F - + + β + - - =  	 (56)

	 ( )( ) ( )2
2 2 2 2 1 2 2 0.sA c U K F F U A c U F - + + β - - - =  	 (57)

(Отметим, что в монографии [8] в формуле (7.11.23) опечатка).
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В отсутствие сдвига скорости фонового течения между слоями получаем следующие дисперсионные со-
отношения для бездивергентной (знак «+» в формуле (55)) и бароклинной моды (знак «–» в формуле (55)):

	 1 22 2 , ,
j

k
kU A A

k l
β

σ = − + =
+

	 (58)

	 1 1 2 1 2 2 12 2
1 2

, / / / ;
j

k
kU A A F F D D

k l F F
β

σ = − + = − = −
+ + +

	 (59)

(58) — это дисперсионное соотношение для бездивергентной моды, что косвенно говорит о том, что для 
верхнего слоя используется приближение «твердой крышки»; (59) — это дисперсионное соотношение для 
бароклинной моды. Внутренний радиус деформации имеет вид:

	 1 2

1 21 2

1 .i

g
H H

r
f H HF F

 dr
 r = =

++
	 (60)

Если принять следующие параметры двуслойной модели океана: H1 = 500 м, H2 = 3000 м, 
dr
r

 = 2 × 10–3, 

получим оценку внутреннего радиуса деформации ri =40 км [9].
Таким образом, в отсутствии сдвига скорости по вертикали фонового потока (баротропное течение) 

дисперсионное соотношение в двухслойной модели Филлипса имеет классическую Доплеровскую добавку 
к частоте.

Изначально, модель Филлипса появилась как модель для изучения неустойчивости. Так как в выра-
жении для фазовой скорости (55) имеется квадратный корень, то в случае отрицательного подкоренного 
выражения собственное значение (фазовая скорость) становится комплексным. Однако кривая нейтраль-
ной устойчивости показывает, что при небольших сдвигах скорости собственные моды остаются строго 
вещественны. Есть типичная для волн Россби асимметрия величины сдвига от направления сдвига ско-
рости (восточное, западное течение). Минимальные сдвиги скорости фонового потока, когда появляются 
неустойчивости, определяются величинами 2/ ,cU F+ = β 1/ .cU F− = β  (Более подробно см. [8], п. 7.11; [45]).

Двухслойную модель можно использовать, как предельный переход к другой модели. Изначально, идею 
такой модели, которая называется «полуторная» или «модель с редуцированной гравитацией», высказал 
Россби в 1938 г. [46].

4.2. Предельный переход. Бесконечно глубокий легкий верхний слой. Атмосфера

Сделаем небольшое примечание. Возможно, чтобы модель «мелкой воды» оставалась таковой, при уве-
личении толщины верхнего слоя нужно одновременно увеличивать и  ширину канала по оси y: L0 → ∞. 
Тогда, возможно, K 2 → k2, а уравнение уже будет не двумерным, а одномерным, как в оригинальной работе 
Россби [5]. Однако, согласно [13], во вращающейся системе координат модель «мелкой воды» работает 
и без предположения о малости отношения вертикального масштаба к горизонтальному. В других моногра-
фиях по геофизической гидродинамике про предельный переход ничего не говорится.

Для атмосферы D1 → ∞, dr → ∞ r, F1 → 0 предельный переход дает следующий результат:

	
2

3 1 22 2 .sU K
c U U

K K
β −β

= − + = − + 	 (61)

Cвязь амплитуд задается следующим соотношением:

	 ( ) ( )2 4
1 2 2 2 ,s sA F U K A U K F− β = − β 	 (62)

c3 — это модифицированная (предельная) баротропная мода;

	
2

2 1
4 2 12 2

22 2

+
, 0.s sU F U K A

c U U
AK F K F

β − β
= − + = − + →

+ +
	 (63)

c4 — это модифицированная (предельная) бароклинная мода.
Так как амплитуда в верхнем слое стремится к нулю, то из уравнения для нижнего слоя мы снова по-

лучаем уравнение (31). Верхним слоем является стратосфера, где плотность воздуха пренебрежимо мала 
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и, как следствие, редуцированная гравитация становится просто гравитацией, F2 → F, где F — баротропный 
радиус Россби. Если положить скорость потока в верхнем слое равной нулю (U1 = 0), тогда из (63) получим 
дисперсионное соотношение (33).

Двухслойная модель для атмосферы применяется для тропосферы средних широт с верхней «твердой 
крышкой», соответствующей тропопаузе.

4.3. Предельный переход. Бесконечно глубокий тяжелый нижний слой. Океан

Рассмотрим случай бесконечно глубокого океана: D2 → ∞. Следовательно, предельный переход при  
F1 → 0, F1 = f 2/g(dr/r)D1.

	
2

1 2
5 2 12 2

11 1

+
, 0.s sU K U F A

c U U
AK F K F

β - β
= - + = - + →

+ +
	 (64)

c5 — это модифицированная (предельная) баротропная мода. Данный результат имеет и практическое при-
менение в  океане и  называется «псевдо-β-эффектом» [25, 26]. В  двухслойной модели возникает наклон 
границы раздела плотностей. В  длинноволновом пределе из формулы (64) при условии равенства нулю 
скорости фонового потока в верхнем слое (U1 = 0) получаем следующее дисперсионное соотношение:

	 51 2
1

.c U
F
β

= - + 	 (65)

Такое аномальное дисперсионное соотношение, когда фазовая скорость в верхнем слое определяется 
через скорость потока в нижнем слое, используется, например, в работе [47] для объяснения аномального 
распространения океанических вихрей на северо-восток (в верхнем неподвижном слое волна движется не 
на запад, а на северо-восток, возможно, благодаря донному течению, направленному на северо-восток). 
Можно увидеть, что при предельном переходе для бесконечно глубокого океана с неподвижным нижним 
слоем снова получается уравнение (31) и дисперсионное соотношение (33), но уже с редуцированной гра-
витацией [22].

Отметим, что некоторые авторы, опираясь на то, что баротропный радиус Россби для океана — это 
тысячи километров, ставят под сомнение применимость в данном случае уравнений «мелкой воды» (Обу-
хова-Чарни) для океана [13]. Однако за счет редукции гравитации данная модель может применяться и для 
океана.

Второй корень дает следующую асимптотику:

	
2

6 2 12 2
+

.sU K
c U U

K K
ββ

= - + = - + 	 (66)

Отношение амплитуд

	 ( ) ( )2 4
2 1 1 1 .s sA F U K A U K F+ β = + β 	 (67)

c6 — это модифицированная (предельная) баротропная мода.

5. Верификация дисперсионных соотношений в океане

С развитием методов дистанционного зондирования Земли и альтиметрических наблюдений [48] поя-
вились и работы по верификации существующих теоретических результатов. Первоначально скорость волн 
Россби оценивалась по длинноволновому приближению с помощью спектрального или вейвлет-анализа 
[49]. Результаты теории и альтиметрические наблюдения высоты поверхности моря для фазовой скорости 
расходились иногда в два раза. Альтиметрия давала завышенные оценки. При этом линейная теория рабо-
тала лучше в низких широтах и хуже в высоких широтах. В дальнейшем научным сообществом предпри-
нимались различные попытки уменьшить это расхождение. В качестве факторов, способных сблизить ре-
зультаты, принимался учет изменений топографии и бароклинности фоновых течений. Однако идея того, 
что волны Россби зарождаются на восточном побережье и затем, вследствие вращения Земли, двигаются 
на запад, пересекая океан, оказалась нерабочей. Решения уравнений Ньютона (геометрическая оптика, 
расчеты трассировки лучей по наблюдаемой гидрографии) не соответствовали этой гипотезе, т. е. волны 
не пересекают океан. Как следствие, появился новый подход, называемый «локальным приближением», 
смысл которого заключается в том, Мировой океан разбивается на квадраты со стороной в 1° (ячейки), 
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и скорость волн Россби определяется в каждой локальной точке (квадрате) численно, как решение верти-
кальной задачи на собственные значения. При этом, естественно, предполагается плавная зависимость от 
горизонтальных координат. Отметим, что такой подход является новым. Его появление стало возможным 
благодаря развитию компьютерных технологий, способствующих развитию гидродинамических моделей 
океана. С другой стороны, прогресс в области дистанционного зондирования Земли, в частности, спутни-
ковой альтиметрии, развитие новых методов исследования океана — системы дрейфующих буев и профи-
лирующих буев Argo, применение глайдеров и т. д., позволяет сегодня не только осуществлять мониторинг 
океана в режиме реального времени, но и ассимилировать данные измерений в гидродинамических моде-
лях и создавать различные продукты для исследования океана.

Но тогда возникает вопрос: если не брать за основу длинноволновое приближение, то какое волновое 
число брать для расчета фазовой скорости? Ответ может показаться неожиданным. Фактически решает-
ся обратная задача, которую можно сформулировать так: какое должно быть волновое число для опти-
мального соответствия фазовой скорости, получаемой из линейной теории для первой бароклинной моды, 
и оценок фазовой скорости по альтиметрии? Этот подход также является новым, получившим развитие 
в последние годы. Для лучшего знакомства с этим вопросом мы рекомендуем работы [50–54].

Отметим самый важный недостаток изложенной в них теории. Во всех аналитических результатах дела-
ется предположение не только о стационарности, но самое главное, о плоско-параллельности течений, в то 
время как в реальном океане течения — это гораздо более сложные структуры, имеющие как зональную, 
так и меридиональную компоненты скорости, являющиеся независимыми функциями глубины. Как пра-
вило, поверхностные течения ослабевают уже на глубине порядка километра. В этом плане теория «мелкой 
воды» с редуцированной гравитацией кажется выходом из положения. Однако, множество последних ис-
следований по динамике мезомасштабных вихрей показывает, что в действительности динамический сиг-
нал вихрей прослеживается на гораздо больших глубинах, что не соответствует идее двухслойной модели 
с бесконечно глубоким тяжелым нижним слоем.

6. Заключение

Основная причина галилеевской неинвариантности дисперсионного соотношения волн Россби хо-
рошо видна в двухслойной модели, где имеется наклон пикноклина из-за вертикального сдвига скорости 
между верхним и нижним слоями против градиента планетарной завихренности, который часто называется 
псевдо-β-эффектом [25, 26]. Однако, мы обращаем внимание на тот факт, что строгого дисперсионного 
соотношения для галилеево-неинвариантного дисперсионного соотношения нет. Всегда добавляются не-
кие не совсем строгие предположения и допущения, такие как формальное существование вертикальных 
границ или зависимость баротропного радиуса от переменной поперечной координаты. Другие выводы 
дисперсионного соотношения с недоплеровским сдвигом содержат также некие асимптотические разло-
жения, сопровождаемые анализом теории размерностей.

Если переписать галилеево-неинвариантное дисперсионное соотношение (33) в следующей форме:

	
( )

2 2 ,
FU k

kU
k l F

β +
ω = - +

+ +
	 (68)

то может возникнуть желание получить этот результат простым способом через эффективное топографи-
ческое β*, см. формулу (27). Далее, следуя работам Незлина [55] и Хелда [23], предположим, что течение 
является чисто топографическим и выполняется следующее соотношение:

	 .Hg f U
y

∂
= -

∂
	 (69)

Подставляя (69) в (68) и, следуя Незлину [55], прибавляя доплеровскую добавку, получаем следующее 
дисперсионное соотношение:

	

2

2
2 2

.

f U k
gH

kU
fk l

gH

 
β +  

 σ = - +
+ +

	 (70)

В таком случае, возникает следующий вопрос: в соотношении (69) справа стоит константа, а слева — пер-
вая производная по меридиональной координате. Значит, топография должна быть линейной функцией  
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от меридиональной координаты H = H(y). А так как это H стоит в знаменателе выражения 
2

,fF
gH

=  следо-

вательно, дисперсионное соотношение (70) не совсем «законное», так как содержит неявную функцио-
нальную зависимость от поперечной координаты. Как же выйти из положения и попробовать исправить 
ситуацию?

Как правило, здесь говорят о  том, что в  функции, описывающей топографию, есть некая большая 
константа и  более малая переменная часть ( )0 .H H h y= + ε  Далее, переписывая это соотношение как 

( )( )0 01 /H H h y H= + ε  и разлагая в ряд Тейлора, получаем, что первые слагаемые будут константы. И тог-
да мы имеем некое оправдание данного дисперсионного соотношения (70). Получается нечто, напоми-
нающее приближение Буссинеска: когда видим плотность (топографию), тогда это константа. А если она 
дифференцируется, то это переменная. Таким образом, в соотношении (69) H = H(y), а в соотношении (70) 
H = const. Этот вывод обнажает все неточности и приближенность результата, который прячется за мето-
дом масштабов и неких асимптотических разложений.

В заключении приведем следующую цитату из книги Salmon (1998): «Возможно, лучшее, что мы можем 
сказать о масштабном анализе, это то, что он заставляет нас последовательно навязывать свои предубежде-
ния» [9]. Поэтому читатель должен понимать, что все эти уравнения в некотором смысле основываются на 
вере (фраза из монографии [8]).

Основной момент, который мы еще раз хотим подчеркнуть: известное утверждение, что длинные волны 
Россби не «чувствуют» течения — это справедливо для модели «мелкой воды» и является следствием галилеев-
ской неинвариантности дисперсионного соотношения. Галилеевская неинвариантность работы [22], по-види-
мому, была известна еще 50 лет назад и называлась «недоплеровский эффект» [23, 24, 56, 32, 33, 57, 58]. Данные 
исследования показали, что никакого взаимодействия волн Россби и крупномасштабного течения не происхо-
дит, если средний поток имеет форму первой невозмущенной моды (эффект недоплеровского сдвига).

Причина, вызывающая недоплеровский эффект, по-видимому, была первым предложена в работе [24], 
и она состоит в бароклинности течения — зависимости поля скорости от вертикальной координаты. Это объ-
яснение вполне резонно и хорошо согласуется с другими известными работами ([59, 60], уравнение (3.77)), 
где найдены явные дисперсионные соотношения волн на сдвиговых по вертикали течениях не обладаю-
щие галилеевской инвариантностью. Важно отметить, что данный краткий обзор посвящен эволюции волн 
Россби на течении. Динамику локализованных вихрей на течении можно найти в замечательном обзоре [61].

ПРИЛОЖЕНИЕ. Граничные условия

П1. Нелинейные граничные условия в общей постановке

На верхней границе, в отсутствие экмановских слоев и касательного напряжения ветра, принимает-
ся непрерывность давления и  смещений. Центральным моментом при постановке верхнего граничного 
условия в океане является постулирование существования некой возмущенной поверхности моря, которая 
описывается функциональной зависимостью z = h(x, y, t) и является достаточно гладкой (т. е. существуют 
хотя бы первые производные).

Динамическое граничное условие имеет следующий вид
	 p0 = pa, z = h,	 (A1)
где pa — атмосферное давление, которое считается постоянным, p0 — давление в океане. Соотношение (A1) 
можно переписать в следующем виде:
	 ps + p(x, y, h, t) = pa,	 (A2)
где ps — гидростатическое давление, p(x, y, h, t) — возмущение давления.

Кинематическое условие имеет следующий вид:

	 ( ) 0, .D z z
Dt

- h = = h 	 (A3)

Отметим, что условие непрерывности смещений (A3) является нелинейным. Далее, принимая во вни-

мание что 
Dz w
Dt

=  (кинематическое соотношение), где w — вертикальная компонента скорости, перепи-

шем (A3) в развернутом виде:

	 ( ), , , .t x yw x y t u vh = h + h + h 	 (A4)
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Нижнее граничное условие имеет вид

	 ( ), , ,x yw uh vh z H h x y= + = - + 	 (A5)

где H — средняя глубина океана, h(x, y) — донная топография, неровности дна. Фактически (A5) — это то 
же самое соотношение (A4) при условии неподвижности нижней границы

ht = 0.
Для динамического условия на верхней границе океана используется приближение гидростатики: поля 

плотности ρ и давления p записываются в следующем виде:

	 ( )
0

, , / 1,s a s s
H

p p g z dz
-

′ ′ ′r = r + r = + r + r r r <<∫ 	 (A6)

где rs — равновесная гидростатическое поле плотности, r′ — возмущение поля плотности. В дальнейшем 
верхние штрихи у возмущений плотности и давления опускаем.

Уравнение для непрерывности плотности (которое, вообще говоря, не является граничным условием, 
но необходимо для замыкания граничных условий в стратифицированной жидкости) имеет вид:

	 2 20, ,s s
t x y

s

dgu v N w N
g dz

r r
r + r + r - = = -

r
	 (A7)

где N — частота Вяйсяля-Брента в приближении несжимаемости, которая считается в данной работе посто-
янной, g — ускорение свободного падения.

Отметим, уравнение (A7) является приближенным, так как в нем, в силу малости по сравнению с дру-
гими слагаемыми, отсутствует слагаемое с вертикальной скоростью w(∂r/∂z).

Принципиально важно, что уравнение для плотности (A7), играющее ключевую роль при постановке 
граничных условий для стратифицированной жидкости, полностью утрачивает свою роль в задаче с посто-
янной плотностью. При этом никаких предельных переходов не имеется в принципе. Задача для нестра-
тифицированной жидкости решается принципиально другим способом. Казалось бы, так как возмущения 
плотности для океана невелики, примерно две сотых процента, можно взять предельный переход и полу-
чить решение для однородной жидкости. Однако это не так. В этом и есть одна из специфических особен-
ностей физики океана.

П2. Линейные граничные условия

Линеаризация граничных условий происходит при классическом предположении малости фазовой 
скорости по отношению к  скорости частиц. На этом основании отбрасываются нелинейные слагаемые 
в уравнениях. Однако также делается и дополнительное предположение о малости отклонений свободной 
поверхности от общей глубины океана. Оно служит основанием для сноса граничных условий на горизон-
тальную поверхность: вместо z = h берется z = 0. При этом вместо переменной h появляется новая перемен-
ная x — малое отклонение от горизонтальной равновесной поверхности.

В отсутствии фонового течения линеаризованное динамическое уравнение с учетом гидростатики име-
ет вид:
	 p = rsgx.	 (A8)

Кинематическое линеаризованное граничное условие:
	 w = xt.	 (A9)

Линеаризованное уравнение для плотности:

	 2 .zt

s

p
w

N
= -

r
	 (A10)

Из уравнений (A8), (A9) и (A10) получаем линейные граничные условия для возмущения давления в от-
сутствии фонового течения и топографии для стратифицированной жидкости:

–  для свободной поверхности:

	

2
0, 0,

0, ;

z

z

Np p z
g

p z H

+ = =

= = -
	 (A11)
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–  в приближении «твердой крышки»:

	
0, 0,
0, .

z

z

p z
p z H

= =
= = −

	 (A12)

Для «твердой крышки» уравнения (A8), (A9) не нужны, и работает только уравнение для плотности 
(A10) и гидростатика. При наличии фонового течения линеаризация уравнения (A7) приводит к следую-
щему соотношению:

	 ( ) 2 ,z
t x

s

p
w U

N
= − ∂ + ∂

ρ
	 (A13)

где U — зональное фоновое течение. И мы снова получаем условие (A12). Таким образом, уравнение «твер-
дой крышки» не изменяется при добавлении стационарного фонового потока для стратифицированной 
жидкости.
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