
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 466, 2017 Ç.ë. à. ÷ÏÌËÏ×Á, í. ó. ëÁÒÁËÕÌÏ×, ñ. à. îÉËÉÔÉÎëòé�åòéé óïçìáóéñ, ïóîï÷áîîùå îáèáòáë�åòéúáãéé òá÷îïíåòîïó�éï�îïûåîéåí ðïòñäëï÷ùè ó�á�éó�éë, é éèáóéíð�ï�éþåóëáñ üææåë�é÷îïó�ø
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ Ä×Á ÎÏ×ÙÈ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÈ ÓÔÁ-ÔÉÓÔÉË, É ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÉÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á. �ÁËÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÉÓÔÒÏÉÌÉÓØ ÉÚÒÅÄËÁ É ÒÁÎØÛÅ. ïÄÉÎ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ ËÒÉÔÅÒÉÅ× ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ, �ÏÓÔÒÏÅÎ × [7℄Ñ�ÏÎÓËÉÍÉ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÍÉ èÁÛÉÍÏÔÏ É ûÉÒÁÈÁÛÉ. îÅÄÁ×ÎÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÙËÒÉÔÅÒÉÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉÏÖÉÄÁÎÉÊ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉË, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ �Õ É ìÉÎÕ [12℄.ëÒÉÔÅÒÉÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑÈ, É ÉÈ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ×ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÌÏ ÉÚÕÞÅÎÙ, É × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÛØ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÕÂÌÉËÁ�ÉÊ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÂÏ-ÔÙ [5, 8, 10, 13, 14, 18, 22{24℄, Á ÔÁËÖÅ ÏÂÚÏÒ [17℄.ïÂÝÁÑ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:�ÕÓÔØ X1; X2; : : : ; Xn { ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ (Î.Ï.Ò.Ó.×.), ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (Æ.Ò.) F . �ÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉH0 : F (x) = x; x ∈ [0; 1℄.÷ 1989 Ç. ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉË í. áÈÓÁÎÕÌÌÁÈ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÉÎÔÅ-ÒÅÓÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ [1, ìÅÍÍÁ 1℄.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ X1; : : : ; Xn, n > 2, { ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ 
 ÁÂ-ÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÍ ÎÁ [0; 1℄, É�ÕÓÔØ X1;n 6 X2;n 6 : : : 6 Xn;n { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÙÊëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, �ÒÏ×ÅÒËÁ ÇÉ�ÏÔÅÚ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ-�ÉÑ, U-ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ, ÂÏÌØÛÉÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÑ, ÂÁÈÁÄÕÒÏ×ÓËÁÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÌÏËÁÌØÎÁÑÏ�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔØ.òÁÂÏÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ Á×ÔÏÒÏ× �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 16-01-00258É ÇÒÁÎÔÏÍ óðÂçõ-DFG 6.65.37.2017. 67



68 ë. à. ÷ïìëï÷á, í. ó. ëáòáëõìï÷, ñ. à. îéëé�éîÒÑÄ. ÷ÙÂÏÒËÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ U [0; 1℄ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÒÏÂØ X1;n=X2;n ∼ U [0; 1℄:÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ä×Á ËÒÉÔÅÒÉÑÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ Ï �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ×ÙÂÏÒËÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁ [0; 1℄. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÓÔÒÏÉÍ �Ï ÉÓÈÏÄÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÅ ÔÁËÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ U -ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑGn(t) = (nk)−1
∑16i1<:::<ik6n1{X1;{i1;:::;ik}=X2;{i1;:::;ik} < t}; t ∈ [0; 1℄;ÇÄÅ �ÏÄ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ Xs;{i1;:::;ik}, s = 1; 2; �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ s-Ñ �ÏÒÑÄËÏ×ÁÑÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ ×ÙÂÏÒËÉ Xi1 ; : : : ; Xik .÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ çÌÉ×ÅÎËÏ{ëÁÎÔÅÌÌÉ ÄÌÑ U -ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓ-ËÉÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ [11℄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: �ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅsup06t61 |Gn(t)− t| −→ 0 �ÒÉ n → ∞:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎo, �ÒÏ×ÅÒËÕ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ Ó�ÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉË: ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉIUn := 1

∫0 (t−Gn(t)) dt= (nk)−1
∑16i1<:::<ik6n [X1;{i1;:::;ik}=X2;{i1;:::;ik} − 12] (1)É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ ÔÉ�Á ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÁDUn := sup06t61 |Gn(t)− t|: (2)íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ IUn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏÊ U -ÓÔÁÔÉÓÔÉËÏÊ ÓÑÄÒÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ k, ÔÏÇÄÁ ËÁË DUn ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕ-�ÒÅÍÕÍÏÍ �ÅÌÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÏÄÕÌÅÊ U -ÓÔÁÔÉÓÔÉË, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ t. íÙÏÂÓÕÄÉÍ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÅÉÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉË, ÞÔÏÂÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØ ÉÈ ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÇÉ�ÏÔÅÚ × ÂÏÌØÛÉÈ ×ÙÂÏÒËÁÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ Ó×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ U -ÓÔÁÔÉÓÔÉË É ÔÅ-ÏÒÉÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ �Ï âÁÈÁÄÕÒÕ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍÉ ×ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑÈ [2, 6, 15℄.



ëòé�åòéé óïçìáóéñ, ïóîï÷áîîùå îá èáòáë�åòéúáãéé 69äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÕ×ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ É ÄÌÑ �ÒÁË-ÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÅËÏÍÅÎÄÁ�ÉÊ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÅ× ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÏÎÑÔÉÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅ-ÓËÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ (áïü) [4℄. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁDUn ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, Ñ×ÎÏ ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ,ÔÏ �ÉÔÍÅÎÏ×ÓËÁÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÎÅ�ÒÉÍÅÎÉÍÁ, Á ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ �ÏèÏÄÖÅÓÕ{ìÅÍÁÎÕ ÓÌÉÛËÏÍ ÇÒÕÂÁ É ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÓÔÁÔÉ-ÓÔÉËÉ [15℄. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÔÁ-ÔÉÓÔÉË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ �ÏâÁÈÁÄÕÒÕ [2, 4℄, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ× Ó ÍÏÄÉÆÉ-�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÄÒÕÇÉÈ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÅÊ [3, 15℄.
§2. üÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ �Ï âÁÈÁÄÕÒÕìÏËÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ (ìáü) �Ï âÁÈÁÄÕÒÕÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÁÔÉÓÔÉË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÏÊ ×ÙÞÉÓÌÑ-ÅÔÓÑ ËÁË �ÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÔÏÞÎÙÈ ÎÁËÌÏÎÏ× ÜÔÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉË �ÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù Ë ÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÅ [3℄.�ÏÞÎÙÊ ÎÁËÌÏÎ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÓËÏÒÏÓÔØ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÂÙ×Á-ÎÉÑ ÏÛÉÂËÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÏÝÎÏÓÔÉ É ÁÌØÔÅÒ-ÎÁÔÉ×Å É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÅ�ÒÉÎÑÔÏÊ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊËÁÞÅÓÔ×Á ËÒÉÔÅÒÉÑ. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÏÞÎÙÈ ÎÁËÌÏÎÏ× ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ âÁÈÁÄÕÒÁ [2, 15℄:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ � = �0 ∪�1 { �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÇÄÅÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � ∈ �0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÇÉ�ÏÔÅÚÅ H0, Á ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ � ∈ �1 { ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Å. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÁÔÉÓÔÉË

{Tn} ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:(1) Tn → b(�) �Ï P�-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, � ∈ �1, ÇÄÅ −∞ < b(�) < ∞,É(2) limn→∞
n−1 lnP�(Tn > a) = −k(a) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ �0 É ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I, ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ k ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å I = {b(�); � ∈ �1}:�ÏÇÄÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ � ∈ �1 ÔÏÞÎÙÊ ÎÁËÌÏÎ 
T (�) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ×ÙÞÉÓÌÑ-ÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ: 
T (�) = 2 k(b(�)):



70 ë. à. ÷ïìëï÷á, í. ó. ëáòáëõìï÷, ñ. à. îéëé�éîðÏÄ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÔÏÞÎÙÍ ÎÁËÌÏÎÏÍ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÏÞÎÏ-ÇÏ ÎÁËÌÏÎÁ 
T (�) �ÒÉ � → 0. ïÂÙÞÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
T (�) ∼ lT �2; � → 0;ÇÄÅ ×ÅÌÉÞÉÎÕ lT �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ,ËÏÎÅÞÎÏ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ× Ë ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁ [0,1℄ ÍÙ×ÙÂÅÒÅÍ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù, �ÏÈÏÖÉÅ ÎÁ ÔÅ, ÞÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÎÅÄÁ×ÎÏâ. íÉÌÏÛÅ×ÉÞ [12℄ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ,ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÏÖÉÄÁÎÉÊ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉË. ï�ÉÛÅÍÜÔÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù É ÉÈ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ fj(x; �), x ∈ [0; 1℄, j = 1; : : : ; 5:(1) ìÅÍÁÎÏ×ÓËÁÑ: f1(x; �) = (� + 1)x�; � > 0;(2) ìÉÎÅÊÎÁÑ: f2(x; �) = 1 + � (2x− 1); � > 0;(3) ëÏÓÉÎÕÓ-ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á: f3(x; �) = 1− � 
os�x; � ∈ [0; 1=2);(4) áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÁÑ ÎÁ �ÒÏÅË�ÉÉ ÑÄÒÁ,f4(x; �) = 1 + � (x2 − x ln x− 12 ); � > 0;(5) ðÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ: f5(x; �) = 1− � (x− 1)(x− 13 ); � > 0.íÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ó×ÅÄÅÎÉÑÍÉ Ï ÆÉÛÅÒÏ×ÓËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÉ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏÂÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÔÁÂÌÉ-�Ù 1. ÷ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å �ÏÄ I(fj), j = 1; : : : ; 5, �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÆÉÛÅÒÏ×ÓËÁÑÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ �ÒÉ � = 0 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ �ÌÏÔÎÏÓÔÅÊ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÑÓÎÅÎÉÑ ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × �ÒÏ×ÅÒËÅ ÇÉ�ÏÔÅÚ ×ÁÖÎÕÀÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ëÕÌØÂÁËÁ{ìÅÊÂÌÅÒÁ [2,15℄ ÍÅÖÄÕ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ-×ÏÊ Ó �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ f(x; �) É (× ÄÁÎÎÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ: Q(�) = 1
∫0 f(x; �) ln f(x; �) dx:÷ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ lT ÄÁÅÔÓÑ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ [3,15℄, ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ lim�→0 2Q(�)=�2. ðÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÒÅÇÕÌÑÒ-ÎÏÓÔÉ [2℄, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÑÔÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ �ÌÏÔ-ÎÏÓÔÅÊ, ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÒÁ×ÅÎI(fj) = 1

∫0 (�fj(x; �)�� ∣

∣

∣�=0)2 dx: (3)



ëòé�åòéé óïçìáóéñ, ïóîï÷áîîùå îá èáòáë�åòéúáãéé 71�ÁÂÌÉ�Á 1. éÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ æÉÛÅÒÁ × ÎÕÌÅ ÄÌÑ ÁÌØÔÅÒÎÁ-ÔÉ×ÎÙÈ �ÌÏÔÎÏÓÔÅÊ.áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á f1 f2 f3 f4 f5I(fj) 1 1/3 1/2 1/54 2/135úÎÁÑ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÚÎÁÑ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ, ÍÙ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÅÍ ×Ù-ÞÉÓÌÉÔØ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÂÁÈÁÄÕÒÏ×ÓËÕÀ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ eBT (g) �ÒÉ ÁÌØÔÅÒ-ÎÁÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ g �Ï ÆÏÒÍÕÌÅeBT (g) = lT =I(g): (4)
§3. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ É ÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ IUn ÉÚ (1). üÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ U -ÓÔÁÔÉÓÔÉË, Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÙ, ÓÍ. [11℄.ñÄÒÏ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ�(X1; : : : ; Xk) = X1;{1;:::;k}=X2;{1;:::;k} − 12 :÷ÙÞÉÓÌÉÍ �ÅÒ×ÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ ÑÄÒÁ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Xk = x. ðÏÌÕÞÁÅÍ'(x) := E(�(X1; : : : ; Xk) | Xk = x)= E(X1;{1;:::;k−1;x}=X2;{1;:::;k−1;x})− 12 := E1 +E2 + k−1

∑l=3 El − 12 ;ÇÄÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ x × ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÍ ÒÑÄÕ.÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ:(1) ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÙÂÏÒËÉ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÔÁË: x < X1 < · · · <Xk−1. �ÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ É �ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏE1 := (k−1)!E( xX11{x < X1 < · · · < Xk−1}) = (k−1)x 1
∫x (1− x)k−2x dx:(2) åÓÌÉ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÙÂÏÒËÉ ÂÕÄÕÔ ÔÁËÉÍÉ: X1 < x < X2 < · · · <Xk−1, ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍE2 :=(k−1)!E(X1x 1{X1 < x < X2 < · · · < Xk−1})= (k − 1)2 x (1−x)k−2:



72 ë. à. ÷ïìëï÷á, í. ó. ëáòáëõìï÷, ñ. à. îéëé�éî(3) ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ, ËÏÇÄÁx ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ l-ÔÏÍ ÍÅÓÔÅ × ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÍ ÒÑÄÕ, l > 3 : X1 < X2< · · · < x < · · · < Xk−1.�ÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁ×ÎÁ:El := 12 Cl−1k−1 xl−1 (1− x)k−l:ðÏÓÌÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÅ× �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÅË�ÉÉ'(x) = (k − 1)x 1
∫x (1− x)k−2x dx + 12 k−1

∑l=2 Cl−1k−1 xl−1 (1 − x)k−l − 12 :óÄÅÌÁÅÍ ÅÝÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÂÉÎÏÍÁîØÀÔÏÎÁ, É ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÅË�ÉÉ:'(x) = (k − 1)x 1
∫x (1− x)k−2x dx− 12 (1− x)k−1: (5)îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ E'(x) = 0, 0 6 x 6 1.÷ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÇÒÁÅÔ ÄÉÓ�ÅÒÓÉÑ ÜÔÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ �2' =1

∫0 '2(x) dx. üÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÄÌÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ k; ÎÏ ÏÎÁ ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ k. ðÏÚÖÅ ÍÙ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÅ× k = 2 É k = 3.éÚ (5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ U -ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ É ÅÅ ÑÄÒÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÏËÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ IUn ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÎÏÒÍÁÌØÎÁ, É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ è£ÆÄÉÎÇÁ [11℄ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ �Ï ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
√ nk2�2' IUn −→ N(0; 1); n → ∞:úÁÏÄÎÏ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÎÁÛÅÊÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ �ÒÉ H0, ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÌÏËÁÌØ-ÎÏÊ ÂÁÈÁÄÕÒÏ×ÓËÏÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÙ ÚÁÉÍÓÔ×ÕÅÍ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [20℄, ÓÍ. ÔÁËÖÅ [6,16℄. ïÎ �ÒÉÍÅ-ÎÉÍ, ÔÁË ËÁË ÎÁÛÁ U -ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ É ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅÑÄÒÏ. ðÏÌÕÞÁÅÍ�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ a > 0limn→∞

n−1 lnP(IUn > a) = −r(a);



ëòé�åòéé óïçìáóéñ, ïóîï÷áîîùå îá èáòáë�åòéúáãéé 73ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ r ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ a > 0; �ÒÉÞÅÍr(a) ∼ a22 k2�2' �ÒÉ a → 0:áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ bIU (�) ÕÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ ÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÈ U -ÓÔÁÔÉÓÔÉË × ÒÁÂÏÔÅ [19℄. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÁÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ND ÎÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Õ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ××ÉÄÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉÑÄÒÁ É ÇÌÁÄËÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ �ÌÏÔÎÏÓÔÅÊ ÏÔ �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÁ �. ÷ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÉÍÅÅÍbIU (f; �) ∼ k 1
∫0 '(x) f�(x; 0) dx �; (6)ÇÄÅ �ÏÄ f�(x; 0) ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ, ×ÙÞÉÓÌÅÎ-ÎÕÀ × ÔÏÞËÅ � = 0. ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Å ÆÏÒÍÕÌÙ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁlIU = 1�2' 



1
∫0 '(x) f�(x; 0) dx



2 :ïÔÍÅÔÉÍ ×ÁÖÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï: ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ËÁ-ÖÄÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÓÔÏÑÝÉÊ �ÏÄ ÓËÏÂËÁÍÉ É ÄÁÀÝÉÊ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ bIU(�)× (6), �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÛ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊÓÏÓÔÏÑÔÅÌÅÎ �ÒÏÔÉ× ×ÓÅÈ �ÑÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×.�Å�ÅÒØ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÂÁÈÁÄÕÒÏ×-ÓËÉÈ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÅÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (4).
§4. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÔÉ�Á ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÔÉ�Á ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏ-ÇÏ ÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÅ DUn ÉÚ (2), ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕ�ÒÅÍÕÍÏÍ ÍÏÄÕÌÑÓÅÍÅÊÓÔ×Á U -ÓÔÁÔÉÓÔÉË, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔ t ∈ [0; 1℄. ñÄÒÏ ÎÁÛÅÇÏ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Á ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ�(X1; : : : ; Xk; t) = 1{X1;{1;:::;k}=X2;{1;:::;k} < t} − t; 0 6 t 6 1:÷ÙÞÉÓÌÉÍ �ÒÏÅË�ÉÀ ÜÔÏÇÏ ÑÄÒÁ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ t. ñÓÎÏ, ÞÔÏ�(x; t) := E(�(X1; : : : ; Xk) | Xk = x)= P{X1;{1;:::;k−1;x}=X2;{1;:::;k−1;x} < t} − t; 0 6 t 6 1:



74 ë. à. ÷ïìëï÷á, í. ó. ëáòáëõìï÷, ñ. à. îéëé�éîëÁË É ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ, ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÙÂÏÒËÉ:(1) x < X1 < · · · < Xk−1;(2) X1 < x < X2 < · · · < Xk−1;(3) x ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ l-ÔÏÍ ÍÅÓÔÅ × ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÍ ÒÑÄÕ, l > 3 : X1 <X2 < · · · < x < · · · < Xk−1.ï�ÕÓËÁÑ �ÒÏÄÅÌÁÎÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÅË�ÉÉ ÑÄÒÁ �(X1; : : : ; Xk; t):�(x; t) = 1{x < t}(1− xt )k−1
− t (1− x)k−1: (7)�ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÉÓ�ÅÒÓÉÉ �2� (t) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ k ÌÅÇ-ËÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ. ïÄÎÁËÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ sup06t61�2� (t).ðÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ DUn ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ. ï�ÉÒÁÑÓØÎÁ ÍÅÔÏÄÙ ÒÁÂÏÔÙ [25℄, ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ U -ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ�n(t) = √n (t−Gn(t)) ; t ∈ (0; 1);ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ n → ∞ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÏÍÕ �ÒÏ�ÅÓÓÕ �(t) ÓÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÒÅÄÎÉÍ É ÓÌÏÖÎÏÊ ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÅÊ. �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÓÔÁÔÉÓÔÉË √nDUn ÓÈÏÄÉÔÓÑ �Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ë ×ÅÌÉÞÉÎÅ supt |�(t)|;ÎÁÊÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÓØÍÁ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÒÉ-ÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉË DUn ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓËÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÈ ×ÙÂÏÒÏÞÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÑÄÅÒ �(X1; : : : ; Xk; t), t ∈ (0; 1), ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÏ,ÎÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ [16℄ Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÁÓÉÍ�ÔÏ-ÔÉËÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑ U -ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉËëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ a > 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏlimn→∞

n−1 lnP(DUn > a) = −m(a);ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ m ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, �ÒÉÞÅÍm(a) = a22 k2 sup06t61�2� (t) (1 + o(1)) �ÒÉ a → 0:ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÂÁÈÁÄÕÒÏ×ÓËÉÈ ÎÁËÌÏÎÏ×, ÓÎÏ×Á �ÏÌØÚÕ-ÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ çÌÉ×ÅÎËÏ{ëÁÎÔÅÌÌÉ ÄÌÑ U -ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÉÈ Æ.Ò. [9℄, ÍÏÖÎÏ



ëòé�åòéé óïçìáóéñ, ïóîï÷áîîùå îá èáòáë�åòéúáãéé 75�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅbDU (f; �) ∼ k sup06t61∣∣∣ 1
∫0 �(x; t) f�(x; 0) dx∣

∣

∣
�; (8)ÇÄÅ �ÏÄ f�(x; �) ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ,×ÙÞÉÓÌÅÎÎÕÀ �ÒÉ � = 0.÷Ï�ÒÏÓ Ï ÓÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÔÉ�Á ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÚÄÅÓØ ÎÅ ×ÏÚ-ÎÉËÁÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔËÌÏ-ÎÅÎÉÑ �ÒÅÄÅÌÁ �ÒÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Å U -ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ ÏÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.òÁÓ�ÏÌÁÇÁÑ Ó×ÅÄÅÎÉÑÍÉ Ï ×ÅÌÉÞÉÎÁÈ bDU (fj ; �) �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÌØ-ÔÅÒÎÁÔÉ×ÁÈ, ÎÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÔÏÞÎÙÅ ÎÁËÌÏÎÙ �ÏÆÏÒÍÕÌÅ 
DU (fj ; �) = b2DU (fj ; �)k2 sup06t61�2� (t) ; j = 1; : : : ; 5:õÞÉÔÙ×ÁÑ ÆÉÛÅÒÏ×ÓËÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÓÏÂÒÁÎÎÙÅ × ÔÁÂÌÉ�Å 1, ÍÙÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ËÒÉÔÅ-ÒÉÑ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÄÌÑ �ÑÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ �ÌÏÔÎÏÓÔÅÊ.

§5. �ÁÂÌÉ�Ù ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÅÊ É ÉÈÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÓÏÂÅÒÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØ-ÎÙÈ ÂÁÈÁÄÕÒÏ×ÓËÉÈ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÅÊ × ÔÁÂÌÉ�Õ 2.�ÁÂÌÉ�Á 2. C×ÏÄÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ-ÓÔÅÊ ÄÌÑ IUn; DUnáÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á IUn; k = 2 IUn; k = 3 DUn; k = 2 DUn; k = 3f1 0.844 0.682 0.685 0.568f2 0.501 0.227 0.422 0.197f3 0.466 0.177 0.419 0.163f4 1 0.859 0.928 0.772f5 0.957 0.688 0.877 0.617íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍoÔÒÅÎÎÙÈ �ÑÔÉ ÁÌØÔÅÒÎÁ-ÔÉ× Ë ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÂÙÞÎÏ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �Ï



76 ë. à. ÷ïìëï÷á, í. ó. ëáòáëõìï÷, ñ. à. îéëé�éîÌÏËÁÌØÎÏÊ ÂÁÈÁÄÕÒÏ×ÓËÏÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ Ó×ÏÅÇÏ Ï��ÏÎÅÎÔÁ { ËÒÉÔÅ-ÒÉÊ ÔÉ�Á ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á. üÔÏ ÎÅÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ É �ÒÉ �ÒÏ×ÅÒËÅÄÒÕÇÉÈ ÇÉ�ÏÔÅÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÂÙÞÎÏ ÌÕÞÛÅ ÓÕ�ÒÅÍÁÌØÎÏ-ÇÏ [15℄.äÌÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ ÑÄÒÁ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊËÒÉÔÅÒÉÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ. üÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ,ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÂÌÁÇÏ�ÒÉÑÔÎÙ-ÍÉ [19℄. óÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ ×ÙÓÏËÕÀ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÎÏ×ÙÈ ËÒÉÔÅÒÉÅ×ÄÌÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ× f1 É f5.÷ÏÚÍÏÖÎÏ, Ä×Á ÎÏ×ÙÈ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÔÏÉÔ ×ËÌÀÞÁÔØ × \ÂÁÔÁÒÅÀ" ËÒÉ-ÔÅÒÉÅ× ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÓÏËÁÑ Õ×ÅÒÅÎ-ÎÏÓÔØ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ × Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ.
§6. õÓÌÏ×ÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÊÏ�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ÷ÙÑÓÎÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ É ÓÕ�ÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉË, ÔÏ ÅÓÔØ Ï�ÉÛÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÕÞÁÅÍÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÎÁÉÌÕÞÛÅÊ × ÂÁÈÁÄÕÒÏ×ÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.ðÏÄÏÂÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈÎÅ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉÔÅÒÉÅ× × [15, ÇÌ. 6℄, ÇÄÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ×ÁÒÉÁ-�ÉÏÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ.ðÕÓÔØ f(x; �) { ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ × ÔÏÞËÅ �. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×ÁÏÂÏÚÎÁÞÉÍ h(x) = ���f(x; �) |�=0. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ:��� ∞

∫0 x f(x; �) dx∣

∣

∣�=0 = ∞
∫0 xh(x) dx: (9)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F ËÌÁÓÓ �ÌÏÔÎÏÓÔÅÊ f(x; �) Ó Æ.Ò. F (x; �); ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ (9). ÷Ù×ÅÄÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÕÎË�ÉÉ h(x).ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ × (3), ÄÌÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ �ÌÏÔÎÏÓÔÅÊ ÉÚËÌÁÓÓÁ F ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: I(f) = 1

∫0 h2(x) dx.óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÕ IUn Ó �ÒÏÅË�ÉÑÍÉÑÄÒÁ '(x) ÉÚ (5). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × (6) ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏ-ÔÉËÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ bIU (�):
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∫0 '(x)h(x) dx:ðÏÜÔÏÍÕ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ × ÆÏÒÍÕÌÕ (4), ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÌÏ-ËÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄeBIU (fj) = (

1
∫0 '(x)h(x) dx)2

/

(

1
∫0 '2(x) dx ·

1
∫0 h2(x) dx):ìÏËÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔØ �Ï âÁÈÁÄÕÒÕ ÓÔÁÔÉÓÔÉ-ËÉ IUn ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ 1. éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ{û×ÁÒ�Á, ÓÍ. ÔÁËÖÅ [19,21℄, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ h(x) = C1'(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊËÏÎÓÔÁÎÔÙ C1 6= 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÉ ÍÁÌÙÈ � > 0 ÂÕÄÅÔÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÔØÓÑ �ÒÉ C1 > 0. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÑ h(x)ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÂÌÁÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉ-ÍÁÌØÎÏÓÔÉ (ìáï) × ËÌÁÓÓÅ F .äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ k = 2 �ÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á Ó �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ f4(x; �):f4(x; �) = 1 + � (x2 − x lnx− 12); � > 0:éÍÅÎÎÏ �Ï ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ËÒÉÔÅÒÉÑ IUn ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÁÌØ-ÔÅÒÎÁÔÉ×Ù �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÒÁ×ÎÁÑ 1.äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ k = 3 ÏÄÎÉÍ ÉÈ �ÒÉÍÅÒÏ× ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù ÂÕ-ÄÅÔ �ÌÏÔÎÏÓÔØ:f(x; �) = 1 + � (32 x2 − 2x lnx− x− 12); � > 0:�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÕ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉ�ÁDUn Ó ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×ÁÍÉ ÑÄÅÒ �(X1; : : : ; Xk; t) É �ÒÏÅË�ÉÑÍÉ �(x; t) ÉÚ (7). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (8) ×ÅÒÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ bDU (�) :bDU (�) ∼ � sup06t61∣∣∣ k 1

∫0 �(x; t)h(x) dx ∣

∣

∣:



78 ë. à. ÷ïìëï÷á, í. ó. ëáòáëõìï÷, ñ. à. îéëé�éî�ÁÂÌÉ�Á 3. ðÒÉÍÅÒÙ �ÌÏÔÎÏÓÔÅÊ ìáï ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×f�(x; �) ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ DUn.ðÌÏÔÎÏÓÔÉ f�(x; �) �ÒÉ � → 0; x ∈ [0; 1℄k = 2 f�(x; �) = 1 + � (1{x < t1}(1− xt1 )− t1(1− x))t1 = argmax06t61 ( 13 t(1− t)2) = 4=81 ≈ 0:0494k = 3 f�(x; �) = 1 + � (1{x < t2}(1− xt2 )2 − t2(1− x)2)t2 = argmax06t61 ( t15 t(1− t)2(3− t)) ≈ 0:0265ðÏÜÔÏÍÕ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄeBDU = sup06t61(

1
∫0 �(x; t)h(x) dx)2

/ sup06t61(

1
∫0 �2(x; t) dx ·

1
∫0 h2(x) dx):íÙ ÓÎÏ×Á �ÒÉÍÅÎÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ{û×ÁÒ�Á ËÏ×ÓÅÊ ÄÒÏÂÉ. �ÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÁÔÉÓÔÉË DUnÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ É eBDU = 1 ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁh(x) = C2 �(x; t0) ÄÌÑ t0 = arg sup06t61�2� (t)É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C2 > 0. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË-�ÉÑ h(x) ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÂÌÁÓÔØ ìáï × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÍ G.ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ �ÌÏÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ k = 2É k = 3 ÕËÁÚÁÎÙ × ÔÁÂÌÉ�Å 3.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. M. Ahsanullah, On 
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