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ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀÍÀÍÎ- È ÌÈÊÐÎÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÏÐÈËÀÇÅÐÍÛÕ ÒÅÐÌÎÎÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈßÕÍ. Ô. Ìîðîçîâ, À. Â. Ëóêèí, È. À. Ïîïîâ, Ë. Â. ØòóêèíÂ ðàáîòå èññëåäóåòñÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ñâÿçàííûõ ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ êîëåáàíèé çàùåìëåííîé ñ äâóõ êîíöîâ ìèêðîáàëêè � áàçî-âîãî ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ïåðñïåêòèâíîãî êëàññà ìèêðîäàò÷èêîâðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí � ïðè ëàçåðíîì òåðìîîïòè÷åñêîì âîç-äåéñòâèè â ôîðìå ïåðèîäè÷åñêè ãåíåðèðóåìûõ èìïóëüñîâ, äåéñòâóþùèõíà íåêîòîðóþ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè áàëî÷íîãî ýëåìåíòà. Èññëåäóåòñÿ ðå-æèì ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé ìèêðîáàëêè â óñëîâèÿõ âíóòðåííåãîêðàòíîãî ðåçîíàíñà ìåæäó íåêîòîðûìè èçãèáíîé è ïðîäîëüíîé ôîðìà-ìè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ðåçîíàòîðà. Îáíàðóæåíà âîçìîæíîñòü ãåíåðà-öèè â ñèñòåìå ðåæèìà ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ áèåíèé, ÷àñòîòà ìåäëåííîéîãèáàþùåé êîòîðûõ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïàðàìåòðà âíóò-ðåííåé ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííîãî ñ âåëè÷èíîéâíåøíèõ âîçìóùåíèé, ïîäëåæàùèõ âûñîêîòî÷íîìó èçìåðåíèþ.1. ÂâåäåíèåÏðèíöèï ëàçåðíîãî òåðìîîïòè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà äåôîðìè-ðóåìóþ ñðåäó íàõîäèò âñå áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõíåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ îáîðóäîâàíèÿ è êîíñòðóêöèé [1,2], îïðå-äåëåíèÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ [3,4], èçó÷åíèÿãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îáúåêòîâ è ñòðóêòóð íàíàíî- è ìèêðîìàñøòàáíîì óðîâíå [5,6], â áèîìåäèöèíå [7], à òàê-æå â èíäóñòðèè íàíî- è ìèêðîñèñòåì. Òàê, â ðàáîòàõ [8,9] ïðåä-ñòàâëåíû ìîäåëè ìèêðîìåõàíè÷åñêèõ àêòóàòîðîâ, èñïîëüçóþùèõîïòè÷åñêèé ìåòîä ñîîáùåíèÿ óïðóãîìó ýëåìåíòó òåìïåðàòóðíûõäåôîðìàöèé. Â ðàáîòå [10] èññëåäóþòñÿ âîïðîñû âëèÿíèÿ ëàçåð-íîãî èçëó÷åíèÿ íà äåôîðìàöèè ïîâåðõíîñòè ìèêðîìåõàíè÷åñêèõçåðêàë. Îäíèì èç âàæíûõ íàïðàâëåíèé ðàçðàáîòîê è èññëåäîâàíèéÄîêëàä íà ñåìèíàðå 25 îêòÿáðÿ 2022 ã.c© Í. Ô. Ìîðîçîâ, À. Â. Ëóêèí, È. À. Ïîïîâ, Ë. Â. Øòóêèí, 2023.Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ñîâåòà ïî ãðàíòàì ÏðåçèäåíòàÐîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõó÷åíûõ ÌÊ-4577.2022.1.1.



4 Í. Ô. Ìîðîçîâ, À. Â. Ëóêèí, È. À. Ïîïîâ, Ë. Â. Øòóêèíâ óêàçàííîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ëàçåðíàÿ òåðìîîïòè÷åñêàÿ ãåíåðà-öèÿ êîëåáàíèé ïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõñèñòåì ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ (äàò÷èêè, ñèñòåìû îáðàáîòêè ñèãíà-ëîâ). Â ðàáîòå [11] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàçðàáîòêè âîëîêîííî-îïòè÷åñêèõ ñåíñîðîâ, ðàáîòàþùèõ â àâòîðåçîíàíñíîì ðåæèìå ïðèîïòè÷åñêîì âîçáóæäåíèè. Â ðàáîòå [12] òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàí èýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðåí ìåòîä ëàçåðíîé òåðìîîïòè÷åñêîé ÷à-ñòîòíîé ïîäñòðîéêè ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà è óïðàâëåíèÿåãî íåëèíåéíîé àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé. Â ðàáîòå[13] ñîîáùàåòñÿ îá óñïåøíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïî òåðìîîïòè÷åñêîìóâîçáóæäåíèþ ìíîãîìîäîâîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â ãðàôå-íîâûõ ìåìáðàíàõ. Â ðàáîòå [14] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäî-âàíèÿ íåëèíåéíîé äèíàìèêè ñèñòåìû ñëàáî ñâÿçàííûõ ìèêðîýëåê-òðîìåõàíè÷åñêèõ ãåíåðàòîðîâ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñ òåðìîîïòè÷å-ñêèì ïðèíöèïîì âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé.Ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè óïðóãèõ ýëåìåíòîâ ðåçîíàòîðîâ,âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ìèêðî- è íàíîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì(ÌÍÝÌÑ), ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü Áåðíóëëè�Ýéëå-ðà. Íà ýòó òåìó åñòü îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Çäåñü óïîìÿíåì ëèøüíåêîòîðûå ðàáîòû, â êîòîðûõ ðåøåíû çàäà÷è, íàèáîëåå áëèçêèåïî ïîñòàíîâêå ê ïðåäñòàâëåííîé äàëåå. Â [15] èññëåäóåòñÿ äèíà-ìè÷åñêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ ñ ó÷åòîìïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí â ïðîäîëüíîì íàïðàâëå-íèè. Ïîêàçàíî, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ îñåâàÿ íàãðóçêà ïðè äèíàìè÷åñêîìâîçäåéñòâèè ìîæåò áûòü ìåíüøå ýéëåðîâîé â ñâÿçè ñ ðåàëèçàöèåéïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, âîçáóæäàåìîãî ïðîäîëüíûìè êîëåáà-íèÿìè. Â ðàáîòå [16] èññëåäóåòñÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ïðîñòðàí-ñòâåííûõ èçãèáíî-êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ â ñëó÷àå ìíîæå-ñòâåííûõ âíóòðåííèõ ðåçîíàíñîâ. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ è õàðàêòåðïðîöåññîâ ìîäàëüíîé ëîêàëèçàöèè â áàëêå Áåðíóëëè�Ýéëåðà èññëå-äóþòñÿ â ðàáîòå [17]. Â ðàáîòå [18] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïðî-åêòèðîâàíèè èçîõðîííûõ áàëî÷íûõ ýëåìåíòîâ � ñèñòåì, ÷àñòîòûñâîáîäíûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé êîòîðûõ íå çàâèñÿò îò àìïëèòóäûêîëåáàíèé äàæå â íåëèíåéíûõ ðåæèìàõ äâèæåíèÿ.Áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ ñëîæíûõ ðåæèìîâêîëåáàíèé â íåëèíåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ ñîñðåäîòî÷åí-íûìè è ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Â ðàáîòå [19] èññëåäóåòñÿ



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà íàíî/ìèêðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì... 5õàðàêòåð íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ìîä â îäíîìåðíûõ êîíòèíóàëü-íûõ ñèñòåìàõ ñ êâàäðàòè÷íûìè è êóáè÷åñêèìè íåëèíåéíîñòÿìè âñëó÷àå ðàçëè÷íûõ âíóòðåííèõ ðåçîíàíñîâ. Â ðàáîòå [20] ïðåäëîæå-íû ýôôåêòèâíûå àíàëèòè÷åñêèå ïîäõîäû, ïîçâîëÿþùèå îïèñûâàòüïðîöåññû áèåíèé è îáìåíà ýíåðãèåé ìåæäó ìîäàìè â ñèñòåìàõ ñëàáîñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ. Â ðàáîòå [21] â äîñòàòî÷íî îáùåé ïîñòà-íîâêå èññëåäóþòñÿ êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè íåëèíåéíîé äèíàìè-êè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé äëÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäûâ ñëó÷àå âíóòðåííåãî ðåçîíàíñà 1:1.Îòäåëüíûé êëàññ èññëåäîâàíèé ñîñòàâëÿþò ðàáîòû, ïîñâÿùåí-íûå çàäà÷àì íåëèíåéíîãî ìîäàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïðî-äîëüíûìè è èçãèáíûìè äâèæåíèÿìè ñòðóí, êàáåëåé è ñòåðæíåé.Òàê, â ðàáîòå [22] èññëåäîâàíû ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîäîëüíî-èçãèá-íûå êîëåáàíèÿ íàòÿíóòîé ñòðóíû â óñëîâèÿõ âíóòðåííåãî ðåçîíàíñàñ ó÷åòîì ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ñèñòåìû. Â ðàáîòå [23] èçó÷å-íà äèíàìèêà ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ äâèæåíèé ñóùåñòâåííî ðàñòÿæè-ìîãî êàáåëÿ â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå â ïðåäïîëî-æåíèè ëèíåéíî-óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà. Íåëèíåéíàÿ äèíà-ìèêà ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ êîëåáàíèé áàëêè, äâèæóùåéñÿ â îñåâîìíàïðàâëåíèè, èññëåäîâàíà â ðàáîòå [24].Ïðîáëåìû àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñâÿçàííûõ òåðìîóïðó-ãèõ êîëåáàíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ìîíîãðàôèéè ñòàòåé. Â ðàáîòå [25] ïðåäñòàâëåíû ðåäóöèðîâàííûå ìîäåëè, ïîç-âîëÿþùèå âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíî ìîäåëèðîâàòü äâóñòîðîííåñâÿçàííûå òåðìîóïðóãèå ïðîöåññû â ïëàñòèíàõ. Â ðÿäå ðàáîò èçó÷à-þòñÿ òåïëîâûå è ìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû â ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèéïðè íåñòàöèîíàðíûõ òåìïåðàòóðíûõ âîçäåéñòâèÿõ. Â [26] ðàçðà-áîòàíà äâóõòåìïåðàòóðíàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ îïòè÷åñêîå âîç-áóæäåíèå àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ïðîâîäíèêàõ. Äèíàìèêà áàëêèÁåðíóëëè�Ýéëåðà íà óïðóãîì îñíîâàíèè ïðè èìïóëüñíîì ëàçåðíîìâîçäåéñòâèè èññëåäóåòñÿ â ðàáîòå [27]. Àíàëèç ïîñòêðèòè÷åñêîãîïîâåäåíèÿ áàëêè íà âèíêëåðîâñêîì îñíîâàíèè ïðè òåìïåðàòóðíîìíàãðóæåíèè âûïîëíåí â ðàáîòå [28].Â âûïîëíåííûõ ðàíåå ðàáîòàõ [29,30,31] ðàññìàòðèâàëàñü äèíà-ìèêà è óïðóãàÿ óñòîé÷èâîñòü áàëî÷íîãî ýëåìåíòà ÌÝÌÑ è ÍÝÌÑïðè êðàòêîâðåìåííûõ òåïëîâûõ âîçäåéñòâèÿõ. Â íàñòîÿùåé ðàáî-òå èññëåäóåòñÿ õàðàêòåð ñâîáîäíûõ ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ êîëåáàíèé



6 Í. Ô. Ìîðîçîâ, À. Â. Ëóêèí, È. À. Ïîïîâ, Ë. Â. Øòóêèíñòåðæíÿ â ñëó÷àå âíóòðåííåãî êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàíñà ìåæäóäâóìÿ èçãèáíûìè è íèçøåé ïðîäîëüíîé ôîðìàìè êîëåáàíèé. Ïî-êàçûâàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèèìîæåò ýôôåêòèâíî âîçáóæäàòü èçãèáíûå ôîðìû êîëåáàíèé, ÷òî âöåëîì ïðèâîäèò ê ðåæèìó ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ áèåíèé ñî çíà÷è-òåëüíûìè àìïëèòóäàìè.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüÏðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ çàùåìëåííîãî ñ äâóõ êîíöîâ òîíêîãî ïðÿ-ìîëèíåéíîãî ëèíåéíî-óïðóãîãî ñòåðæíÿ ïðè òåìïåðàòóðíîì âîç-äåéñòâèè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè
−∂N
∂x

+ ρS
∂2u

∂t2
= 0, (1)

∂u

∂x
=

1

ES
N − 1

2

(

∂w

∂x

)2

+
α

h

∫ h
2

−
h
2

(T (x, z, t)− T0) dz (2)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, (3)ãäå t � âðåìÿ; x, z � êîîðäèíàòû â ãîðèçîíòàëüíîì è âåðòèêàëü-íîì íàïðàâëåíèÿõ; u,w � ïðîäîëüíîå è ïîïåðå÷íîå ïåðåìåùåíèÿ;

N � ïðîäîëüíàÿ ñèëà; T � òåìïåðàòóðà â äàííîé òî÷êå ñòåðæ-íÿ; T0 � îòñ÷åòíàÿ òåìïåðàòóðà; ρ,E, α � ïëîòíîñòü, ìîäóëü Þíãàè êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ ìàòåðèàëà;
S = bh; L, b, h � äëèíà ñòåðæíÿ, øèðèíà è âûñîòà ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.Óðàâíåíèÿ (1)�(2) ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê îäíîìó óðàâíåíèþïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé

u′′ + w′w′′ =
ρ

E
ü+ αθ′, (4)ãäå θ(x, t) = 1

h

∫
h
2

−
h
2

(T (x, z, t)− T0) dz � ñðåäíÿÿ ïî âûñîòå òåìïå-ðàòóðà â ñå÷åíèè ñ êîîðäèíàòîé x; ()′, (̇) � îáîçíà÷åíèå ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ ïî x è t ñîîòâåòñòâåííî.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà íàíî/ìèêðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì... 7Èçãèáíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ ïðè òåìïåðàòóðíîì âîçäåéñòâèèîïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè
−∂

2M

∂x2
− ∂

∂x

(

N
∂w

∂x

)

+ ρS
∂2w

∂t2
= 0, (5)

−∂
2w

∂x2
=

1

EJ

(

M + Ebα

∫ h
2

−
h
2

z (T (x, z, t)− T0) dz

)

. (6)Â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ïðèìåì óñëîâèÿ øàðíèðíîãî îïèðà-íèÿ:
w(0, t) = w′′(0, t) = 0, w(L, t) = w′′(L, t) = 0, (7)ãäå J = bh3

12 � ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ.Ââåäåì îáîçíà÷åíèå NT äëÿ îñåâîé òåìïåðàòóðíîé ñèëû â ñå÷å-íèè ñ êîîðäèíàòîé x è MT äëÿ èçãèáàþùåãî òåìïåðàòóðíîãî ìî-ìåíòà:
NT , ESαθ = Ebα

∫ h
2

−
h
2

(T (x, z, t)− T0) dz, (8)
MT , Ebα

∫ h
2

−
h
2

z (T (x, z, t)− T0) dz. (9)Óðàâíåíèÿ (5)�(6) ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû ê âèäó
EJwIV +ρSẅ+NTw

′′ = −M ′′

T +ES

[

u′ +
1

2
(w′)

2
]

w′′+ρSüw′. (10)Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé (4),(10) ñîâìåñòíî ñ ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè (3),(7) ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò ïðîäîëüíî-èçãèáíûåêîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ ïðè òåìïåðàòóðíîì âîçäåéñòâèè.Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì:
u = ũh, w = w̃h, x = x̃L, t = τT, (11)ãäå T =

√

ρSL4

EJ .Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áåçðàçìåðíûõ òåìïåðàòóð-íûõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ:
ÑT (x̃, τ) =

L2

EJ
NT (Lx̃, T τ) , (12)



8 Í. Ô. Ìîðîçîâ, À. Â. Ëóêèí, È. À. Ïîïîâ, Ë. Â. Øòóêèí
ÑT

x (x̃, τ) =
L2

ESh
N ′

T (Lx̃, T τ) , (13)
M̃T

xx (x̃, τ) =
L4

EJh
M ′′

T (Lx̃, T τ) . (14)Òàêæå ââåäåì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð β = 1
12

h
L , õàðàêòåðèçóþùèéòîíêîñòü ñòåðæíÿ.Ïîäñòàâëÿÿ (11) â (4),(10) è (3),(7), îòáðàñûâàÿ ñèìâîë˜è ñîõðà-íÿÿ îáîçíà÷åíèÿ ()′, (̇) çà ïðîèçâîäíûìè ïî áåçðàçìåðíîé ïðîäîëü-íîé êîîðäèíàòå è âðåìåíè, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ñëåäó-þùåé ôîðìå:

u′′ + 12βw′w′′ = 12β2ü+ ÑT
x , (15)

wIV + ẅ + ÑTw′′ = −M̃T
xx +

1

β
u′w′′ + 6 (w′)

2
w′′ + 12βüw′ (16)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, τ) = w(0, τ) = w′′(0, τ) = 0, u(1, τ) = w(1, τ) = w′′(1, τ) = 0.(17)3. Èññëåäîâàíèå ñâîáîäíûõ ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ êî-ëåáàíèé3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÈññëåäóåì íåëèíåéíîå ìîäàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå íèçøåé ïðî-äîëüíîé ôîðìû êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ íåêîòîðûìè äâóìÿ èçãèáíû-ìè ôîðìàìè. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à èìååò âèä
u′′ + 12βw′w′′ = 12β2ü, (18)

wIV + ẅ =
1

β
u′w′′ + 6 (w′)

2
w′′ + 12βüw′ (19)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (17).Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â èññëåäóåìóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé âõîäèòëèøü îäèí ïàðàìåòð � β. Âûøåíàçâàííîå óñëîâèå âíóòðåííåãî êîì-áèíàöèîííîãî ðåçîíàíñà íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå óñëîâèÿ íà åãîâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà íàíî/ìèêðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì... 9Â êîíòåêñòå çàäà÷ ëàçåðíîé òåðìîîïòè÷åñêîé ãåíåðàöèè êîëå-áàíèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî óñëîâèåì âîçáóæäåíèÿ íèçøåéïðîäîëüíîé ôîðìû êîëåáàíèé çàùåìëåííîãî ñ äâóõ êîíöîâ ñòåðæ-íÿ ÿâëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷íîñòü òåïëîâîãî ëàçåðíîãî âîçäåéñòâèÿîòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü, òà-êîå âîçäåéñòâèå ïðèâåäåò ê âîçáóæäåíèþ êàê ñèììåòðè÷íûõ, òàê èíåñèììåòðè÷íûõ èçãèáíûõ ôîðì êîëåáàíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì äàëååðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàíñà, â êîòîðûé âî-âëå÷åíû, íàðÿäó ñ ïðîäîëüíîé ôîðìîé, îäíà ñèììåòðè÷íàÿ è îäíàíåñèììåòðè÷íàÿ ôîðìû èçãèáíûõ êîëåáàíèé:
ωl + ωm ' ω̄n, (20)ãäå ωl,m � íåêîòîðûå äâå ÷àñòîòû èçãèáíûõ êîëåáàíèé; ω̄n � îäíàèç ÷àñòîò ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé.Óðàâíåíèå ìàëûõ ñâîáîäíûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé â ïðèíÿòûõîáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä
u′′ = 12β2ü. (21)Ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé çàùåìëåí-íîãî ñ äâóõ êîíöîâ ñòåðæíÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ω̄n =
nπ√
12β

, n = 1, 2, 3 . . . (22)Êàê îòìå÷åíî âûøå, âåçäå äàëåå áóäåì ïðèíèìàòü n = 1.Ñïåêòð èçãèáíûõ êîëåáàíèé øàðíèðíî-îïåðòîé áàëêè íàõîäèòñÿèç êðàåâîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ
wIV + ẅ = 0 (23)è ÿâíî âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

ωm = (mπ)2, m = 1, 2, 3 . . . (24)Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (20), îïðåäåëÿþùåå äèàïàçîí çíà-÷åíèé ïàðàìåòðà β, à çíà÷èò, îòíîøåíèé âûñîòû ñå÷åíèÿ áàëêè ê åå



10 Í. Ô. Ìîðîçîâ, À. Â. Ëóêèí, È. À. Ïîïîâ, Ë. Â. Øòóêèíäëèíå, íåîáõîäèìûé äëÿ ðåàëèçàöèè âíóòðåííåãî êîìáèíàöèîííîãîðåçîíàíñà â ñèñòåìå, èìååò ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä:
π2
(

l2 +m2
)

' nπ√
12β

. (25)Ñîîòíîøåíèå (25) ìîæåò áûòü èíà÷å çàïèñàíî êàê
h

L
'

√
12n

π (l2 +m2)
. (26)Ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé çíà÷åíèé èíäåêñîâ

l,m, n íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ìåõàíè÷åñêîéìîäåëè Áåðíóëëè�Ýéëåðà, îïèñûâàþùåé íàïðÿæåííî-äåôîðìèðî-âàííîå ñîñòîÿíèå ñòåðæíÿ ïðè èçãèáå. Õàðàêòåðíûì ïîêàçàòåëåì âäàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå äëèíû λ ïîëóâîëíû ó÷èòûâàå-ìîé èçãèáíîé ôîðìû êîëåáàíèé ñ íàèáîëüøèì èíäåêñîì (â íàøèõîáîçíà÷åíèÿõ � λm) ê òîëùèíå ñòåðæíÿ h. Ïðåäåëüíî íèçêèì äî-ïóñòèìûì çíà÷åíèåì ýòîãî ïîêàçàòåëÿ ìîæíî ñ÷èòàòü 5.Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ L/h îò èíäåêñà lïðè òî÷íîì âûïîëíåíèè óñëîâèÿ âíóòðåííåãî êîìáèíàöèîííîãî ðå-çîíàíñà (25) äëÿ n = 1,m = l + 1. Òàêæå íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíûñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ λm/h.Êàê âèäíî èç ðèñ. 1, ïðèåìëåìûå îòíîøåíèÿ λm/h äîñòèãàþòñÿïðè l ≥ 3. Â äàëüíåéøåì ïðèìåì, ÷òî l = 3,m = 4, n = 1. Â ñîîòâåò-ñòâèè ñ (26) è ðèñ. 1, äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ âíóòðåííåãî ðåçîíàíñà ïðèýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðèáëèçèòåëüíîå ðàâåíñòâî h
L ' 0.044.3.2. Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿÄëÿ êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû (18)�(19)ïðèìåíèì ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ [32,33].Ðåøåíèå èùåì â âèäå

u(x; τ) = εu1(x;T0, T1, T2) + ε2u2(x;T0, T1, T2) + ε3u3(x;T0, T1, T2),(27)
w(x; τ) = εw1(x;T0, T1, T2) + ε2w2(x;T0, T1, T2) + ε3w3(x;T0, T1, T2),(28)
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Ðèñ. 1. Ê âîïðîñó î ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè áàëêè Áåðíóëëè�Ýéëåðàãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð, Ti = εiτ, i = 0, 1, 2 � ðàçëè÷íûå ìàñøòàáûâðåìåíè.Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, ïî-ëó÷àåì
∂

∂τ
= D0+εD1+ε

2D2,
∂2

∂τ2
= D2

0+2εD0D1+ε
2(D2

1+2D0D2), (29)ãäå ñèìâîëàìè Di, i = 0, 1, 2 îáîçíà÷åíû îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðî-âàíèÿ ïî àðãóìåíòàì Ti.Óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé ui, wi ïîëó÷àåì ïîñðåä-ñòâîì ïîäñòàíîâêè (27)�(29) â (18)�(19) è áàëàíñèðîâêè ïî ñòåïå-íÿì ïàðàìåòðà ε.



12 Í. Ô. Ìîðîçîâ, À. Â. Ëóêèí, È. À. Ïîïîâ, Ë. Â. Øòóêèí3.3. Ïîðîæäàþùèå óðàâíåíèÿÓðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðèîáðåòàþò âèä
u′′1 − 12β2D2

0u1 = 0, (30)
wIV

1 +D2
0w1 = 0. (31)Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàíñà (20)ïðåäñòàâèì ðåøåíèå ïîðîæäàþùèõ óðàâíåíèé â ñëåäóþùåì âèäå:

u1 = φn(x)
[

Un(T1, T2)e
iω̄nT0 + Ūn(T1, T2)e

−iω̄nT0

]

, (32)
w1 =

∑

j=l;m

ψj(x)
[

Wj(T1, T2)e
iωjT0 + W̄j(T1, T2)e

−iωjT0

]

, (33)ãäå φn(x) � ôîðìà ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé; ψl,m(x) � ôîðìû èç-ãèáíûõ êîëåáàíèé; Un,Wl,m � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû êîëåáàíèé,çàâèñÿùèå îò ìåäëåííûõ ìàñøòàáîâ âðåìåíè. Â äàëüíåéøåì äëÿïðîñòîòû ðàñ÷åòîâ ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
ω̄n ≡ ω̄1, ωl ≡ ω1, ωm ≡ ω2, (34)

φn(x) ≡ φ1(x), ψl(x) ≡ ψ1(x), ψm(x) ≡ ψ2(x). (35)Ñîáñòâåííûå ôîðìû ïðîäîëüíûõ è èçãèáíûõ êîëåáàíèé øàð-íèðíî îïåðòîé áàëêè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
φn(x) =

√
2 sin (nπx), ψn(x) =

√
2 sin (nπx), n = 1, 2, 3 . . . (36)Ìíîæèòåëü √

2 âçÿò äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ îðòîíîðìèðîâàí-íîñòè ïðèíÿòûõ ñèñòåì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé:
∫ 1

0

φmφndx =

∫ 1

0

ψmψndx = δmn, (37)ãäå δmn � ñèìâîë Êðîíåêåðà.Óñëîâèå âíóòðåííåãî êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàíñà â íîâûõ îáî-çíà÷åíèÿõ ïðèíèìàåò âèä
ω1 + ω2 = ω̄1 + εσ, (38)



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà íàíî/ìèêðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì... 13ãäå σ � ïàðàìåòð ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè.3.4. Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿÓðàâíåíèÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ èìåþò âèä
u′′2 − 12β2D2

0u2 = 24β2D0D1u1 − 12βw′

1w
′′

1 , (39)
wIV

2 +D2
0w2 = −2D0D1w1 +

1

β
u′1w

′′

1 + 12βD2
0u1w

′

1. (40)Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (32),(33) â óðàâíåíèÿ (39),(40) ïðåîá-ðàçóåò ïîñëåäíèå ê ñëåäóþùåìó âèäó:
u′′2 − 12β2D2

0u2 = −24iβ2ω̄1φ1D1U1e
iω̄1T0

+12βW1W2 [ψ
′

1ψ
′′

2 + ψ′′

1ψ
′

2] e
i(ω1+ω2)T0

+12β{ψ′

1ψ
′′

1W
2
1 e

2iω1T0 + ψ′

1ψ
′′

1W1W̄1

+W1W̄2 [ψ
′

1ψ
′′

2 + ψ′′

1ψ
′

2] e
i(ω1−ω2)T0 + ψ′

2ψ
′′

2W
2
2 e

2iω2T0

+ψ′

2ψ
′′

2W2W̄2}+ (c.c.),

(41)
wIV

2 +D2
0w2 = 2iω1ψ1D1W1e

iω1T0 + 2iω2ψ2D1W2e
iω2T0

+

[

12βω̄2
1φ1ψ

′

1 −
1

β
φ′1ψ

′′

1

]

U1W̄1e
i(ω̄1−ω1)T0

+

[

12βω̄2
1φ1ψ

′

2 −
1

β
φ′1ψ

′′

2

]

U1W̄2e
i(ω̄1−ω2)T0

+

[

12βω̄2
1φ1ψ

′

1 −
1

β
φ′1ψ

′′

1

]

U1W1e
i(ω̄1+ω1)T0

+

[

12βω̄2
1φ1ψ

′

2 −
1

β
φ′1ψ

′′

2

]

U1W2e
i(ω̄1+ω2)T0 + (c.c.).

(42)
Ëèíåéíûå îïåðàòîðû êðàåâûõ çàäà÷ (41),(42) ÿâëÿþòñÿ ñàìîñî-ïðÿæåííûìè, ïîýòîìó óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ñåêóëÿðíûõ ñëàãàåìûõâ ðåøåíèè äàííûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñîñòîèò â îðòîãîíàëü-íîñòè èõ ïðàâûõ ÷àñòåé ðåøåíèÿì (32),(33) ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíî-ðîäíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ âíóòðåííåãî êîì-áèíàöèîííîãî ðåçîíàíñà (38) ñåêóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå äâà



14 Í. Ô. Ìîðîçîâ, À. Â. Ëóêèí, È. À. Ïîïîâ, Ë. Â. Øòóêèíýêñïîíåíöèàëüíûõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (41) è ïåð-âûå ÷åòûðå � â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (42). Çàïèñü ñîîòâåòñòâó-þùèõ óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì äèôôåðåí-öèàëüíûì óðàâíåíèÿì, îïðåäåëÿþùèì çàâèñèìîñòü êîìïëåêñíûõàìïëèòóä U1,W1,W2 îò ìåäëåííîãî âðåìåíè T1:
iβ2ω̄1D1U1 + 3

√
2π3βW1W2e

iσT1 = 0, (43)
iω1D1W1 +

[

4
√
2π3

β
− 12

√
2πβω̄2

1

]

U1W̄2e
−iσT1 = 0, (44)

iω2D1W2 +

[

9
√
2π3

4β
+ 9

√
2πβω̄2

1

]

U1W̄1e
−iσT1 = 0. (45)Ðåøåíèå íåîäíîðîäíûõ êðàåâûõ çàäà÷ (41),(42) ñ ó÷åòîì óñëî-âèé (43)�(45) äàåò âûðàæåíèÿ äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé u2, w2. Ïîëó-÷åííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèìè è ïîýòîìó â ÿâíîìâèäå çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.3.5. Óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿÓðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ èìåþò âèä

u′′3 − 12β2D2
0u3 = −12β (w′

1w
′′

2 + w′′

1w
′

2)

+12β2
(

2D0D1u2 + 2D0D2u1 +D2
1u1
)

,
(46)

wIV
3 +D2

0w3 = −2D0D1w2 − 2D0D2w1 −D2
1w1

+6w′′

1 (w
′

1)
2 + 12β

(

D2
0u2 + 2D0D1u1

)

w′

1

+12βD2
0u1w

′

2 +
1

β
(u′1w

′′

2 + u′2w
′′

1 ) .

(47)Ïîäñòàíîâêà â (46),(47) ðàíåå íàéäåííûõ âûðàæåíèé äëÿ ôóíê-öèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ, èõ ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòå
x è àðãóìåíòàì T0, T1, T2, à òàêæå îïðåäåëåííûõ èç (43)�(45) âûðà-æåíèé äëÿ D1U1, D1W1, D1W2 è èõ ïðîèçâîäíûõ ïîçâîëÿåò âûäå-ëèòü â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (46),(47) ñåêóëÿðíûå ñëàãàåìûå èíàéòè, òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþ-ùèå çàâèñèìîñòü êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä îò ìåäëåííîãî âðåìåíè T2.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà íàíî/ìèêðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì... 15Ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíåíû ìåòîäàìè êîìïüþòåðíîéàëãåáðû. Â ñèëó ãðîìîçäêîñòè ÿâíûé âèä óðàâíåíèé òðåòüåãî ïðè-áëèæåíèÿ, àíàëîãè÷íûõ ïî ñìûñëó óðàâíåíèÿì (43)�(45), çäåñü íåïðèâîäèòñÿ.Ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþñâîáîäíûõ ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ, â ñëåäóþùåìâèäå:
U1 =

1

2
peiα, W1 =

1

2
qeiβ1 , W2 =

1

2
reiβ2 . (48)Çäåñü p, q, r � àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïî ó÷èòûâàåìûì ôîðìàì êî-ëåáàíèé (îäíîé ïðîäîëüíîé è äâóì èçãèáíûì); α, β1, β2 � ôàçûñîîòâåòñòâóþùèõ ãàðìîíèê. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì (32)�(33) èïðèíèìàÿ âåçäå äàëåå ε ≡ 1, ïîëå ïåðåìåùåíèé ñòåðæíÿ â ïåðâîìïðèáëèæåíèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u(x, τ) = φ1(x)p(τ) cos (ω̄1τ + α(τ)), (49)
w(x, τ) = ψ1(x)q(τ) cos (ω1τ + β1(τ)) + ψ2(x)r(τ) cos (ω2τ + β2(τ)).(50)Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ìåäëåííîå èçìå-íåíèå àìïëèòóäíûõ è ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, íàõîäÿòñÿ ïîñðåäñòâîìïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèÿ (43)�(45) è ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿòðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ âûðàæåíèé (48) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé, âû-òåêàþùèõ èç (29):

dU1

dτ
=
∂U1

∂T1
+
∂U1

∂T2
,

dW1,2

dτ
=
∂W1,2

∂T1
+
∂W1,2

∂T2
. (51)3.6. Èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé âî âòî-ðîì ïðèáëèæåíèèÏðîâåäåì àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû â ìåäëåííûõ ïå-ðåìåííûõ, ïîëó÷åííîé âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè. Ïîäñòàâëÿÿ (48) â(43)�(45), âûäåëÿÿ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùèõóðàâíåíèé è ïåðåõîäÿ ê íîâûì ôàçîâûì ïåðåìåííûì ïî ôîðìóëàì

γ = α− 3σT1, χ1 = β1 − σT1, χ2 = β2 − σT2, (52)



16 Í. Ô. Ìîðîçîâ, À. Â. Ëóêèí, È. À. Ïîïîâ, Ë. Â. Øòóêèíïðèäåì ê ñëåäóþùåé íåëèíåéíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìå äèôôåðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé:
ṗ = −3

√
2π3qr sin (χ1 + χ2 − γ)

2βω̄1
, (53)

q̇ =
2
√
2π
(

π2 − 3β2ω̄2
1

)

pr sin (χ1 + χ2 − γ)

βω1
, (54)

ṙ =
9
√
2π
(

π2 + 4β2ω̄2
1

)

pq sin (χ1 + χ2 − γ)

8βω2
, (55)

pγ̇ = −3σp+
3
√
2π3qr cos (χ1 + χ2 − γ)

2βω̄1
, (56)

qχ̇1 = −σq + 2
√
2π
(

π2 − 3β2ω̄2
1

)

pr cos (χ1 + χ2 − γ)

βω1
, (57)

rχ̇2 = −σr + 9
√
2π
(

π2 + 4β2ω̄2
1

)

pq cos (χ1 + χ2 − γ)

8βω2
. (58)Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (22) è (38) ïàðàìåòðû β è σ ñâÿçàíû ñîîò-íîøåíèåì

β =
π√

12 (ω1 + ω2 − σ)
, (59)ãäå ñîãëàñíî ïðèíÿòûì îáîçíà÷åíèÿì ω1 = 88.83, ω2 = 157.91� ñîá-ñòâåííûå ÷àñòîòû òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ôîðì èçãèáíûõ êîëåáàíèéøàðíèðíî-îïåðòîãî ñòåðæíÿ.Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A1 =
3
√
2π3

2βω̄1
, A2 =

2
√
2π
(

π2 − 3β2ω̄2
1

)

βω1
, A3 =

9
√
2π
(

π2 + 4β2ω̄2
1

)

8βω2
.(60)Òîãäà ñèñòåìà (53)�(58) ïðèìåò âèä

ṗ = −A1qr sin (χ1 + χ2 − γ), (61)
q̇ = A2pr sin (χ1 + χ2 − γ), (62)
ṙ = A3pq sin (χ1 + χ2 − γ), (63)
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pγ̇ = −3σp+A1qr cos (χ1 + χ2 − γ), (64)
qχ̇1 = −σq +A2pr cos (χ1 + χ2 − γ), (65)
rχ̇2 = −σr +A3pq cos (χ1 + χ2 − γ). (66)Íåòðèâèàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû(61)�(66) ñîîòâåòñòâóþò ñòàöèîíàðíûì äâèæåíèÿì ñ ïîñòîÿííûìèàìïëèòóäàìè ïðîäîëüíîé p0 è èçãèáíûõ q0, r0 êîìïîíåíò êîëåáàíèéñòåðæíÿ. Ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì:

q40 =
9σ4

A2
3A

2
1

, r40 =
9σ4

A2
2A

2
1

, p20 =
A2

1q
2
0r

2
0

9σ2
. (67)Ôàçîâûå ïåðåìåííûå óäîâëåòâîðÿþò ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèþ

χ10 + χ20 − γ0 = πk, k = 0, 1, 2, 3 . . . (68)Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñòðóêòóðû ñèñòåìû óðàâíåíèé (61)�(66)â ñëó÷àå òî÷íîãî âíóòðåííåãî êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàíñà (σ =
0, ω1 + ω2 = ω̄1) ñòàöèîíàðíûå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñ ïîñòîÿííû-ìè àìïëèòóäàìè íå ðåàëèçóþòñÿ. Àíàëîãè÷íàÿ îñîáåííîñòü àñèìï-òîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïðè èññëåäîâàíèè âíóòðåííåãîðåçîíàíñà 1:1 äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû îáùåãî âèäà ñ äâóìÿ ñòåïå-íÿìè ñâîáîäû, îáíàðóæåíà â ðàáîòå [21]. Òàêèì îáðàçîì, êàê îòìå-÷åíî â íàçâàííîé ðàáîòå, ó÷åò íåëèíåéíîñòè ïðèâîäèò ê ìãíîâåí-íîìó èñ÷åçíîâåíèþ áåçóñëîâíî ñóùåñòâóþùèõ â ëèíåéíîì ñëó÷àåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ. Ïðîâåðêà ýòîãî ÿâëåíèÿ èíàõîæäåíèå åìó ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿ ñîñòàâëÿåò ïðåäìåòäàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.Âû÷èñëåííûå ñîãëàñíî (67) ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ ìîäàëüíûõàìïëèòóä â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè σ ïðåä-ñòàâëåíû íà ðèñ. 2.
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Ðèñ. 2. Ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ ìîäàëüíûõ àìïëèòóäÊàê âèäíî èç ðèñ. 2, â äèàïàçîíå ìàëûõ àáñîëþòíûõ çíà÷åíèéïàðàìåòðà σ ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ìîäàëüíûõ àìïëèòóä èìåþòâèä, áëèçêèé ê ëèíåéíîìó; ïðè ðîñòå σ ïðîÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûéõàðàêòåð ýòèõ çàâèñèìîñòåé. Îòìåòèì, ÷òî äèàïàçîí çíà÷åíèé ÷à-ñòîòíîé ðàññòðîéêè íà ðèñ. 2 öåëåíàïðàâëåííî âûáðàí äîñòàòî÷íîáîëüøèì äëÿ äåìîíñòðàöèè âûøåîïèñàííîé íåëèíåéíîñòè õàðàêòå-ðèñòèê (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áåçðàçìåðíîå çíà÷åíèå ÷àñòîòûïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ω̄1 ðàâíî 246.84); àíàëèç òî÷íîñòè ïîñòðîåí-íîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò â äàííîì ñëó÷àåîòäåëüíóþ çàäà÷ó.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ïðîäîëüíûõ u(12 , τ) èïîïåðå÷íûõ w(12 , τ) ïåðåìåùåíèé öåíòðàëüíîé òî÷êè ñòåðæíÿ ïðè
σ = 5 äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p(0), q(0), r(0), γ(0), χ1(0), χ2(0), óäî-âëåòâîðÿþùèõ âûðàæåíèÿì (67)�(68).
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Ðèñ. 3. Ñëó÷àé ñòàöèîíàðíûõ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿÑëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé âûøå ðåæèì ñòàöèî-íàðíûõ êîëåáàíèé ñ ïîñòîÿííûìè ìîäàëüíûìè àìïëèòóäàìè ÿâëÿ-åòñÿ, ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (67)�(68), îñîáûì ðåæèìîì äâèæåíèÿ,ðåàëèçóåìûì ëèøü äëÿ íåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ íà÷àëüíûõóñëîâèé.Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé êîëåáàíèÿñòåðæíÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çîíå âíóòðåííåãî êîìáèíàöèîííîãî ðå-çîíàíñà èìåþò õàðàêòåð áèåíèé, ñâîéñòâà êîòîðûõ (àìïëèòóäà, ïå-ðèîä, ñòàöèîíàðíîñòü ïðîöåññà) â ñèëó íåëèíåéíîñòè ñèñòåìû ñó-ùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿò îò âåëè÷èíû íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé.Èññëåäóåì âîçìîæíîñòü ãåíåðàöèè èçãèáíûõ êîëåáàíèé ïîñðåä-ñòâîì íåëèíåéíîãî ìîäàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èçãèáíûõ ôîðì ñèçíà÷àëüíî âîçáóæäåííîé ïðîäîëüíîé ôîðìîé.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ ïðè σ = 5 äëÿ íà-÷àëüíûõ óñëîâèé p(0) = 10−2, q(0) = 10−8, r(0) = 10−8. Íà÷àëüíûå
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Ðèñ. 4. Êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ ïðè p(0) = 10−2, q(0) = 10−8, r(0) =
10−8.Êàê âèäíî èç 4, ïðè âûáðàííûõ àìïëèòóäàõ íà÷àëüíûõ âîçìó-ùåíèé íå íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíîé ïåðåêà÷êè ýíåðãèè ñ ïðîäîëü-íûõ äâèæåíèé íà èçãèáíûå.Íà ðèñ. 5,6 ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ ìîäàëüíûõ àìïëèòóä è êîëåáà-íèÿ ñòåðæíÿ ïðè σ = 5 äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p(0) = 5 · 10−2,
q(0) = 10−8, r(0) = 10−8.Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì âåëè÷èíû íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ âîçíèêà-åò ÿðêî âûðàæåííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïðîäîëüíîé è èçãèáíû-ìè ôîðìàìè êîëåáàíèé. Äàëåå íà ðèñ. 7,8 ïîêàçàí õàðàêòåð êîëå-áàíèé ñòåðæíÿ ïðè íà÷àëüíûõ ïðîäîëüíûõ âîçìóùåíèÿõ ñ àìïëè-òóäàìè 10−1 è 2 · 10−1 ñîîòâåòñòâåííî.Êàê âèäíî èç ðèñ. 7,8, ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû ñâîáîäíûõ êî-ëåáàíèé ñòåðæíÿ õàðàêòåð ðåæèìà áèåíèé óñëîæíÿåòñÿ, ñòàíîâèò-
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Ðèñ. 5. Ýâîëþöèÿ ìîäàëüíûõ àìïëèòóä ïðè p(0) = 5 · 10−2, q(0) =
r(0) = 10−8.ñÿ íå âïîëíå ðåãóëÿðíûì, ÷àñòîòà áèåíèé ðàñòåò.Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü õàðàêòåðà äâèæåíèé îò ïàðàìåòðà ðàñ-ñòðîéêè ÷àñòîò σ. Íà ðèñ. 9 ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ ìîäàëüíûõ àìïëè-òóä äëÿ çíà÷åíèé σ = 5,−5, 10 ïðè p(0) = 10−1, q(0) = r(0) = 10−8.Ïðîôèëü ñîîòâåòñòâóþùèõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé â öåíòðàëüíîé òî÷-êå ñòåðæíÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 10.Íà ðèñ. 9, 10 îò÷åòëèâî âèäíà çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû è àìïëèòó-äû ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ áèåíèé îò âåëè÷èíû ÷àñòîòíîé ðàññòðîé-êè. Êîíêðåòíûé àíàëèç äàííîé çàâèñèìîñòè âûïîëíÿåòñÿ äàëåå âíàñòîÿùåé ðàáîòå â öåëÿõ ðàçðàáîòêè íîâîãî ïðèíöèïà èçìåðåíèÿïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû âíåøíåé ñèëû, ïðèëîæåííîé ê ñòåðæíþ èâëèÿþùåé íà ÷àñòîòíûé ïàðàìåòð σ. Ïîäîáíûå èçìåðåíèÿ ìîãóòáûòü ïîëîæåíû â îñíîâó ðàáîòû íîâîãî êëàññà äàò÷èêîâ ôèçè÷å-ñêèõ âåëè÷èí, � â ÷àñòíîñòè ðåçîíàíñíûõ àêñåëåðîìåòðîâ.
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Ðèñ. 6. Êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ ïðè p(0) = 5 · 10−2, q(0) = r(0) = 10−8.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â äèíàìèêå ñòåðæíÿ ìîæåò íàáëþäàòüñÿ èîáðàòíîå ÿâëåíèå � âîçáóæäåíèå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé èçíà÷àëü-íî âîçìóùåííûìè èçãèáíûìè ôîðìàìè. Ïðèìåð òàêîãî ïðîöåññà,ñîîòâåòñòâóþùèé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì p(0) = 10−7, q(0) = r(0) =
10−1, ïîêàçàí íà ðèñ. 11.3.7. Àíàëèç äèíàìèêè ñòåðæíÿ â òðåòüåì ïðèáëèæåíèèÏðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â òðåòüåì ïðè-áëèæåíèè ïðåäñòàâëåíà âûøå â ï. 3.5. Çäåñü ìû èññëåäóåì ñóùå-ñòâåííîñòü óòî÷íåíèé, ïîëó÷àåìûõ â òðåòüåì ïðèáëèæåíèè, ïî ñðàâ-íåíèþ ñ ïîäðîáíî ðàññìîòðåííûì âûøå ðåøåíèåì âòîðîãî ïðèáëè-æåíèÿ. Íà ðèñ. 12 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ýâîëþöèè ìîäàëüíûõ àìïëè-òóä, âû÷èñëåííûõ ñîãëàñíî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðî-
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Ðèñ. 7. Êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ ïðè p(0) = 10−1, q(0) = r(0) = 10−8.ãî è òðåòüåãî ïðèáëèæåíèé, äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (p(0) = 5·10−2)è 10−1, q(0) = r(0) = 10−8) ïðè (σ = 5).Êàê âèäíî èç ðèñ. 12, áîëåå òî÷íûé ó÷åò íåëèíåéíûõ ãåîìåò-ðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, îïèñûâàþùèõ ïîëå äåôîðìàöèé ñòåðæíÿ,ïðèâîäèò ê îïðåäåëåííûì èçìåíåíèÿì â äèíàìèêå ñèñòåìû óæåïðè àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé ïîðÿäêà îäíîé äåñÿòîé âûñîòû ñå÷åíèÿ.Óòî÷íåíèÿ òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ êàñàþòñÿ êàê àìïëèòóäû êîëåáà-íèé, òàê è ÷àñòîòû âîçáóæäàåìûõ âíóòðåííèì ðåçîíàíñîì áèåíèé.Íà ðèñ. 13 ïðåäñòàâëåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ íà÷àëü-íûõ ïðîäîëüíûõ âîçìóùåíèé (p(0)) âåëè÷èíîé 0.5 è 1.Ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñòåïåíü ðàñõîæäåíèé ìåæ-äó àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè âòîðîãî è òðåòüåãî ïðèáëèæåíèéñóùåñòâåííî ðàñòåò. Îòìåòèì òàêæå çàìåòíîå óâåëè÷åíèå æåñòêî-ñòè ñèñòåìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòîòû áèåíèé, ÷òî âûçâàíî íåëè-íåéíîé ñâÿçàííîñòüþ ïðîäîëüíûõ è èçãèáíûõ ïåðåìåùåíèé. Â òî
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Ðèñ. 8. Êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ ïðè p(0) = 2 · 10−1, q(0) = r(0) = 10−8.æå âðåìÿ êà÷åñòâåííûõ ðàçëè÷èé â äèíàìèêå ñèñòåìû äëÿ äâóõðàññìîòðåííûõ ïðèáëèæåíèé íå íàáëþäàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿêîíêðåòíîãî (÷èñëîâîãî) àíàëèçà èññëåäîâàííûõ âûøå ïðîöåññîââçàèìîäåéñòâèÿ ïðîäîëüíûõ è èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ íåîá-õîäèìî èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà.Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âîïðîñ î õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè ïàðà-ìåòðîâ ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ áèåíèé îò âíåøíèõ âîçäåéñòâóþùèõôàêòîðîâ, ïðèâîäÿùèõ ê èçìåíåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòîòû ïðî-äîëüíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ. Íà ðèñ. 14 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïå-ðèîäà áèåíèé îò ïàðàìåòðà ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè σ äëÿ íåñêîëüêèõçíà÷åíèé àìïëèòóäû íà÷àëüíîãî ïðîäîëüíîãî âîçìóùåíèÿ.Íà ðèñ. 14 îò÷åòëèâî âèäíû îáëàñòè ðåãóëÿðíîé è èððåãóëÿð-íîé çàâèñèìîñòåé ïåðèîäà áèåíèé îò σ. Èððåãóëÿðíàÿ ÷àñòîòíàÿîáëàñòü ñìåùåíà âëåâî îòíîñèòåëüíî íóëÿ è ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþòî÷íîé âíóòðåííåé ðåçîíàíñíîé íàñòðîéêè ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëå-
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Ðèñ. 9. Ýâîëþöèÿ ìîäàëüíûõ àìïëèòóä. σ = 5 � ñïëîøíàÿ ëèíèÿ,
σ = −5 � ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ, σ = 10 � øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿìåíòà (îòðèöàòåëüíîñòü çíà÷åíèé σ â óêàçàííîé îáëàñòè âûðàæàåòòîò ôàêò, ÷òî ðåàëüíàÿ ÷àñòîòà ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé óâåëè÷è-âàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ëèíåéíîé îöåíêå ñ ðîñòîì àìïëèòóäû èç-ãèáíûõ êîëåáàíèé); åå øèðèíà ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäûíà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ. Íàëè÷èå ïîäîáíîé èððåãóëÿðíîé ÷àñòîò-íîé îáëàñòè ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ è òðåáóåò äàëü-íåéøåãî äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ. Íå ìåíåå âàæíî îòìåòèòü ñó-ùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðíûõ (ðàáî÷èõ) îáëàñòåé ñèëüíîé çàâèñèìîñòèïåðèîäà áèåíèé îò σ. Ïðè îïòèìàëüíîì âûáîðå âåëè÷èíû íà÷àëü-íîãî âîçìóùåíèÿ (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå p(0) ' 5e− 2) äàííûåîáëàñòè îõâàòûâàþò øèðîêèå äèàïàçîíû êàê îòðèöàòåëüíûõ, òàêè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà σ, ÷òî ãîâîðèò î ãðóáîñòèíàáëþäàåìîãî ýôôåêòà è åãî ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçóåìîñòè ñ òî÷êèçðåíèÿ îãðàíè÷åíèé ìèêðîñèñòåìíîé òåõíîëîãèè èçãîòîâëåíèÿ ÷óâ-
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Ðèñ. 10. Èçãèáíûå êîëåáàíèÿ â öåíòðàëüíîé òî÷êå ñòåðæíÿñòâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü ïðî-åêòèðîâàíèÿ ãåîìåòðèè ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà èñõîäÿ èç òðåáó-åìîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷àñòîòàìè åãî èçãèáíûõ è ïðîäîëüíûõêîëåáàíèé (ñì. (38)), íåîáõîäèìîãî äëÿ íàõîæäåíèÿ â ðåãóëÿðíîéîáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ áèåíèé.Íà ðèñ. 15, 16 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè àìïëèòóä âîçáóæäàåìûõèçãèáíûõ ôîðì êîëåáàíèé îò ïàðàìåòðà ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè σäëÿ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí íà÷àëüíîãî ïðîäîëüíîãî âîçìóùåíèÿ.Àìïëèòóäû âîçáóæäàåìûõ íà âíóòðåííåì ðåçîíàíñå èçãèáíûõêîëåáàíèé ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ÷àñòîòíîéðàññòðîéêè. Â îòëè÷èå îò ïðåäñòàâëåííûõ âûøå çàâèñèìîñòåé äëÿïåðèîäà áèåíèé íà àìïëèòóäíûõ äèàãðàììàõ èððåãóëÿðíûå ÷àñòîò-íûå îáëàñòè íå íàáëþäàþòñÿ. Â öåëîì ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâó-þò î âîçìîæíîñòè ñîçäàíèÿ íîâîãî êëàññà ðåçîíàíñíûõ äàò÷èêîâôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí (â ÷àñòíîñòè, àêñåëåðîìåòðîâ) ñ êîìáèíèðî-
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Ðèñ. 11. Êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ ïðè p(0) = 10−7, q(0) = r(0) = 10−1ïðè σ = 5âàííûì ÷àñòîòíî-àìïëèòóäíûì âûõîäîì, îñíîâàííûõ íà ñèëüíîéçàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ áèåíèé îò âíåøíèõèçìåðÿåìûõ âîçäåéñòâèé.Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ãåíåðàöèÿ èññëåäîâàííûõ â ðà-áîòå ðåæèìîâ êîëåáàíèé ïîäâèæíîãî áàëî÷íîãî ýëåìåíòà ìîæåòáûòü îñóùåñòâëåíà ëàçåðíûì òåðìîîïòè÷åñêèì ìåòîäîì: êàê âèä-íî èç óðàâíåíèé (15)�(16), ëîêàëèçîâàííîå òåïëîâîå âîçäåéñòâèåíà ïîâåðõíîñòü áàëêè-ïîëîñû ìîæåò, ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðåïàðàìåòðîâ ëàçåðíîãî èìïóëüñà, ïîñðåäñòâîì âîçíèêàþùåé òåìïå-ðàòóðíîé îñåâîé ñèëû âîçáóæäàòü ðàáî÷óþ (â íàñòîÿùåì èññëåäî-âàíèè � íèæíþþ) ïðîäîëüíóþ ôîðìó êîëåáàíèé; íåðàâíîìåðíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû ïî òîëùèíå áàëêè è âûçâàííûé ýòèìòåìïåðàòóðíûé èçãèáàþùèé ìîìåíò ñîçäàåò, â ñâîþ î÷åðåäü, ìà-ëûå íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, îáåñïå÷è-
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Ðèñ. 15. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ïåðâîé ðàññìàòðèâàåìîé èçãèáíîéôîðìû êîëåáàíèé îò ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè σ.
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Ðèñ. 16. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû âòîðîé ðàññìàòðèâàåìîé èçãèáíîéôîðìû êîëåáàíèé îò ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè σ.âàþùèå âîçáóæäåíèå ðàáî÷èõ èçãèáíûõ ôîðì êîëåáàíèé. Êîíêðåò-íûé àíàëèç íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ òåïëîïðîâîäíîñòè â îáúåìåáàëêè ïðè ëàçåðíîì èìïóëüñå è îïðåäåëåíèå óñëîâèé ýôôåêòèâíî-ãî âîçáóæäåíèÿ ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ áèåíèé â ñèñòåìå ñîñòàâëÿþòíàïðàâëåíèå äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.4. Çàêëþ÷åíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàí õàðàêòåð ñâÿçàííûõ ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ, îïèñûâàåìîãî ãåîìåòðè÷åñêè íåëè-íåéíîé ìîäåëüþ â ðàìêàõ ãèïîòåçû Áåðíóëëè�Ýéëåðà, â ñëó÷àåâíóòðåííåãî êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàíñà ìåæäó äâóìÿ èçãèáíûìèè íèçøåé ïðîäîëüíîé ôîðìàìè êîëåáàíèé. Ïðèáëèæåííîå àíàëè-òè÷åñêîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî ìåòîäîì ìíîãèõ ìàñøòàáîâ, ïðèìåíåí-íûì íåïîñðåäñòâåííî ê ñèñòåìå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ. Ïîêàçàíî, ÷òî íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå â ïðîäîëüíîìíàïðàâëåíèè ìîæåò ýôôåêòèâíî âîçáóæäàòü èçãèáíûå ôîðìû êî-



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà íàíî/ìèêðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì... 31ëåáàíèé, ÷òî â öåëîì ïðèâîäèò ê ðåæèìó ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ áè-åíèé ñ çàìåòíûìè àìïëèòóäàìè. Îòìå÷åíî, ÷òî ïåðèîä è àìïëèòó-äà ýòèõ áèåíèé ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ÷à-ñòîòíîé ðàññòðîéêè ìåæäó ñóììîé ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé è÷àñòîòîé ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé. Äàííûé ýôôåêò ìîæåò áûòü èñ-ïîëüçîâàí â êà÷åñòâå íîâîãî ïðèíöèïà èçìåðåíèÿ ïðîäîëüíîé êîì-ïîíåíòû âíåøíåé ñèëû, ïðèëîæåííîé ê óïðóãîìó ÷óâñòâèòåëüíî-ìó ýëåìåíòó. Ïîäîáíûå èçìåðåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëîæåíû â îñíîâóðàáîòû íîâîãî êëàññà äàò÷èêîâ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, â ÷àñòíîñòè,ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ðåçîíàíñíûõ àêñåëåðîìåòðîâ. Âûïîë-íåíî ñðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ âî âòîðîìè òðåòüåì ïðèáëèæåíèÿõ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ êîíêðåòíîãî (÷èñ-ëîâîãî) àíàëèçà ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå ïðîöåññîâ âçàèìîäåéñòâèÿïðîäîëüíûõ è èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçî-âàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà.Ëèòåðàòóðà1. Vorobyev R. I. et al. Application of the optoacoustic method to assess thee�ect of voids on the crack resistance of structural carbon plastics //AcousticalPhysics. � 2020. � Vol. 66. � P. 132�136.doi: https://doi.org/10.1134/S1063771020020153.2. Yan G. et al. Cumulative fatigue damage in thin aluminum �lms evaluatednon-destructively with lasers via zero-group-velocity Lamb modes //NDT &E International. � 2020. � Vol. 116. � P. 102�323.doi: https://doi.org/10.1016/j.ndteint.2020.102323.3. Pan Y., Rossignol C., Audoin B. Acoustic waves generated by a laser linepulse in cylinders; application to the elastic constants measurement //TheJournal of the Acoustical Society of America. � 2004. � Vol. 115. � �. 4.� P. 1537�1545. doi: https://doi.org/10.1063/1.1583135.4. Chow G. et al. Laser-induced surface acoustic waves: An alternative methodto nanoindentation for the mechanical characterization of porous nanostruc-tured thin �lm electrode media //Mechanics of Materials. � 2015. � Vol. 91.� P. 333�342.5. Champion A., Bellouard Y. Direct volume variation measurements in fusedsilica specimens exposed to femtosecond laser //Optical Materials Express.� 2012. � Vol. 2. � �. 6. � P. 789�798.6. Otsuka P. H. et al. Time-domain imaging of gigahertz surface waves on anacoustic metamaterial //New Journal of Physics. � 2018. � Vol. 20. � �.1. � P. 013026.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜÍÅÈÄÅÀËÜÍÎÃÎ ÐÅÇÎÍÀÒÎÐÀÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÒÂÅÐÄÎÒÅËÜÍÎÃÎ ÃÈÐÎÑÊÎÏÀÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ È ÀÍÀËÈÇÑ. À. Øåâ÷åíêî, Á. Å. ÌåëüíèêîâÐàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íåèäåàëüíîãîðåçîíàòîðà âîëíîâîãî òâåðäîòåëüíîãî ãèðîñêîïà (ÂÒÃ) äëÿ îïðåäåëåíèÿâëèÿíèÿ íåñîâåðøåíñòâ íà âûõîäíîé ïàðàìåòð � ðàñùåïëåíèå ñîáñòâåí-íîé (ðàáî÷åé) ÷àñòîòû êîëåáàíèé ðåçîíàòîðà. Ðåçîíàòîð ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé òîíêîñòåííóþ ïîëóñôåðè÷åñêóþ îáîëî÷êó, â êîòîðîé âîçáóæ-äàåòñÿ ñòîÿ÷àÿ óïðóãàÿ âîëíà íà ÷àñòîòå, ðàâíîé ïî çíà÷åíèþ âòîðîéýëëèïòè÷åñêîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå. Â ðàìêàõ ðàáîòû ïîñòðîåíà ìàòå-ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èäåàëüíîé ïîëóñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ðàññìîòðåíûñïîñîáû ó÷åòà íåñîâåðøåíñòâ ïðè ñîçäàíèè ìîäåëè íåèäåàëüíîãî ðåçî-íàòîðà. Ïðîâåäåíà âåðèôèêàöèÿ ïîñòðîåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåéñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.Òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ òåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåí-òà è ìåòîäîâ ãëîáàëüíîãî àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðîâåäåí àíàëèçñòåïåíè âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (ïàðàìåòðîâíåñîâåðøåíñòâ) íà ðàñùåïëåíèå ÷àñòîòû. Îïðåäåëåííîå âíèìàíèå óäå-ëåíî îöåíêå òî÷íîñòè ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïî-ñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè îòêëèêà íà îñíîâå äàííûõ âèðòóàëüíîãî ýêñïåðè-ìåíòà.1. ÂâåäåíèåÎäíèì èç íàèáîëåå äèíàìè÷íî ðàçâèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé ñî-çäàíèÿ ïðèáîðîâ èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ÂÒÃ[1]. Â ïîñëåäíèå ãîäû ìíîæåñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî ðàçëè÷íûì òåìà-òèêàì, ñâÿçàííûì ñ ïðîåêòèðîâàíèåì è èçãîòîâëåíèåì ÂÒÃ. Âñå ýòîâûçâàíî ïðåèìóùåñòâàìè äàííîãî òèïà ãèðîñêîïà ïî ñðàâíåíèþ ñïðèáîðàìè, ðàáîòàþùèìè íà îñíîâå äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ.Ïðèíöèï ðàáîòû ÂÒÃ îñíîâàí íà ýôôåêòå èíåðòíîñòè óïðóãèõÄîêëàä íà ñåìèíàðå 22 íîÿáðÿ 2022 ã.c© Ñ. À. Øåâ÷åíêî, Á. Å. Ìåëüíèêîâ, 2023.Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà(ãðàíò � 21-71-10009)



36 Ñ. À. Øåâ÷åíêî, Á. Å. Ìåëüíèêîââîëí. Äàííûé ýôôåêò áûë îòêðûò àíãëèéñêèì ó÷åíûì Äæ. Õ. Áðàé-àíîì. Â ñâîèõ îïûòàõ îí ïîêàçàë [2], ÷òî ïðè âîçáóæäåíèè â êîëü-öå ñòîÿ÷åé óïðóãîé âîëíû êîëåáàíèé è âðàùåíèè ýòîé îáîëî÷êè ñïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñòîÿ÷åéâîëíû áóäåò îòëè÷àòüñÿ íà íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò, íàçâàííûé êî-ýôôèöèåíòîì Áðàéàíà (1):
Ωb = B · Ω, (1)ãäå, Ωb � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñòîÿ÷åé âîëíû; Ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòüîñíîâàíèÿ; B � êîýôôèöèåíò Áðàéàíà.Ïîçäíåå Â. Ô. Æóðàâëåâûì è Ä. Ì. Êëèìîâûì [3] òåîðåòè÷åñêèîáîñíîâàíà ñïðàâåäëèâîñòü ýôôåêòà Áðàéàíà äëÿ ëþáîãî çàêîíàâðàùåíèÿ îñíîâàíèÿ (2):

φ(t) = − 2

1 + k2

∫ t

0

Ω(τ) dτ, (2)ãäå φ(t) � óãîë ïîâîðîòà ñòîÿ÷åé âîëíû îòíîñèòåëüíî îñíîâàíèÿ;
k � íîìåð ìîäû êîëåáàíèéÈñïîëüçîâàíèå ýôôåêòà Áðàéàíà ïðè ïîñòðîåíèè èíåðöèàëü-íûõ äàò÷èêîâ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü ìàññîãàáàðèòíûåõàðàêòåðèñòèêè, ïîâûñèòü èõ ñòîéêîñòü ê âíåøíèì âîçäåéñòâóþ-ùèì ôàêòîðàì, à òàêæå ïîëó÷èòü çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå ðåñóð-ñà. Îäíàêî äîñòèæåíèå âûñîêèõ òî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê äàò÷è-êîâ òðåáóåò îò ïðîèçâîäèòåëÿ ñåðüåçíûõ íàó÷íûõ è ôèíàíñîâûõâëîæåíèé. Âåäü òî÷íîñòü ÂÒÃ ñèëüíî çàâèñèò êàê îò òåõíîëîãè÷å-ñêèõ ïîãðåøíîñòåé èçãîòîâëåíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ, òàêè îò íåîäíîðîäíîñòåé ìàòåðèàëà íàðàâíå ñ ïîãðåøíîñòÿìè óïðàâ-ëåíèÿ. Áîëüøîå âíèìàíèå ïðè ðàçðàáîòêå ÂÒÃ óäåëÿåòñÿ ìàòåìà-òè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó óäàåòñÿ ñïðîãíî-çèðîâàòü âëèÿíèå ïîãðåøíîñòåé è íåñîâåðøåíñòâ íà õàðàêòåðèñòè-êè èçäåëèé, ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû óñòðàíåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõïîãðåøíîñòåé, ñêîìïåíñèðîâàòü îñòàâøèåñÿ. Íàèáîëåå çíà÷èìûõïðàêòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ â ðàçðàáîòêå ÂÒÃ äîñòèãëè èíîñòðàí-íûå êîìïàíèè, íàïðèìåð, Northrop Grumman Corporation (USA),Safran SA (France). Ñðåäè îòå÷åñòâåííûõ ïðåäïðèÿòèé ðàçðàáîò-êîé ÂÒÃ çàíèìàþòñÿ ÀÎ ¾Èæåâñêèé ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèé çàâîä



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåèäåàëüíîãî ðåçîíàòîðà... 37¾Êóïîë¿, ÀÎ ¾ÐÏÊÁ¿ è äð. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ÂÒÃïðîèçâîäñòâà ðàçëè÷íûõ ïðåäïðèÿòèé.Âèäíî, ÷òî äàò÷èêè èìåþò õàðàêòåðíûé ðàçìåð, à òàêæå ñõî-æåñòü êîíñòðóêòèâíîãî èñïîëíåíèÿ. Ïðè ýòîì èòîãîâûå õàðàêòå-ðèñòèêè äàò÷èêîâ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî äîñòè÷üóðîâíÿ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âûñîêîòî÷íûì äàò÷èêàì, îòå-÷åñòâåííûì ðàçðàáîò÷èêàì ïîêà íå óäàëîñü [4]. Íàïðèìåð, ñëó-÷àéíîå ñìåùåíèå óãëà ÂÒÃ ôèðìû Safran SA ñîñòàâëÿåò íå áîëåå0,0005 ãðàä./÷àñ [5] ïðîòèâ ñëó÷àéíîãî ñìåùåíèÿ ÂÒÃ ðàçðàáîòêèÀÎ ¾ÐÏÊÁ¿ � 0,05 ãðàä./÷àñ [4]. Ýòî êîñâåííî ñâèäåòåëüñòâóåò êàêîá óðîâíå òåõíîëîãè÷åñêèõ, òàê è íàó÷íûõ äîñòèæåíèé, â ÷àñòíî-ñòè, ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èäåàëü-íîãî ïîëóñôåðè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà ÂÒÃ, ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñó÷åòà íåñîâåðøåíñòâ, ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä àíàëèçà ïîñòðîåííîé ìà-òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èäåàëüíîãî ðåçîíàòîðàÐàññìàòðèâàåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíûé ýëåìåíò ÂÒÃ, ïðåäñòàâëÿþ-ùèé ñîáîé òîíêîñòåííóþ ïîëóñôåðè÷åñêóþ îáîëî÷êó, èçãîòîâëåí-íóþ èç êâàðöåâîãî ñòåêëà. Îñíîâíàÿ öåëü ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè-÷åñêîé ìîäåëè � îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ðåçî-íàòîðà, à èìåííî ðàññ÷åò çíà÷åíèÿ âòîðîé (ýëëèïòè÷åñêîé) ðàáî-÷åé ôîðìû êîëåáàíèé è îöåíêà å¼ ðàñùåïëåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿìîäåëü ñòðîèòñÿ íà áàçå òåîðèè òîíêèõ ðàñòÿæèìûõ óïðóãèõ îáî-ëî÷åê ïî Â. Â. Íîâîæèëîâó [6]. Ïåðâîíà÷àëüíî îïðåäåëÿåòñÿ ñðå-äèííàÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè. Äëÿ ýòîãî çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåïîâåðõíîñòè â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå (3), à òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿåäèíè÷íûõ âåêòîðîâ (îðò) è åäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè ê ïîâåðõ-íîñòè (4): r = rcp[sin(θ) cos(φ), sin(θ) sin(φ), cos(θ)]T ; (3)eφ =
1

A1

∂r
∂φ

; eθ =
1

A2

∂r
∂θ

;n = eφ × eθ, (4)ãäå, rcp � ðàäèóñ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè;
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InnaLabs (Èðëàíäèÿ) Safran SA (Ôðàíöèÿ)

ÀÎ ¾Èæåâñêèé ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèé çàâîä ¾Êóïîë¿Ðèñ. 1. Âàðèàíòû èñïîëíåíèÿ ÂÒÃ ðàçëè÷íîãî ïðîèçâîäñòâà
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φ è θ � àçèìóòàëüíûé è çåíèòíûé óãëû ñîîòâåòñòâåííî; A1, A2� ïàðàìåòðû Ëàìå (äâà èç òðåõ êîýôôèöèåíòîâ 1-é êâàäðàòè÷íîéôîðìû ïîâåðõíîñòè). Âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ Ëàìå (5) è ãëàâ-íûõ êðèâèçí ïîâåðõíîñòè (6) èìåþò âèä

A1 =

√

∂x

∂φ

2

+
∂y

∂φ

2

+
∂z

∂φ

2

;A2 =

√

∂x

∂θ

2

+
∂y

∂θ

2

+
∂z

∂θ

2

; (5)
R1 = A1 · |eφ|/|∂n

∂φ
|;R2 = A2 · |eθ|/|∂n

∂θ
|, (6)ãäå x, y, z � îñè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Âûðàæåíèÿ (6) ïî-ëó÷àþòñÿ ñ ó÷åòîì ðÿäà äîïóùåíèé, êàñàþùèõñÿ îïðåäåëåíèÿ ñðå-äèííîé ïîâåðõíîñòè. Íàïðèìåð, ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî êîîðäèíàòíûåëèíèè ïîâåðõíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó, à òàêæå ÿâëÿþò-ñÿ è ëèíèÿìè êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè. Äàëåå íåîáõîäèìî çàïèñàòüâûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëüíîé (7) è êèíåòè÷åñêîé (8) ýíåðãèé ýëå-ìåíòàðíîãî îáúåìà îáîëî÷êè:

W =
Eh

2(1− ν2)

∫ 2π

0

∫ π
2

0

(

(ε1 + ε2)
2 − 2(1− ν)(ε1ε2 −

ω2

4
)

)

Adθdφ+

+
Eh3

24(1− ν2)

∫ 2π

0

∫ π
2

0

((κ1 + κ2)
2 − 2(1− ν)(κ1κ2 − τ2))Adθdφ; (7)

T =
1

2

∫ 2π

0

∫

π

2

0

ρhv2Adθdφ, (8)ãäå h � òîëùèíà ïîëóñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè; ν � êîýôôèöèåíòÏóàññîíà ìàòåðèàëà; ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà; E � ìîäóëü óïðó-ãîñòè ìàòåðèàëà; ε1, ε2 � ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå óäëèíåíèåñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè; κ1, κ2 � ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå èç-ãèáíûå äåôîðìàöèè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè; ω, τ � ïàðàìåòðû, õà-ðàêòåðèçóþùèå äåôîðìàöèè ñäâèãà è êðó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî;
v � âåêòîð ñêîðîñòè; A = A1 · A2.Â âûðàæåíèÿõ (7), (8) ñîäåðæàòñÿ ïàðàìåòðû, äëÿ îïðåäåëåíèÿêîòîðûõ íåîáõîäèìî çàïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà
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u = U(θ)[p(t) cos(nφ)− q(t) sin(nφ)];
v = V (θ)[p(t) sin(nφ) + q(t) cos(nφ)];
w =W (θ)[−p(t) cos(nφ) + q(t) sin(nφ)],

(9)ãäå p(t), q(t) � íåêîòîðûå ôóíêöèè âðåìåíè, ïðèíèìàåìûå çà åäè-íèöó â ðàìêàõ çàäà÷è ïî íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò; U(θ),V(θ), W(θ) � ôóíêöèè Ðåëåÿ.Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ðèòöà, çàïèøåì ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé
U(θ), V (θ), W (θ) â âèäå (10)

U(θ) = [U1θ
3 + U2θ

5...];
V (θ) = [V1θ

3 + V2θ
5...];

W (θ) = [W1θ
2 +W2θ

4...];
(10)ãäå Ui, Vi, Wi � èñêîìûå êîýôôèöèåíòû.Òîãäà ñîîòíîøåíèå íà îñíîâå ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà ñâîäèòñÿ êñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â âèäå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ (11)

(MC − λ2MA)C = 0, (11)ãäå MC , MA � ìàòðèöû, ñâÿçàííûå ñ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëü-íîé ýíåðãèÿìè; C � âåêòîð-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ;
λ � âåêòîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà ïî ïîñòðîåííîé ìîäåëè âîçìîæíî îïðåäå-ëèòü òî÷íîå çíà÷åíèå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïîëóñôåðè-÷åñêîãî ðåçîíàòîðà. Ïðèíèìàÿ äëÿ ðàñ÷åòà âòîðóþ ìîäó (n = 2),îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïîëó÷àåì ïðè ïðèáëèæåíèè ïî ôîðìóëå (10)ñ òî÷íîñòüþ äî 3-ãî ÷ëåíà. Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå ðà-áî÷åé ÷àñòîòû ñîñòàâëÿåò fp = 4809,8 Ãö. Âåðèôèêàöèÿ ìàòåìàòè-÷åñêîé ìîäåëè [7] ïðîâîäèëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîãî ýêñïå-ðèìåíòà â ïðîãðàììíîì îáåñïå÷åíèè Ansys ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëå-ìåíòîâ òèïà Solid â îáúåìíîé ïîñòàíîâêå, à òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåìýëåìåíòîâ òèïà Shell â ôîðìóëèðîâêå òåîðèè òîíêèõ óïðóãèõ îáî-ëî÷åê (îáîëî÷êà Òèìîøåíêî). Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâïðåäñòàâëåíî â òàáë. 1.



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåèäåàëüíîãî ðåçîíàòîðà... 41Òàáëèöà 1. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé ñîáñòâåííîé÷àñòîòû ðåçîíàòîðà.Ïàðàìåòð Ïî ìàò. ×èñëåííûé ýêñïå- ×èñëåííûé ýêñïå-ìîäåëè ðèìåíò (Shell) ðèìåíò (Solid)×àñòîòà, Ãö 4809,8 4809,02 4809,083. Ó÷åò íåñîâåðøåíñòâ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëèÏðè èçãîòîâëåíèè ðåçîíàòîðîâ ââèäó òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðåäåëàïðîèçâîäñòâà åãî ðåàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ âñåãäà îòëè÷íà îò èäåàëüíîéïîëóñôåðû. Ïðè ýòîì ìàòåðèàë èç êîòîðîãî èçãîòàâëèâàåòñÿ èçäå-ëèå, òàêæå íåñîâåðøåíåí è èìååò íåïîñòîÿííîå ïî îáúåìó çíà÷å-íèå ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Íàëè÷èå äàííûõ íåñî-âåðøåíñòâ âëèÿåò íà òàêîé ïàðàìåòð ðåçîíàòîðà, êàê ðàñùåïëåíèåñîáñòâåííîé ðàáî÷åé ÷àñòîòû. Ââèäó ñâîéñòâ îñåñèììåòðè÷íîé îáî-ëî÷êè ïðè íàëè÷èè íåñîâåðøåíñòâ êîëåáàíèÿ áóäóò ïðîõîäèòü íàäâóõ áëèçêèõ ïî çíà÷åíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ. Â ñëó÷àå èäåàëü-íîé ìîäåëè, ïðåäñòàâëåííîé âûøå, ðàñùåïëåíèå ñâîäèòñÿ ê íóëþ,îäíàêî ñ âíåñåíèåì êàêîãî-ëèáî âèäà äåôåêòà, åãî çíà÷åíèå âîç-ìîæíî îïðåäåëèòü.Óñëîâíî âèäû äåôåêòîâ ìîæíî ðàçäåëèòü íà ôèçè÷åñêèå è êîí-ñòðóêöèîííûå (òåõíîëîãè÷åñêèå). Ê ïåðâûì îòíîñÿòñÿ ñâÿçàííûåñî ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà: ðàçíîïëîòíîñòü (ρ(φ, θ)), ðàçíîóïðóãîñòü(E(φ, θ)), ðàçíîäîáðîòíîñòü (ζ(φ, θ)), íåîäíîðîäíîñòü òåìïåðàòóð-íîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ (α(φ, θ)) è ïð. Ê êîí-ñòðóêöèîííûì: íåêðóãëîñòü è áèåíèå âíóòðåííåé (íàðóæíîé) ïî-âåðõíîñòåé, îòêëîíåíèÿ îò ðàäèóñà, ðàçíîòîëùèííîñòü (h(φ, θ)).Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî êîíñòðóêöèîííûå äåôåêòû ïðèâîäÿò ê èç-ìåíåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, íàïðèìåð, ïëîòíîñòè, âëèÿþò íà æåñò-êîñòíóþ ñèììåòðèþ îáîëî÷êè. Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòü-ñÿ òàêèå âèäû äåôåêòîâ, êàê ðàçíîïëîòíîñòü, ðàçíîóïðóãîñòü è ðàç-íîòîëùèííîñòü.Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì âàðèàíòîì ó÷åòà íåñîâåðøåíñòâ ÿâ-ëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå êàêîãî-ëèáî èç ïàðàìåòðîâ êàê ïåðåìåííîé



42 Ñ. À. Øåâ÷åíêî, Á. Å. Ìåëüíèêîâïî àçèìóòàëüíîìó óãëó, ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåòåð-ïåâàåò ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå (12):
E(φ) = E0(1 +

n
∑

kE=1

Ea sin(kEφ+ βπ));

ρ(φ) = ρ0(1 +
n
∑

kρ=1

ρa sin(kρφ+ βπ));

h(φ) = h0(1 +
n
∑

kh=1

ha sin(khφ+ βπ)),

(12)ãäå E0, ρ0, h0 � íîìèíàëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ìîäóëÿ óïðóãîñòè, ïëîò-íîñòè è òîëùèíû; Ea, ρa, ha � àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ ñîîòâåòñòâó-þùåãî äåôåêòà; kE , kρ, kh � íîìåð ãàðìîíèêè äåôåêòà;
βπ � ôàçîâûé óãîë.Ó÷åò íåñîâåðøåíñòâ â ïðåäñòàâëåííîì âèäå íå èìååò ñëîæíî-ñòè. Ïðè ýòîì íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà ðàñùåïëåíèå ðàáî÷åé ÷àñòî-òû îêàçûâàþò ðàçíîïëîòíîñòü è ðàçíîòîëùèííîñòü. Ïðè ïðî÷èõðàâíûõ ïàðàìåòðàõ èõ âëèÿíèå íà ïîðÿäîê âûøå âëèÿíèÿ ðàçíî-óïðóãîñòè. Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ðàñùåïëåíèÿ ÷àñòîò(∆f), ðàññ÷èòàííûå ïðè ïîìîùè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (ÌÌ) âñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòîì ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà (ÊÝÌ).Òàáëèöà 2. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé ðàñùåïëåíèÿ÷àñòîòûÏàðàìåòð Ðàçíîïëîòíîñòü Ðàçíîòîëùèííîñòü(∆f), Ãö (ïî ÌÌ) 5,71 1,31(∆f), Ãö (ïî ÊÝÌ) 7,71 1,6Ðàçíèöà â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòàîáóñëîâëåíà íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïðè ÊÝÌ ðàñ-÷åòå � àñèììåòðèè óïðóãîñòè îáîëî÷êè ââèäó àñèììåòðèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè (íàëè÷èå äîïóñêîâ íà êîîðäèíàòû óçëîâ). Ñ ó÷å-òîì ýòîãî ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íûì.Îäíàêî, ãîâîðÿ î ðàçíîòîëùèííîñòè, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðåä-ñòàâëåííàÿ ïîñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ êðàéíèì ñëó÷àåì â ó÷åòå ãåîìåò-ðè÷åñêèõ íåñîâåðøåíñòâ. Îáðàùàÿñü ê ïðàêòè÷åñêèì âîçìîæíî-ñòÿì èçìåðåíèé, íàèáîëåå îïòèìàëüíûì âàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿèçìåðåíèå êðóãëîãðàìì âíóòðåííåé è íàðóæíîé ïîâåðõíîñòåé ïî-



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåèäåàëüíîãî ðåçîíàòîðà... 43ëóñôåðû. Ó÷èòûâàÿ ýòî, óäîáíåå â ÌÌ ðàñêëàäûâàòü â ðÿä Ôóðüåíå ôóíêöèþ òîëùèíû, à çàäàâàòü ôóíêöèè ðàäèóñîâ (13):
r1(φ) = r10(1 +

n
∑

kr1=1

r1a sin(kr1φ+ βπ));

r2(φ) = r20(1 +
n
∑

kr2=1

r2a sin(kr2φ+ βπ));

rcp = r10+r20
2 ;h = r10 − r20,

(13)ãäå r1(φ), r2(φ) � ôóíêöèè íàðóæíîãî è âíóòðåííåãî ðàäèóñîâ ïî-ëóñôåðû ïî àçèìóòàëüíîìó óãëó; r10, r20 � íîìèíàëüíîå çíà÷åíèåíàðóæíîãî è âíóòðåííåãî ðàäèóñîâ; r1a, r2a � àìïëèòóäà âîçìóùå-íèÿ; kr1, kr2 � íîìåð ãàðìîíèêè âîçìóùåíèÿ.Êàê âèäíî èç (13), â ñëó÷àå íàõîæäåíèÿ r1(φ) è r2(φ) â ïðîòèâî-ôàçå ìû ïîëó÷àåì ýôôåêò ðàçíîòîëùèííîñòè. Ïðè ýòîì ñðåäèííàÿïîâåðõíîñòü íå âîçìóùåíà. Îäíàêî ïðè íàõîæäåíèè èõ â ôàçå, íà-áëþäàåòñÿ âîçìóùåíèå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïðè ïîñòîÿííîé òîë-ùèíå (ðèñ. 2). Î÷åâèäíî, ÷òî â èçäåëèè âñåãäà áóäåò ïðèñóòñòâîâàòüâîçìóùåíèå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè.

a) á)Ðèñ. 2. Êðàéíèå ñëó÷àè äåôåêòà ãåîìåòðèè ðåçîíàòîðà: à � ðàçíî-òîëùèííîñòü áåç âîçìóùåíèÿ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè; á � âîçìó-ùåíèå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïðè ïîñòîÿííîé òîëùèíåÎäíàêî ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèÿ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè çàäà÷à



44 Ñ. À. Øåâ÷åíêî, Á. Å. Ìåëüíèêîâñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ. Ïðèñóòñòâèå ôóíêöèé ðàäèóñîâ îò àçè-ìóòàëüíîãî óãëà ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè êîððåêòèðîâêè íà÷àëü-íûõ âûðàæåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ïîâåðõíîñòü. Ïîïûòêè ó÷åòà ôóíê-öèé ðàäèóñîâ íàïðÿìóþ ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè çàïèñè âûêëà-äîê èç îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè â îáùåì, íåóïðîùåí-íîì âèäå [8]. Íàëè÷èå âîçìóùåíèÿ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè âåäåò çàñîáîé îòëè÷èå îò íóëÿ îäíîãî èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè 2-é êâàäðà-òè÷íîé ôîðìå. Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòíàÿ ñåòü ñòàíîâèòñÿ îð-òîãîíàëüíîé, íî íå ñîïðÿæåííîé. Êàê ñëåäñòâèå, ðåøåíèå êâàäðà-òè÷íîãî óðàâíåíèÿ, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûå êðèâèçíû,ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé, òðåáóþùåé íåöåëåñîîáðàçíî âûñîêèõ âû÷èñëè-òåëüíûõ ðåñóðñîâ.×òîáû îïðåäåëèòü ñòåïåíü âëèÿíèÿ âîçìóùåíèÿ ñðåäèííîé ïî-âåðõíîñòè íà ðàñùåïëåíèå ÷àñòîòû, áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñ-ïåðèìåíò, ãäå ¾ïî-÷åñòíîìó¿ ìîäåëèðîâàëàñü âîçìóùåííàÿ ïîëó-ñôåðà (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3. Ïîëóñôåðà ñ âîçìóùåííîé ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòüþÂ êà÷åñòâå ìàêñèìàëüíîé îöåíêè âîçìóùåíèå çàäàâàëîñü ïî 4-é



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåèäåàëüíîãî ðåçîíàòîðà... 45ãàðìîíèêå êàê âíîñÿùåé íàèáîëüøèé âêëàä â ðàñùåïëåíèå ÷àñòî-òû. Óðàâíåíèå ïîëóñôåðû â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ïðåäñòàâëåíîíèæå (14)
x = rcp(1 +A · sin(4θ)) sin(φ) sin(θ);
y = rcp(1 +A · sin(4θ)) sin(φ) cos(θ);

z = rcp(1 + A · sin(4θ)) cos(φ),
(14)ãäå rcp � ðàäèóñ íåâîçìóùåííîé ïîëóñôåðû; A � àìïëèòóäà âîç-ìóùåíèÿ ðàäèóñà.Â òàáë. 3 ñâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.Òàáëèöà 3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.N ï/ï A / rcp (∆f), Ãö1 0,001 29,32 0,01 304Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â îáåñïå÷åíèå ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî ýêñ-ïåðèìåíòà â ïîëþñå ïîëóñôåðû ìîäåëèðîâàëîñü îòâåðñòèå. Ïðè ýòîì,äèàìåòð âûáèðàëñÿ òàêèì, ÷òîáû åãî âëèÿíèå íà ðåçóëüòàò áûëîíåçíà÷èòåëüíûì. Ðåçóëüòàò ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî âîçìóùåíèåñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè òàêæå âíîñèò çíà÷èìûé âêëàä â ðàñùåïëå-íèå ÷àñòîòû. Âîïðîñ åãî ó÷åòà â ÌÌ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàïðàâëå-íèé äàëüíåéøåé ðàáîòû, íàïðèìåð, â âèäå ïðèìåíåíèÿ äëÿ ïîñòàâ-ëåííîé çàäà÷è àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Àëüòåðíàòèâíûì âàðèàí-òîì ìîæåò áûòü óïðóãî-ïëîòíîñòíàÿ àíàëîãèÿ [9], êîãäà ó÷åò âîçìó-ùåíèÿ ñðåäèíîé ïîâåðõíîñòè ïðîâîäèòñÿ çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíîãîâîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè è ìîäóëÿ óïðóãîñòè. Äàííûé ïîäõîä ìîæåòèñïîëüçîâàòüñÿ êàê ïðåäâàðèòåëüíàÿ îöåíêà, òàê êàê îøèáêà òàêî-ãî ìåòîäà â íàñòîÿùèé ìîìåíò ñîñòàâëÿåò îêîëî 70 %.4. Ìåòîäèêà àíàëèçà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëèËþáàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîìèìî âåðèôèêàöèè äîëæíàáûòü ïðîàíàëèçèðîâàíà. Â ÷àñòíîñòè, íà ïðåäìåò å¼ èçáûòî÷íîñòè,ò. å. âîçìîæíîñòè óïðîùåíèÿ. Îñîáåííî âàæíî ýòî ïðè ïîñòðîåíèèìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé, êîãäà ïðèñóòñòâóþò êàê íåçàâè-ñèìûå, òàê è çàâèñèìûå ïàðàìåòðû, ÷òî äåëàåò çàòðóäíèòåëüíûì



46 Ñ. À. Øåâ÷åíêî, Á. Å. Ìåëüíèêîâîöåíêó âêëàäà êàæäîãî èç íèõ. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ îöåíêè âêëàäàïàðàìåòðîâ ðàçíîïëîòíîñòè, ðàçíîóïðóãîñòè è ðàçíîòîëùèííîñòèíà ðàñùåïëåíèå ÷àñòîòû èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû òåîðèè ïëàíèðî-âàíèÿ ýêñïåðèìåíòà è ãëîáàëüíîãî àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè [10].Ïðåäñòàâëåííûå ìåòîäû ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ-÷åòîâ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, îäíàêî îíè òàêæå ìîãóòáûòü ïðèìåíåíû è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è � àíàëèçà ïîñòðî-åííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.Â òåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïðèìåíÿþòñÿ ìàòåìàòè-÷åñêèå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ñôîðìèðîâàòü îïòèìàëüíûé ïëàí ýêñ-ïåðèìåíòà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé èíôîðìàöèè îá îáúåêòå.Äðóãèìè ñëîâàìè � ýòî àëãîðèòìû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîñðåä-ñòâîì íàèìåíüøåãî (îïòèìàëüíîãî) êîëè÷åñòâà ïðîâåäåííûõ ýêñ-ïåðèìåíòîâ ñôîðìèðîâàòü òàêóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïèñûâàëà áûçàâèñèìîñòü âûõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè îò âõîäíûõ (ôàêòîðîâ).Ãëîáàëüíûé àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðåäíàçíà÷åí äëÿ îïðåäåëå-íèÿ ñòåïåíè âëèÿíèÿ ôàêòîðîâ íà âûõîäíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè.Òî åñòü ðàññ÷èòûâàåòñÿ âêëàä êàæäîãî ôàêòîðà (åãî èçìåíåíèÿ)íà èçìåíåíèå âûõîäíûõ âåëè÷èí, â äàííîì ñëó÷àå âåëè÷èíû ðàñ-ùåïëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ðàíæèðîâàíèÿ âîçìîæíî óïðîùåíèå ìîäå-ëè â ñëó÷àå íàëè÷èÿ â íåé íåçíà÷èìûõ ôàêòîðîâ ïîñðåäñòâîì èõèñêëþ÷åíèÿ.Â êà÷åñòâå ýòàïîâ ïðåäëàãàåìîãî àíàëèçà ìîæíî âûäåëèòü ñëå-äóþùèå:
• ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè, îïèñàííîé âûøå, â âèäå ¾÷åðíîãî ÿùè-êà¿;
• ôîðìèðîâàíèå ôàêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è åãî çàïîëíåíèå ïî-ñðåäñòâîì ïðîâåäåíèÿ ¾âèðòóàëüíûõ¿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïòèìàëü-íîìó ïëàíó;
• ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè îòêëèêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ àï-ïðîêñèìàöèè;
• îïðåäåëåíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîäåëè ê ôàêòîðàì ñ ïîñëåäó-þùèì èõ ðàíæèðîâàíèåì.Ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè â âèäå ¾÷åðíîãî ÿùèêà¿ ïîäðàçóìåâàåò,÷òî ñóùåñòâóþò òîëüêî íàáîð ôàêòîðîâ, è âûõîäíûå ïàðàìåòðû,à èõ âçàèìîñâÿçü íàì íåèçâåñòíà. Íà îñíîâå êîëè÷åñòâà ôàêòîðîâè ïðåäïîëàãàåìîé èõ âçàèìíîé çàâèñèìîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ìèíè-



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåèäåàëüíîãî ðåçîíàòîðà... 47ìàëüíî äîñòàòî÷íûå êîìáèíàöèè çíà÷åíèé ôàêòîðîâ äëÿ çàïîëíå-íèÿ ôàêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíê-öèè îòêëèêà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ýòèõ öåëåé èñïîëüçîâàëñÿíàèáîëåå óíèâåðñàëüíûé è ðàñïðîñòðàíåííûé ìåòîä � âûáîðêà ëà-òèíñêîãî ãèïåðêóáà. Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè îòêëèêà ïðîâîäèëîñüñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè, âûáèðàåìûõâ çàâèñèìîñòè îò ïðîãíîçèðóåìîãî ðåçóëüòàòà. Íåîáõîäèìî îòìå-òèòü, ÷òî âû÷èñëåíèÿ îñóùåñòâëÿëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàìì-íîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ïðåäñêàçàòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ pSeven, âêîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä ñóððîãàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñíà÷à-ëà ñòðîèòñÿ ïåðâè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü îòêëèêà, ïîñëå ÷åãî ðåçóëüòàòóòî÷íÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà îáó÷åíèÿ (òðåíè-ðîâêè), òåì ñàìûì äîñòèãàÿ ïîâûøåííîé òî÷íîñòè. Äëÿ îïðåäåëå-íèÿ ñòåïåíè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîäåëè ê èçìåíåíèþ çíà÷åíèé ôàê-òîðîâ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Ñîáîëÿ. Ìåòîä Ñîáîëÿ íà îñíîâå ðàç-äåëåíèÿ íà äîëè äèñïåðñèè âûõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè è îïðå-äåëåíèÿ èõ ñâÿçè ñ ôàêòîðàìè, ïî ñóòè, ïðîâîäèò ðàíæèðîâàíèå.Íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëè ñ äâóìÿ ôàêòîðàìè è îäíèì âûõîäíûì ïà-ðàìåòðîì ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷òî 70 % è 20 % äèñïåðñèè âûõîäíî-ãî ïàðàìåòðà âûçâàíî äèñïåðñèåé ïåðâîãî è âòîðîãî ôàêòîðîâ ñî-îòâåòñòâåííî. Îñòàâøèåñÿ 10 % âûçâàíû âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäóôàêòîðàìè (â ñëó÷àå åñëè îíè çàâèñèìû). Â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâ-ëåííîé ìåòîäèêè áûëî ïîäòâåðæäåíî, ÷òî íàèáîëüøåå âëèÿíèå (èñîîòâåòñòâåííî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå èíäåêñà Ñîáîëÿ) ïðåäñòàâëÿ-þò äåôåêòû ðàçíîïëîòíîñòè è ðàçíîòîëùèííîñòè (èíäåêñû Ñîáîëÿ0,451 è 0,448. Ñóììàðíîå çíà÷åíèå èíäåêñîâ ðàâíî åäèíèöå). Ïîëó-÷åíî, ÷òî ïðè îäíîâðåìåííîì íàëè÷èè äåôåêòîâ ðàçíîòîëùèííîñòèè ðàçíîïëîòíîñòè ìèíèìèçàöèÿ ðàñùåïëåíèÿ âîçìîæíà ñ ïîìîùüþêîððåêòèðîâêè ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ. Òî åñòü âîç-ìîæíî òàêîå ñî÷åòàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ äåôåêòîâ, êîòîðîå êîìïåíñè-ðóåò âëèÿíèå äðóã äðóãà, ñâîäÿ ðàñùåïëåíèå ê íóëþ. Îäíîâðåìåí-íî ñ ýòèì óäàëîñü ïîëó÷èòü èçâåñòíûé ðåçóëüòàò îá îïðåäåëÿþùåìâëèÿíèè ÷åòâåðòîé ãàðìîíèêè äåôåêòà íà ðàñùåïëåíèå ÷àñòîòû,÷òî êîñâåííî ñâèäåòåëüñòâóåò î öåëåñîîáðàçíîñòè èñïîëüçîâàíèÿïðåäñòàâëåííîé ìåòîäèêè.



48 Ñ. À. Øåâ÷åíêî, Á. Å. Ìåëüíèêîâ5. Çàêëþ÷åíèåÂ ñòàòüå ðàññìîòðåíû îáùèå âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷å-ñêîé ìîäåëè ðåçîíàòîðà ãèðîñêîïà òèïà ÂÒÃ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-äåëü ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáà-íèé, à òàêæå ðàñùåïëåíèÿ ñîáñòâåííîé ðàáî÷åé ÷àñòîòû ðåçîíàòî-ðà â âèäå òîíêîñòåííîé ïîëóñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Ðàññìîòðåíûìåòîäû îöåíêè ó÷åòà è âëèÿíèÿ äåôåêòîâ â ðåàëüíîì ðåçîíàòî-ðå íà ðàñùåïëåíèå ÷àñòîòû. Òàêæå ïðåäñòàâëåí âîçìîæíûé ìåòîäàíàëèçà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ å¼ îïòèìèçàöèè â ÷àñòè êîëè-÷åñòâà âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Â êà÷åñòâå âûâîäîâ ïî èññëåäîâàíèþâèäèòñÿ îòðàæåíèå çíà÷èìîñòè ïðîâåäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûñîêîòî÷íûõ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ,ïîñòðîåííûõ íà áàçå âîëíîâûõ òâåðäîòåëüíûõ ãèðîñêîïîâ, à òàêæåíåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëü-íîé ìàòåìàòèêè äëÿ äîñòèæåíèÿ âûñîêèõ ðåçóëüòàòîâ.Ëèòåðàòóðà1. Ïåøåõîíîâ Â.Ã. Ïåðñïåêòèâû ãèðîñêîïèè / Â. Ã. Ïåøåõîíîâ // Ñáîðíèêòðóäîâ XIII Âñåðîññèéñêîãî ñîâåùàíèÿ ïî ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ ÂÑÏÓ-2019. � 2019. � Ñ. 36�38.2. On the beats in the vibrations of a revolving cylinder or bell / G. H. Bryan// Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, Mathematical andphysical sciences. �1890. � Vol.7. � P. 101�111.3. Êâàðöåâûé ïîëóñôåðè÷åñêèé ðåçîíàòîð (Âîëíîâîé òâåðäîòåëüíûé ãèðî-ñêîï) / Ä. Ì. Êëèìîâ, Â. Ô. Æóðàâëåâ, Þ. Ê. Æáàíîâ. - Ì. : Êèì Ë.À. � 2017. � 193 c.4. Âîëíîâûå òâåðäîòåëüíûå ãèðîñêîïû (àíàëèòè÷åñêèé îáçîð) / È. À. Âîë-÷èõèí [è äð.] // Èçâåñòèÿ ÒóëÃÓ. Òåõíè÷åñêèå íàóêè. � 2017. � N. 9. � Ñ.59�78.5. Âîëíîâûå òâåðäîòåëüíûå ãèðîñêîïû: îáçîð ïóáëèêàöèé / À. À. Ìàñëîâ[è äð.] // Ãèðîñêîïèÿ è íàâèãàöèÿ. � 2023. � 31 (1). � Ñ. 3�25.6. Íîâîæèëîâ Â.Â. Ëèíåéíàÿ òåîðèÿ òîíêèõ îáîëî÷åê / Â. Â. Íîâîæèëîâ,Ê. Ô. ×åðíûõ, Å. È. Ìèõàéëîâñêèé. - Ë. : Ïîëèòåõíèêà, 2017. � 655 c.7. Shevchenko S.A. The dynamic characteristics of a resonator of the gyroscopebased on elastic waves in solids: �nite-element modeling / S. A. Shevchenko,O. I. Konotopov // St. Petersburg Polytechnical State University Journal.Physics and Mathematics. � 2021. � 14 (2). � Ñ. 65�80.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÌÅÕÀÍÈÇÌÀ¾ÊÀ×ÅÍÈÅ ÝËËÈÏÑÀ ÏÎ ÝËËÈÏÑÓ¿Ã. À. Êóòååâà, Í. Ï. Äîðîôååâ, Ê. Ê. ÒâåðåâÂ ðàáîòå îïèñàí ïðîöåññ ñîçäàíèÿ 3D-ìîäåëè ýêñïîíàòà ìóçåÿ èñ-òîðèè ôèçèêè è ìàòåìàòèêè ÑÏáÃÓ ¾Êà÷åíèå ýëëèïñà ïî ýëëèïñó¿,êîòîðûé äåìîíñòðèðóåò äâèæåíèå îäíîãî ýëëèïñà ïî äðóãîìó áåç ïðî-ñêàëüçûâàíèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå è àíèìàöèÿ âûïîëíÿëèñü â ïðîãðàììåBlender ñ ïðèìåíåíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Äëÿ ïðîâåðêè àäåê-âàòíîñòè ïîëó÷åííîé ìîäåëè îíà áûëà ðàñïå÷àòàíà íà 3D-ïðèíòåðå.1. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå èññëåäîâàëàñü êèíåìàòèêà êà÷åíèÿ îäíîãî ýëëèïñà ïîäðóãîìó áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Òàêîå ïëîñêîå äâèæåíèå èçó÷àåòñÿâ òåîðèè ìåõàíèçìîâ [1, 2] è ìîæåò èìåòü ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèåâ ðàçëè÷íûõ ìåõàíè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ, òàêèõ êàê çóá÷àòûå ïåðå-äà÷è, ïîäøèïíèêè, ìåòàëëîðåæóùèå ñòàíêè è äð. Ðàññìîòðåííîåäâèæåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ñîçäàíèÿ óíèêàëüíûõ ìå-õàíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ, íî òàêæå ìîæåò èìåòü èññëåäîâàòåëüñêóþöåííîñòü â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, òàêèõ êàê òåîðèÿ ìåõàíèçìîâ èìàøèí, ìàòåìàòèêà è ôèçèêà.Öåëüþ ðàáîòû áûëî âîññîçäàíèå óñòàíîâêè, íàõîäÿùåéñÿ â ìó-çåå èñòîðèè ôèçèêè è ìàòåìàòèêè ÑÏáÃÓ (ðèñ. 1), ñ ïîìîùüþ 3D -ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðèíöèï ðàáîòû ìåõàíèçìà îñíîâûâàåòñÿ íà îïòè-÷åñêîì ñâîéñòâå ýëëèïñîâ. Îíî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëó÷è ñâåòà,âûõîäÿùèå èç ôîêóñà ýëëèïñà ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè,ñõîäÿòñÿ â äðóãîì ôîêóñå. Íàãëÿäíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòàìîæíî íàéòè â ðàáîòå [3]. Ýòî ñâîéñòâî ïðèñóùå âñåì êîíè÷åñêèìñå÷åíèÿì, âêëþ÷àÿ ýëëèïñ, ïàðàáîëó è ãèïåðáîëó. Îíî õàðàêòåðíîèìåííî äëÿ íèõ è â íåêîòîðîì ñìûñëå îïðåäåëÿåò èõ.Ðàáîòà ñîñòîÿëà èç òðåõ ÷àñòåé. Ñíà÷àëà èññëåäîâàëàñü êèíå-ìàòèêà ìåõàíèçìà: áûëè ïîëó÷åíû ñâÿçè ìåæäó óãëîâûìè ñêîðî-ñòÿìè è óãëàìè øåñòåðíåé, îïðåäåëåíà êîîðäèíàòà òî÷êè êà÷åíèÿÄîêëàä íà ñåìèíàðå 21 ôåâðàëÿ 2023 ã.c© Ã. À. Êóòååâà, Í. Ï. Äîðîôååâ, Ê. Ê. Òâåðåâ, 2023.
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Ðèñ. 1. Ýêñïîíàò ìóçåÿ èñòîðèè ôèçèêè è ìàòåìàòèêè ÑÏáÃÓ ¾Êà-÷åíèå ýëëèïñà ïî ýëëèïñó¿â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Âòîðàÿ ÷àñòü ñîñòîÿëà èç ðàññìîòðåíèÿçóá÷àòîãî çàöåïëåíèÿ è ñîçäàíèÿ 3D-ìîäåëè óñòàíîâêè. Ïðèâåäåíïîðÿäîê ñîçäàíèÿ àíèìàöèè. Íàêîíåö, ïîñëå ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ÷àñòåé ìîäåëè íà ñîâìåñòèìîñòü â ïðîãðàììå Blender îíè îáúåäè-íÿëèñü, è ìîäåëü ðàñïå÷àòûâàëàñü íà 3D-ïðèíòåðå.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüÄëÿ ïîëó÷åíèÿ ñâÿçè ìåæäó óãëàìè ïîâîðîòà ýëëèïòè÷åñêèõøåñòåðíåé ðàññìàòðèâàëàñü ñëåäóþùàÿ óñòàíîâêà: äâà îäèíàêîâûõýëëèïòè÷åñêèõ êîëåñà 1 è 2 âðàùàþòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ âî-êðóã íåïîäâèæíûõ îñåé À è B, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ôîêóñàõ ñî-îòâåòñòâóþùèõ ýëëèïñîâ (ðèñ. 2). Äëèíû áîëüøîé è ìàëîé ïîëó-îñåé ðàññìàòðèâàåìûõ øåñòåðíåé � a = 10 è b = 6 ñîîòâåòñòâåííî.Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïåðâîå êîëåñî âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëî-âîé ñêîðîñòüþ ω1 = const.Îáîçíà÷èì óãëîâóþ ñêîðîñòü âòîðîãî ýëëèïñà ω2. Äîïîëíè-òåëüíî ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ AP = r1, PB = r2 è φ1 = ∠DAB,
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Ðèñ. 2. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ìåõàíèçìà
φ2 = ∠D1BA. Â òî÷êå P ñêîðîñòè ýëëèïñîâ ðàâíû, ñëåäîâàòåëü-íî:

ω1r1 = ω2r2 = ω2(2a− r1). (1)Äëÿ ôîêàëüíîãî ðàäèóñà r1 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
r1 = −ε(c− r1 cosφ1) + a,ãäå ε � ýêñöåíòðèñèòåò; c � ôîêàëüíîå ðàññòîÿíèå. Îòñþäà íàõîäèò-ñÿ âûðàæåíèå r1 ÷åðåç óãîë φ1:
−c

2

a
+ r1

c

a
cosφ1 + a = r1;

r1(a− c cosφ1) = a2 − c2;

r1 =
b2

(a− c cosφ1)
. (2)Ïîäñòàâëÿÿ (2) â (1), ïîëó÷èì

ω2

ω1
=

b2

(a− c cosφ1)
/(2a− b2

(a− c cosφ1)
) =
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−b2 + 2a2 − 2ac cosφ1
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a2 − c2

a2 + c2 − 2ac cosφ1èëè
ω2

ω1
=

1− ε2

1 + ε2 − 2ε cosφ1
.ßñíî, ÷òî ω1 = dφ1

dt , ω2 = dφ2

dt , ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü
φ2(φ1), êîòîðàÿ î÷åíü óäîáíà ïðè ñîñòàâëåíèè àíèìàöèè:

dφ2

dt
dφ1
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1− ε2
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1 + ε2 − 2ε cosφ1
.Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ

φ2 = −2 arctan
(1 + ε) tan φ1

2

(ε− 1)
. (3)3. Ñîçäàíèå 3D-ìîäåëè è àíèìàöèÿÄëÿ ñîçäàíèÿ ìîäåëè ìåõàíèçìà ïðèìåíÿëàñü ïðîãðàììà Blen-der. Ýòî ìíîãîïðîôèëüíàÿ ïðîãðàììà ñ îòêðûòûì èñõîäíûì êî-äîì, èñïîëüçóåìàÿ â îñíîâíîì 3D-äèçàéíåðàìè, íî èìåþùàÿ âñåíåîáõîäèìîå äëÿ ìåõàíèêîâ â òîì ÷èñëå. Ïðîãðàììà Blender áûëàâûáðàíà èç-çà åå äîñòóïíîñòè, áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îáó÷àþùèõ ìà-òåðèàëîâ è âîçìîæíîñòè áûñòðî ïðåîáðàçîâàòü ïîëó÷åííóþ ìîäåëüâ ôîðìó, ïðèãîäíóþ äëÿ 3D-ïå÷àòè.Äâèæåíèå ýëëèïñîâ â ìåõàíèçìå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ äîñòèãà-ëîñü ïðè ïîìîùè çóá÷àòîãî çàöåïëåíèÿ. Îñíîâíûì ïðèíöèïîì ïðèåãî ïîñòðîåíèè ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå íàäåæíîãî è ïëàâíîãî âçàèìî-äåéñòâèÿ ìåæäó øåñòåðíÿìè. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷-íûå ïàðàìåòðû çóá÷àòûõ êîëåñ, òàêèå êàê ìîäóëü, óãîë ïðîôèëÿ,äèàìåòð äåëèòåëüíîé îêðóæíîñòè è âûñîòà çóáà. Íàïèñàíî ìíîãîñòàòåé ïî òåîðèè çóá÷àòûõ çàöåïëåíèé, â íèõ ïîäðîáíî ðàññìàò-ðèâàþòñÿ àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïðîôèëåé, à â íåêîòîðûõ � äàæå



54 Ã. À. Êóòååâà, Í. Ï. Äîðîôååâ, Ê. Ê. Òâåðåâñïîñîáû âûðåçàíèÿ øåñòåðíåé íà ñòàíêàõ [4, 5].Ïðè ìîäåëèðîâàíèè çóá÷àòîãî çàöåïëåíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ïðî-ãðàììà [6], êîòîðàÿ çàäàâàëà äåëèòåëüíûå îêðóæíîñòè è ñîçäàâàëàïî íèì ìàññèâ òî÷åê (áóäóùèõ çóáüåâ), íà÷èíàÿ ñ ìåñòà ñîïðèêîñ-íîâåíèÿ îêðóæíîñòåé. Èñïîëüçóÿ âêëàäêó scripting, â ïðîãðàììåBlender ïî ïîëó÷åííîìó ìàññèâó ñîçäàâàëèñü ïðîôèëè øåñòåðåíîê(ðèñ. 3). Çàòåì âî âêëàäêå layout îíè ïðåâðàùàëèñü â 3D-ìîäåëè.Ïîëó÷åííûå ìîäåëè ïðîâåðÿëèñü íà ñîâìåñòèìîñòü ïðè ïîìîùèðàçäåëà physics. Ïðîâåðêà îñíîâûâàëàñü íà âîçìîæíîñòè Blenderñîçäàâàòü àíèìàöèþ ïîâåäåíèÿ ñîçäàííûõ îáúåêòîâ, êàê åñëè áûîíè áûëè ðåàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè òåëàìè. Îáîèì ýëëèïñàì çàäà-âàëèñü ñâîéñòâà òâåðäûõ òåë, ñòàâèëèñü îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìå-ùåíèÿ � ýëëèïñû ìîãëè êðóòèòüñÿ òîëüêî âîêðóã ñâîèõ ôîêóñîâ,â îäíîì èç ôîêóñîâ ñîçäàâàëñÿ ýëåìåíò ñî ñâîéñòâàìè êðóòÿùåãîìîòîðà.Ïî îêîí÷àíèè ïðîâåðêè ñîçäàâàëèñü îñòàëüíûå ÷àñòè óñòàíîâêèè ñîáèðàëèñü â öåëüíóþ ìîäåëü. Íà äàííîì ýòàïå ïðîâåðÿëèñü ðå-çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî âî âêëàäêå scriptingçàäàâàëîñü âðàùåíèå âåðõíåé øåñòåðåíêè ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêî-ðîñòüþ, ïîâîðîò âòîðîé øåñòåðíè çàäàâàëñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîð-ìóëû (3). Ïðè çàïóñêå àíèìàöèè îñîáîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî òî-ìó, ÷òîáû âñå ðàáîòàëî êîððåêòíî, ò. å. íå áûëî ïðîñêàëüçûâàíèÿ,çóá÷èêè íå íàåçæàëè äðóã íà äðóãà (ðèñ. 4).

Ðèñ. 3. Ìîäåëü çóá÷àòîãî çàöåïëåíèÿ â ïðîãðàììå Blender
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Ðèñ. 4. 3D-ìîäåëü ìåõàíèçìà ¾Êà÷åíèå ýëëèïñà ïî ýëëèïñó¿4. Ïå÷àòü íà 3D-ïðèíòåðåÏîñëå çàäàíèÿ àíèìàöèè ìîäåëü ýêñïîðòèðîâàëàñü â .stl è ïîä-ãîòàâëèâàëàñü íà ñëàéñåðå ê ïå÷àòè íà 3D-ïðèíòåðå. Èìåííî â ïðî-ãðàììå Slic3r ìîäåëü ïåðåâîäèëàñü â ôîðìàò êîìàíä g-êîäà, èñïîëü-çóåìûõ 3D-ïðèíòåðàìè. Íà äîñòóïíîì 3D-ïðèíòåðå óäàëîñü ðàñïå-÷àòàòü òîëüêî íåñêîëüêî îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ óñòàíîâêè, à èìåí-íî ñàìè ýëëèïòè÷åñêèå øåñòåðíè. Îíè êðåïèëèñü íóæíûì îáðàçîì(ðèñ. 5) è ïðèâîäèëèñü â äâèæåíèå.

Ðèñ. 5. Ðàñïå÷àòàííûå íà 3D-ïðèíòåðå ìîäåëè ýëëèïòè÷åñêèõøåñòåðíåé



56 Ã. À. Êóòååâà, Í. Ï. Äîðîôååâ, Ê. Ê. ÒâåðåâÊàê è îæèäàëîñü, îíè îêàçàëèñü õîðîøî ñîâìåñòèìûìè è õîðî-øî ¾êàòèëèñü¿ äðóã ïî äðóãó. Áûëà âîñïðîèçâåäåíà àíèìàöèÿ èçïðåäûäóùåé ñòàäèè. Îäíà èç øåñòåðåíîê êðóòèëàñü ñ ïîñòîÿííîéóãëîâîé ñêîðîñòüþ 2π/14 ≈ 0, 449 c−1.5. Çàêëþ÷åíèåÂ ðåçóëüòàòå âûïîëíåííîé ðàáîòû áûëà ïîëó÷åíà ìîäåëü, äå-ìîíñòðèðóþùàÿ êà÷åíèå ýëëèïñîâ. Áûëî ïðîâåðåíî, ÷òî ýòà ìîäåëüïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò àíàëèòè÷åñêèì ðàñ÷åòàì è ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàíà êàê ó÷åáíûé ýêñïîíàò. Òàêæå ïîñëå îöåíêè êà÷åñòâàïîëó÷åííîé ìîäåëè ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðîãðàììà Blender ïîä-õîäèò äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â ïî-ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ. Â áóäóùåì ïëàíèðóåòñÿ ñîçäàòü åùå íåñêîëüêîâàðèàíòîâ ýòîé ìîäåëè ïî óæå èçëîæåííûì ïðèíöèïàì.Ëèòåðàòóðà1. Àðòîáîëåâñêèé È. È.Ìåõàíèçìû â ñîâðåìåííîé òåõíèêå: ñïðàâî÷íîå ïî-ñîáèå äëÿ èíæåíåðîâ, êîíñòðóêòîðîâ è èçîáðåòàòåëåé. Â 7 ò. Ò. 4. ¾Çóá-÷àòûå ìåõàíèçìû¿ / È. È. Àðòîáîëåâñêèé. � Ì. : Íàóêà, 1980.2. Litvin F. L. and Fuentes A. Gear Geometry and Applied Theory. Secondedition. � Cambridge University Press, 2004. P. 318.3. Ìàòåìàòè÷åñêèå ýòþäû îôèö. ñàéò. � URL: https://etudes.ru/.4. Bair B. W. Computer aided design of elliptical gears with circular-arc teeth/ B. W. Bair // Mechanism and Machine Theory. 2004. � Vol. 39. � No. 2.� P. 153�168.5. Vasie M. and Andrei L. Technologies for Non-Circular Gear Generation andManufacture � The annals ¾Dun�area de jos¿ of gala�ti Fascicle V, Technologiesin machine building. � 2010. � P. 167�172.6. Otvinta îôèö. ñàéò. � URL: http://www.otvinta.com/index.html.



ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÊÅÉÒÁÎÐÄÀ È ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅÅÃÎ ÐÀÇÃÎÍÍÛÌÈ ÄÂÈÆÅÍÈßÌÈÀ. Ñ. Ñìèðíîâ, À. Ï. Ñóêîâ, Á. À. ÑìîëüíèêîâÂ ñòàòüå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû äèíàìèêè è óïðàâëåíèÿ äâèæåíè-åì îäíîé èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñèñòåì ñ íåãî-ëîíîìíûìè ñâÿçÿìè � ñêåéòáîðäà. Ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé èñòîðè÷åñêèéîáçîð âîçíèêíîâåíèÿ è ñòàíîâëåíèÿ ñêåéòáîðäèíãà. Äàåòñÿ ðàñ÷åòíàÿñõåìà ñêåéòáîðäà è ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü åãî óïðàâëÿåìîãîäâèæåíèÿ, ïðè÷åì äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû îñóùåñòâëÿåòñÿ âûâîä óðàâ-íåíèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû êàê ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Àïïåëÿ, òàê è ñïîìîùüþ óðàâíåíèé Ôåððåðñà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà ôîðìè-ðîâàíèÿ óïðàâëåíèé, âîçíèêàþùèõ âñëåäñòâèå ñîãëàñîâàííîãî âûáîðàóïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé çàäà÷è è ïðèâîäÿùèõ ê ðàçãîíó ñêåéòáîðäà.Ïðîâîäèòñÿ ïîäðîáíûé àíàëèç äèíàìèêè ñêåéòáîðäà â óêàçàííûõ ðàç-ãîííûõ ðåæèìàõ åãî äâèæåíèÿ êàê ïðè îòñóòñòâèè, òàê è ïðè íàëè÷èèâÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñî ñòîðîíû îêðóæàþùåé ñðåäû. Â ðåçóëüòàòåíàõîäÿòñÿ ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñ óäåðæàíèåì íåîáõîäèìûõ ïîïðà-âî÷íûõ ñëàãàåìûõ. Íà îñíîâå ýòèõ ðåøåíèé ñîïîñòàâëÿþòñÿ ïîêàçàòå-ëè ýôôåêòèâíîñòè íàáîðà ñêîðîñòè â ðåæèìàõ äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-þùèõ ïðèíÿòûì âàðèàíòàì ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé,è äåëàþòñÿ âûâîäû î öåëåñîîáðàçíîñòè èõ èñïîëüçîâàíèÿ íà ïðàêòèêå.1. ÂâåäåíèåÑêåéòáîðä � ñïåöèàëüíàÿ äîñêà ñ äâóìÿ ïîâîðîòíûìè êîëåñíû-ìè ïàðàìè, ñîçäàííàÿ äëÿ çàíÿòèÿ ýêñòðåìàëüíûì âèäîì ñïîðòà �ñêåéòáîðäèíãîì, ïîëó÷èâøàÿ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ïîñëåä-íèå äåñÿòèëåòèÿ (ðèñ. 1). Ó ýòîãî ñïîðòà èìååòñÿ ìíîæåñòâî íàïðàâ-ëåíèé � ýòî êàê îáû÷íîå êàòàíèå ïî ãîðîäó, òàê è ñïóñê ñ êðóòûõàñôàëüòèðîâàííûõ äîðîã íà ñïåöèàëüíûõ äîñêàõ (ëîíãáîðäàõ), àòàêæå âûïîëíåíèå ðàçëè÷íûõ òðþêîâ. Ñ 2017 ã. ñêåéòáîðäèíã âêëþ-÷åí â îëèìïèéñêèå âèäû ñïîðòà, à íà Îëèìïèéñêèõ èãðàõ 2021 ã.óæå âûñòóïàëè ïðîôåññèîíàëüíûå ñêåéòáîðäèñòû.Â ñèëó ñêàçàííîãî äèíàìèêà è óïðàâëåíèå äâèæåíèåì ñêåéòáîð-äà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ çàäà÷ àíàëè-òè÷åñêîé ìåõàíèêè, êîòîðàÿ èìååò âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 14 ìàðòà 2023 ã.c© À. Ñ. Ñìèðíîâ, À. Ï. Ñóêîâ, Á. À. Ñìîëüíèêîâ, 2023.
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Ðèñ. 1. Ñîâðåìåííûé ñêåéòáîðäÝòîìó íàïðàâëåíèþ ïîñâÿùåíû ìíîãèå ðàáîòû êàê îòå÷åñòâåííûõ,òàê è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ, íàïðèìåð, [1, 2, 3, 4], à òàêæå ðÿä äðóãèõñòàòåé. Â íèõ ñòðîÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äâèæåíèÿ ñêåéò-áîðäà íà ïëîñêîñòè (ãîðèçîíòàëüíîé èëè íàêëîííîé) êàê ñèñòåìû ñíåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè, ïðè÷åì ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âà-ðèàíòû ìîäåëèðîâàíèÿ òåëà ñêåéòáîðäèñòà (ìàõîâèê èëè ñòåðæåíüñ ìàññîé íà êîíöå) è åãî ðàñïîëîæåíèÿ íà äîñêå (ñèììåòðè÷íîåèëè íåñèììåòðè÷íîå). Êðîìå òîãî, òàêæå ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìà-íèå îñîáåííîñòè êîíñòðóêöèè ñêåéòáîðäà (ó÷åò æåñòêîñòè ïîäâå-ñîê) è âëèÿíèå àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íà åãî äâèæåíèå,íàêîíåö, îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû èïðîáëåìû ñòàáèëèçàöèè åãî äâèæåíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè.Áîëüøîé èíòåðåñ ïðèâëåêàþò âîïðîñû óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿñêåéòáîðäà, ïîñêîëüêó åãî îñîáåííîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî áàëàíñè-ðóþùèé íà íåì ñêåéòáîðäèñò ïîñðåäñòâîì öåëåíàïðàâëåííûõ êà÷à-íèé è ïîâîðîòîâ ñâîåãî êîðïóñà ìîæåò îñóùåñòâëÿòü ðàçãîí ñêåéò-áîðäà, ÷òî âàæíî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ [5]. Â ðàáîòàõ [6, 7]ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå âàðèàíòû ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùèõâîçäåéñòâèé, ñïîñîáñòâóþùèõ âîçíèêíîâåíèþ ðàçãîííûõ äâèæåíèéñêåéòáîðäà, è ïîñòðîåíû ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ,èëëþñòðèðóþùèå ïðîöåññ íàáîðà åãî ñêîðîñòè.Öåëÿìè íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ èçó÷åíèå äâóõ ðåæèìîâóïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ñêåéòáîðäà êàê ïðè îòñóòñòâèè, òàê è ïðèíàëè÷èè âíåøíåãî ñîïðîòèâëåíèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê åãî ðàçãîíó,à òàêæå âûÿâëåíèå îáùèõ è îòëè÷èòåëüíûõ ÷åðò ýòèõ ðåæèìîâ èñîïîñòàâëåíèå èõ îñíîâíûõ ïîêàçàòåëåé äðóã ñ äðóãîì.



Äèíàìèêà ñêåéòáîðäà è óïðàâëåíèå åãî ðàçãîííûìè äâèæåíèÿìè 592. Êðàòêàÿ èñòîðèÿ ñêåéòáîðäèíãàÏðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê îïèñàíèþ ðàñ÷åòíîé ñõåìû ñêåéòáîð-äà è ïîñòðîåíèþ åãî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïðèâåäåì êðàòêèéèñòîðè÷åñêèé îáçîð âîçíèêíîâåíèÿ è ñòàíîâëåíèÿ ñêåéòáîðäèíãà.Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñêåéòáîðäèíã çàðîäèëñÿ â Êàëèôîðíèè (ÑØÀ)â 1950-õ ãã., ãäå ñåðôåðû â ïîèñêàõ àëüòåðíàòèâû ñåðôèíãó íà ñó-øå ïðèêðåïëÿëè êîëåñà ê äîñêàì èëè ÿùèêàì, òåì ñàìûì ñîçäàâàÿíåêîòîðîå ïîäîáèå ñêåéòáîðäà. Ïîýòîìó ïåðâûå ñêåéòáîðäû ñèëüíîîòëè÷àëèñü îò ñîâðåìåííûõ, è èíîãäà îíè áûëè áîëüøå ïîõîæè íàñàìîêàòû. Çàìåòèâ óâëå÷åíèå ìîëîäåæè, Á. Ðè÷àðä, âëàäåëåö ìàãà-çèíà äëÿ ñåðôåðîâ Val Surf â Þæíîé Êàëèôîðíèè, ïîíÿë, ÷òî ýòîïåðñïåêòèâíîå íàïðàâëåíèå, è çàêàçàë ó êîìïàíèè, êîòîðàÿ çàíèìà-ëàñü ïðîèçâîäñòâîì ðîëèêîâûõ êîíüêîâ, ñäåëàòü äëÿ íåãî ïëîñêèåäåðåâÿííûå äîñêè ñ êîëåñàìè îò ðîëèêîâ. Òàê â 1959 ã. íà ïîëêàõìàãàçèíîâ ïîÿâèëñÿ ïåðâûé ñêåéòáîðä Roller Derby (ðèñ. 2).
Ðèñ. 2. Ñêåéòáîðä Roller Derby (ÑØÀ, 1959)Â 1963 ã. Ë. Ñòèâåíñîí ñîçäàë êîìïàíèþ Makaha è ïåðâûì âû-ïóñòèë ñêåéòáîðä, ïîõîæèé íà ñîâðåìåííûå ñíàðÿäû (ðèñ. 3). Ïåð-âàÿ ïàðòèÿ òàêèõ ñêåéòáîðäîâ áûëà íåáîëüøîé è ñîñòîÿëà èç 74øòóê. Â ðåçóëüòàòå ñêåéòáîðäèíã ïîñòåïåííî ñòàíîâèëñÿ âñå áîëååïîïóëÿðíûì âèäîì ñïîðòà è ïðîâåäåíèÿ äîñóãà, è â 1964 ã. âîçíèêïåðâûé æóðíàë î ñêåéòáîðäèíãå Skateboarder, îñíîâàííûé ñîòðóä-íèêàìè æóðíàëà Surfer. Â êîíöå 1970-õ ãã. áûë èçîáðåòåí íîâûéòðþê îëëè, çàêëþ÷àþùèéñÿ â îòðûâå ñêåéòáîðäà îò çåìëè ïîñðåä-ñòâîì ùåë÷êà òåéëà (çàäíåé ÷àñòè äîñêè) î çåìëþ. Äàííîå ñîáûòèåíàâñåãäà èçìåíèëî ñêåéòáîðäèíã, è ñ ýòîãî ìîìåíòà íà÷àëîñü ðàç-âèòèå ðàçëè÷íûõ òðþêîâ â ñêåéòáîðäèíãå.
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Ðèñ. 3. Ñêåéòáîðä êîìïàíèè Makaha (ÑØÀ, 1963)Â Ñîâåòñêîì Ñîþçå î ñêåéòáîðäèíãå ñòàëî èçâåñòíî òîëüêî âêîíöå 1970-õ � íà÷àëå 1980-õ ãã. Ýòî áûëî ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàâ-øèì â òó ïîðó ¾æåëåçíûì çàíàâåñîì¿, êîòîðûé óñëîæíÿë êóëü-òóðíîå âçàèìîäåéñòâèå ñ êàïèòàëèñòè÷åñêèìè ñòðàíàìè. Â 1978 ã.â ïðèëîæåíèè ê æóðíàëó ¾Þíûé òåõíèê¿ áûëè âïåðâûå ðàçìå-ùåíû ÷åðòåæè ðîëèêîâîãî ñàìîêàòà (ðèñ. 4). Ìàññîâîå ïðîèçâîä-ñòâî ñêåéòáîðäîâ íà÷àëîñü â Ïðèáàëòèêå, ãäå íà îäíîì èç çàâîäîââûïóñêàëè ñêåéòáîðäû Rula. Èíòåðåñíî, ÷òî â îïðåäåëåííûé ìî-ìåíò íåñêîëüêî çàâîäîâ è îáîðîííûõ ïðåäïðèÿòèé çàïóñòèëè ïðî-ìûøëåííîå ïðîèçâîäñòâî ñêåéòáîðäîâ. Ñêåéòáîðäû ñîáèðàëè â Ëå-íèíãðàäå (¾Ëèäåð¿ è ¾Âèðàæ¿ ñî ñòåêëîïëàñòèêîâîé äåêîé), Ðèãå(Ripo), Ðûáèíñêå (¾Ñêàò¿, ÀÏÎÌ), Êèåâå (¾Âèðàæ¿ ñ ðåçèíîâûìè¾ïîäìåòêàìè¿), Êðàìàòîðñêå (¾Âîñòîê¿), Òàëëèíå (Rula), Ïåíçå(¾Ñòàðò¿), à òàêæå â Áåëîðóññèè (ÆÌÇ), Êàçàõñòàíå (¾Çàôàê¿)è äðóãèõ ðåãèîíàõ Ñîâåòñêîãî Ñîþçà.Èíòåðåñ ê ñêåéòáîðäèíãó óñèëèë è ïîêàç â êèíîòåàòðàõ àìåðè-êàíñêèõ ôèëüìîâ ¾Ñòîëêíîâåíèå¿ (Thrashin', 1986) è ¾Äîñòèãàÿíåâîçìîæíîãî¿ (Gleaming the Cube, 1989). Â ñîâåòñêèõ êèíîëåí-òàõ òàêæå íà÷àëè ïîÿâëÿòüñÿ óïîìèíàíèÿ î ñêåéòáîðäå � íàïðè-ìåð, â ôèëüìàõ ¾Êóðüåð¿ (1986) è ¾Ïðèìîðñêèé áóëüâàð¿ (1989).Äî 1990-õ ãã. ñêåéòáîðäèíã â Ñîâåòñêîì Ñîþçå ñóùåñòâîâàë ïðå-èìóùåñòâåííî â âèäå ñëàëîìà, òàê êàê ñîâåòñêèå ñêåéòáîðäû áûëèíåïðèãîäíû äëÿ äðóãèõ äèñöèïëèí. Ñêåéòáîðäèíã áûë ïîïóëÿðåíâî ìíîãèõ êðóïíûõ ãîðîäàõ ñòðàíû � Ëåíèíãðàäå, Ðèãå, Ñàðàòîâå,
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Ðèñ. 4. ×åðòåæè ðîëèêîâîãî ñàìîêàòà (ÑÑÑÐ, 1978)Õàðüêîâå, ßëòå, Ñåâàñòîïîëå. Ïîñëå ðàñïàäà Ñîâåòñêîãî Ñîþçà, âîâòîðîé ïîëîâèíå 1990-õ ãã., â Ñàðàòîâå è Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå âîçíèê-ëè ôåäåðàöèè ñêåéòáîðäèíãà, êîòîðûå îðãàíèçîâûâàëè ïðîâåäåíèåîòå÷åñòâåííûõ ñîðåâíîâàíèé. Â ýòî æå âðåìÿ ñêåéòáîðäèíã ñòàíî-âèòñÿ åùå áîëåå âîñòðåáîâàííûì, ÷òî áûëî ñâÿçàíî ñ âñïëåñêîì ïî-ïóëÿðíîñòè íà Çàïàäå, à òàêæå ïîÿâëåíèåì êàíàëîâ, ïîñâÿùåííûõýêñòðåìàëüíîìó ñïîðòó, è èãð World Extreme Games.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñêåéòáîðäèíã ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñêîëü-êî ðàçëè÷íûõ äèñöèïëèí. Â îñíîâíîì ëþäè èñïîëíÿþò ðàçëè÷íûåòðþêè, óäàðÿÿ çàäíåé ÷àñòüþ äîñêè î çåìëþ è çàñòàâëÿÿ åå òàêèìîáðàçîì ïîäíèìàòüñÿ â âîçäóõ. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçíîîáðàç-íûõ òðþêîâ, íî äëÿ èõ ðàññìîòðåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ñëèøêîì òðó-äîåìêèå ðàñ÷åòû, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì âåñü àðñåíàë ÷èñëåííûõ ìå-òîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäóò ðàññìîòðå-íû ðåæèìû óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ñêåéòáîðäà íà ãîðèçîíòàëüíîéïëîñêîñòè áåç îòðûâà îò íåå.



62 À. Ñ. Ñìèðíîâ, À. Ï. Ñóêîâ, Á. À. Ñìîëüíèêîâ3. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüóïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ñêåéòáîðäàÏåðåéäåì ê îïèñàíèþ ðàñ÷åòíîé ñõåìû ñêåéòáîðäà [5]. Áóäåì ïî-ëàãàòü, ÷òî äîñêà îáëàäàåò ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ìàññîé, ò. å. ÿâëÿ-åòñÿ ÷èñòî êèíåìàòè÷åñêèì ýëåìåíòîì ñèñòåìû. Êîðïóñ ñêåéòáîð-äèñòà çàìåíèì îäíèì òâåðäûì òåëîì (äèñêîì) ìàññîé m è ñ ìîìåí-òîì èíåðöèè J îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð ìàññ
C ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè äîñêè. Äèñê ìîæåò ñîâåðøàòü ïîâî-ðîòíûå êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê äîñêå, êîòîðûåîïðåäåëÿþòñÿ óãëîì δ. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òî÷êà C ðàñïîëî-æåíà íà ðàññòîÿíèè l îò òî÷åê A è B, êîòîðûå ëåæàò íà ïðîäîëüíîéîñè ñêåéòáîðäà è â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ îñè ïîâîðîòà êîëåñíûõ ïàð.Ïîâîðîò ýòèõ ïàð íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó íà óãîë γ ïðîèçâîäèòñÿ ïî-ñðåäñòâîì ìàëîãî ïîïåðå÷íîãî íàêëîíà äîñêè âîêðóã ïðîäîëüíîéîñè AB, îñóùåñòâëÿåìîãî ñòóïíÿìè ñêåéòáîðäèñòà. Â ðåçóëüòàòåçàäà÷à ñêåéòáîðäèñòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû çà ñ÷åò êîëåáà-òåëüíûõ äâèæåíèé ñâîåãî êîðïóñà âûçâàòü àñèììåòðèþ ðåàêöèéíåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé, íàïðàâëåííûõ âäîëü îñåé ïåðåäíåé è çàäíåéêîëåñíûõ ïàð, êîòîðûå ïðèâåëè áû ê îáðàçîâàíèþ íåíóëåâîé ïðî-åêöèè íà òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,÷òî ñèëà òÿãè ó ñêåéòáîðäà ñîçäàåòñÿ èìåííî çà ñ÷åò ïîïåðå÷íûõðåàêöèé, êîòîðûå â êîíå÷íîì ñ÷åòå è ïðèâîäÿò ê ðàçãîíó ñêåéò-áîðäà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ðàñ÷åòíîé ñõåìå ñêåéòáîðäà,ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 5, à ðîëü óïðàâëåíèé â äàííîé çàäà÷å èãðàþòçàäàâàåìûå ôóíêöèè âðåìåíè δ(t) � óãîë ïîâîðîòà äèñêà îòíîñè-òåëüíî äîñêè è γ(t) � óãîë ïîâîðîòà îñåé êîëåñíûõ ïàð íàâñòðå÷óäðóã äðóãó, ðàöèîíàëüíûé âûáîð êîòîðûõ è ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåéçàäà÷åé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåîáõîäèìîãî òåìïà ðàçãîíà.Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè óïðàâëÿåìîãîäâèæåíèÿ ñêåéòáîðäà. Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ïðèìåìäåêàðòîâû êîîðäèíàòû xC è yC òî÷êè C â íåïîäâèæíûõ îñÿõ x è
y, à òàêæå óãîë ϕ ìåæäó îñüþ àáñöèññ è ïðîäîëüíîé îñüþ äîñêè.ßñíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ñêåéòáîðäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéïëîñêîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, ñòåñíåííîå íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿ-ìè. Óðàâíåíèÿ ýòèõ íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé â ñèëó óñëîâèé êà÷åíèÿêîëåñíûõ ïàð âûðàæàþò îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ ñêîðîñòåé vA è
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Ðèñ. 5. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ñêåéòáîðäà
vB òî÷åê A è B åäèíè÷íûì âåêòîðàì σA è σB, íàïðàâëåííûì ïîîñÿì âðàùåíèÿ êîëåñ ýòèõ ïàð, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü èõ â âèäå

σA · vA = 0, σB · vB = 0. (1)Íåòðóäíî çàïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ, âõîäÿùèõ â (1):
σA = sin (ϕ− γ)i− cos (ϕ− γ)j;

σB = sin (ϕ+ γ)i− cos (ϕ+ γ)j;

vA = (ẋC + l sinϕϕ̇)i+ (ẏC − l cosϕϕ̇)j;

vB = (ẋC − l sinϕϕ̇)i+ (ẏC + l cosϕϕ̇)j.

(2)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (2) â óñëîâèÿ (1), ïîëó÷èì:
{

ẋC sin (ϕ− γ)− ẏC cos (ϕ− γ) + l cos γϕ̇ = 0,

ẋC sin (ϕ+ γ)− ẏC cos (ϕ+ γ)− l cos γϕ̇ = 0.
(3)Ïîñêîëüêó ÷èñëî îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû (xC , yC è ϕ) ðàâ-íî òðåì, òî äâà óðàâíåíèÿ íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé (3) ñâîäÿò ÷èñëîåå ñòåïåíåé ñâîáîäû ê åäèíèöå, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñóùåñòâåííîóïðîùàåò çàäà÷ó àíàëèçà óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ñêåéòáîðäà. Åñ-ëè ñëîæèòü ñîîòíîøåíèÿ (3), òî ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå

ẏC = ẋC tgϕ, (4)



64 À. Ñ. Ñìèðíîâ, À. Ï. Ñóêîâ, Á. À. Ñìîëüíèêîâêîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè vC íàïðàâëåí âäîëü ïðîäîëü-íîé îñè AB (ðèñ. 5). Äàëåå ââåäåì êâàçèñêîðîñòü v òàê, ÷òî
ẋC = v cosϕ, ẏC = v sinϕ, (5)ïîýòîìó âåëè÷èíà v ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîðîñòü òî÷êè C. Ïðè ýòîìñîîòíîøåíèå (4) òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåòñÿ, à èç ïåðâîãî óðàâ-íåíèÿ (3) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

ϕ̇ =
v

l ctg γ
, (6)êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìãíîâåííîå äâèæåíèå ñèñòåìû ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé ÷èñòîå âðàùåíèå ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R = l ctg γ.Òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñ ïîìî-ùüþ óðàâíåíèé Àïïåëÿ. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì ýíåðãèþ óñêîðåíèé,êîòîðàÿ äëÿ ïëîñêîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-þùåé ôîðìóëîé [8]:

S =
1

2
m
(

ẍ2C + ÿ2C
)

+
1

2
J
[

(ϕ̈+ δ̈)2 + (ϕ̇+ δ̇)4
]

, (7)ãäå ó÷òåíî, ÷òî àáñîëþòíûé óãîë ïîâîðîòà äèñêà ðàâåí ϕ + δ. Âû-÷èñëèì äàëåå âûðàæåíèÿ äëÿ îáîáùåííûõ óñêîðåíèé ẍC , ÿC è ϕ̈ ñó÷åòîì ôîðìóë (5) è (6):
ẍC = v̇ cosϕ− v2

l
sinϕ tg γ, ÿC = v̇ sinϕ+

v2

l
cosϕ tg γ,

ϕ̈ =
1

l

(

v̇ tg γ +
v

cos2 γ
γ̇

)

.
(8)Òîãäà ýíåðãèÿ óñêîðåíèé (7) ïðèìåò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

S
.
=

1

2

(

m+
J

l2
tg2 γ

)

v̇2 +
J

l
tg γ

(

vγ̇

l cos2 γ
+ δ̈

)

v̇, (9)ãäå ñèìâîë ¾ .=¿ îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì âûðàæåíèè óæå îòáðîøåíûñëàãàåìûå, íå çàâèñÿùèå îò êâàçèóñêîðåíèÿ v̇ è ïîòîìó íå âëèÿþ-ùèå íà ñòðóêòóðó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Òîãäà åäèíñòâåííîå óðàâ-íåíèå Àïïåëÿ, çàïèñàííîå äëÿ êâàçèñêîðîñòè v, èìååò âèä
∂S

∂v̇
= Q. (10)



Äèíàìèêà ñêåéòáîðäà è óïðàâëåíèå åãî ðàçãîííûìè äâèæåíèÿìè 65Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñèñòåìà èñïûòûâàåò äåéñòâèå âíåøíåãîñîïðîòèâëåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîãî ñêîðîñòè v, òî ñëåäóåò ïðèíÿòüâ óðàâíåíèè (10) Q = −bv, ãäå b � äèññèïàòèâíûé êîýôôèöèåíò [6].Ïîäñòàâëÿÿ òàêæå â ýòî óðàâíåíèå âûðàæåíèå äëÿ S ñîãëàñíî (9),ïîëó÷èì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþùåå óðàâíåíèå óïðàâëÿåìîãîäâèæåíèÿ ñêåéòáîðäà ïðè íàëè÷èè äèññèïàòèâíûõ ýôôåêòîâ:
(

m+
J

l2
tg2 γ

)

v̇ +

(

b+
J

l2
tg γ

cos2 γ
γ̇

)

v = −J
l
tg γδ̈. (11)Ïîñêîëüêó γ = γ(t) è δ = δ(t) åñòü çàäàâàåìûå ôóíêöèè âðåìåíè,òî (11) åñòü ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèåñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (11) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è ñ ïîìîùüþóðàâíåíèé Ôåððåðñà, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîäèôèöèðîâàí-íûå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà, ñîäåðæàùèå íåîïðåäåëåí-íûå ìíîæèòåëè [9]. ×òîáû ïîêàçàòü ýòî, çàïèøåì êèíåòè÷åñêóþ èïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèè ñèñòåìû, à òàêæå äèññèïàòèâíóþ ôóíêöèþâÿçêîãî òðåíèÿ, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî v2 = ẋ2C + ẏ2C :

T =
1

2
m(ẋ2C + ẏ2C) +

1

2
J(ϕ̇+ δ̇)2, Π = 0, R =

1

2
b(ẋ2C + ẏ2C). (12)Óðàâíåíèÿ Ôåððåðñà çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå [5]:



































d

dt

∂T

∂ẋC
− ∂T

∂xC
= − ∂Π

∂xC
− ∂R

∂ẋC
+ λ1q1x + λ2q2x,

d

dt

∂T

∂ẏC
− ∂T

∂yC
= − ∂Π

∂yC
− ∂R

∂ẏC
+ λ1q1y + λ2q2y,

d

dt

∂T

∂ϕ̇
− ∂T

∂ϕ
= −∂Π

∂ϕ
− ∂R

∂ϕ̇
+ λ1q1ϕ + λ2q2ϕ,

(13)ãäå λ1 è λ2 � íåèçâåñòíûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, à êîýôôèöèåíòû
q1x, q1y, q1ϕ, q2x, q2y, q2ϕ åñòü êîýôôèöèåíòû èç óðàâíåíèé íåãî-ëîíîìíûõ ñâÿçåé (3), ñòîÿùèå ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõñêîðîñòÿõ. Âûïèøåì äàëåå èõ çíà÷åíèÿ:

q1x = sin (ϕ− γ), q1y = − cos (ϕ− γ), q1ϕ = l cos γ,

q2x = sin (ϕ+ γ), q2y = − cos (ϕ+ γ), q2ϕ = −l cos γ.
(14)



66 À. Ñ. Ñìèðíîâ, À. Ï. Ñóêîâ, Á. À. ÑìîëüíèêîâÏîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (12) â óðàâíåíèÿ (13) è ïðèíèìàÿ âî âíè-ìàíèå çíà÷åíèÿ (14), ïîëó÷èì:










mẍC = λ1 sin (ϕ− γ) + λ2 sin (ϕ+ γ)− bẋC ,

mÿC = −λ1 cos (ϕ− γ)− λ2 cos (ϕ+ γ)− bẏC ,

J(ϕ̈+ δ̈) = (λ1 − λ2)l cos γ.

(15)Âèäíî, ÷òî ïåðâûå äâà èç ýòèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéóðàâíåíèÿ â ôîðìå âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà â ïðîåêöèÿõ íà êîîðäè-íàòíûå îñè, òîãäà êàê òðåòüå óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå ìîìåíòîâ.Îòñþäà ëåãêî ïðîÿñíÿåòñÿ ñìûñë ìíîæèòåëåé λ1 è λ2, êîòîðûå áó-äóò õàðàêòåðèçîâàòü ðåàêöèè íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé. Ïîäñòàâëÿÿ òå-ïåðü â (15) âûðàæåíèÿ (8) äëÿ îáîáùåííûõ óñêîðåíèé, áóäåì èìåòü














































m

(

v̇ cosϕ− v2

l
sinϕ tg γ

)

= λ1 sin (ϕ− γ)+

+λ2 sin (ϕ+ γ)− bv cosϕ,

m

(

v̇ sinϕ+
v2

l
cosϕ tg γ

)

= −λ1 cos (ϕ− γ)−
−λ2 cos (ϕ + γ)− bv sinϕ,

J

[

1

l

(

v̇ tg γ +
v

cos2 γ
γ̇

)

+ δ̈

]

= (λ1 − λ2)l cos γ.

(16)
Äîìíîæàÿ ïåðâîå èç óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû íà cosϕ, à âòîðîå �íà sinϕ, à çàòåì ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷èì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ñëå-äóþùåå ïðîñòîå óðàâíåíèå:

mv̇ = (λ2 − λ1) sin γ − bv. (17)Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî ðàçãîí ñêåéòáîðäà âîçíè-êàåò èìåííî çà ñ÷åò àñèììåòðèè ðåàêöèé íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé,ò. å. ïîïåðå÷íûõ ðåàêöèé, êàê ýòî óæå óïîìèíàëîñü âûøå. Â ýòîìè çàêëþ÷àåòñÿ îñíîâíîå îòëè÷èå ñêåéòáîðäà îò ïðî÷èõ êîëåñíûõóñòðîéñòâ, â êîòîðûõ ðàçãîí îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò ñîçäàíèÿ âðà-ùàþùèõ ìîìåíòîâ íà êîëåñà, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþïðîäîëüíûõ ðåàêöèé [5]. Íàêîíåö, èñêëþ÷àÿ λ2 − λ1 èç (17) è ïîä-ñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â òðåòüå óðàâíåíèå (16), ïðèõîäèì ê òîìóæå ñàìîìó óðàâíåíèþ (11), êàê ýòîãî è ñëåäîâàëî îæèäàòü.



Äèíàìèêà ñêåéòáîðäà è óïðàâëåíèå åãî ðàçãîííûìè äâèæåíèÿìè 674. Ôîðìèðîâàíèå çàêîíîâ óïðàâëåíèÿäâèæåíèåì ñêåéòáîðäàÏåðåéäåì òåïåðü ê ôîðìèðîâàíèþ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ γ = γ(t)è δ = δ(t), êîòîðûå áóäóò ïðèâîäèòü ê ðàçãîííûì äâèæåíèÿì ñêåéò-áîðäà. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ ýôôåêòèâíîãî íàáîðà ñêîðîñòèóïðàâëåíèÿ γ è δ äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàííûìè ìåæäó ñîáîé. Ðàñ-ñìîòðèì äàëåå äâà âàðèàíòà âûáîðà ýòèõ ôóíêöèé.Â êà÷åñòâå ïåðâîãî âàðèàíòà ïðèìåì, ÷òî îáå ôóíêöèè γ è δèçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó ñèíõðîííî èñèíôàçíî äðóã ñ äðóãîì, è ïðåäñòàâèì èõ â âèäå [5, 6]
γ(t) = γm sinωt, δ(t) = δm sinωt, (18)ãäå ω � ÷àñòîòà èçìåíåíèÿ äàííûõ ôóíêöèé; γm è δm � èõ àìïëè-òóäû. Ïðè ýòîì êîëåáàíèÿ ïî óãëó δ ñõîæè ñ êîëåáàíèÿìè êîðïóñàñêåéòáîðäèñòà, ñîâåðøàåìûìè èì â ïðîöåññå ðàçãîíà, òîãäà êàê êî-ëåáàíèÿ ïî óãëó γ èìèòèðóþò ïëàâíûå äâèæåíèÿ îñåé êîëåñíûõ ïàðîòíîñèòåëüíî ïëàòôîðìû, êîòîðûå âûçûâàþòñÿ ñòóïíÿìè ñêåéò-áîðäèñòà. Êðîìå òîãî, óñêîðåíèå δ̈, âõîäÿùåå â óðàâíåíèå (11), òàê-æå áóäåò ìåíÿòüñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó δ̈(t) = −δmω2 sinωt,íàõîäÿñü â ïðîòèâîôàçå ñ ôóíêöèåé γ(t).Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé âàðèàíò ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëÿþ-ùèõ âîçäåéñòâèé, ìîäèôèöèðóÿ ñ ýòîé öåëüþ âûðàæåíèÿ (18) èïðèíèìàÿ áîëåå ñëîæíûé çàêîí èçìåíåíèÿ ôóíêöèé γ è δ âî âðå-ìåíè, ñîõðàíÿþùèé òåì íå ìåíåå èõ êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð ñó÷åòîì ñèíõðîííîñòè. Ïîëîæèì, ÷òî óêàçàííûå ôóíêöèè èìåþòîäíó è òó æå ÷àñòîòó èçìåíåíèÿ ω, ïðè÷åì γ(t) è δ̈(t) ÿâëÿþòñÿêóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè ðàçíîãî çíàêà, êîòîðûé ìåíÿåò-ñÿ ÷åðåç êàæäóþ ïîëîâèíó ïåðèîäà: γ = ±γm, δ̈ = ∓δ̈m, ãäå γm > 0è δ̈m > 0 � ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïåðâîìïîëóïåðèîäå 0 ≤ t ≤ T/2, ãäå T = 2π/ω, èìååì γ = γm > 0,à δ̈ = −δ̈m < 0. Òîãäà ïîëó÷èì íà ýòîì ïðîìåæóòêå ñëåäóþùóþïàðàáîëè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü δ(t) äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî çàêîíàóïðàâëåíèÿ [7]:

δ(t) =
16

T 2
t

(

T

2
− t

)

δm, δ̈ = −32δm
T 2

= −8δmω
2

π2
= −δ̈m = const,(19)



68 À. Ñ. Ñìèðíîâ, À. Ï. Ñóêîâ, Á. À. Ñìîëüíèêîâãäå ó÷òåíî, ÷òî δ = 0 ïðè t = 0 è t = T/2; δm � ìàêñèìàëüíîåçíà÷åíèå ôóíêöèè δ(t), äîñòèãàåìîå ïðè t = T/4.Íà ðèñ. 6 çàâèñèìîñòè γ = γ(t) è δ = δ(t) ïðèâåäåíû ãðàôè÷å-ñêè äëÿ êàæäîãî èç âàðèàíòîâ ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëåíèé, ïðè÷åì âïåðâîì ñëó÷àå çàêîí óïðàâëåíèÿ ìîæíî íàçâàòü ñèíóñîèäàëüíûì,à âî âòîðîì � ñêà÷êîîáðàçíî-ïàðàáîëè÷åñêèì. Äàëüíåéøåå èññëå-äîâàíèå áóäåò ïîñâÿùåíî äåìîíñòðàöèè òîãî, ÷òî âûáîð óïðàâëÿ-þùèõ ôóíêöèé óêàçàííûìè ñïîñîáàìè ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþðàçãîííûõ äâèæåíèé ñêåéòáîðäà, à òàêæå èõ äåòàëüíîìó àíàëèçó.

Ðèñ. 6. Çàêîíû óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ñêåéòáîðäà: à � ñèíóñîè-äàëüíûé; á � ñêà÷êîîáðàçíî-ïàðàáîëè÷åñêèé



Äèíàìèêà ñêåéòáîðäà è óïðàâëåíèå åãî ðàçãîííûìè äâèæåíèÿìè 695. Èññëåäîâàíèå ðàçãîííûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿñêåéòáîðäà ïðè îòñóòñòâèè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿÎáðàùàÿñü ê àíàëèçó ðàçãîííûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ ñêåéòáîð-äà, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ íå ó÷è-òûâàþòñÿ, ò. å. ïîëîæèì b = 0 â óðàâíåíèè (11). Â ýòîé ñèòóàöèè åãîðåøåíèå èìååò íàèáîëåå ïðîñòóþ ôîðìó. Â ñàìîì äåëå, óïîìÿíóòîåóðàâíåíèå (11) ìîæíî òîãäà ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
d

dt

(

v

M(γ)

)

= −J
l
M(γ) tg γδ̈, M(γ) =

1
√

m+ J
l2 tg

2 γ
. (20)Ïðèíÿâ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü ïðè t = 0 ðàâíîé v0, ïîëó÷èì ïîñëåèíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (20) åãî ðåøåíèå:

v(t) = v0
M(γ)

M(γ|t=0)
− J

l
M(γ)

t
∫

0

F (τ)dτ, F (t) =M(γ) tg γδ̈, (21)ãäå ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî γ = γ(t); δ = δ(t). Äàëåå íåîáõîäèìîèçó÷èòü äâà ïðèíÿòûõ ðàíåå âàðèàíòà óïðàâëåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûõãðàôè÷åñêè íà ðèñ. 6, à è 6, á ñîîòâåòñòâåííî.Äëÿ ñèíóñîèäàëüíîãî ðåæèìà óïðàâëåíèÿ âûðàæåíèå äëÿM(γ)ñîãëàñíî âòîðîé ôîðìóëå (20) ñ ó÷åòîì (18) ìîæíî çàïèñàòü â óïðî-ùåííîì âèäå, åñëè ïðèíÿòü âåëè÷èíó γm äîñòàòî÷íî ìàëîé, ÷òî îò-âå÷àåò ðåàëüíûì óñëîâèÿì äâèæåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå àï-ïðîêñèìàöèè, à òàêæå ïîëàãàÿ, ÷òî J = mr2, ãäå r � ðàäèóñ èíåðöèèäèñêà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C ïåðïåíäèêóëÿð-íî ïëîñêîñòè äîñêè, áóäåì èìåòü
M(γ) ≈ 1√

m

(

1− κ sin2 ωt
)

, κ =
γ2mr

2

2l2
, (22)ïðè÷åì âåëè÷èíó κ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìàëûé ïàðàìåòð (κ� 1).Äàëåå âû÷èñëèì èíòåãðàë â ïåðâîé ôîðìóëå (21):

t
∫

0

F (τ)dτ ≈ −γmδmω
2

√
m

[

t

2

(

1− 3κ

4

)

− sin 2ωt

4ω
(1 − κ)− κ sin 4ωt

32ω

]

.(23)



70 À. Ñ. Ñìèðíîâ, À. Ï. Ñóêîâ, Á. À. ÑìîëüíèêîâÍàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ (23) â ïåðâóþ ôîðìóëó (21), ìîæíî îïðåäå-ëèòü è èñêîìóþ ñêîðîñòü v, óäåðæèâàÿ âî âòîðîì ñëàãàåìîì ýòîéôîðìóëû ëèøü âåëè÷èíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå âðåìåíè, è ïðåíåáðå-ãàÿ âñåìè íåñóùåñòâåííûìè ÷ëåíàìè:
v(t) = v0

(

1− κ

2
+
κ

2
cos 2ωt

)

+
δmγmω

2r2

2l

(

1− 5κ

4
+
κ

2
cos 2ωt

)

t.(24)Ñëåäîâàòåëüíî, â ñðåäíåì áóäåì èìåòü ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ ïðè-áëèæåííóþ çàâèñèìîñòü [7]:
v(t) = v0

(

1− κ

2

)

+W

(

1− 5κ

4

)

t, W =
δmγmω

2r2

2l
. (25)Àíàëèçèðóÿ ýòó ôîðìóëó, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè ñèíóñîèäàëüíîì çà-êîíå óïðàâëåíèÿ äâèæåíèå ñêåéòáîðäà â ñðåäíåì èìååò ðàâíîóñêî-ðåííûé õàðàêòåð. Ïðè ýòîì óñêîðåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé

W è ó÷èòûâàåò ïîïðàâêó çà ñ÷åò ìàëîãî ïàðàìåòðà κ.×òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ ñêà÷êîîáðàçíî-ïàðàáîëè÷åñêîãîçàêîíà óïðàâëåíèÿ, ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî δ̈ è γ âñåãäà èìåþò ïðîòèâî-ïîëîæíûå çíàêè. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà M ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé,è äëÿ íåå ìîæíî çàïèñàòü ïðîñòîå ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå
M ≈ 1√

m
(1− κ), (26)ãäå âíîâü ïðèíÿòî, ÷òî γm ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé, à òàêæåñîõðàíåíî ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå äëÿ κ ñîãëàñíî âòîðîé ôîðìóëå(22). Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (26) â ôîðìóëó (21), íàõîäèì ñ ó÷åòîì(19) è îáîçíà÷åíèÿ äëÿ W ñîãëàñíî âòîðîé ôîðìóëå (25) èñêîìóþçàâèñèìîñòü:

v(t) ≈ v0 +
16

π2
W (1− 2κ)t. (27)Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ôîðìóë (25) è (27) âûòåêàåò âàæíûé âûâîä:ïðè îäèíàêîâûõ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ γm è δm óïðàâëÿþùèõôóíêöèé è îäèíàêîâîé ÷àñòîòå ω â îáîèõ âàðèàíòàõ âòîðîé ðå-æèì áóäåò îáëàäàòü áîëüøèì òåìïîì íàáîðà ñêîðîñòè (òàê êàê

16/π2 ≈ 1, 62), ïðè÷åì äëÿ íåãî ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè íå ñî-ïðîâîæäàåòñÿ íàëîæåíèåì êîëåáàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïðè ýòîì
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Ðèñ. 7. Ðàçãîí ñêåéòáîðäà ïðè îòñóòñòâèè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿïîïðàâêà, âíîñèìàÿ â âåëè÷èíó óñêîðåíèÿ ïàðàìåòðîì κ, âî âòîðîìâàðèàíòå îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî áîëåå îùóòèìîé, ÷åì â ïåðâîì.Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè, èëëþñòðèðóþùèå ðàçãîí ñêåéò-áîðäà ïðè îòñóòñòâèè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ â êàæäîì èç ðåæèìîâóïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ è ïîñòðîåííûå ïî ôîðìóëàì (24) è (27)ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò âðåìåíè â ñðåä-íåì (25) äëÿ ïåðâîãî ðåæèìà.6. Âëèÿíèå âíåøíåãî ñîïðîòèâëåíèÿ íà ðàçãîííûåðåæèìû äâèæåíèÿ ñêåéòáîðäàÐàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ó÷èòûâàþòñÿ ñèëû ñîïðîòèâ-ëåíèÿ ñî ñòîðîíû îêðóæàþùåé ñðåäû. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì óðàâ-íåíèå óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ñêåéòáîðäà (11) â âèäå
v̇ + F (t)v = G(t), (28)ãäå ôóíêöèè F (t) è G(t) îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

F (t) =
b+ J

2l2
d
dt

(

tg2 γ
)

m+ J
l2 tg

2 γ
, G(t) = − J tg γδ̈

l
(

m+ J
l2 tg

2 γ
) . (29)



72 À. Ñ. Ñìèðíîâ, À. Ï. Ñóêîâ, Á. À. ÑìîëüíèêîâÐåøåíèå óðàâíåíèÿ (28) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:
v(t) = e

−

t∫

0

F (τ)dτ





t
∫

0

G(τ1)e

τ1∫

0

F (τ2)dτ2
dτ1 + v0



 . (30)Ñíà÷àëà îáñóäèì ñèíóñîèäàëüíûé ðåæèì óïðàâëåíèÿ, îòâå÷à-þùèé ðèñ. 6, à. Ïîëàãàÿ, ÷òî â ïåðâîé ôîðìóëå (18) âåëè÷èíà γmÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé, çàïèøåì ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ
F (t) ≈ β + κ(ω sin 2ωt− 2β sin2 ωt);

G(t) ≈ 2W sin2 ωt(1− 2κ sin2 ωt),
(31)ãäå β = b/m � ïðèâåäåííûé äèññèïàòèâíûé êîýôôèöèåíò; äëÿ κ è

W ñîõðàíÿþòñÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ ñîãëàñíî âòîðûì ôîðìóëàì(22) è (25). Ïðè ýòîì äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ äåéñòâèé ïîìèìîìàëîñòè κ áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü äîñòàòî÷íî ìàëûìè è äèññèïàòèâ-íûå ýôôåêòû, ò. å. ïðèìåì β/ω � 1. Òîãäà ïîñëå ïðåíåáðåæåíèÿíåñóùåñòâåííûìè ÷ëåíàìè ìîæíî çàïèñàòü ïðèáëèæåííî, ÷òî
τ1
∫

0

F (τ2)dτ2 ≈ β(1 − κ)τ1 + κ sin2 ωτ1, (32)ãäå èñïîëüçîâàíà ïåðâàÿ ôîðìóëà (31). Îòìåòèì, ÷òî â (32) âåëè÷è-íà β ôèãóðèðóåò ëèøü ïðè ñëàãàåìîì, ïðîïîðöèîíàëüíîì âðåìåíè,êîòîðîå òàêæå óòî÷íåíî çà ñ÷åò óäåðæàíèÿ â íåì âåëè÷èíû κ, âàæ-íîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíîé ïîïðàâêè â êîíå÷íûõ âûðàæåíèÿõ.Òåïåðü ñ ó÷åòîì (32) ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî
e

τ1∫

0

F (τ2)dτ2
≈ eβ(1−κ)τ1

(

1 + κ sin2 ωτ1
)

. (33)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû (30) îñòàåòñÿ ïðèáëè-æåííî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèé èíòåãðàë:
t
∫

0

G(τ1)e

τ1∫

0

F (τ2)dτ2
dτ1 ≈ 2W

t
∫

0

eβ(1−κ)τ1 sin2 ωτ1
(

1− κ sin2 ωτ1
)

dτ1 ≈

≈ W

4β

[

(4 + κ)
(

eβ(1−κ)t − 1
)

− 2β

ω
eβ(1−κ)t sin 2ωt

]

,(34)



Äèíàìèêà ñêåéòáîðäà è óïðàâëåíèå åãî ðàçãîííûìè äâèæåíèÿìè 73ãäå ïðèíÿòû âî âíèìàíèå âûðàæåíèå (33) è âòîðàÿ ôîðìóëà (31).Îòìåòèì, ÷òî â ïîëó÷åííîì ñîîòíîøåíèè (34) óäåðæàíî íàèáîëååâàæíîå êîëåáàòåëüíîå ñëàãàåìîå, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîð-ðåêòíîé êà÷åñòâåííîé è êîëè÷åñòâåííîé êàðòèíû èçìåíåíèÿ ñêîðî-ñòè âî âðåìåíè. Íàêîíåö, èç ôîðìóëû (30) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé(33) è (34) ïîëó÷èì ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé è óïðîùåíèéîêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ óêàçàííîé çàâèñèìîñòè:
v(t) = v0

(

1− κ

2
+
κ

2
cos 2ωt

)

e−β(1−κ)t+

+
W

β

[

(

1− κ

4

)(

1− e−β(1−κ)t
)

− β

2ω
sin 2ωt

]

.

(35)Îòñþäà íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî â ñðåäíåì áóäåò èìåòü ìåñòî ñëåäó-þùàÿ çàâèñèìîñòü:
v(t) = v0

(

1− κ

2

)

e−β(1−κ)t +
W

β

(

1− κ

4

)(

1− e−β(1−κ)t
)

. (36)Êðîìå òîãî, èç (35) âûòåêàåò, ÷òî ïðè t → ∞ ìû ïîëó÷èì äîñòà-òî÷íî íåñëîæíîå âûðàæåíèå
v∞(t) =

W

β

(

1− κ

4
− β

2ω
sin 2ωt

)

, (37)ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñêîðîñòè ñ ìàëîéàìïëèòóäîé âáëèçè íåêîòîðîãî ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ è ñ óäâîåííîé÷àñòîòîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîé èçìåíåíèÿ ôóíêöèé γ(t) è δ(t).Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè â ôîðìóëå (36) îñóùåñòâèòü ïðåäåëüíûéïåðåõîä ïðè β → 0, òî ïîëó÷èòñÿ ðåçóëüòàò (25), íàéäåííûé ðàíååïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèé ñêåéòáîðäà â îòñóòñòâèå ñèë ñîïðî-òèâëåíèÿ, êàê ýòîãî è ñëåäîâàëî îæèäàòü. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òîñóùåñòâåííàÿ öåííîñòü âûðàæåíèé (36) è (37) ñîñòîèò â òîì, ÷òîîíè ñîäåðæàò íåîáõîäèìûå ïîïðàâî÷íûå ñëàãàåìûå ñ κ, à ïîòîìóóòî÷íÿþò àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû èç ñòàòüè [6].Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü âòîðîé ðåæèì óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ,ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 6, á. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíê-öèé (29) îêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè:
F ≈ β(1− 2κ), G ≈ 16

π2
W (1− 2κ), (38)



74 À. Ñ. Ñìèðíîâ, À. Ï. Ñóêîâ, Á. À. Ñìîëüíèêîâè, êàê âèäíî, çäåñü îíè íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæå-íèÿ (38) â ôîðìóëó (30), íàõîäèì ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ âû÷èñëåíèéçàêîí èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè âî âðåìåíè â îêîí÷àòåëüíîé ôîðìå:
v(t) = v0e

−β(1−2κ)t +
16

π2

W

β

(

1− e−β(1−2κ)t
)

. (39)Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå àíà-ëîãè÷íî ôîðìóëå (36), ïîëó÷åííîé ðàíåå äëÿ ïåðâîãî ðåæèìà âñðåäíåì. Ïðè ýòîì èç ôîðìóëû (39) âûòåêàåò, ÷òî ïðè t→ ∞ èìååòìåñòî âûõîä ñêîðîñòè íà óñòàíîâèâøååñÿ çíà÷åíèå:
v∞ =

16

π2

W

β
. (40)Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðè îñóùåñòâëåíèè ïðåäåëü-íîãî ïåðåõîäà ïðè β → 0 èç ôîðìóëû (39) ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ(27), ïîëó÷åííîìó ïðè îòñóòñòâèè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ, ÷òî òàêæåÿâëÿåòñÿ îæèäàåìûì ðåçóëüòàòîì.Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ ðàâíûõ ïàðàìåòðàõ çàäà÷è â îáîèõ âà-ðèàíòàõ óïðàâëåíèÿ âòîðîé èç íèõ ïðè ó÷åòå ñèë ñîïðîòèâëåíèÿñî ñòîðîíû îêðóæàþùåé ñðåäû âíîâü ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òè-òåëüíûì, êàê ýòî áûëî ðàíåå äëÿ ñëó÷àÿ èõ îòñóòñòâèÿ. Îí ïîç-âîëÿåò âûéòè íà óñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå ñ ñóùåñòâåííî áîëüøåéñêîðîñòüþ, ïîñêîëüêó â ôîðìóëå (40) äëÿ v∞ ñòîèò êîýôôèöèåíò

16/π2 ≈ 1, 62, ïðè÷åì íà ýòó ñêîðîñòü íå áóäåò íàêëàäûâàòüñÿ êî-ëåáàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, êàê ýòî èìåëî ìåñòî â ôîðìóëå (37).Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëîâîé ïîêàçàòåëü ýôôåêòèâíîñòè âòîðîãîðåæèìà îêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàêèì æå, êàê è ïðè îòñóòñòâèè ñîïðî-òèâëåíèÿ. Ïîìèìî òîãî, ïîïðàâêà, êîòîðàÿ âíîñèòñÿ â âûðàæåíèåäëÿ ñêîðîñòè çà ñ÷åò ïàðàìåòðà κ è îáåñïå÷èâàåò áîëåå âûñîêóþòî÷íîñòü ðåøåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ áîëåå çíà÷èìîé â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïî-íåíò â ôîðìóëå (39) ïî ñðàâíåíèþ ñ âûðàæåíèåì (35).Íà ðèñ. 8 èçîáðàæåíû ãðàôèêè, èëëþñòðèðóþùèå ðàçãîí ñêåéò-áîðäà ïðè íàëè÷èè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ â êàæäîì èç ðåæèìîâ óïðàâ-ëÿåìîãî äâèæåíèÿ ñ âûõîäîì íà óñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå è ïî-ñòðîåííûå ïî ôîðìóëàì (35) è (39) ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå çàâè-ñèìîñòü (36), îïèñûâàþùàÿ çàêîí èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè îò âðåìåíèâ ñðåäíåì äëÿ ïåðâîãî ðåæèìà.
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Ðèñ. 8. Ðàçãîí ñêåéòáîðäà ïðè íàëè÷èè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ7. Çàêëþ÷åíèåÏîäâîäÿ èòîãè ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ, ìîæíî çàêëþ÷èòü,÷òî äëÿ âîçáóæäåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ðàçãîííûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿñêåéòáîðäà ìîæíî ôîðìèðîâàòü óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè ðàçëè÷íû-ìè ñïîñîáàìè, îò êîòîðûõ áóäåò çàâèñåòü òåìï íàáîðà ñêîðîñòè.Äëÿ ïðåäñòàâëåííûõ âàðèàíòîâ ñèíóñîèäàëüíîãî è ñêà÷êîîáðàçíî-ïàðàáîëè÷åñêîãî çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëè ïî-ëó÷åíû íåñëîæíûå êîíå÷íûå ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ðàçãîí ñêåéò-áîðäà êàê ïðè îòñóòñòâèè, òàê è ïðè íàëè÷èè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ ñîñòîðîíû îêðóæàþùåé ñðåäû. Ýòè ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ ïîç-âîëÿþò âûÿâèòü è ïðîäåìîíñòðèðîâàòü îñîáåííîñòè êàæäîãî èç ðå-æèìîâ óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ, à ïðè ó÷åòå ñèë ñîïðîòèâëåíèÿòàêæå ïðîàíàëèçèðîâàòü ïðîöåññû âûõîäà ñêåéòáîðäà íà óñòàíî-âèâøååñÿ äâèæåíèå. Êðîìå òîãî, áûëî äàíî ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åí-íûõ ðåçóëüòàòîâ è óñòàíîâëåíî, ÷òî âòîðîé âàðèàíò ôîðìèðîâàíèÿóïðàâëåíèé äàåò áîëåå ýôôåêòèâíûå ïîêàçàòåëè íàáîðà ñêîðîñòè,÷åì ïåðâûé. Â çàêëþ÷åíèå îñòàåòñÿ ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðèâåäåííàÿçàäà÷à äîïóñêàåò è ðÿä äàëüíåéøèõ ìîäèôèêàöèé, ñâÿçàííûõ, íà-ïðèìåð, ñ ðàññìîòðåíèåì áîëåå ñëîæíûõ âàðèàíòîâ ôîðìèðîâàíèÿ



76 À. Ñ. Ñìèðíîâ, À. Ï. Ñóêîâ, Á. À. Ñìîëüíèêîâóïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé, èçó÷åíèåì óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ñêåéò-áîðäà íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè, à òàêæå óñëîæíåíèåì èñõîäíîé ðàñ-÷åòíîé ñõåìû è ïîñòðîåíèåì óòî÷íåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.Ëèòåðàòóðà1. Êóëåøîâ À. Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñêåéòáîðäà ñ îäíîé ñòåïåíüþñâîáîäû / À. Ñ. Êóëåøîâ // Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê. � 2007. � Ò. 414.� � 3. � Ñ. 330�333.2. Êðåìíåâ À. Â. Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ìîäåëè ñêåéòáîðäà ñ òðåìÿ ñòåïå-íÿìè ñâîáîäû / À. Â. Êðåìíåâ, À. Ñ. Êóëåøîâ // Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà.� 2008. � Ò. 4. � � 3. � C. 341�355.3. V�arszegi B. Downhill motion of the Skater-Skateboard system / B. V�arszegi,D. Tak�acs // Periodica Polytechnica, Mechanical Engineering. � 2016. �Vol. 60. � � 1. � P. 58�65.4. V�arszegi B. Stabilizing skateboard speed-wobble with re�ex delay / B. V�arszegi,G. Stepan, D. Takacs, S. J. Hogan // Journal of the Royal Society. Interface.� 2016. � Vol. 13. � � 121. � P. 20160345.5. Ìåðêèí Ä. Ð. Ïðèêëàäíûå çàäà÷è äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà / Ä. Ð. Ìåð-êèí, Á. À. Ñìîëüíèêîâ. � ÑÏá. : Èçä-âî Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óí-òà,2003. � 534 ñ.6. Ispolov Yu. G. Skateboard dynamics / Yu. G. Ispolov, B. A. Smolnikov //Computer methods in applied mechanics and engineering. � 1996. � 131(3-4). � P. 327�333.7. Ñóêîâ À. Ï. Àíàëèç óïðàâëÿåìûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ ñêåéòáîðäà /À. Ï. Ñóêîâ, À. Ñ. Ñìèðíîâ // Ìîëîäåæü è íàóêà: àêòóàëüíûå ïðî-áëåìû ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé : ìàòåðèàëû VÂñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõó÷åíûõ, 11�15 àïðåëÿ 2022 ã. � Êîìñîìîëüñê-íà-Àìóðå, 2022. � ×. 2. �Ñ. 395�397.8. Ìàðêååâ À. Ï. Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà / À. Ï. Ìàðêååâ. � Ì.; Èæåâñê: ÍÈÖ ¾Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà¿, 2007. � 592 ñ.9. Íåéìàðê Þ. È. Äèíàìèêà íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì / Þ. È. Íåéìàðê,Í. À. Ôóôàåâ. � Ì. : Íàóêà, 1967. � 520 ñ.



ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÒÎÍÊÎÉÇÀÙÅÌËÅÍÍÎÉ ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ,ÑÎÏÐßÆÅÍÍÎÉ Ñ ÊÎËÜÖÅÂÛÌÈ ÏËÀÑÒÈÍÀÌÈÃ. À. Íåñòåð÷óêÂ ðàáîòå èññëåäóþòñÿ íèçøèå ÷àñòîòû è ôîðìû êîëåáàíèé êîí-ñòðóêöèè, ñîñòîÿùåé èç òîíêîñòåííîé óïðóãîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-êè, ïîäêðåïëåííîé øïàíãîóòàìè ðàçíîé æåñòêîñòè.Âûäåëåíû äâà òèïà êîëåáàíèé êîíñòðóêöèè. Ôîðìû ñîáñòâåííûõêîëåáàíèé ïåðâîãî òèïà èìåþò áîëüøîå ÷èñëî âîëí â îêðóæíîì íà-ïðàâëåíèè è ñõîäíû ñ ôîðìàìè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé íåïîäêðåïëåí-íîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Ôîðìû è ÷àñòîòû êîëåáàíèé âòîðîãîòèïà áëèçêè ê ôîðìàì è ÷àñòîòàì êîëåáàíèé êîëüöåâîé ïëàñòèíû. Ñ ïî-ìîùüþ ÷èñëåííûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå íàíèçøóþ ÷àñòîòó îáîëî÷êè çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ æåñòêîñòåé øïàíãîó-òîâ âäîëü îáðàçóþùåé. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëè-æåííûõ çíà÷åíèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò êîíñòðóêöèé äëÿ ñëó÷àÿæåñòêîé çàäåëêè êðàåâ îáîëî÷êè.Äëÿ êîíñòðóêöèè ôèêñèðîâàííîé ìàññû ðåøàåòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿçàäà÷à íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûñîò øïàíãîóòîâ, äëÿ êî-òîðîé ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòîòà èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.1. ÂâåäåíèåÖèëèíäðè÷åñêèå îáîëî÷êè ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç íàèáîëåå ðàñ-ïðîñòðàíåííûõ êîíñòðóêöèîííûõ ýëåìåíòîâ, èñïîëüçóåìûõ â ðàç-ëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðîìûøëåííîñòè è òåõíèêè. Èçó÷åíèå êîëåáàíèéîáîëî÷åê ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî òàêèå êîíñòðóê-öèè ÷àñòî ïîäâåðãàþòñÿ äåéñòâèþ ïåðåìåííûõ íàãðóçîê, âûçâàí-íûõ âèáðàöèåé, óäàðíûìè íàãðóçêàìè, âåòðîâûìè èëè ñåéñìè÷å-ñêèìè âîçäåéñòâèÿìè. Â ñóäîñòðîåíèè, ðàêåòíîé òåõíèêå è àâèà-ñòðîåíèè íàðÿäó ñ ãëàäêèìè îáîëî÷êàìèøèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïîä-êðåïëåííûå îáîëî÷êè. Ïðè îïòèìàëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ îáî-ëî÷êà, ïîäêðåïëåííàÿ øïàíãîóòàìè, èìååò ôóíäàìåíòàëüíóþÄîêëàä íà ñåìèíàðå 12 ñåíòÿáðÿ 2023 ã.c© Ã. À. Íåñòåð÷óê, 2023.Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà �23-21-00111, https://rscf.ru/project/23-21-00111/.



78 Ã. À. Íåñòåð÷óê÷àñòîòó â íåñêîëüêî ðàç áîëüøóþ, ÷åì ãëàäêàÿ îáîëî÷êà òîé æåìàññû [3].Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ðàáîò ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîëî÷-êè, ïîäêðåïëåííûå ðåáðàìè îäèíàêîâîé æåñòêîñòè [3]. Â äàííîéñòàòüå èññëåäóþòñÿ êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ïîäêðåï-ëåííîé øïàíãîóòàìè, âûñîòû êîòîðûõ èçìåíÿþòñÿ âäîëü îáðàçóþ-ùåé îáîëî÷êè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò êî-ëåáàíèé, ïîëó÷åííûõ àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì, à òàêæå ìåòîäîìÐýëåÿ�Ðèòöà è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ðåøåíà îïòèìèçàöè-îííàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé÷àñòîòû äëÿ êîíñòðóêöèè ôèêñèðîâàííîé ìàññû ïðè èçìåíåíèè êî-ýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûñîò øïàíãîóòîâ.Â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷å-ñêèõ îáîëî÷åê, ïîäêðåïëåííûõ øïàíãîóòàìè, êàê ïðàâèëî, èñïîëü-çóåòñÿ ñòåðæíåâàÿ ìîäåëü øïàíãîóòà, ïîñêîëüêó ïðè ìàëîé âûñîòåñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé øïàíãîóòà ïðåâûøàåò ñîáñòâåííóþ÷àñòîòó êîëåáàíèé îáîëî÷êè. Îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì âûñîòû ñîá-ñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé øïàíãîóòà ïàäàåò, ÷òî âåäåò ê óìåíü-øåíèþ ÷àñòîòû êîëåáàíèé âñåé êîíñòðóêöèè. Ïîýòîìó, êîãäà îò-íîøåíèå âûñîòû øïàíãîóòà ê åãî øèðèíå âåëèêî, äëÿ ïîëó÷åíèÿïðèåìëåìûõ ðåçóëüòàòîâ âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè êîëüöåâîãîñòåðæíÿ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü øïàíãîóòû êàê êîëüöåâûå ïëàñòè-íû [7]. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷å-íèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ æåñòêîçàäåëàííûìè êðàÿìè, ïîäêðåïëåííîé êîëüöåâûìè ïëàñòèíàìè ðàç-íîé øèðèíû. Îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òàêèõ øïàíãî-óòîâ, ó êîòîðûõ ïåðâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé ÷à-ñòîòîé êîëåáàíèé îáîëî÷êè. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòüïðèìåíåíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êîíñòðóêöèé, ðàáîòàþùèõ â óñëî-âèÿõ âîçäåéñòâèÿ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê.2. Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ïîäêðåïëåííîéöèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êèÐàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ òîíêîñòåííîé óïðóãîé öè-ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, íà êîòîðóþ äëÿ óâåëè÷åíèÿ ôóíäàìåí-



Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ òîíêîé çàùåìëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè... 79òàëüíîé ÷àñòîòû óñòàíîâëåíî ns ïîïåðå÷íûõ ðåáåð æåñòêîñòè ñ íó-ëåâûì ýêñöåíòðèñèòåòîì. Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ áåçðàçìåð-íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ìàëûå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿöèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ïðèíèìàåò âèä [1, 2]
µ4 ·∆2w − σ∆kΦ− λw = 0, ∆2Φ+∆kw = 0, (1)ãäå
∆w =

d2w

ds2
−m2w, ∆kw =

d2w

ds2
, σ = 1− ν2,ãäå s � êîîðäèíàòà, íàïðàâëåííàÿ ïî îáðàçóþùåé; Φ � ôóíêöèÿóñèëèé; w � ïðîåêöèÿ ïåðåìåùåíèÿ íà íàïðàâëåíèå íîðìàëè; m �÷èñëî âîëí ïî ïàðàëëåëè; ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; µ4 = h2/12�ìàëûé ïàðàìåòð; h� òîëùèíà îáîëî÷êè; λ = σρω2R2E−1; ρ� ïëîò-íîñòü ìàòåðèàëà; E � ìîäóëü Þíãà; ω � ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êî-ëåáàíèé. Çà åäèíèöó äëèíû âûáðàí ðàäèóñ R îñíîâàíèÿ öèëèíäðà.Îãðàíè÷èìñÿ îïðåäåëåíèåì íèçøèõ ÷àñòîò êîëåáàíèé. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå äîïóñêàþò èçãèáàíèÿ ñðåäèííîéïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)â âèäå ñóììû îñíîâíîãî ïîëóáåçìîìåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ è ïðîñòîãîêðàåâîãî ýôôåêòà âáëèçè êðàåâ îáîëî÷êè. Òîãäà íèçøèì ÷àñòîòàìñîîòâåòñòâóþò λ ∼ µ2, m ∼ µ−1/2 [1]. Èñêëþ÷àÿ èç ñèñòåìû ôóíê-öèþ óñèëèé Φ è ñ÷èòàÿ, ÷òî ∆ ∼ m2, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó-÷èì óðàâíåíèå

wIV
0 − α4w0 = 0, α4 =

m4λ0 − µ4m8

σ
, (2)ãäå w0 îïèñûâàåò ïîëóáåçìîìåíòíîå ñîñòîÿíèå; λ0 � ïðèáëèæåí-íîå çíà÷åíèå λ; w′ = dw/ds [1, 2]. Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿòîëüêî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, âìåñòî w0 è λ0 èñïîëüçóþòñÿ îáî-çíà÷åíèÿ w è λ ñîîòâåòñòâåííî.Â ñëó÷àå æåñòêîé çàäåëêè êðàåâ îáîëî÷êè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿäëÿ óðàâíåíèÿ (2) èìåþò âèä

w(0) = w′(0) = w(l) = w′(l) = 0, (3)ãäå l � áåçðàçìåðíàÿ äëèíà îáîëî÷êè.



80 Ã. À. Íåñòåð÷óêÏðåäïîëîæèì, ÷òî øèðèíà êîëüöåâûõ ïëàñòèí (âûñîòà øïàíãî-óòîâ) ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì îáîëî÷êè. Â ýòîì ñëó÷àå, êàêïîêàçàíî â ðàáîòå [7], â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè êîëüöåâûå ïëàñòèíûìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êðóãîâûå ñòåðæíè. Åñëè îáîëî÷êà ïîä-êðåïëåíà ïî ïàðàëëåëÿì ñ êîîðäèíàòàìè s = si, i = 1, 2, . . . , n − 1êðóãîâûìè ñòåðæíÿìè (øïàíãîóòàìè), òî w = w(i) ïðè s ∈ [si−1, si],
i = 1, 2, . . . , n, ïðè÷åì s0 = 0, sn = l:

w(i)IV − α4w(i) = 0, i = 1, 2, . . . , n. (4)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿøïàíãîóòà ai � µ. Òîãäà íà ïàðàëëåëÿõ, ïîäêðåïëåííûõ øïàíãîó-òàìè, êîòîðûå ìîãóò èìåòü ðàçíûå âûñîòû è æåñòêîñòè, âûïîëíÿ-þòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ [3]:
w(i) = w(i+1), w(i)′ = w(i+1)′ ,

w(i)′′ = w(i+1)′′ , w(i)′′′ − w(i+1)′′′ = −ciw(i+1),

s = si, i = 1, 2, . . . , n− 1,

(5)ãäå
ci =

m8µ4lηi
σn

, ηi =
12σnEcJi
h3El

,ãäå Ec � ìîäóëü Þíãà ìàòåðèàëà øïàíãîóòîâ; ηi � áåçðàçìåðíàÿæåñòêîñòü i-ãî øïàíãîóòà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ îòíîøåíèþ èçãèáíûõæåñòêîñòåé øïàíãîóòà è îáîëî÷êè, ââåäåííàÿ â [4]; Ji � ìîìåíòèíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ i-ãî øïàíãîóòà îòíîñèòåëüíî îáðàçó-þùåé öèëèíäðà.Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ÷àñòîòû ïîäêðåïëåííîé îáî-ëî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
λ =

σα4(c)
m4

+ µ4m4, c = {ci}ni=1,ãäå α(c) � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è (4)�(5) ñ ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè (3).3. Ìîìåíò èíåðöèè øïàíãîóòàÍà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà îáîëî÷êà ñî øïàíãîóòàìè â ðàçðåçå âäîëüîáðàçóþùåé îáîëî÷êè.



Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ òîíêîé çàùåìëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè... 81

Ðèñ. 1. Îñåâîå ñå÷åíèå îáîëî÷êè, ïîäêðåïëåííîé øïàíãîóòàìèÁóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáîëî÷êà è øïàíãîóòû âûïîëíåíû èç îäíîãîìàòåðèàëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå øïàíãîóòû èìåþò îäèíàêîâóþøèðèíó, ðàâíóþ a, à âûñîòà ïåðâîãî øïàíãîóòà b = ka. Ââåäåì
f(i) � ôóíêöèþ, îïèñûâàþùóþ ðàñïðåäåëåíèÿ âûñîò øïàíãîóòîââäîëü îáðàçóþùåé öèëèíäðà: bi = bf(i) = kaf(i).Ýêñöåíòðèñèòåòîì øïàíãîóòà íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó öåí-òðîì òÿæåñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ øïàíãîóòà è ñðåäèííîé ïîâåðõ-íîñòüþ îáîëî÷êè. Äëÿ ñëó÷àÿ øïàíãîóòà ñ íóëåâûì ýêñöåíòðèñè-òåòîì ìîìåíò èíåðöèè i-ãî øïàíãîóòà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ji =
ab3i
12

=
a4k3

12
f3(i) = Jf3(i), J =

a4k3

12
.



82 Ã. À. Íåñòåð÷óêÒîãäà áåçðàçìåðíóþ æåñòêîñòü øïàíãîóòà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
ci =

m8µ4lηi
σn

=
m8µ4lη

σn
f3(i) = c · f3(i); (6)

ηi =
12σnEcJi
h3El

=
12σnJ

h3l
f3(i) = η · f3(i);ãäå

c =
m8µ4lη

σn
, η =

12σnJ

h3l
. (7)Íà ïðàêòèêå ÷àùå ïðèìåíÿþòñÿ øïàíãîóòû ñ íåíóëåâûì ýêñöåí-òðèñèòåòîì, êîãäà âåñü øïàíãîóò íàõîäèòñÿ ëèáî âíóòðè îáîëî÷êè,ëèáî ñíàðóæè îáîëî÷êè. Â ñëó÷àå, êîãäà ýêñöåíòðèñèòåò øïàíãîóòàðàâåí bi/2, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ïåðâîé ÷àñòîòû îáîëî÷êè ñâåðõóìîæíî âçÿòü ìîìåíò èíåðöèè J = ab3/3.Ôóíêöèÿ ïðîôèëÿ êîíñòðóêöèè f(i) ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíûéâèä, îäíàêî öåëåñîîáðàçíî ïîäêðåïëÿòü îáîëî÷êó øïàíãîóòàìè, âû-ñîòû êîòîðûõ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû. Â ÷àñòíîñòè,äëÿ ëèíåéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûñîò øïàíãîóòîâ, èçîáðàæåííîãî íà(ðèñ. 2, à), ôóíêöèÿ f(i) èìååò âèä

flin(i) = (κ(i)− 1)(u− 1) + 1, u =
b2
b1
. (8)Äëÿ ñëó÷àÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âûñîò øïàíãîóòîâ ïî ïàðàáîëå, èçîá-ðàæåííîãî íà (ðèñ. 2, á),

fparab(i) = apκ
2(i)− napκ(i) + nap − ap + 1, ãäå ap =

1− u

n− 3
. (9)Äëÿ ñëó÷àÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûñîò øïàíãîó-òîâ, èçîáðàæåííîãî íà (ðèñ. 2, â), â

fexp(i) =
u− 1

e2 − e
eκ(i) +

e − u

e − 1
. (10)Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ñëó÷àÿ ïîäêðåïëåíèÿ îáîëî÷êè îäèíàêîâû-ìè øïàíãîóòàìè

f0(i) = 1. (11)
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a) á) â)Ðèñ. 2. Ïðîôèëè êîíñòðóêöèè äëÿ ñëó÷àÿ: à) � ëèíåéíîé; á) �ïàðàáîëè÷åñêîé; â) � ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿâûñîò øïàíãîóòîâÂ ôîðìóëàõ (8), (9), (10) ôóíêöèÿ

κ(i) =
n

2
−
∣

∣

∣

n

2
− i
∣

∣

∣
=

{

i, i < n
2

n− i, i > n
2ãàðàíòèðóåò ñèììåòðè÷íîñòü ôóíêöèé ïðîôèëÿ êîíñòðóêöèè, à ïà-ðàìåòð u = b2/b1 õàðàêòåðèçóåò àìïëèòóäó ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-íèÿ.4. Îïòèìàëüíîå ðàñïîëîæåíèå øïàíãîóòîâÊðàåâàÿ çàäà÷à (3)�(4)�(5) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å îá îïðåäåëåíèèíèçøèõ ÷àñòîò ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé æåñòêî çàêðåïëåííîé áàëêè(ðèñ. 3), ïîäêðåïëåííîé ïðóæèíàìè æåñòêîñòè ci â òî÷êàõ s = si.Â ðàáîòå [5] ïðîàíàëèçèðîâàíû ñëó÷àè íåðàâíîìåðíîãî ðàñïîëî-æåíèÿ ïðóæèí. Ïîñðåäñòâîì ïåðåáîðà âàðèàíòîâ îïðåäåëåíû îïòè-ìàëüíûå ðàñïîëîæåíèÿ ïðóæèí, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìâåëè÷èíû ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ α1(c) êðàåâîé çàäà÷è (3)�(4)�(5). Ñ óâåëè÷åíèåì æåñòêîñòè ïðóæèí c êîîðäèíàòû òî÷åê èõîïòèìàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ si(c) ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðûì ïðåäåëü-íûì çíà÷åíèÿì s∗i . Îïòèìàëüíîå ðàñïîëîæåíèå ïðóæèí â òî÷êàõ s∗i ,ñîîòâåòñòâóþùåå c = ∞, íàçâàíî ïðåäåëüíûì îïòèìàëüíûì ðàñïî-ëîæåíèåì.



84 Ã. À. Íåñòåð÷óê

Ðèñ. 3. Ôîðìà êîëåáàíèé çàùåìëåííîé áàëêè, ïîäêðåïëåííîé ïðó-æèíàìèÂ ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå æåñòêîé çàäåëêè óçëû ôîð-ìû êîëåáàíèé íåïîäêðåïëåííîé áàëêè ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè ïðå-äåëüíîãî îïòèìàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðóæèí. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(2) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3) èìååò âèä
wn(s) = [U (αns)− κnV (αns)] , (12)ãäå

U(x) = chx− cosx, V (x) = shx− sinx,

αn =
zn
l
, κn =

ch zn − cos zn
sh zn − sin zn

,à âåëè÷èíû
zn ' π(2n+ 1)/2, n = 1, 2, . . .ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ch z · cos z = 1. Ïðè ýòîì òî÷êè îïòè-ìàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðóæèí ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

wn(s) = 0.Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè âìåñòî α0 = π
2l èñïîëüçó-åòñÿ α, âìåñòî κ1 = U(3π2 )/V (3π2 ) èñïîëüçóåòñÿ κ, à ïåðâàÿ ôîðìàêîëåáàíèé íåïîäêðåïëåííîé áàëêè w1(s) îáîçíà÷àåòñÿ w(s).Åñëè c � 1, òî îïòèìàëüíîå ðàñïîëîæåíèå øïàíãîóòîâ ìàëîîòëè÷àåòñÿ îò ïðåäåëüíîãî îïòèìàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ.



Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ òîíêîé çàùåìëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè... 855. Íàõîæäåíèå çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòêîëåáàíèé áàëêè, ïîäêðåïëåííîé ïðóæèíàìèÐàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (4)�(5) î êîëåáàíèÿõ áàëêè, ïîä-êðåïëåííîé ðàçíûìè ïðóæèíàìè. Äëÿ ðåøåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòüìåòîä Ðýëåÿ. Ôîðìóëó Ðýëåÿ äëÿ ïîäêðåïëåííîé ïðóæèíàìè áàëêèìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì áåçðàçìåðíîì âèäå:
α4
1 =

I1 + I2
I0

, (13)ãäå I0 � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ áàëêè (ðàáîòà ñæèìàþùåé îáîëî÷êóñèëû); I1 � ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè áàëêè (ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿèçãèáà îáîëî÷êè); I1 � ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè ïðóæèí (äåôîðìàöèÿïîäêðåïëÿþùèõ îáîëî÷êó øïàíãîóòîâ):
I0 =

l
∫

0

w2(s)ds, I1 =

l
∫

0

(w′′(s))2ds = α4I0, I2 =

n−1
∑

i=1

ciw
2(si).Äëÿ ñëó÷àÿ æåñòêîé çàäåëêè (3) êðàåâ áàëêè ïîäñòàâèì â (13)

w = w1, ãäå ôóíêöèÿ w1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (12). Òîãäà çíà-÷åíèÿ I0, I1 è I2 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:
I0 =

l
∫

0

(U(αs)− κ · V (αs))2ds; I1 =

l
∫

0

(S(αs)− κ · T (αs))2ds;

I2 =

n−1
∑

i=1

ciw
2(si) = c

n−1
∑

i=1

f3(i) · w2(si).Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ïàðàìåòðà ïåðâîé ÷à-ñòîòû êîëåáàíèé áàëêè ñ çàùåìëåííûìè êîíöàìè ìîæåò áûòü âû-÷èñëåíî ïî ôîðìóëå
α4
c =

I1
I0

+
I2
I0

=

(

3π

2l

)4

+ c
Tc(n)

I0
, Tc(n) =

n−1
∑

i=1

f3(i)w2(si). (14)



86 Ã. À. Íåñòåð÷óê6. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â çàäà÷åî êîëåáàíèÿõ ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êèÐàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ïàðà-ìåòðà ÷àñòîòû λc äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ æåñòêî çàêðåï-ëåííûìè (3) êðàÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû ïàðàëëåëåé, íà êî-òîðûõ îáîëî÷êà ïîäêðåïëÿåòñÿ øïàíãîóòàìè æåñòêîñòè ci, ÿâëÿþò-ñÿ óçëàìè ôîðìû êîëåáàíèé íåïîäêðåïëåííîé æåñòêî çàäåëàííîéîáîëî÷êè (12). Ïîäñòàâèì (7) â ôîðìóëó äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ(14) êðàåâîé çàäà÷è(3)�(4)�(5):
α4
c =

(

3π

2l

)4

+ c
Tc(n)

I0
=

(

3π

2l

)4

+
m8µ4lη

σn

Tc(n)

I0
=

=

(

3π

2l

)4

+
lTc(n)µ

4η

σnI0
m8.Òîãäà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû æåñò-êî çàêðåïëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

λc(η) = min
m

[

σ

m4

(

(

3π

2l

)4

+
lTc(n)µ

4η

σnI0
m8

)

+ µ4m4

]

=

= min
m

[

σ(3π)4

(2l)4
m−4 +

lTc(n)µ
4η

nI0
m4 + µ4m4

]

.Ïîñëå ìèíèìèçàöèè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî m ïîëó÷àåì
λc(η) = 2

√

σ(3π)4

(2l)4

(

1 +
lTc(n)η

nI0

)

µ4 =
9π2µ2

√
σ

2l2

√

1 +
lTc(n)η

nI0èëè
λc(η) = λc(0)

√

1 +
lTc(n)η

nI0
, ãäå λc(0) =

3π2h
√
3σ

4l2
. (15)Ñ óâåëè÷åíèåì η óâåëè÷èâàåòñÿ è λc(η), îäíàêî òàê æå êàê è âñëó÷àå øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ êðàåâ îáîëî÷êè, ôîðìóëîé (15) íåëü-çÿ ïîëüçîâàòüñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ η, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò



Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ òîíêîé çàùåìëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè... 87ïàðàìåòð ÷àñòîòû λcn, êîòîðûé íå çàâèñèò îò η è äëÿ êîòîðîãî èìååòìåñòî ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà
λcn = min

m

[

σα4
n

m4
+ µ4m4

]

= 2
√

σα4
nµ

4 =
(2n+ 1)2π2

4l2
h
√
σ√
3

=

=
3π2h

√
3σ

4l2
(2n+ 1)2

32
= λc(0)

(

2n+ 1

3

)2

.Çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé æåñòêîñòè øïàíãîóòà η∗c â ýòîì ñëó÷àåÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ
λc(0)

√

1 +
lTc(n)η∗c
nI0

= λc(0)

(

2n+ 1

3

)2

.Óâåëè÷åíèå æåñòêîñòè øïàíãîóòà η ïîñëå äîñòèæåíèÿ åþ çíà÷å-íèÿ η∗c íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ íàèìåíüøåãî ïàðàìåòðà ÷àñòîòû.Ñëåäîâàòåëüíî,
λc(η)

λc(0)
=

{

√

1 + lTc(n)η
nI0

, η 6 η∗c
(

2n+1
3

)2
, η > η∗c

, η∗c =
nI0
lTc(n)

(

(

2n+ 1

3

)4

− 1

)

.(16)7. Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ ïîäêðåïëåííîéöèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè â öåëÿõ ìàêñèìàëüíîãîóâåëè÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòûÏóñòü îáîëî÷êà èìååò ôèêñèðîâàííóþ ìàññó. Ðàññìîòðèì çà-äà÷ó îá îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû ìåæäóøïàíãîóòàìè è îáîëî÷êîé (îáøèâêîé), êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàè-áîëüøåå çíà÷åíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòû.Â çàäà÷å î êîëåáàíèÿõ ïîäêðåïëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-êè ñ æåñòêî çàêðåïëåííûìè êðàÿìè ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà àíàëî-ãè÷íàÿ îïòèìèçàöèÿ ïî ìàññå. Íàèìåíüøóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé ω0öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ çàäåëàííûìè êðàÿìè, èìåþùåé áåçðàç-ìåðíóþ äëèíó l è òîëùèíó h0, ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ïðèáëèæåííîé



88 Ã. À. Íåñòåð÷óêôîðìóëå (ïðè λ = λc(0) ïî (15))
ω0
c =

√

Eλc(0)

ρR2σ
=

√

E

ρR2σ

3π2h0
√
3σ

4l2
=

√

9Eh0π2

4ρR2l2
√
3σ
. (17)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ òîëùèíû îáîëî÷êè äîâåëè÷èíû h íà íåé óñòàíîâëåí n− 1 øïàíãîóò. Ïîëàãàåì, ÷òî ïðÿ-ìîóãîëüíûå â ñå÷åíèÿõ øïàíãîóòû èìåþò îäèíàêîâóþ øèðèíó a èâûñîòû bi(i = 1, . . . , n− 1). Ìàññà ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè â òàêîìñëó÷àå

M s =M(h) +M r, (18)ãäå M(h) = ρ2πR ·Rh · Rl � ìàññà îáøèâêè, a ìàññà øïàíãîóòîâ
M r =

n−1
∑

i=1

ρ2πR · aR · biR = 2πR3ρ · a2k · P (n), P (n) =
n−1
∑

i=1

f(i).Ïóñòü ìàññà ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè ñîâïàäàåò ñ ìàññîé ãëàä-êîé îáîëî÷êè M0 =M(h0).Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïîäêðåïëåííîé îáî-ëî÷êè wc ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (15) è (17). Ñ ó÷åòîìñîîòíîøåíèÿ (16) ôóíêöèÿ îòíîøåíèÿ ïåðâîé ÷àñòîòû êîëåáàíèéïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè ê ïåðâîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé ãëàäêîé îáî-ëî÷êè fc áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
fc =

ωc

ω0
c

=

{

4

√

1 + lTc(n)η
nI0

√
d, η 6 η∗c

2n+1
3

√
d, η > η∗c

,ãäå
η∗c =

nI0
lTc(n)

(

(

2n+ 1

3

)4

− 1

)

.Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîãî ÷ëåíà ïîäêî-ðåííîãî âûðàæåíèÿ:
lTc(n)η

nI0
=
lTc(n)

nI0

12σn

h3l
J =

lTc(n)

nI0

12σn

h30d
3l

a4k3

12
=
Tc(n)σk

3

I0h30

a4

d3
,



Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ òîíêîé çàùåìëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè... 89òîãäà
fc =

{

2n+1
3

√
d, 0 < d 6 dc

4

√

1 + Bca4

k3

√
d, dc < d 6 1

, Bc =
σk3

I0h30
Tc(n).Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ìàññû îáîëî÷êè, ïîäêðåïëåííîé øïàíãîó-òàìè, è ãëàäêîé îáîëî÷êè (18) ïîëó÷èì

fc =

{

2n+1
3

√
d, 0 < d 6 dc

4

√

1 + Bs

A2

(1−d)2

d3

√
d, dc < d 6 1

, a2 =
1− d

A
,ãäå

A =
kP (n)

h0l
,Ïàðàìåòð dc óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

(

2n+ 1

3

)4

= 1 +
Bc

A2

(1− dc)
2

d3c
,îòêóäà

d3c −
Bc

A2
(

(

2n+1
3

)4 − 1
)(1 − dc)

2 = 0èëè
d3c −

σkl2

I0h0

Tc(n)

P 2(n)
(

(

2n+1
3

)4 − 1
)(1− dc)

2 = 0. (19)Ïðè ýòîì ac è f∗

c , ñîîòâåòñòâóþùèå dc, ìîæíî íàéòè ïî ñëåäó-þùèì ôîðìóëàì:
ac =

√

1− dc
A

, f∗

c =
2n+ 1

3

√

dc.8. Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíûÍà ðèñ. 4 èçîáðàæåíà öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, ïîäêðåïëåííàÿâ ñåðåäèíå êîëüöåâîé ïëàñòèíîé. Êàê è ðàíåå, ðàäèóñ öèëèíäðè÷å-ñêîé îáîëî÷êè âûáðàí çà åäèíèöó äëèíû R = 1.



90 Ã. À. Íåñòåð÷óê

Ðèñ. 4. Öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, ñîïðÿæåííàÿ ñ êîëüöåâîéïëàñòèíîé×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé
k íèçêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ îñåñèììåòðè÷íû è íèæíèå ÷àñòîòûïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ÷àñòîò, ñîîòâåòñòâó-þùèõ èçãèáíûì êîëåáàíèÿì ïëàñòèíû.Áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå îñåñèììåòðè÷åñêèå êî-ëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

µ4 d
4w

ds4
+ ν

du

ds
+ w = λw,

d2u

ds2
+ ν

dw

ds
= −λu, (20)ãäå s ∈ [0, l] � ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà; (u,w) � êîìïîíåíòû ïå-ðåìåùåíèÿ (u � îñåâîå, w � íîðìàëüíîå); µ4 = h2/12 � ìàëûéïàðàìåòð; h � òîëùèíà îáîëî÷êè; ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà,

λ = ρω2R2E−1 � ÷àñòîòíûé ïàðàìåòð.Îñåñèììåòðè÷íûå êîëåáàíèÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíû îïèñûâàþòñÿáåçðàçìåðíûì óðàâíåíèåì
∆2wp = γ4 · wp, ∆wp =

1

sp

d

dsp

(

sp
dwp

sp

)

, γ4 =
12λ

a2
, (21)ãäå sp ∈ [1, 1 + b] � ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà; wp � ïåðåìåùåíèåâäîëü íîðìàëè.Ïîëàãàÿ, ÷òî êðàé ïëàñòèíû (sp = 1 + b) ñâîáîäåí, çàïèøåìêðàåâûå óñëîâèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

Mp = Qp = 0 ïðè sp = 1 + b, (22)
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Mp =

d2wp

ds2p
+
ν

sp

dwp

dsp
, Qp =

d3wp

ds3p
+

1

sp

d2wp

ds2p
− 1

s2p

dwp

dsp
.Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà øèðèíà øïàíãîóòàáëèçêà ê òîëùèíå îáîëî÷êè a ∼ h, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (23) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

wp(1) = 0,
dwp

dsp
(1) = 0. (23)Â îáùåì âèäå òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (21), (22), (23) ïðåäñòàâ-ëÿåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ

wp = C1J0(γsp) + C2Y0(γsp) + C3I0(γsp) + C4K0(γsp), (24)ãäå {Ci}4i=1 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû; J0, Y0 � ôóíêöèè Áåññåëÿïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà; I0, K0 � ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåñ-ñåëÿ. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðà γ ñëåäóåò ïîä-ñòàâèòü ðåøåíèå (24) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (22) è (23). Óñëîâèåìñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþãëàâíîãî îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷èâøå-åñÿ ãðîìîçäêîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíî òîëüêî ÷èñëåííî.Îäíàêî â ñëó÷àå ñîïðÿæåíèÿ ñ äîñòàòî÷íî óçêîé (b � 1) ïëà-ñòèíîé äëÿ γ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîñòóþ ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó.Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé sp = 1 + bx â óðàâíåíèè (21) è ãðà-íè÷íûõ óñëîâèÿõ (22), (23), ïðåíåáðåãàÿ ìàëûìè ÷ëåíàìè, ïîëó÷èìçàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
d4w

dx4
− β4w = 0, ãäå β = bγ; (25)

w(0) =
dw

dx
(0) =

d2w

dx2
(1) =

d3w

dx3
(1) = 0. (26)Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (25) èìååò âèä

w = D1 sin(βx) +D2 cos(βx) +D3 sh(βx) +D4 ch(βx). (27)



92 Ã. À. Íåñòåð÷óêÏîäñòàíîâêîé (27) â (26) ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõóðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî {Di}4i=1, ó êîòîðîé åñòü íåòðèâèàëüíûåðåøåíèÿ, êîãäà ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ:
sh(β) cos(β) + 1 = 0.Íàèìåíüøèé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ β0 ' 1, 875 ñîîòâåòñòâóåòïåðâîé ÷àñòîòå. Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà γ ìîæåò áûòüíàéäåíî ïî ôîðìóëå γ0 = 1.875/b.Â ñëó÷àå, êîãäà òîëùèíà êîëüöåâîé ïëàñòèíû a áëèçêà ê òîë-ùèíå îáîëî÷êè h, äëÿ êîëåö, ÷üÿ øèðèíà b íå ïðåâûøàåò ðàäèóñîáîëî÷êè, c ó÷åòîì (21) è (25) ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ÷àñòîòíîãîïàðàìåòðà λ1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî ôîðìóëå

λ1 ' 1, 03
a2

b4
. (28)Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ïðè ðåøåíèèçàäà÷è î âûáîðå îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè ðàñïðåäå-ëåíèÿ.9. Àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå îïðåäåëåíèÿôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé êîíñòðóêöèèÍèæíÿÿ ÷àñòü ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà çàùåìëåííîé öèëèíäðè÷å-ñêîé îáîëî÷êè ñ êîëüöåâûìè ðåáðàìè æåñòêîñòè îáðàçîâàíà ñîá-ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè (16) è (28). ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêà-çûâàþò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà u óâåëè÷èâàåòñÿ è ïåðâàÿ¾îáîëî÷å÷íàÿ¿ ÷àñòîòà êîíñòðóêöèè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìà êî-ëåáàíèé ïîêàçàíà íà ðèñ. 5.Îäíàêî, êàê ñëåäóåò èç ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû (28), ïåðâàÿ¾ïëàñòèíî÷íàÿ¿ ÷àñòîòà ïðè ýòîì óìåíüøàåòñÿ. Íà ðèñ. 6 ïîêà-çàíà ôîðìà êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîé ¾ïëàñòèíî÷íîé¿÷àñòîòå.Îïòèìàëüíûì áóäåò òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà u, ïðè êîòîðîì ïåð-âûå ¾îáîëî÷å÷íàÿ¿ è ¾ïëàñòèíî÷íàÿ¿ ÷àñòîòû ñîâïàäàþò.
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Ðèñ. 5. ¾Îáîëî÷å÷íàÿ¿ ôîðìà êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êèòîëùèíîé h = 0, 01, äëèíîé l = 4, ïîäêðåïëåííàÿ ïÿòüþ øïàíãîó-òàìè äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ u = 7.

Ðèñ. 6. ¾Ïëàñòèíî÷íàÿ¿ ôîðìà êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-êè òîëùèíîé h = 0, 01, äëèíîé l = 4, ïîäêðåïëåííàÿ ïÿòüþ øïàí-ãîóòàìè äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ u = 8



94 Ã. À. Íåñòåð÷óêÀñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (15) äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ïåð-âîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé îáîëî÷êè äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿòîíêèõ (h ∼ 0, 01) îáîëî÷åê ñðåäíåé äëèíû (3 < l < 15).Ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû îáîëî÷êè ìèíèìàëüíîé ñòàíîâèòñÿ ÷àñòî-òà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ¾áàëî÷íûì¿ êîëåáàíèÿì îáîëî÷êè. Òî åñòüäëèííóþ öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó ñëåäóåò ìîäåëèðîâàòü êàê ñòåð-æåíü ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ïîäêðåïëåííûé ïðóæèíà-ìè. Ôîðìà êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ¾áàëî÷-íîé¿ ÷àñòîòå, ïîêàçàíà íà ðèñ. 7.

Ðèñ. 7. ¾Áàëî÷íàÿ¿ ôîðìà êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êèòîëùèíîé h = 0.01, äëèíîé l = 20, ïîäêðåïëåííàÿ ïÿòüþ øïàí-ãîóòàìè äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ u = 7Ïðè ìàëûõ äëèíàõ îáîëî÷êè ôîðìóëà (15) òåðÿåò ñâîþ òî÷-íîñòü, ïîñêîëüêó êîëåáàíèÿ íà ïðîìåæóòêàõ ìåæäó óñòàíîâëåííû-ìè øïàíãîóòàìè íå çàòóõàþò ê êðàÿì ïðîìåæóòêà.Ïðè áîëüøîé èçìåíÿåìîñòè ïðîôèëÿ êîíñòðóêöèè (u), â çàâèñè-ìîñòè îò òîëùèíû è äëèíû îáîëî÷êè, ôîðìà êîëåáàíèé îáîëî÷êèëîêàëèçóåòñÿ â îêðåñòíîñòè ïåðâîãî øïàíãîóòà (ðèñ. 8). Â ýòîì ñëó-÷àå ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòîé êîíñòðóêöèè áóäåò ïåðâàÿ ÷àñòîòàêîëåáàíèé ñåãìåíòà îáîëî÷êè, ïîäêðåïëåííîãî ïåðâûì øïàíãîóòîìñ óïðóãîé çàäåëêîé íà ìåñòå âòîðîãî øïàíãîóòà. Óñëîâèå óïðó-ãîé çàäåëêè çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîé ïîëîæåíèå ìåæäó æåñòêîé



Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ òîíêîé çàùåìëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè... 95çàäåëêîé è øàðíèðíûì îïèðàíèåì, â äàëüíåéøåì îíî áóäåò âûáè-ðàòüñÿ òàêèì æå, êàê è íà êðàþ îáîëî÷êè.

Ðèñ. 8. Ëîêàëèçàöèÿ ¾îáîëî÷å÷íîé¿ ôîðìû êîëåáàíèé êîíñòðóê-öèè ñ âûñîêîé èçìåíÿåìîñòüþ ïðîôèëÿ u
Íèæå ïðèâåäåíû îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà u äëÿ íåêî-òîðûõ çíà÷åíèé ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèè (k, ns).Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåäíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáî-ëî÷êà äëèíîé l = 4 è òîëùèíîé h0 = 0, 01 ñ ìîäóëåì Þíãà E = 11 ·

1010 Ïà, êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν = 0, 35 è ïëîòíîñòüþ ρ =
8920 êã/ì3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ìåòîäîì êîíå÷-íûõ ýëåìåíòîâ â ïðîãðàììíûõ ïàêåòàõ Ansys è Comsol.Äëÿ ðàçíûõ ïðîôèëåé êîíñòðóêöèè îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïà-ðàìåòðà u è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè fc ïðèâåäåíûâ òàáë. 1.



96 Ã. À. Íåñòåð÷óêÒàáëèöà 1.Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà u è ñîîòâåò-ñòâóþùèå åìó çíà÷åíèÿ ôóíêöèè fc äëÿ æåñòêî çàêðåïëåí-íîé îáîëî÷êè ïðè ëèíåéíîì (flin), ïàðàáîëè÷åñêîì (fparab)è ýêñïîíåíöèàëüíîì (fexp) ðàñïðåäåëåíèè âûñîò ns øïàí-ãîóòîâ
fc ns k = 1 k = 2 k = 3

u fc u fc u fc

flin

4 15,64 3,39 7,88 3,38 5,29 3,366 6,60 4,14 3,61 4,11 2,61 4,098 4,32 4,66 2,54 4,61 1,94 4,58
fparab

4 15,64 3,39 7,88 3,38 5,29 3,366 8,68 4,12 4,57 4,10 3,20 4,088 6,22 4,63 3,41 4,60 2,47 4,57
fexp

4 15,64 3,39 7,88 3,38 5,29 3,366 3,90 4,19 2,35 4,15 1,83 4,118 1,82 4,77 1,38 4,69 1,24 4,62Â òàáë. 2 äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà u ïðèâåäåíûçíà÷åíèÿ öèêëè÷åñêèõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ωasymp, ïîëó÷åííûå îïè-ñàííûì àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì, è ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ
ωfea, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïðîãðàììíîì ïà-êåòå Ansys äëÿ ëèíåéíîãî, ïàðàáîëè÷åñêîãî è ýêñïîíåíöèàëüíîãîïðîôèëåé êîíñòðóêöèè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ns = 3 è ns = 4 ïðîôèëèñîâïàäàþò.Òàáëèöà 2. Àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîòêîëåáàíèé ω ïîäêðåïëåííûõ îáîëî÷åê

fc ns = 4 ns = 5 ns = 6
ωasymp ωfea ωasymp ωfea ωasymp ωfea

flin 72,72 78,07 76,59 82,02 80,16 86,71
fparab 72,72 78,07 76,54 84,16 79,94 87,06
fexp 72,72 78,07 77,2 82,58 80,72 87,97



Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ òîíêîé çàùåìëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè... 97Íà ðèñ. 9 äëÿ ñëó÷àÿ ïîäêðåïëåíèÿ îáîëî÷êè òðåìÿ øïàíãîóòà-ìè èçîáðàæåíà ôîðìà êîëåáàíèé îïòèìàëüíîé êîíñòðóêöèè, ñîîò-âåòñòâóþùàÿ åå ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòå.

Ðèñ. 9. Ôîðìà êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ïîäêðåïëåííîéòðåìÿ íåîäèíàêîâûìè øïàíãîóòàìèÊàê âèäíî, êîëåáàíèÿì ïîäâåðæåíà êàê îáîëî÷êà, òàê è ñàìûéáîëüøîé øïàíãîóò, ò. å. äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå òîëùèíû îáîëî÷-êè ïðèâåäåò ê óìåíüøåíèþ ïåðâîé ÷àñòîòû ¾îáîëî÷å÷íîé¿ ñåðèè÷àñòîò, à óìåíüøåíèå òîëùèíû èëè óâåëè÷åíèå âûñîòû øïàíãîóòà� ê óìåíüøåíèþ ïåðâîé ÷àñòîòû ¾ïëàñòèíî÷íîé¿ ñåðèè ÷àñòîò.Ìàêñèìèçàöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòû âàæíà ïî ðÿäó ïðè-÷èí. Âî-ïåðâûõ, ìèíèìèçèðóåòñÿ âåðîÿòíîñòü ðåçîíàíñà, âîçíèêàþ-ùåãî ïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòîòû ïðèëîæåííîé íàãðóçêè ñ ñîáñòâåííîé÷àñòîòîé êîíñòðóêöèè. Ðåçîíàíñ îïàñåí ðàçðóøåíèåì êîíñòðóêöèèâñëåäñòâèè ÷ðåçìåðíûõ âèáðàöèé. Âî-âòîðûõ, íàëè÷èå îäèíàêîâûõñîáñòâåííûõ ÷àñòîò äëÿ ðàçíûõ ôîðì êîëåáàíèé äàåò âîçìîæíîñòüêîíñòðóêöèè ñáàëàíñèðîâàííî ðåàãèðîâàòü íà âíåøíèå íàãðóçêè,÷òî ïîâûøàåò óñòîé÷èâîñòü è äîëãîâå÷íîñòü êîíñòðóêöèè, à òàê-æå ñíèæàåò ðèñê ðàçðóøåíèÿ. Íàêîíåö, ðàâíûå èëè ïî÷òè ðàâ-íûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû óëó÷øàþò äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-



98 Ã. À. Íåñòåð÷óêêè, íàïðèìåð, ñíèæàþò óðîâåíü êîëåáàíèé è øóìà. Ýòî îñîáåííîâàæíî â àýðîêîñìè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè, íà òðàíñïîðòå è â ïðî-ìûøëåííîì îáîðóäîâàíèè, ãäå êîíñòðóêöèè äîëæíû ðàáîòàòü íà-äåæíî è áåñøóìíî â óñëîâèÿõ âûñîêèõ íàãðóçîê.10. Çàêëþ÷åíèåÑðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçû-âàåò, ÷òî ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ïðèáëèæåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîð-ìóëû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèçøèõ ÷àñòîò êî-ëåáàíèé ïîäêðåïëåííûõ îáîëî÷åê, à òàêæå äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòè-ìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèè íà ýòàïå ïåðâè÷íîãî ïðîåêòèðî-âàíèÿ. Óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ìåòîäîì êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Ëèòåðàòóðà1. Ôèëèïïîâ Ñ. Á. Òåîðèÿ ñîïðÿæåííûõ è ïîäêðåïëåííûõ îáîëî÷åê. �ÑÏá. : Èçä-âî ÑÏáÃÓ, 1999. � 196 ñ.2. Filippov S.B.Asymptotic approximations for frequencies and vibration modesof cylindrical shell sti�ened by annular plates // Analysis of Shells, Plates,and Beams �A State of the Art Report, Springer's Series Advanced StructuredMaterials. � Vol. 123. � P. 123�140.3. Ãîëüäåíâåéçåð À. Ë., Ëèäñêèé Â. Á., Òîâñòèê Ï. Å. Ñâîáîäíûå êîëå-áàíèÿ òîíêèõ óïðóãèõ îáîëî÷åê / À. Ë. Ãîëüäåíâåéçåð, Â. Á. Ëèäñêèé,Ï. Å. Òîâñòèê. � Ì., 1979. � 384 ñ.4. Ôèëèí À. Ï. Ýëåìåíòû òåîðèè îáîëî÷åê / À. Ï. Ôèëèí. � 2-å èçä., äîï.è ïåðåðàá. � Ë. : Ñòðîéèçäàò, Ëåíèíãð. îòä-å, 1975. � 256 ñ.5. Àëôóòîâ Í. À. Îñíîâû ðàñ÷åòà íà óñòîé÷èâîñòü óïðóãèõ ñèñòåì /Í. À. Àëôóòîâ. � Ì. : Ìàøèíîñòðîåíèå, 1978. � 312 ñ.6. Øàðûïîâ Ä. Â. Íèçêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè,ïîäêðåïëåííîé øïàíãîóòàìè // Âåñòíèê ÑÏáÃÓ. Ñåð. 1. � 1997. � Âûï. 3.� Ñ. 102�108.7. Ëîïàòóõèí À. Ë., Ôèëèïïîâ Ñ. Á. Íèçêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ è óñòîé-÷èâîñòü òîíêîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ïîäêðåïëåííîé øïàíãîóòàìè/ À. Ë. Ëîïàòóõèí, Ñ. Á. Ôèëèïïîâ // Âåñòíèê ÑÏáÃÓ. Ñåð. 1. � 2001.� Âûï. 2. � Ñ. 84�90.



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ×ÀÑÒÎÒ ÊÎËÅÁÀÍÈÉÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊÑ ÌÍÎÃÎÓÃÎËÜÍÛÌ ÏÎÏÅÐÅ×ÍÛÌ ÑÅ×ÅÍÈÅÌÃ. Ò. ÄçåáèñàøâèëèÈçó÷åíî ïîâåäåíèå ÷àñòîò ñâîáîäíûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé öèëèí-äðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ñå÷åíèåì â âèäå ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïðèóâåëè÷åíèè ÷èñëà N åãî ñòîðîí. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà ïåðèìåò-ðà ìíîãîóãîëüíèêà ïðè óâåëè÷åíèè N íå èçìåíÿåòñÿ. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü÷àñòîò îáîëî÷êè ñ N-óãîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ñ ÷àñòîòàìè êðó-ãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêîãîðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.1. ÂâåäåíèåÐàññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ìíîãî-óãîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì. Öåëü èññëåäîâàíèÿ � îïðåäåëåíèåîñîáåííîñòåé êîëåáàíèé îáîëî÷åê, ñîñòàâëåííûõ èç ïðÿìîóãîëüíûõïëàñòèí, ïî ñðàâíåíèþ ñ ¾ãëàäêèìè¿ îáîëî÷êàìè.Ðàíåå â [1, 2] áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ îáîëî÷-êè êâàäðàòíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Áîëåå îáùèé ñëó÷àé ïðÿìî-óãîëüíîãî ñå÷åíèÿ áûë èçó÷åí â ðàáîòàõ [3, 4, 5], à îáîëî÷êè ñ ñå-÷åíèåì â âèäå ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà áûëè ðàññìîòðåíû âðàáîòå [6].Â ïðåäøåñòâóþùèõ èññëåäîâàíèÿõ ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàçëè÷à-ëèñü â çàâèñèìîñòè îò âèäà ñå÷åíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òàê, äëÿøàðíèðíî îïåðòîé êâàäðàòíîé îáîëî÷êè ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå, â òî âðåìÿ êàê äëÿ äðóãèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ÷àñòîòûè ôîðìû êîëåáàíèé èùóòñÿ èç ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ òðàíñöåí-äåíòíûõ óðàâíåíèé. ×àñòîòû ïðÿìîóãîëüíîé îáîëî÷êè, åñëè îíàìàëî îòëè÷àåòñÿ îò êâàäðàòíîé, ìîãóò áûòü íàéäåíû â âèäå àñèìï-òîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Â èíîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâà-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 19 ñåíòÿáðÿ 2023 ã.c© Ã. Ò. Äçåáèñàøâèëè, 2023.Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà� 23-21-00111, https://rscf.ru/project/23-21-00111/.



100 Ã. Ò. Äçåáèñàøâèëèíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.Â ðàáîòå [6] ïðåèìóùåñòâåííîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî èçó÷å-íèþ ôîðì êîëåáàíèé îáîëî÷åê ìíîãîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ. Â äàííîìèññëåäîâàíèè áóäóò ïðîàíàëèçèðîâàíû çàêîíîìåðíîñòè ïîâåäåíèÿ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé ïðè ðîñòå êîëè÷åñòâà ñòîðîí ìíîãî-óãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìîòðèì òîíêóþ öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó äëèíû L ñ ïî-ïåðå÷íûì ñå÷åíèåì â âèäå ïðàâèëüíîãî N -óãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé
a, îáðàçîâàííóþ ñîïðÿæåíèåì N ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí (ðèñ. 1).Ðàäèóñ âïèñàííîé âN -óãîëüíèê îêðóæíîñòè � r, ðàäèóñ îïèñàííîéîêîëî N -óãîëüíèêà îêðóæíîñòè � R.

Ðèñ. 1. Öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ñ ñå÷åíèåì â âèäå ïðàâèëüíîãîïÿòèóãîëüíèêàÂ ïëîñêîñòè k-é ïëàñòèíû ââåäåì ëîêàëüíûå ïðÿìîóãîëüíûå êî-îðäèíàòû (x, y) (ðèñ. 2). Òîãäà ïîïåðå÷íûé ïðîãèá w(k)(x, y) k-éïëàñòèíû ∀ k = 1, N óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàãðàíæà�Æåðìåí:
D∆∆w(k) − ρtw(k)ω2 = 0, (1)ãäå ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 ; D = Et3

12(1−ν2) � èçãèáíàÿ æåñòêîñòü; E � ìî-
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Ðèñ. 2. Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ñòåíîê îáîëî÷êè ïðè N = 4 (âèäñâåðõó).äóëü Þíãà; ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; ρ � ïëîòíîñòü ïëàñòèíû;
t � òîëùèíà ïëàñòèíû; ω � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ïëàñòèíû. Äà-ëåå ïîä ÷àñòîòîé îáîëî÷êè ïîíèìàåòñÿ ÷àñòîòíûé ïàðàìåòð f =
ω
2π

√

ρt
D .Ïóñòü α � óãîë ìåæäó ñìåæíûìè ñòåíêàìè îáîëî÷êè; β � ñìåæ-íûé ñ íèì óãîë (ðèñ. 3).Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äåôîðìàöèè â ïëîñêîñòè êàæäîé ïëà-ñòèíû ïðåíåáðåæèìî ìàëû, èçãèáàþùèå ìîìåíòû â ìåñòàõ ïåðåñå-÷åíèÿ ðàâíû, à óãëû ìåæäó ñîïðÿæåííûìè ïëàñòèíàìè îñòàþòñÿðàâíûìè 2π

N ïðè èçãèáàõ. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ðàâíîñèëüíû ñëåäó-þùèì óñëîâèÿì íà ëèíèÿõ ñîïðÿæåíèÿ ñìåæíûõ ñòåíîê:
u(i+1)(0, y) = w(i)(a, y) sinβ − u(i)(a, y) cosβ;

w(i+1)(0, y) = w(i)(a, y) cosβ + u(i)(a, y) sinβ;

w
(i)
x (a, y) = w

(i+1)
x (0, y);

w
(i)
xx(a, y) = w

(i+1)
xx (0, y),

(2)ãäå u(i), u(i+1) � ïåðåìåùåíèÿ â ïëîñêîñòè i è i+ 1 ïëàñòèíû ñîîò-âåòñòâåííî, ïðè ýòîì i+ 1 = 1 ïðè i = N .Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà âåðõíåì è íèæíåì êðàÿõ îáîëî÷êè
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Ðèñ. 3. Ñîïðÿæåíèå äâóõ ñìåæíûõ ñòåíîê îáîëî÷êè ïðè N 6= 4çàäàíû óñëîâèÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ, êîòîðûå èìåþò âèä
w(i)(x, 0) = w(i)(x, L) = 0;

w
(i)
yy (x, 0) = w

(i)
yy (x, L) = 0, i = 1, N.

(3)3. Àíàëèç ÷àñòîò ïðè N → ∞ ìåòîäîì êîíå÷íûõýëåìåíòîâÈññëåäóåì àñèìïòîòèêó ÷àñòîò ïðè N → ∞. Áóäåì ðàññìàòðè-âàòü îáîëî÷êó, ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûé
N -óãîëüíèê ñ ïåðèìåòðîì P (ðèñ. 4).Áóäåì óâåëè÷èâàòü N , ñîõðàíÿÿ ïåðèìåòð ñå÷åíèÿ òàê, ÷òî äëè-íà ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà a = P/N . Íà êàæäîì øàãå ìåòîäîìêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ áóäåì íàõîäèòü ïåðâûå ïÿòü ÷àñòîò ïîëó÷èâ-øåéñÿ îáîëî÷êè, à òàêæå îáîëî÷åê, ñå÷åíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âïè-ñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòÿìè N -óãîëüíèêà, îáðàçóþùåãî ïî-ïåðå÷íîå ñå÷åíèå îáîëî÷êè. Ðàäèóñû ýòèõ îêðóæíîñòåé îáîçíà÷èìêàê r è R ñîîòâåòñòâåííî.ÏðèN = ∞ ñå÷åíèå áóäåò èìåòü ôîðìó îêðóæíîñòè ðàäèóñà P

2π .Ïðè ýòîì îïèñàííàÿ è âïèñàííàÿ îêîëî N -óãîëüíèêà îêðóæíîñòè
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Ðèñ. 4. Ìíîãîóãîëüíîå ñå÷åíèå îáîëî÷êè ïðè ðàçëè÷íûõ N .áóäóò ñîâïàäàòü ñ äàííîé îêðóæíîñòüþ, ïîñêîëüêó
R− r =

a

2 sin π
N

− a

2 tg π
N

−−−−→
N→∞

0.Â äàííîé ðàáîòå äëÿ âû÷èñëåíèé ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ èñïîëüçîâàëñÿ ïàêåò ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì Comsol. Ïðè ìîäå-ëèðîâàíèè îáîëî÷êè ïðèìåíÿëàñü êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà ñ ðàç-áèåíèåì íà 200 ýëåìåíòîâ/ì2. Ïðè óìåíüøåíèè ðàçáèåíèÿ âäâîåçíà÷åíèÿ ÷àñòîò èçìåíÿëèñü ïîñëå òðåòüåé çíà÷àùåé öèôðû.Ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòîò èñïîëüçîâàëèñü êîíñòàíòû ìàòåðèàëà,ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòðóêöèîííîé ñòàëè: ρ = 7850 êã/ì3;
E = 200 · 109 Ïà; ν = 0, 33. Òîëùèíà ñòåíîê îáîëî÷êè áûëà âçÿòàðàâíîé 0,02 ì. Êðàÿ îáîëî÷êè ïðåäïîëàãàëèñü øàðíèðíî îïåðòûìè.Ðàññìàòðèâàëèñü ðàçìåðû P = 12, L = 1, 10, N = 4, 20.Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåí ãðàôèê ïåðâîé ÷àñòîòû â çàâèñèìîñòè îò Nïðè P = 12, L = 3.Êàê ìîæíî âèäåòü, ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñòîðîí ñ ñîõðàíåíè-åì ïåðèìåòðà ïåðâàÿ ÷àñòîòà îáîëî÷êè ðàñòåò è áûñòðî ñòðåìèòñÿê ÷àñòîòàì êðóãîâîé îáîëî÷êè òîãî æå ïåðèìåòðà. Õàðàêòåð ðî-ñòà f äëÿ ìàëûõ N èìååò âèä f ∼ C0N

2 + C1, à äëÿ N ≥ 12 �
f ∼ −D0

N + D1, ïðè÷åì â êà÷åñòâå D1 äîëæíà áûòü âûáðàíà ïåð-
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû f îò N äëÿ îáîëî÷åê ñ ðàçíîé ôîð-ìîé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (ñèíÿÿ ëèíèÿ� N -óãîëüíîå ñå÷åíèå; êðàñ-íàÿ ëèíèÿ� êðóãëîå ñå÷åíèå; îðàíæåâàÿ ëèíèÿ� êðóãëîå ñå÷åíèå,âïèñàííîå â ïðàâèëüíûé N -óãîëüíèê; çåëåíàÿ ëèíèÿ � êðóãëîå ñå-÷åíèå, îïèñàííîå îêîëî ïðàâèëüíîãî N -óãîëüíèêàâàÿ ÷àñòîòà êðóãîâîé îáîëî÷êè òîé æå äëèíû ñ ïåðèìåòðîì P . Óæåïðè N = 15 ÷àñòîòû îáîëî÷êè îòëè÷àþòñÿ îò ÷àñòîò êðóãîâîé îáî-ëî÷êè ëèøü íà 8,1 %, à ïðè N = 17 � íà 1,3 %. Ýòî äàåò îñíîâàíèÿïîëàãàòü, ÷òî ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ìíîãîóãîëüíûõ îáîëî÷åêïðè N > 20 â öåëîì áëèçêè ê òàêîâûì ó êðóãîâîé îáîëî÷êè.Ó âûñøèõ ÷àñòîò ïðèN ≥ 5 è L ≤ a èìååò ìåñòî çàêîíîìåðíîñòü÷åðåäîâàíèÿ ïàð êðàòíûõ ÷àñòîò. Ïðè íå÷åòíûõ N ïàðû êðàòíûõ÷àñòîò îáðàçóþò ïåðâàÿ ÷àñòîòà ñî âòîðîé è òðåòüÿ ÷àñòîòà ñ ÷åò-âåðòîé ñîîòâåòñòâåííî, à ïðè ÷åòíûõ N � âòîðàÿ ÷àñòîòà ñ òðåòüåéè ÷åòâåðòàÿ ÷àñòîòà ñ ïÿòîé.Ïðè óâåëè÷åíèè N îáîëî÷êà ïðèáëèæàåòñÿ ê öèëèíäðè÷åñêîé,äëÿ êîòîðîé ôîðìà êîëåáàíèé èìååò âèä cos(mϕ) sin(πyL ), ãäå m �÷èñëî âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè (ðèñ. 6).
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Ðèñ. 6. Ôîðìà êîëåáàíèé ïåðâîé ÷àñòîòû ïðè ðàçíûõ N . Ñëó÷àé
N = ∞ ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå.4. Ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿÅñëè β íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé, ò. å. N íå ñëèøêîì áîëü-øîå, òî â (2) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïåðåìåùåíèÿìè u(i), u(i+1) â ïëîñ-êîñòè ïëàñòèíû, êîòîðûå çíà÷èòåëüíî ìåíüøå íîðìàëüíûõ ïåðåìå-ùåíèé w(i), w(i+1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðèáëèæåííûå óñëîâèÿ

w(i)(a, y) = w(i+1)(0, y) = 0;

w
(i)
x (a, y) = w

(i+1)
x (0, y);

w
(i)
xx(a, y) = w

(i+1)
xx (0, y).
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) (5)óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (4) ïðè ÷åòíûõN . Ïîäñòàíîâêàåãî â (1) äàåò ôîðìóëó äëÿ ÷àñòîòû
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√
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a2 + L2

a2L2

)

. (6)Ïîëó÷èòü ïðîñòîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ íå÷åòíûõ N íåóäàëîñü, è ÷àñòîòû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íàõîäèëèñü ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ.Ñ ðîñòîì N òî÷íîñòü ðåøåíèÿ (5) ïàäàåò, ò. ê. óãîë β óìåíüøàåòñÿ.



106 Ã. Ò. ÄçåáèñàøâèëèÂìåñòå ñ òåì ðàñòåò ïîãðåøíîñòü ïåðâûõ óñëîâèé (2) è ðåøåíèÿ (5)èç-çà îòáðàñûâàíèÿ â (4) ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ u(i) è u(i+1).Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû f , ïîëó÷åííûå àíàëèòè-÷åñêè è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ÷åòíûõ N è
L = 3, P = 12. Êîíñòàíòû ìàòåðèàëà âçÿòû èç ïðåäûäóùåãî ðàçäå-ëà.Òàáëèöà 1.Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé êîíñòðóê-öèè ×èñëî Àíàëèòè÷åñêèé Ìåòîäñòîðîí (N) ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ4 10,776 10,7706 17,511 17,5018 26,940 26,92110 39,063 39,05212 53,880 53,85414 71,392 71,20816 91,597 81,51418 114,496 84,244Çàìåòèì, ÷òî äëÿ áîëüøèõ N , íà÷èíàÿ ñ N = 16, àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ íåòî÷íûì. Ââèäó ýòîãî ìîæåò áûòü öåëåñîîá-ðàçíûì èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà Ðýëåÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîéôîðìóëû.5. Çàêëþ÷åíèå×àñòîòû îáîëî÷åê ñ ìíîãîóãîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ïðèáîëüøîì ÷èñëå ñòîðîí ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò òàêîâûõ ó êðóãîâîé öè-ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Ïðè ýòîì ôîðìà êîëåáàíèé ñ ðîñòîì êî-ëè÷åñòâà ñòîðîí ïðèáëèæàåòñÿ ê ôîðìå êîëåáàíèé êðóãîâîé öè-ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Â òî æå âðåìÿ ïðè áîëüøîì ÷èñëå ñòîðîíàíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåòî÷íûì, ïîýòîìó ìîæåò ïðåä-ñòàâëÿòü èíòåðåñ ïîèñê ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííûõ ôîðìóëïî ìåòîäó Ðýëåÿ.



Àñèìïòîòèêà ÷àñòîò êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê... 107Ëèòåðàòóðà1. Filippov S. B., Haseganu E. M., Smirnov A. L. Free vibrations of squareelastic tubes with a free end // Mechanics Research Communications. �2000. � Vol. 27. � � 4. � P. 457�464.2. Äçåáèñàøâèëè Ã. Ò. Êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ êâàäðàòíûìïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìå-õàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿, 2017�2018 ã. � ÑÏá. : Èçä. ÑÏáÃÓ, 2019. � Ñ.13�29.3. Àìîñîâ À. Ñ.Êîëåáàíèÿ òîíêîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ïðÿìîóãîëü-íûì ñå÷åíèåì // Âåñòíèê ÑÏáÃÓ. Ñåð. 1. � 2004. � Âûï. 1. � Ñ. 67�72.4. Chen Yue-hua, Jin Guo-yong, Liu Zhi-gang. Free Vibration of a Thin ShellStructure of Rectangular Cross-section // Key Engineering Materials. TransTech Publications, Switzerland. � 2011. � Vol. 486. � P. 107�110.5. Dzebisashvili G. T., Filippov S. B. Vibrations of cylindrical shells withrectangular cross-section // Journal of Physics: Conference Series. � 2020. �Vol. 1479. URL: https://iopscience.iop.org/article/10.1088/1742-6596/1479/1/012129/pdf (Äàòà äîñòóïà 26.02.2021).6. Gon�calves R., Camotim D. The vibration behaviour of thin-walled regularpolygonal tubes // Thin-Walled Structures. � 2014. � Vol. 84. � P. 177�188.



ÐÅÇÞÌÅ ÄÎÊËÀÄÎÂ, ÍÅ ÂÎØÅÄØÈÕ Â ÑÁÎÐÍÈÊ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ àâàðèé:ðàçìûâ äàìá è çàòîïëåíèå òåððèòîðèéÑ. Ñ. ÕðàïîâÄîêëàä íà ñåìèíàðå 18 îêòÿáðÿ 2022 ã.Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ìàòåìàòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñîâìåñòíîéäèíàìèêè ïîâåðõíîñòíûõ âîä è âëåêîìûõ íàíîñîâ, â êîòîðîì ó÷èòûâàþòñÿ êàêíåëèíåéíàÿ äèíàìèêà æèäêîñòè, òàê è äåôîðìàöèè äíà.Äèíàìèêà ïîâåðõíîñòíûõ âîä îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ñåí-Âåíàíà ñ ó÷å-òîì ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåëüåôà ìåñòíîñòè. Ïåðå-íîñ âëåêîìûõ íàíîñîâ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýêñíåðà, îáîáùåííûì íà ñëó-÷àé ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîäñòèëàþùåéïîâåðõíîñòè. ×èñëåííàÿ ìîäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ öèôðîâóþ ìîäåëü ìåñòíîñòè(ÖÌÌ) è ÷èñëåííûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõñîâìåñòíóþ äèíàìèêó ïîâåðõíîñòíûõ âîä è íàíîñîâ.Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé Ñåí-Âåíàíà è Ýêñíåðà ïðèìå-íÿåòñÿ óñòîé÷èâûé è õîðîøî àïðîáèðîâàííûé CSPH-TVD-ìåòîä âòîðîãî ïî-ðÿäêà òî÷íîñòè, ïàðàëëåëüíûé CUDA-àëãîðèòì êîòîðîãî ðåàëèçîâàí â âèäåïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà EcoGIS-Simulation äëÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû-÷èñëåíèé íà ñóïåðêîìïüþòåðàõ ñ ãðàôè÷åñêèìè ñîïðîöåññîðàìè (GPUs).Ïðîâåäåíî ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ðàçìûâà îãðàæäà-þùåé äàìáû ðåàëüíîãî ãèäðîòåõíè÷åñêîãî îáúåêòà è çàòîïëåíèÿ ïðèëåãàþùèõòåððèòîðèé. Îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû ïðîðàíà îãðàæäàþùåé äàìáû è çîí çà-òîïëåíèÿ, îáðàçîâàâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ ãèäðîòåõíè÷åñêîé àâàðèè íàõâîñòîõðàíèëèùå.Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñäåëàí âûâîä, ÷òî ïðåäëîæåííûé â ðà-áîòå ìåòîä ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîâìåñòíîé äèíàìèêè ïîâåðõíîñòíûõâîä è âëåêîìûõ íàíîñîâ ìîæåò ÿâëÿòüñÿ áîëåå óíèâåðñàëüíûì è ýôôåêòèâ-íûì (îáëàäàåò ñóùåñòâåííî ëó÷øèìè òî÷íîñòüþ è ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ) ïîñðàâíåíèþ ñ ñóùåñòâóþùèìè ìåòîäèêàìè ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ ïðîðàíà è çîíçàòîïëåíèÿ, îñîáåííî äëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåéíà íåîäíîðîäíîì ðåëüåôå äíà.



Ðåçþìå äîêëàäîâ, íå âîøåäøèõ â ñáîðíèê 109Ðåçîíàíñíûå îñîáåííîñòèîðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòàâ ãðàâèòàöèîííîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ ÇåìëèÌ. À. ÊëþøèíÄîêëàä íà ñåìèíàðå 11 àïðåëÿ 2023 ã.Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ðåçîíàíñíûå îñîáåííîñòè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿçàðÿæåííîãî êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà â ãåîôèçè÷åñêèõ ïîëÿõ. Èññëåäóåòñÿ äâè-æåíèå êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ïî îðáèòå, áëèçêîé ê êðóãîâîé ýêâàòîðèàëüíîé,ñ ó÷åòîì ìàëîãî âîçìóùàþùåãî âîçäåéñòâèÿ ñèëû Ëîðåíöà. Â êà÷åñòâå ìîäåëèìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè ðàññìàòðèâàåòñÿ íàêëîííûé äèïîëü. Âûâîäèòñÿ ñèñòå-ìà íåëèíåéíûõ íåàâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ öåíòðàìàññ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà â äåêàðòîâîé è ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.Ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íàîñíîâå ââåäåíèÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà è óñðåäíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå íàõîäÿòñÿ ðå-çîíàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ êîñìè-÷åñêîãî àïïàðàòà è óãëîâîé ñêîðîñòè ñóòî÷íîãî âðàùåíèÿ Çåìëè. Âûÿâëåíîñóùåñòâîâàíèå îñîáîé îðáèòû, äëÿ êîòîðîé âîçìóùàþùåå âîçäåéñòâèå ñèëûËîðåíöà ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñíûì. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðæäàåò ðåç-êîå óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé âåëè÷èíû ðàäèóñ-âåêòîðà öåíòðà ìàññêîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà, äâèæóùåãîñÿ ïî îñîáîé îðáèòå, à òàêæå âûÿâëÿåò òåí-äåíöèþ ê óâåëè÷åíèþ íàêëîíåíèÿ îñîáîé îðáèòû ñî âðåìåíåì, âñëåäñòâèå ÷åãîîíà ïåðåñòàåò áûòü ýêâàòîðèàëüíîé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþòî íàëè÷èè ðåçîíàíñíûõ îñîáåííîñòåé ïðè îðáèòàëüíîì äâèæåíèè çàðÿæåííîãîêîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà â ãåîôèçè÷åñêèõ ïîëÿõ.Ìîäåëèðîâàíèå îáòåêàíèÿ òåëàãèïåðçâóêîâûì ïîòîêîì ñ ïðèìåíåíèåììåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿÑ. À. ÏàâëîâÄîêëàä íà ñåìèíàðå 18 àïðåëÿ 2023 ã.Â ñèëó ñëîæíîñòè íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è îãðàíè÷åíèé ïî ìàñøòàáóäëÿ íàçåìíûõ óñòàíîâîê â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãèïåð-çâóêîâûõ òå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷åâûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèé â ãàçîâîéäèíàìèêå. Äëÿ ãèïåðçâóêîâûõ ïîòîêîâ â ñâÿçè ñ âûñîêèìè òåìïåðàòóðàìè çàôðîíòîì óäàðíîé âîëíû äëÿ êîððåêòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ ïðèõîäèòñÿó÷èòûâàòü ÿâëåíèÿ âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè, à òàêæå ôèçèêî-õèìè÷åñêèåïðîöåññû. Íàèáîëåå òî÷íûé ðàñ÷åò êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà äëÿ êîìïîíåíòîââîçäóõà ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåí íà îñíîâàíèè êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ïðîöåññîâïåðåíîñà è ðåëàêñàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ×åïìåíà�Ýíñêîãà äëÿ ðåøå-íèÿ óðàâíåíèé Áîëüöìàíà. Îäíàêî ïîäîáíûé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ïðèâî-äèò ê íåîáõîäèìîñòè òðóäîåìêèõ âû÷èñëåíèé ñòîëêíîâèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ íàêàæäîì øàãå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ â ñèñòåìå ðàñòåò



110 Ðåçþìå äîêëàäîâ, íå âîøåäøèõ â ñáîðíèêñ óâåëè÷åíèåì òî÷íîñòè ðåøåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåí-òîâ ïåðåíîñà ñóùåñòâóåò ðÿä ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë, òàêèõ êàê ñîîòíîøåíèÿÁëîòòíåðà äëÿ âÿçêîñòè è Ýéêåíà äëÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðèìåíåíèå àëãîðèò-ìîâ ðåãðåññèè (â òîì ÷èñëå íåéðîñåòåé), îáó÷åííûõ íà äàííûõ òî÷íîãî ðàñ÷åòà,íî âû÷èñëèòåëüíî îòíîñèòåëüíî ýêîíîìè÷íûõ, ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ñ òî÷-êè çðåíèÿ áàëàíñà ñêîðîñòè è òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé. Îñíîâíîé ïëàòôîðìîé äëÿðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ ÿâëÿëàñü îòêðûòàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïëàòôîðìà äëÿ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû OpenFOAM. Íàïðèìåðå çàäà÷è îáòåêàíèÿ ñôåðû ãèïåðçâóêîâûì ïîòîêîì ìíîãîêîìïîíåíòíî-ãî âîçäóõà èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ ìàøèííîãîîáó÷åíèÿ â ñâÿçêå ñ ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ.
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ÐÅÔÅÐÀÒÛÓÄÊ 531.38Ìîðîçîâ Í. Ô., Ëóêèí À. Â., Ïîïîâ È. À., Øòóêèí Ë. Â. Íå-ëèíåéíàÿ äèíàìèêà íàíî/ìèêðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðèëàçåðíûõ òåðìîîïòè÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ // Òðóäû ñåìèíàðà¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿. 2022�2023 ãã.Ñ. 3�34.Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíîé äèíàìèêè ñâÿçàí-íûõ ïðîäîëüíî-èçãèáíûõ êîëåáàíèé çàùåìëåííîé ñ äâóõ êîíöîâìèêðîáàëêè � áàçîâîãî ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ïåðñïåêòèâíî-ãî êëàññà ìèêðîäàò÷èêîâ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí � ïðèëàçåðíîì òåðìîîïòè÷åñêîì âîçäåéñòâèè â ôîðìå ïåðèîäè÷åñêè ãå-íåðèðóåìûõ èìïóëüñîâ, äåéñòâóþùèõ íà íåêîòîðóþ ÷àñòü ïîâåðõ-íîñòè áàëî÷íîãî ýëåìåíòà. Èññëåäóåòñÿ ðåæèì ïàðàìåòðè÷åñêèõêîëåáàíèé ìèêðîáàëêè â óñëîâèÿõ âíóòðåííåãî êðàòíîãî ðåçîíàí-ñà ìåæäó íåêîòîðûìè èçãèáíîé è ïðîäîëüíîé ôîðìàìè ñâîáîä-íûõ êîëåáàíèé ðåçîíàòîðà. Îáíàðóæåíà âîçìîæíîñòü ãåíåðàöèèïðîäîëüíî-èçãèáíûõ áèåíèé, ÷àñòîòà ìåäëåííîé îãèáàþùåé êîòî-ðûõ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïàðàìåòðà âíóòðåííåé ÷à-ñòîòíîé ðàññòðîéêè, à ñàì ïàðàìåòð ñâÿçàí ñ âåëè÷èíîé âíåøíèõâîçìóùåíèé, ïîäëåæàùèõ âûñîêîòî÷íîìó èçìåðåíèþ.Áèáëèîãð. 33 íàçâ. Èë. 16.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà, ëàçåðíîå òåðìîîïòè÷åñ-êîå âîçäåéñòâèå, ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ìèêðîáàëêà, ïðîäîëü-íî-èçãèáíûå áèåíèÿ, ìèêðîìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà.ÓÄÊ 531.383Øåâ÷åíêî Ñ. À., Ìåëüíèêîâ Á. Å. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüíåèäåàëüíîãî ðåçîíàòîðà âîëíîâîãî òâåðäîòåëüíîãî ãèðî-ñêîïà. Ðàçðàáîòêà è àíàëèç // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåð-íûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿. 2022�2023 ãã. Ñ. 35�49.Èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íå-èäåàëüíîãî ðåçîíàòîðà âîëíîâîãî òâåðäîòåëüíîãî ãèðîñêîïà, ïîçâî-ëÿþùåé îïðåäåëèòü âëèÿíèå íåñîâåðøåíñòâ íà âûõîäíîé ïàðàìåòð� ðàñùåïëåíèå ñîáñòâåííîé (ðàáî÷åé) ÷àñòîòû êîëåáàíèé ðåçîíàòî-



126 Ðåôåðàòûðà. Ðåçîíàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîíêîñòåííóþ ïîëóñôåðè÷åñêóþîáîëî÷êó, â êîòîðîé âîçáóæäàåòñÿ ñòîÿ÷àÿ óïðóãàÿ âîëíà íà ÷àñòî-òå, ðàâíîé ïî çíà÷åíèþ âòîðîé ýëëèïòè÷åñêîé ñîáñòâåííîé ÷àñòî-òå. Â ðàìêàõ ðàáîòû ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èäåàëüíîéïîëóñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ðàññìîòðåíû ñïîñîáû ó÷åòà íåñîâåð-øåíñòâ ïðè ñîçäàíèè ìîäåëè íåèäåàëüíîãî ðåçîíàòîðà. Ïðîâåäåíàâåðèôèêàöèÿ ïîñòðîåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ èñïîëüçîâà-íèåì ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâòåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà è ìåòîäîâ ãëîáàëüíîãî àíàëè-çà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðîâåäåí àíàëèç ñòåïåíè âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿâõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (ïàðàìåòðîâ íåñîâåðøåíñòâ) íà ðàñ-ùåïëåíèå ÷àñòîòû. Îïðåäåëåííîå âíèìàíèå óäåëåíî îöåíêå òî÷íî-ñòè ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõ-íîñòè îòêëèêà íà îñíîâå äàííûõ âèðòóàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.Áèáëèîãð. 10 íàçâ. Èë. 6.Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëíîâîé òâåðäîòåëüíûé ãèðîñêîï, ñîáñòâåí-íàÿ ÷àñòîòà, íåñîâåðøåíñòâî, âèðòóàëüíûé ýêñïåðèìåíò, àíàëèç ÷óâ-ñòâèòåëüíîñòè.ÓÄÊ 531.383Êóòååâà Ã. À., Äîðîôååâ Í. Ï., Òâåðåâ Ê. Ê.Ìîäåëèðîâàíèåìåõàíèçìà ¾Êà÷åíèå ýëëèïñà ïî ýëëèïñó¿ // Òðóäû ñåìèíàðà¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿. 2022�2023 ãã.Ñ. 50�56.Â ðàáîòå îïèñàí ïðîöåññ ñîçäàíèÿ 3D-ìîäåëè ýêñïîíàòà ìóçåÿèñòîðèè ôèçèêè è ìàòåìàòèêè ÑÏáÃÓ ¾Êà÷åíèå ýëëèïñà ïî ýëëèï-ñó¿, êîòîðûé äåìîíñòðèðóåò äâèæåíèå îäíîãî ýëëèïñà ïî äðóãî-ìó áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå è àíèìàöèÿ âûïîëíÿëèñüâ ïðîãðàììå Blender ñ ïðèìåíåíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Äëÿïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ïîëó÷åííîé ìîäåëè îíà áûëà ðàñïå÷àòàíàíà 3D-ïðèíòåðå.Áèáëèîãð. 6 íàçâ. Èë. 5.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëëèïòè÷åñêèå êîëåñà, Blender, 3D-ìîäåëèðî-âàíèå.



Ðåôåðàòû 127ÓÄÊ 531.38Ñìèðíîâ À. Ñ., Ñóêîâ À. Ï., Ñìîëüíèêîâ Á. À. Äèíàìèêàñêåéòáîðäà è óïðàâëåíèå åãî ðàçãîííûìè äâèæåíèÿìè //Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðå-äû¿. 2022�2023 ãã. Ñ. 57�76.Â ñòàòüå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû äèíàìèêè è óïðàâëåíèÿ äâèæå-íèåì îäíîé èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñèñòåì ñíåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè � ñêåéòáîðäà. Ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé èñòî-ðè÷åñêèé îáçîð âîçíèêíîâåíèÿ è ñòàíîâëåíèÿ ñêåéòáîðäèíãà. Äà-åòñÿ ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ñêåéòáîðäà è ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-äåëü åãî óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ, ïðè÷åì äëÿ ïîëíîòû êàðòèíûîñóùåñòâëÿåòñÿ âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû êàê ñ ïîìî-ùüþ óðàâíåíèé Àïïåëÿ, òàê è ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ôåððåðñà.Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëåíèé, âîçíè-êàþùèõ âñëåäñòâèå ñîãëàñîâàííîãî âûáîðà óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèéçàäà÷è è ïðèâîäÿùèõ ê ðàçãîíó ñêåéòáîðäà. Ïðîâîäèòñÿ ïîäðîáíûéàíàëèç äèíàìèêè ñêåéòáîðäà â óêàçàííûõ ðàçãîííûõ ðåæèìàõ åãîäâèæåíèÿ êàê ïðè îòñóòñòâèè, òàê è ïðè íàëè÷èè âÿçêîãî ñîïðî-òèâëåíèÿ ñî ñòîðîíû îêðóæàþùåé ñðåäû. Â ðåçóëüòàòå íàõîäÿòñÿïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñ óäåðæàíèåì íåîáõîäèìûõ ïîïðàâî÷íûõñëàãàåìûõ. Íà îñíîâå ýòèõ ðåøåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîïîñòàâëåíèåïîêàçàòåëåé ýôôåêòèâíîñòè íàáîðà ñêîðîñòè â ðåæèìàõ äâèæåíèÿ,ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèíÿòûì âàðèàíòàì ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëÿþ-ùèõ âîçäåéñòâèé, è äåëàþòñÿ âûâîäû î öåëåñîîáðàçíîñòè èõ èñ-ïîëüçîâàíèÿ íà ïðàêòèêå.Áèáëèîãð. 9 íàçâ. Èë. 8.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñêåéòáîðä, íåãîëîíîìíàÿ ìåõàíèêà, óïðàâëÿ-þùèå âîçäåéñòâèÿ, óðàâíåíèÿ Àïïåëÿ, óðàâíåíèÿ Ôåððåðñà, âÿçêîåñîïðîòèâëåíèå, ðàçãîííûå ðåæèìû äâèæåíèÿ.ÓÄÊ 539.3, 534.1Íåñòåð÷óê Ã. À. Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ òîíêîé çàùåì-ëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ñîïðÿæåííîé ñ êîëüöå-âûìè ïëàñòèíàìè // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäûâ ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿. 2022�2023 ãã. Ñ. 77�98.Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ íèçøèå ÷àñòîòû è ôîðìû êîëåáàíèé êîíñ-



128 Ðåôåðàòûòðóêöèè, ñîñòîÿùåé èç òîíêîñòåííîé óïðóãîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè, ïîäêðåïëåííîé øïàíãîóòàìè ðàçíîé æåñòêîñòè. Âûäåëåíûäâà òèïà êîëåáàíèé êîíñòðóêöèè. Ôîðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèéïåðâîãî òèïà èìåþò áîëüøîå ÷èñëî âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèèè ñõîäíû ñ ôîðìàìè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé íåïîäêðåïëåííîé öè-ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Ôîðìû è ÷àñòîòû êîëåáàíèé âòîðîãî òè-ïà áëèçêè ê ôîðìàì è ÷àñòîòàì êîëåáàíèé êîëüöåâîé ïëàñòèíû. Ñïîìîùüþ ÷èñëåííûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäóåòñÿ âëèÿ-íèå íà íèçøóþ ÷àñòîòó îáîëî÷êè çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ æåñòêîñòåéøïàíãîóòîâ âäîëü îáðàçóþùåé. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëå-íèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò êîíñòðóê-öèé äëÿ ñëó÷àÿ æåñòêîé çàäåëêè êðàåâ îáîëî÷êè. Äëÿ êîíñòðóê-öèè ôèêñèðîâàííîé ìàññû ðåøàåòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à íà-õîæäåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûñîò øïàíãîóòîâ, äëÿ êîòîðîéôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòîòà èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.Áèáëèîãð. 7 íàçâ. Èë. 9.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîëåáàíèÿ îáîëî÷åê, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ, ìåòîä Ðýëåÿ�Ðèòöà.ÓÄÊ 534.1:539.3Äçåáèñàøâèëè Ã. Ò.Àñèìïòîòèêà ÷àñòîò êîëåáàíèé öèëèí-äðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ ìíîãîóãîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíè-åì // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîø-íîé ñðåäû¿. 2022�2023 ãã. Ñ. 99�107.Èçó÷åíî ïîâåäåíèå ÷àñòîò ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷å-ñêîé îáîëî÷êè ñ ñå÷åíèåì â âèäå ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïðèóâåëè÷åíèè ÷èñëà N åãî ñòîðîí. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà ïå-ðèìåòðà ìíîãîóãîëüíèêà ïðè óâåëè÷åíèè N íå èçìåíÿåòñÿ. Óñòà-íîâëåíà ñâÿçü ÷àñòîò îáîëî÷êè ñN -óãîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåìñ ÷àñòîòàìè êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Ïðîâåäåíî ñðàâ-íåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëå-ìåíòîâ.Áèáëèîãð. 6 íàçâ. Èë. 6.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîëåáàíèÿ, öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, ìåòîäêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìíîãîóãîëüíîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå.
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