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Аннотация
Произведен новый анализ известных топографических моделей волн Россби для кусочно-экспоненциальных профилей 

топографии. Предложен математический метод, позволяющий находить аналитически групповую скорость и дисперсию. 
Произведено численное сравнение соотношений, представленных в исследовании Бухвальда и Адамса, и зависимостей, 
полученных в рамках нового аналитического подхода. Численный сравнительный анализ показал, что расхождение для фа-
зовых скоростей лежит в границах пяти процентов. Для групповых скоростей расхождение достигает девятнадцати процен-
тов для первой моды и уменьшается для более высоких номеров мод. Рассматриваются длинноволновые асимптотики соб-
ственных функций. Установлено, что длинноволновый предел для шельфовых волн Россби имеет специфику: продольное 
волновое число стремится к нулю, а поперечное волновое число выходит на некую конечную положительную константу, 
которая тем больше, чем выше номер моды. Показано, что в длинноволновом пределе шельфовые волны Россби перехо-
дят в шельфовые топографические течения, при этом имеется некая автомодельность для фазовой и групповой скоростей 
шельфовых течений. Показано, что шельфовые волны, проявляются в виде системы перемещающихся когерентных вихрей.

Ключевые слова: волны Россби, топографические волны, шельфовые волны, экспоненциальный профиль, групповая 
скорость, дисперсия, автомодельность, мезомасштабные вихри
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Abstract
In this paper, a new analysis of the known topographic models of Rossby waves for piecewise exponential topography profiles is 

performed. A mathematical method is proposed that allows us to find analytically the group velocity and variance. A numerical com-
parison is made of the relations presented in the study of Buchwald and Adams and the dependencies obtained within the framework of 
a new analytical approach. Numerical comparative analysis showed that the discrepancy for the phase velocities lies in the range of five 
percent. For group speeds, the discrepancy reaches nineteen percent for the first mode and decreases for higher mode numbers. We also 
consider long-wave asymptotics of eigenfunctions. It is established that the long-wave limit for Rossby shelf waves has specifics: the lon-
gitudinal wave number tends to zero, and the transverse wave number reaches a certain finite positive constant, which is the greater the 
higher the mode number. It is shown that in the long-wave limit, Rossby shelf waves transform into shelf topographic currents, while 
there is a certain self-similarity for the phase and group velocities of shelf currents depending on the value of the topography gradient.
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Введение

Существование шельфовых волн подтверждается множеством исследований. На их основании можно 
утверждать, что для каждой шельфовой области Мирового океана в той или иной степени позволяет обнару-
жить вклад шельфовых волн в низкочастотную изменчивость уровня. Условием генерации шельфовых волн 
является характерный рельеф дна, при котором шельф играет роль волновода. По нему волновая энергия су-
бинерционных колебаний уровня моря и течений распространяется на большие расстояния с минимальны-
ми потерями [1–4]. Эти колебания возникают вследствие сохранения потенциальной завихренности, причем 
фаза всегда распространяется таким образом, что в северном полушарии берег (мелкая вода) остается с пра-
вой стороны, и наоборот — в южном. При значительных топографических уклонах, когда β-эффектом можно 
пренебречь, топографический параметр начинает играть роль планетарного числа [5–7].

Шельфовые волны впервые были зарегистрированы в 1960-е гг. в нескольких частях Мирового океа-
на [8], их также часто называют береговыми захваченными волнами. Примеры недавних наблюдений: за-
падное побережье Южной Америки [9], вдоль восточного побережья Северной Америки [10, 11], в море 
Бофорта [12] и около Австралии [13, 14]. Шельфовые волны можно рассматривать как один из видов то-
пографических волн в случае чисто баротропного океана [15]. Хотя наличие стратификации часто играет 
значительную роль, баротропная теория оказалась полезной для объяснения наблюдаемых низкочастот-
ных сигналов. В целом ожидается, что стратификация увеличивает частоту волн (см., например, [3, 16–18]. 
Будучи важной составляющей динамики, шельфовые волны могут влиять на прибрежные экосистемы за 
счет усиления апвеллинга [17, 19, 20], а также могут влиять на перенос биологических твердых частиц или 
загрязнения вдоль побережья.

Распространение шельфовых волн изучалось достаточно широко (см. обзор в монографии [21]). Как 
обсуждалось в работе [22], соотношения дисперсии волн можно получить только численно для произволь-
ной топографии, однако для идеализированных форм рельефа точные аналитические решения могут быть 
найдены. Некоторые из них включают решения для линейно изменяющегося [23], экспоненциального во-
гнутого [24] и экспоненциального выпуклого [25] профиля склона шельфа. В недавней работе [26] реали-
зованы сшивки желобовых и шельфовых волн, которые ранее отсутствовали в работах по данной тематике.

В этой работе мы анализируем шельфовые волны для экспоненциального выпуклого профиля шельфа, 
ранее рассмотренного в работе [25]. Отметим, что экспоненциальный профиль шельфа является неплохой 
аппроксимацией рельефа для многих прибрежных областей Мирового океана [21, 27]. Экспоненциальный 
профиль и адаптация модели [25] рассматриваются в работе [28]. В ней описываются два типа свободно 
распространяющихся шельфовых волн: над прибрежным ограниченным шельфом с экспоненциально уве-
личивающейся глубиной в сторону моря и шельфом с аналогичным профилем глубины, но без береговой 
границы (внутренний шельф). Показано, что более общее дисперсионное соотношение справедливо для 
любой ширины шельфа. Это увеличивает применимость теории к различным конфигурациям шельфа, об-
наруженным в океане. Авторы также показали на основе численных оценок числа Бюргера, что эффекты 
стратификации весьма незначительны для шельфовых волн.

Мы подвергаем ревизии полученные ранее результаты и выводим точные формулы, позволяющие на-
ходить аналитически групповую скорость и дисперсию. Это позволяет произвести сравнение точных фор-
мул и приближенных оценок, которые ранее получены для побережья Сиднея [25]. Целью работы является 
новый математический подход к исследованию шельфовых волн для экспоненциально выпуклого профиля 
склона шельфа и новые аналитические выражения для групповой скорости и дисперсии, которые уточня-
ют и обобщают полученные ранее зависимости для шельфовых волн.

1. Постановка задачи. Основные уравнения

Теоретическим базисом для описания желобовых волн являются линеаризованные баротропные уравнения 
мелкой воды с учетом топографии в приближении «твердой крышки» на f-плоскости [3, 4, 16, 17, 21, 28, 29]:

 1 0,t xu f v p−− + r =   (1.1)

 1 0,t yv f u p−+ + r =  (1.2)

 ( ) ( ) 0,x yHu Hv+ =  (1.3)
где принято условие геострофики и отфильтрован высокочастотный непрерывный спектр Пуанкаре:
 / , / .y xu H v H= −Ψ = Ψ  (1.4)
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Пусть функция потока имеет вид

 ( )( )exp .x i k y tΨ = Ψ − w  (1.5)

Ось x направлена перпендикулярно берегу, на восток, а ось y — вдоль берега, на север, образуя правую 
систему координат. Используются обозначения: u и v — компоненты скорости в x и y направлениях, t — 
время, H — глубина, p — давление, ρ — плотность воды, f — параметр Кориолиса. Принята классическая 
правая система координат, оси x и y направлены поперек и вдоль шельфа, соответственно.

Подставляя (1.4) в (1.1) и (1.2) (уравнение (1.3) при этом выполняется автоматически) и рассматривая 
решения волнового характера вдоль одномерной топографической особенности (склона шельфа), получа-
ем следующее линейное однородное одномерное дифференциальное уравнение:

 
21 0,x

xx

f k k
H H H

 Ψ   + − Ψ =    w      
 (1.6)

где k — продольная компонента волнового числа, ω — частота волны.
Условия сшивок при x = 0 и x = L, где L — ширина шельфа, имеют следующий вид:

 0,Ψ =    x = 0, x = L, (1.7)

 
( )/

0,x f k
H

 Ψ + w Ψ
= 

  
 x = 0, x = L.  (1.8)

Условие (1.8) для непрерывной модели топографии принимает вид

 0,xΨ =    при x = 0, x = L, (1.9)

и затухания на бесконечности:

 0, .xΨ → → ∞  (1.10)

Дисперсионное соотношение топографических волн Россби на экспоненциальном профиле топографии
В работах [4, 30] для классической топографической волны Россби решение на экспоненциальном про-

филе топографии ( )0 exp /H H y L= −  ищется в форме ( )1/2
1 2exp .H i k x k y t Ψ = + − w   Тогда дисперсион-

ное соотношение имеет вид

 
( )0 1
2 2 2

1 2

/
.

1 / 4
f L k

k k L

− β +
w =

+ +
 (1.11)

При этом предполагается, что уклоны топографии (1/L) превышают значения 10–3 и в дальнейшем β0 от-
брасывается.

2. Шельфовые волны Бухвальда и Адамса

2.1. Переход к безразмерным переменным

За масштаб длины принимаем ширину шельфа L. За масштаб времени T принимаем f–1; за масштаб 
фазовой и групповой скорости — отношение масштаба длины к масштабу времени V = L/T = f × L. Безраз-
мерные частота ω*, время t*, переменная x*, длина волны λ*, продольное волновое число k*, поперечное 
волновое число m*, фазовая скорость C* и групповая скорость *

grC  задаются следующими соотношениями:

 
−w = w l = l = = = =

= =

* * * * 1 * *

* *

, , , , / , / ,

, .gr gr

f L x x L t t f k k L m m L

C C L f C C L f
 (2.1)

Далее переходим к безразмерным переменным и опускаем звездочки.
Проведем расчеты для параметров для побережья Сиднея [25]. Принимаем следующие параметры: ши-

рота 35°ю.ш., f = 0,8342 × 10–4 c–1, ширина шельфа L1 = 80 км, экспоненциальная крутизна 1/L1 = 2,7 × 
× 10–2 км–1, безразмерный параметр изменения топографии b = L/L1 = 2,16. Масштаб скорости (фазовой 
и групповой)

V = L/T = 80 (км) × 0,8342 × 10–4 c–1 = 6,67 м/с.
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2.2. Шельфовые волны на побережье Сиднея

Модель топографии шельфовых волн принимается в следующем виде (рис. 1):

 
= − < <
= − >

0

1 0

exp( 2 ), 0 1,
exp( 2 ), 1.

D D b x x
D D b x

 (2.2)

Мы принимаем обозначения [25], при котором D = H–1, где H — глубина, b = 1/L. Решение (1.6) ищем 
в следующем виде:

 
( ) ( )( )
( ) ( )( )

sin exp 1 , 0 1,

sin exp 1 , 1.

A mx b x x

A m k x x

Ψ = − < <

Ψ = − − >
 (2.3)

Ширина шельфа в безразмерном виде равна единице (x = 1). Тогда безразмерное дисперсионное соот-
ношение (1.12) примет вид:

 2 2 2
2

,
bk

k m b
−

w =
+ +

 (2.4)

откуда видно, что для того, чтобы частота была положительной: w > 0, волновое число должно быть отрица-
тельным: k > 0. Классические волны Россби бегут на запад. Топографические волны Россби перемещаются 
против направления оси y, оставляя мелкую воду справа в северном полушарии и слева в южном.

Используя условия (1.9) сшивки производной функции Ψ, получаем условие квантования для попереч-
ного волнового числа:

 tan .mm
k b

= −
+

 (2.5)

Это условие мы будем трактовать как условие связи, которое позволяет по данному продольному вол-
новому числу k находить поперечное волновое число m. Таким образом, из (2.5) находим зависимость  
m = mn(k), где нижний индекс n — номер моды, будет соответствовать количеству узлов поперечной соб-
ственной функции. Первая мода имеет всего один узел, находящийся на берегу.

Для упрощения дальнейших выкладок введем новую переменную k* = |k|, далее звездочку опускаем. 
Тогда дисперсионное соотношение (2.4) и условие связи (2.5) можно переписать следующим образом:

 
( )2 2 2

2
,

n

b k
k m k b

w =
+ +

 (2.6)

 tan .mm
k b

= −
+

 (2.7)

Выражение для фазовой скорости C имеет вид:

 
( )2 2 2

2
  ,

n

b
C

k k m k b
w

= =
+ +

 (2.8)

откуда находим аналитическое выражение для продольной 
составляющей групповой скорости

 
( )

( )

2 2 2 2

22 2 2
2 ,k

k

m b k k m
b

k k m b

+ − −∂w
w = =

∂ + +
 (2.9)

где ( ) ( )2
2 2 .kk

m
m m m

k

∂
= =

∂
 Для нахождения выражения для 

(m2)k продифференцируем (2.7) по волновому числу k. Исполь-

зуя классическое тригонометрическое тождество 2
1

cos m
=  

21 tan ,m= +  получаем следующее выражение:

( )
( )

( )

2

2 21 .k
k

m m b km m
b k b k

  − +
 + =
 + + 

Рис. 1. Профиль топографии для шельфовых 
волн в экспоненциальной модели [25]

Fig. 1. Topography profile for shelf waves in the ex-
ponential model [25]

L1
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Тогда после несложных преобразований можно получить следующее соотношение:

 ( ) ( )2 2 ,km b k b k m m + + + + =    (2.10)

или

 
( ) ( )

=
 + + + +  

2 2
.k

m
m

b k b k m
 (2.11)

Умножим обе части уравнения (2.11) на 2m:

 
( ) ( )

2

2 2

22 ,k
mm m

b k b k m
=

+ + + +
 (2.12)

откуда находим

 ( )
( ) ( )

2
2

2 2

2 .
k

mm
b k b k m

=
+ + + +

 (2.13)

Далее соотношение (2.13) подставляем в (2.8), и это дает аналитическое выражение для групповой ско-
рости (в силу громоздкости его не выписываем). Полученное точное аналитическое выражение для группо-
вой скорости будем в дальнейшем применять для численных оценок параметров шельфовых волн.

2.3. Дисперсия топографических волн Россби

Найдем вторую производную частоты по волновому числу:

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

  − + − + − − − + +    w =
+ +

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

32 2 2

2 3 2 3
2 .k k kk

kk

k k m b m m b k k m k m k m b
b

k m b
 (2.14)

Выражение для (m2)k мы нашли ранее (формула (2.13)). Найдем (m2)kk. Для этого уравнение (2.10) про-
дифференцируем еще раз по волновому числу:

 ( ) ( ) ( )2 2 2 1 2 .kk k k km b k b k m m b k m m m   + + + + + + + + =     (2.15)

Отсюда

 
( )

( ) ( )2 2

2 2
,k k

kk
m b k m m

m
b k b k m

 − + + =
+ + + +

 (2.16)

где mk определяется по формуле (2.11). Далее получаем:

 ( ) ( ) ( )22 2 2 .k k kkkkk
m m m m m m = = +    (2.17)

Наконец, подставляем (2.17) в (2.14) и строим графики для двух первых мод, которые затем сравниваем 
с графиками, построенными по приближенным формулам.

2.4. Приближенные расчеты на основе теории Бухвальда и Адамса.  
Сравнение с точными аналитическими решениями

В данном пункте приведены расчеты, сделанные на основе упрощенных формул в работе [25] и при тех 
параметрах, которые соответствуют этому исследованию. Сравнение расчетов позволит сделать вывод, на-
сколько расчеты, сделанные по приближенным формулам, соответствуют нашим точным решениям.

На рис. 2 представлены нормированные на f дисперсионные кривые, рассчитанные по формуле (2.6). 
В расчетах показатель топографического уклона принимался таким же, как и в статье [25]: b = 2,16, а m для 
точных и приближенных расчетов различается: для точных значений m рассчитывается для каждой моды, 
как решения уравнения (2.5), а  для приближенных оно принимается таким же, как и  в  статье [25], т. е.  
m = 2,3204 для первой моды и m = 5,1122 для второй моды. Видно, что графики для приближенных расчетов 
завышают значения характеристики. В частности, максимальное значение w/f для первой моды в расчетах 
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по приближенной формуле составляет 0,68 (при k = 3,2, соответствующая длина волны 157 км), а для точ-
ного решения w/f = 0,63 (при k = 3,3, соответствующая длина волны 152 км); для второй моды значение 
максимума по приближенной формуле составляет 0,39 (при k = 5,6, соответствующая длина волны 90 км) 
и 0,36 (при k = 5,8, соответствующая длина волны 87 км) в расчетах по точной формуле.

На рис. 3 представлены графики фазовой и групповой скоростей. Видно, что графики точных и при-
ближенных значений фазовых скоростей незначительно отличаются друг от друга: различия в значениях 

Рис. 2. Дисперсионные кривые для первых двух мод шельфовых волн. Сплошная линия — 
точное решение, пунктир — приближенное

Fig. 2. The dispersion curves for the first two shelf wave modes. A solid line is an exact solution, and a 
dotted line is an approximate one

Рис. 3. Групповая (синий цвет) и фазовая (красный цвет) скорости (см/с) двух первых мод 
шельфовых волн. Сплошная линия — точное решение, пунктир — приближенное. Крести-
ками показаны точки пересечения с осью абсцисс (при k = 3,3 для точного решения, и при  

k = 3,2 для приближенного) и точки перегиба первой моды групповой скорости

Fig. 3. The group (blue) and phase (red) speeds (cm/s) of the first two modes of shelf waves. A solid line 
is an exact solution, and a dotted line is an approximate one. The crosses show the intersection points 
with the abscissa axis (at k = 3.3 for the exact solution, and at k = 3.2 for the approximate one) and the 

inflection points of the first mode of the group speed
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не превышают 5 %. Однако для групповых скоростей различия более существенны, и значения отличаются 
уже на 19 %. В частности, для первой моды групповая скорость в точке перегиба (при k = 5,8) составляет 
значение — 30,13 см/с, а приближенное значение (при k = 5,5) — 35,86 см/с. Для второй моды расхождение 
уменьшается до 7 %, а для третьей (не показано) — до 3 %. Для второй моды групповая скорость в точке пе-
региба (при k = 10,2) составляет значение — 9,71 см/с, а приближенное значение (при k = 9,6) — 11,70 см/с. 
Для третьей моды (не показано) экстремумы вне зоны счета. Знак минус говорит о том, что групповая ско-
рость и фазовая скорость в точке перегиба имеют противоположные направления.

Численный анализ точных формул показал, что существует только одна точка перегиба. В точке пере-
гиба вторая производная равна нулю, следовательно, первая производная — групповая скорость имеет экс-
тремум. Получаем классическую точку перегиба волн Россби только в  коротковолновом диапазоне 

( )2 2 23 .k m b= +  Это точка пересечения гиперболической лемнискаты с осью абсцисс [31].
На рис.  4 представлены графики кривизны линий изочастоты для точного и  приближенного зна-

чений, рассчитанные по формуле (2.14). Основной результат анализа кривизны (дисперсии) состоит 
в том, что дисперсионная кривая имеет только одну классическую точку перегиба, и новых точек пере-
гиба (прохождение через ноль второй производной) не появляется. Следовательно, физика шельфовых 
волн совпадает с  классической физикой волн Россби, как системы волн с  нормальной и  аномальной 
дисперсией.

2.5. Длинноволновый предел топографических волн Россби — топографические течения

Известно, что в длинноволновом пределе волны Россби являются течениями. Соответственно, шель-
фовые (топографические) волны Россби в длинноволновом пределе становятся топографическими тече-
ниями [14]:

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
sin cos exp 1 , 0 1,

sin exp 1 exp 2 , 1.

V A b mx m mx b x x

V A k m k x b x

   = + − − < <   
 = − − − − >   (2.18)

В длинноволновом пределе k → 0 профиль скорости топографического течения имеет только одну про-
дольную компоненту скорости V, и (2.18) принимает вид

 
( ) ( ) ( )sin cos exp 1 , 0 1,

0, 1.
V A b mx m mx b x x

V x

   = + − − < <   
= >  (2.19)

Рис. 4. Функция кривизны изочастоты для первых двух мод шельфовых волн. Сплошная 
линия — точное решение, пунктир — приближенное

Fig. 4. The isofrequency curvature function for the first two shelf wave modes. A solid line is an 
exact solution, and a dotted line is an approximate one

Кр
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На рис.  5 показаны меридиональные составляющие скоростей течений, рассчитанные по формуле 
(2.18). Нетрудно заметить, что сшивка поля скорости при x = 1 обеспечится за счет условия связи (2.7). По-
перечная компонента скорости стремится к нулю: U ~ k → 0. Тот факт, что сама функция Y остается конеч-
ной, не вызывает вопросов, так как физические величины определяются через производные с умножением 
на топографический множитель exp(–2bx). Первые три моды дают три профиля топографических течений, 
где x = 1, что соответствует ширине шельфа 80 км.

2.6. Фазовый портрет. Линии уровня

Функция потока, или массовая функция тока, имеет вид

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

cos sin exp 1 , 0 1,

cos sin exp 1 , 1.

A k y m x b x x

A k y m k x x

Ψ = − < <

Ψ = − − >  (2.20)

Составляющие скоростей определяются по формулам:

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

sin sin exp 1 , 0 1,

sin sin exp 1 exp 2 , 1.

U Ak ky b mx b x x

U A k ky m k x b x

 = − − < < 
 = − − − >   (2.21)

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
cos sin cos exp 1 , 0 1,

cos sin exp 1 exp 2 , 1.

V A ky b mx m mx b x x

V A k ky m k x b x

   = + − − < <   
 = − − − − >   (2.22)

На рис. 6 показаны линии потока, рассчитанные по формуле (2.20). В расчетах для первой моды k = 5,5, 
m = 2,8; для второй моды k = 5,8, m = 5,7. Видно, что в поле Ψ шельфовые волны имеют вид когерентных 
структур в виде концентрических окружностей с чередующимися значениями Ψ. В поле скоростей это со-
ответствует вихревым структурам разной полярности. Это подтверждает тот факт, что шельфовые волны, 
распространяющиеся вдоль берега, оставляя его справа (в северном полушарии), проявляются в виде си-
стемы перемещающихся когерентных вихрей [32].

Рис. 5. Продольные скорости V (м/с) для первых 3 мод при k = 0,1

Fig. 5. Longitudinal velocities V (m/s) for the first 3 modes at k = 0.1
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2.7. Автомодельность фазовой и  групповой скорости 
в длинноволновом пределе от b

Классический длинноволновый предел волн Россби 
для фазовой скорости имеет вид 2,rC L= −β  где Lr — ради-
ус деформации Россби. Из этой формулы следует, что чем 
больше β, тем больше фазовая и групповая скорость.

Длинноволновый предел для фазовой скорости топо-
графической шельфовой волны Россби (2.6) в размерном 
виде имеет вид

 2 2
2 ,

(0)n
n

bC f L
m b

=
+

 (2.23)

где индекс n — номер моды, b — топографический пара-
метр (см. формулу (2.2)), fL — размерный множитель, 
определяемый географической широтой и шириной шель-
фа. При этом mn(0) определяется из соотношения (2.5):

 
(0)

tan (0) .n
n

m
m

b
= −  (2.24)

Может показаться, что безразмерный множитель 
в  выражении (2.23) является сложной зависимостью от 
топографического параметра b, и в результате мы не зна-
ем, увеличивается или уменьшается фазовая и групповая 
скорость (в длинноволновом пределе) в зависимости от 
b. Возможно также, несколько неожиданным является 
тот факт, что безразмерное выражение является кон-
стантой и вообще не зависит от b. А это означает, что мы 
можем рассчитать эти константы и,  следовательно, для 
любой точки земного шара находить размерные фазовые 
и групповые скорости простым умножением на размер-
ный множитель fL. Эти константы равны следующим 
значениям: для первой моды 0,4299, для второй моды 
0,1403, для третьей моды 0,0613. Выпадение определен-
ного параметра из функциональной зависимости обыч-
но называют автомодельностью по данному параметру. 
Заметим, что автомодельность безразмерной фазовой 
и  групповой скорости шельфовых волн Россби проис-
ходит в длинноволновом пределе. Необычность длинно-
волнового предела для шельфа состоит в  том, что про-

дольное волновое число стремится к нулю, в то время как поперечное волновое число стремится к некой 
конечной константе.

Данный факт можно проверить численно прямым расчетом данного параметра для разных значений 
топографического параметра b или построить графики частоты для разных значений, убедившись в том, 
что они имеют общую касательную в нуле.

3. Обсуждение результатов и выводы

Специфика шельфовых топографических волн Россби состоит в том, что из-за ограниченности попе-
речного размера шельфа они становятся квазиодномерными в том смысле, что их поперечное волновое 
число m становится функцией продольного волнового числа k, то есть m = m(k). Однако графический ана-
лиз, проведенный в работе [25], показал, что эта функциональная зависимость является слабой, а функ-
ция m = m(k) строго монотонна и  изменяется в  конечном диапазоне значений. На основании этих ка-
чественных выводов авторы [25] предложили считать квазиодномерные шельфовые волны Россби строго 
одномерными, полагая вместо функциональной зависимости m = m(k) брать некое характерное значение:  

а) а) б) b)

в) c) г) d)

Рис. 6. Первая (а) и вторая (б) моды линий уров-
ня потока и соответствующие вектора течений для 
первой (в) и второй моды (г). В расчетах для пер-
вой моды k = 5,5, m = 2,8; для второй моды k = 5,8, 

m = 5,7

Fig. 6. The first (a) and second (b) modes of the flow 
lines and the corresponding flow velocities for the first 
(c) and second modes (d). In calculations, k = 5.5 and 
m = 2.8 for the first mode; k = 5.8, m = 5.7 for the sec-

ond mode
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m = m0. При этом оставался нерешенным вопрос: насколько велика ошибка данного приближения. Для 
ответа на него в данной работе найдены точные выражения для групповой скорости и кривизны дисперси-
онной кривой, а также произведено численное сравнение точных формул и приближенных.

Для фазовой скорости максимальное расхождение точных формул и приближенных составляет при-
мерно 5 %. Для групповой скорости расхождение уже около 19 %. В частности, для первой моды группо-
вая скорость в точке перегиба (максимальная отрицательная скорость) составляет значение 30,13 см/с, 
а  приближенное значение равно 35,86  см/с. Для второй моды расхождение уменьшается до 7 %, а  для 
третьей — до 3 %.

Анализ кривизны по точным формулам показал, что вторая точка перегиба для шельфовой волны от-
сутствует, и функциональная зависимость m(k) действительно является слабой.

Принципиально новым моментом в нашей работе является то, что нам удалось построить графики профи-
лей топографических течений (первые три моды). При этом установлена некая автомодельность для экстре-
мума скорости шельфовых течений от значений кривизны топографии. Максимальные скорости шельфовых 
течений определяются только широтой, где расположен шельф (зависимость от f), и не зависят от крутизны то-
пографии. Сам профиль течения естественно зависит от как от ширины шельфа, так и от крутизны топографии, 
но значение скорости течения в экстремуме (максимальное по модулю) обладает некой автомодельностью и не 
зависит от произведения ширины шельфа на крутизну топографии. Отметим также, что все сказанное верно 
для логарифмических масштабов или, что то же самое, для экспоненциального профиля топографии.

Расчеты функции потока показали, что шельфовые волны имеют вид когерентных структур в виде кон-
центрических окружностей с чередующимися значениями. В поле скоростей это соответствует вихревым 
структурам разной полярности, т. е. шельфовые волны, распространяющиеся вдоль берега, оставляя его 
справа (в северном полушарии), проявляются в виде системы перемещающихся когерентных вихрей.
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