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CRITERIA PROBLEM OF CHOICE 

 

В статье описан класс плохо обусловленных задач многокритериаль-

ного выбора. Приведены численные примеры, описывающие парадоксаль-

ные выводы, и дано ясное геометрическое объяснение возникшей про-

блемы. Показано, что даже привлечение большого числа экспертов не мо-

жет привести к обоснованному выбору альтернативы в случае плохой обу-

словленности. Предложено в качестве предварительного этапа решения 

многокритериальной задачи осуществлять численное исследование на 

плохую обусловленность.  

 

The article describes a type of ill-conditioned problems of multi-criteria 

choice. There are numerical examples describing the paradoxical conclusions, and 

a clear geometric explanation of the problem is given. It is shown that even in-

volving a large number of experts cannot lead to a reasonable choice of an alter-

native in the case of ill conditionality. As a preliminary step in solving a multi-

criteria problem, it is proposed to carry out a numerical study on ill conditionality.  
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Основные термины и определения 
Для оценки относительной ценно-

сти различных альтернативных реше-

ний {K1,…,Kn} в системе управления 

(СУ) необходим показатель K0 [1], 

называемый интегральным крите-

рием, по численной величине которого 

можно сделать заключение о качестве 

принятого решения.  

Для каждой альтернативы Ki вво-

дятся показатели сравнения {K*i1, …, 

K*im}. Для нивелирования эффекта раз-

норазмерности показателей осуществ-

ляется нормировка показателей по пре-

дельному (нормативному) значению 

критерия Kпр
i:  

Kij = K*ij / K
пр

i. 
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Нормативные показатели образуют 

матрицу ||Kij||, 0  Kij  1, с вектор-стро-

ками нормативных показателей i-ой 

альтернативы ),...,(
1 inii KKK   [2]. 

Интегральный критерий K0 форми-

руется как задача максимизации 

K0  = j Kijj  max, 

где j – вес j-го показателя, и эти веса 

являются нормированными [3] 

j j = 1. 

Тем самым в m-мерном простран-

стве весов возникает гиперплоскость 

размерности m - 1, которую мы будем 

называть весовой плоскостью. 

Определение весовых показателей 

является одной из проблем формирова-

ния обобщенного критерия. Цель ста-

тьи – сравнение между собой несколь-

ких подходов к решению этой про-

блемы и сравнению результатов 

оценки.  

Исходя из смысла весовых коэффи-

циентов в теории принятия решений 

приняты естественные ограничения j 

 0, что выделяет в весовой плоскости 

множество Ω, являющееся (m-1)-мер-

ным симплексом. Фиксацию вектора 

весовых коэффициентов   мы будем 

называть экспертным мнением, а мно-

жество Ω – областью экспертных мне-

ний. 

Если задана матрица нормативных 

показателей ||Kij||, то каждое экспертное 

мнение определяет набор интеграль-

ных показателей каждой альтерна-

тивы, из которых данному эксперт-

ному мнению соответствует набор аль-

тернатив с наибольшим значением по-

казателя. Таким образом, область экс-

пертных мнений покрыто n множе-

ствами доминирования Ωi  Ω, в каж-

дом из которых i-ая альтернатива 

имеет наибольший интегральный по-

казатель. Указанные множества могут 

пересекаться либо быть пустыми. 

Набор альтернатив с непустыми мно-

жествами доминирования называются 

доминирующими альтернативами. В 

теории принятия решений недомини-

рующие альтернативы исключаются 

из рассмотрения.  

Метод попарных сравнений. Рас-

смотрим пару альтернатив Ki, Kj. Усло-

вие равенства интегрального показа-

теля обеих альтернатив для данного 

экспертного мнения   имеет вид 

ss(Kis - Kjs) = 0.              (1) 

Это уравнение задает в m-мерном 

пространстве гиперплоскость, прохо-

дящую через начало координат и пер-

пендикулярную вектору сравнения 

альтернатив 
jiij KKK  . Будем счи-

тать, что и альтернатив и критериев 

больше двух. Так как для любых трех 

альтернатив три их попарных вектора 

сравнения линейно зависимы, то сово-

купность векторов сравнения всех аль-

тернатив линейно зависима, следова-

тельно, ортогональное дополнение к их 

линейной оболочке не пусто и содер-

жит начало координат. Это линейное 

подпространство характеризуется тем, 

что значение интегрального показателя 

на нем равно для всех альтернатив в 

силу своего определения. Пересечение 

этого линейного подпространства с 

множеством экспертных мнений Ω бу-

дем называть множество безразличия 

(оно может оказаться пустым). Итак, 

пересечение Ω с описанным пучком ги-

перплоскостей попарных сравнений 
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задает многогранную структуру мно-

жеств доминирования Ωi.  

Совокупность альтернатив, множе-

ства доминирования которых имеют 

непустую внутренность, будем назы-

вать существенно доминирующими. 

Если экспертное мнение попало во 

внутренность области доминирования, 

то оно обладает свойством устойчиво-

сти, т.е. альтернатива сохраняется при 

малых изменениях мнения эксперта. 

Для несущественно доминирующих 

альтернатив некоторые малые откло-

нения от данного мнения влекут смену 

альтернативы. В силу того что для 

практических задач наличие зависимо-

стей между показателями альтернатив 

маловероятно, то несущественно доми-

нирующие альтернативы можно ис-

ключать из рассмотрени [5, 6]. 

Случай m = n = 3 Ограничимся ука-

занным случаем лишь в целях нагляд-

ного представления. Обнаруженные 

явления будут наблюдаться в любой 

размерности. 

В случае трех альтернатив с тремя 

показателями каждое попарное сравне-

ние задает плоскость в трехмерном 

пространстве, содержащую начало ко-

ординат. В силу линейной зависимости 

векторов сравнения ортогональное до-

полнение к их линейной оболочке мо-

жет быть либо двумерным, либо одно-

мерным. 

В первом случае множество безраз-

личия в весовой плоскости либо пря-

мая, либо пусто. В обоих случаях одна 

из альтернатив не является суще-

ственно доминирующей. 

Во втором случае прямая безразли-

чия может либо быть параллельной ве-

совой плоскости, и тогда области доми-

нирования вырезаются параллельными 

прямыми, либо пересекать весовую 

плоскость в одной точке, которая будет 

называться точкой безразличия. Заме-

тим, что точка безразличия может ока-

заться вне области мнений. Условием 

того, что точка безразличия лежит в об-

ласти мнений, является совпадение 

знаков всех компонент векторного про-

изведения двух векторов сравнения 

2312 KK  . 

Пример [3] Имеется три варианта 

решения на восстановление техники. В 

качестве частных критериев для вы-

бора решения приняты: 

tp – время выполнения работ, ч; 

У – укомплектованность исправной 

техникой, %; 

Ктг – коэффициент технической го-

товности, доли. 

Нормативные значения показателей 

||Kij||, вычисленных на основе директив-

ных значений показателей, представ-

лены в таблице 1. 

Таблица 1 
 tp У Ктг 

К1 0,95 0,60 0,30 

К2 0,75 0,80 0,50 

К3 0,50 0,95 0,90 

Задачу выбора можно решать двумя 

подходами. Первый – обратиться к 

группе экспертов, каждый из которых 

на основании своих весовых коэффи-

циентов выберет альтернативу, после 

этого ЛПР примет решение на основа-

нии простого большинства мнений в 

пользу какой-либо альтернативы. Вто-

рой – ЛПР соберет экспертные мнения 

(весовые коэффициенты), вычислит 

средневзвешенный весовой вектор и 

применит его для принятия решения. 
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Осуществим оба этих плана на основа-

нии таблицы экспертных мнений, 

представленных в таблице 2. 

Таблица 2  
Эксперт 1 2 3 

№1 0,52 0,31 0,17 

№2 0,51 0,30 0,19 

№3 0,49 0,30 0,21 

№4 0,50 0,29 0,21 

№5 0,51 0,31 0,18 

№6 0,47 0,31 0,22 

№7 0,49 0,31 0,20 

Обратим внимание, что мнения экс-

пертов хорошо коррелируют между со-

бой в оценке значимости каждого кри-

терия. Результат вычислений экспер-

том интегрального критерия для каж-

дой альтернативы приведен в таблице 

3. 

Таблица 3 
Эксперт К1 К2 К3 

№1 0,7310 0,7230 0,7075 

№2 0,7215 0,7175 0,7110 

№3 0,7085 0,7125 0,7190 

№4 0,7120 0,7120 0,7145 

№5 0,7245 0,7205 0,7115 

№6 0,6985 0,7105 0,7275 

№7 0,7115 0,7155 0,7195 

Согласно приведенным вычисле-

ниям: трое экспертов высказались за 

первую альтернативу, четверо – за тре-

тью, и ни один эксперт не поддержал 

вторую. 

Применим теперь второй подход. 

Весовой вектор усредненных мнений 

экспертов имеет вид 

(0,49857; 0,30428; 0,19714). 

Интегральный критерий для каждой 

альтернативы равен 

К0 = (0,71535; 0,71592; 0,71578). 

Таким образом, лучшей альтернати-

вой по совокупности мнений экспертов 

является вторая альтернатива! 

Описанный парадокс имеет простое 

геометрическое обоснование. Решая 

систему (1) для нашей задачи, полу-

чим, что весовой набор 

(0,5; 0,3; 0,2) 

является точкой безразличия. В данной 

задаче приоритеты частных показате-

лей соответствуют этому набору. Мне-

ния же экспертов, согласных между со-

бой в вопросе приоритетов показате-

лей, образовали множество, в чью вы-

пуклую оболочку попала точка безраз-

личия. Любая выпуклая комбинация 

мнений экспертов даст непредсказуе-

мый результат, т.е. даже применение 

методов взвешенных мнений экспер-

тов не изменит ситуации, результат вы-

бора будет соответствовать случай-

ному выбору!  

Если альтернатив больше трех, то 

ситуация может быть еще более тра-

гичной: привлечение к экспертизе каж-

дого нового эксперта, вполне соглас-

ного с мнением уже привлеченных экс-

пертов, приведет к выбору новой аль-

тернативы, хотя простым большин-

ством между собой будут бороться две 

конкретные альтернативы.  

Отметим, что в случае, когда мнения 

экспертов сильно расходятся в вопросе 

веса частных показателей, описанный 

парадокс все равно имеет место, так как 

точка безразличия может оказаться в 

выпуклой оболочке мнений, которая 

стала еще обширней, т.е. ситуация усу-

губляется. 

Исходя из вышесказанного, предла-

гаем выделить класс задач теории при-

нятия решений как плохо обусловлен-

ных: в случае, когда существует точка 

безразличия (а это типичная ситуация) 

и экспертная оценка их доминирования 

близка к доминированию, компонент 

её весового вектора. 
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В случае плохо обусловленных за-

дач многокритериального выбора сле-

дует с особой осторожностью отно-

ситься к совокупности экспертных оце-

нок, насколько бы обширной она не 

была. 

Таким образом, прежде чем присту-

пать к решению задачи многокритери-

ального выбора для данной матрицы 

нормативных показателей, следует 

описать явно множество безразличия, 

например, решив систему (1). Затем 

выяснить близость мнений экспертов к 

этому множеству. Если выпуклая обо-

лочка мнений отделена от множества 

безразличия, то рекомендуем изба-

виться от альтернатив, не появившихся 

в ответах экспертов, и решить задачу с 

меньшим количеством альтернатив. 
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