
Î ïîñòðîåíèè ε-òðàåêòîðèè,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå

çàäàííûå òî÷êè

Í. Á. Àìïèëîâà, À. Â. Ãîìåðà

1 Ââåäåíèå

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ìíî-
ãèõ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ. Ïðè ýòîì ÷èñëåííûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì ñî ñëîæ-
íûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé ÿâëÿþòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ èññëåäîâàíèÿ. Îíè ïîçâî-
ëÿþò ïîëó÷èòü òàêèå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû êàê èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà,
ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû, ýíòðîïèþ.

Ïóñòü M � ïîäìíîæåñòâî q -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rq, Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷è-
ñåë è R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ. Äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå Φ(x, t), ãäå x ∈M, t ∈ Z (èëè t ∈ R ), òàêîå, ÷òî

Φ : M × Z →M (èëè Φ : M ×R→M ),

Φ(x, 0) = x,

Φ(Φ(x, t), s) = Φ(x, t+ s),

ãäå t, s ïðèíàäëåæàò Z (èëè R ). Ïåðåìåííàÿ t òðàêòóåòñÿ êàê âðåìÿ, à ìíîãîîáðàçèå
M íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Åñëè t ∈ Z , òî ìû ïîëó÷àåì äèñêðåòíóþ äèíà-
ìè÷åñêóþ ñèñòåìó, â ñëó÷àå, êîãäà t ∈ R, ìû èìååì äåëî ñ íåïðåðûâíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìîé.

Ïóñòü f : M →M � ãîìåîìîðôèçì. Òîãäà f ïîðîæäàåò äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó âèäà Φ(x, n) = fn(x), n ∈ Z.

Òðàåêòîðèåé (èëè îðáèòîé) íà÷àëüíîé òî÷êè x0 íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ â îáå ñòî-
ðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

T (x0) = {xk = fk(x0), k ∈ Z}.

Ïîñêîëüêó òî÷íûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû íå âñåãäà ìîãóò áûòü íàéäåíû, ââîäèòñÿ ïîíÿ-
òèå ε -òðàåêòîðèè.

Îïðåäåëåíèå 1. [1] Áåñêîíå÷íàÿ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
{xi,−∞ < i < +∞} íàçûâàåòñÿ ε -òðàåêòîðèåé (èëè ïñåâäîòðàåêòîðèåé), åñëè
ðàññòîÿíèå ìåæäó îáðàçîì f(xi) è xi+1 ìåíüøå ÷åì ε :

ρ(f(xi), xi+1) < ε

äëÿ ëþáîãî i . Åñëè ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé,
òî îíà íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ε -òðàåêòîðèåé, à òî÷êè xi íàçûâàþòñÿ ε -
ïåðèîäè÷åñêèìè. Åñëè íàäî óêàçàòü ïåðèîä p , òî ìû áóäåì ãîâîðèòü î (p, ε) -
ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ òî÷íàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ε -òðàåêòîðèåé äëÿ ε =
0.
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü çàäàíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà f , òî÷êè x∗, x∗∗ . Îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò

ëè ε -òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè.

Ðåøèì ñíà÷àëà íåñêîëüêî âèäîèçìåíåííóþ çàäà÷ó: ïðè òåõ æå èñõîäíûõ äàííûõ
îïðåäåëèòü ñóùåñòâóåò ëè ε -òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x∗ âáëèçè òî÷êè
x∗∗.

Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì òðàåêòîðèþ òî÷êè x∗ , ò.å ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk òàêóþ, ÷òî
xk+1 = f(xk), x0 = x∗, k = 1, 2, . . . . Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî f(xN) = x∗∗ ,
òî ìû ïîñòðîèëè òî÷íóþ òðàåêòîðèþ òî÷êè x∗ , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x∗∗ . Îíà
ÿâëÿåòñÿ ε -òðàåêòîðèåé äëÿ ∀ε > 0.

Åñëè æå ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî ρ(f(xN), x∗∗) < ε , òî ìû ïîñòðîèëè òî÷íóþ
òðàåêòîðèþ òî÷êè x∗ , ïðîõîäÿùóþ âáëèçè òî÷êè x∗∗. Îíà ÿâëÿåòñÿ ε -òðàåêòîðèåé ñ
çàäàííûì ε â ñèëó ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà.

Â ýòîé çàäà÷å ε è N ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè. ×èñëî øàãîâ çàâèñèò îò âûáîðà ìàëîãî
÷èñëà ε. Ïàðàìåòðû âûáèðàþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî. Îãðàíè÷åíèå íà N ââîäèòñÿ â
çàâèñèìîcòè îò ñèñòåìû. Åñëè çà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî øàãîâ òðàåêòîðèÿ íå ïîñòðîåíà,
çíà÷èò ïðè çàäàííîì ε ýòî íåâîçìîæíî.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê ïåðâîé çàäà÷å è ïîäïðàâèì íàøó òðàåêòîðèþ òàê, ÷òîáû îíà
ïðîõîäèëà ÷åðåç òî÷êó x∗∗. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîîáðàç òî÷êè x∗∗. Åñëè îí ñî-
ñòîèò èç îäíîé òî÷êè, òî ïîëîæèì x′N = f−1(x∗∗) è â êà÷åñòâå èñêîìîé ε -òðàåêòîðèè
ðàññìîòðèì óæå ïîñòðîåííóþ, ãäå xN çàìåíåíî íà x′N . Ïîñêîëüêó |f(xN−1 − x′N | =
|f(xN−1−xN +xN −x′N | ≤ |f(xN−1−xN |+ |xN −x′N | è |f(xN−1−xN | = 0 ïî ïîñòðîåíèþ
òðàåêòîðèè, òî îöåíêà çàâèñèò îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî. Ïîëîæèì |xN − x′N | = δ. Åñëè
δ < ε , òî ìû ïîñòðîèëè èñêîìóþ òðàåêòîðèþ ñ çàäàííûì ε. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû
ïîñòðîèëè δ -òðàåêòîðèþ.

Åñëè ïðîîáðàç ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ òî÷åê, òî ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ â êà÷åñòâå
x′N .

3 Ïîñòðîåíèå áëèçêèõ òðàåêòîðèé

Âîçüìåì ïîñòðîåííóþ ε -òðàåêòîðèþ {xi} è îáðàçóåì èç íåå {x′i} ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x′0 = x∗, x′k = xk + ε, k = 1, . . . , N ;x′N+1 = x∗∗. Äëÿ òî÷åê ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ïðè
k = 1, . . . , N − 1 ) âåðíî ñëåäóþùåå:

|f(x′k)−x′k+1| = |f(xk+ε)−f(xk)+f(xk)−xk+1−ε| ≤ |f(xk+ε)−f(xk)|+|f(xk)−xk+1|+ε.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæíî îöåíèòü ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f â íåêîòîðîé òî÷êå x0k ,
âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ òðàåêòîðèÿ áóäåò δ -òðàåêòîðèåé
ñ δ = maxk=1,N−1 f

′(x0k)(ε+ 1).

4 Ðåàëèçàöèÿ

Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Ñ#, â ñðåäå Visual Studio 2005 è òåñòèðîâàëñÿ íà äâóõ
ìîäåëÿõ: à) Ñèñòåìà Windows XP SP2, ïðîöåññîð Intel Pentium III, 128 ÌÁ ÎÏ; á)
Ñèñòåìà Windows XP SP2, ïðîöåññîð Intel Pentium IV, 1ÃÁ ÎÏ.

Ïðè çàïóñêå ïðîãðàììû âûáèðàåòñÿ íóæíûé âèä äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (äèñêðåò-
íàÿ èëè íåïðåðûâíàÿ). Äàëåå â íèñïàäàþùåì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ ôàéë çàäàíèÿ ñèñòåìû.
Ïðè âû÷èñëåíèè ïðàâûõ ÷àñòåé èñïîëüçóþòñÿ áèáëèîòåêè èç [2], êîòîðûå âêëþ÷àþò â
ñåáÿ ñðåäñòâà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ñèñòåìû â âèäå äåðåâà ðàçáîðà âûðàæåíèé.
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Â ðàáî÷åì îêíå çàäàþòñÿ ÷èñëà N è ε , êîîðäèíàòû òî÷åê x∗, x∗∗ è ãðàíèöû îáëàñòè
ïîñòðîåíèÿ. ×èñëî øàãîâ (çíà÷åíèå N) ìîæíî çàäàâàòü ìàêñèìàëüíî ðàâíûì 1000000
(íàèáîëüøåå èñïîëüçîâàííîå � 500000). Òàêîå áîëüøîå ÷èñëî øàãîâ íå äàåò îùóòèìûõ
ïðåèìóùåñòâ ïðè ðåøåíèè, íàïðèìåð äëÿ îòîáðàæåíèÿ Õåíîíà äîñòàòî÷íî çàäàòü N =
10000 . ×àùå âñåãî ïðè òåñòèðîâàíèè ìû èñïîëüçîâàëè çíà÷åíèÿ N â ïðîìåæóòêå îò
500 äî 10000. Äëÿ ε íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà çíà÷åíèÿ áîëüøèå 0.5, è ðåäêî òðåáóåòñÿ
òî÷íîñòü òàêàÿ, ÷òî ε ìåíüøå 0.0005. Ìû îãðàíè÷èâàëèñü çíà÷åíèåì ε = 0.05.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Õåíîíà

x1 = 1 + y − ax2,
y1 = bx.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè a = 1.4, b = 0.3 ó äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäàåìîé îïè-
ñàííûì îòîáðàæåíèåì, â îáëàñòè [-1.5,1.5] x [-1.5,1.5] ñóùåñòâóåò ñòðàííûé àòòðàê-
òîð, íà êîòîðîì äèíàìèêà ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷íîé [1]. Ïðè âûáðàííûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ ó ñèñòåìû ñóùåñòâóþò äâå íåïîäâèæíûå ñåäëîâûå òî÷êè

x1 = 0.63135448, y1 = 0.18940634 è x2 = −1.1313545, y2 = −0.3394063. Äèíàìèêà ñè-
ñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé (óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé-
÷èâûõ ñåïàðàòðèñ) ýòèõ òî÷åê. Êàê ïîêàçàíî â [3], ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëüíàÿ ãî-
ìîêëèíè÷åñêàÿ òî÷êà, ÷òî ïðèâîäèò â ñëîæíîìó ïîâåäåíèþ òðàåêòîðèé. Âûáåðåì
â êà÷åñòâå x∗ = (0.631, 0.18) , à â êà÷åñòâå x∗∗ = (−0.6,−0.3). Ïðè ε = 0.05 ñóùå-
ñòâóåò èñêîìàÿ òðàåêòîðèÿ (ðèñ.1). Òàêóþ òðàåêòîðèþ íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü äëÿ
x∗∗ = (−1.13,−0.33) (ðèñ.2).
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Ðèñ. 1. Ñóùåñòâîâàíèå òðàåêòîðèè.
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Ðèñ. 2. Òðàåêòîðèè íåò.
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